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RESUMEN

Dado un espacio topoldgico (X, 7) sobre el que se considera un ideal Z, se
estudian y obtienen nuevas caracterizaciones de funciones Z -abiertas, Z -cerradas e
T-continuas utilizando el concepto de funcién local y funcién inducida f*. Se muestra
un resultado mas fuerte en el caso de topologia compatible para funciones Z-cerradas
que también pueden descartarse en el caso de subconjuntos *-densos en si mismos. Se
generalizan algunos resultados conocidos y finalmente se dan varias propiedades para

las funciones Z-continuas en términos de funciones inyectivas y conjuntos saturados.
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INTRODUCCION

En [7] Noorie y Bala, para una funcién f : X — Y, utilizan para cualquier sub-
conjunto E de X, los conjuntos de la forma f*(E) = {f*(y) :y € Yy f~(y) C E},
para obtener una interesante y novedosa caracterizacién de funciones abiertas, ce-
rradas y continuas. Este tipo de conjunto se menciona en el presente trabajo como
funcién inducida y se denota por ff. Por otro lado, el estudio de las propiedades
de funciones con respecto a un ideal y una topologia son ya conocidos en la liter-
atura. En 1966, Kuratowski [8], utiliza la idea de ideales sobre espacios topolégicos,
para generalizar la nocién de clausura de un conjunto, introduciendo el concepto
de funcién local con respecto a un ideal y una topologia. Posteriormente, en 1990,
Jankovic y Hamlett [4], estudian ciertas propiedades locales y globales que involucran
la nocién de ideal sobre un espacio topolégico. En particular, estos autores definen el
operador clausura de Kuratowski, de la siguiente manera, cl*(A) = AU A*[9], donde
A* es la funcién local respecto a la topologia 7* inducida en el espacio a través de un
ideal y demuestran que la topologia 7* generada por cl* es més fina que la topologia
7 del espacio. En 1986, Kanicwski y Piotrowski[5], introducen el concepto de funcién
Z-continuay en 1992, Hamlett y Rose[2], introducen el concepto de funcién Z-abierta.
En 2006, Sivaraj y Renuka Devi[8], obtienen varias caracterizaciones y propiedades
para estos tipos de funciones utilizando conjuntos que resulten de imagenes de f y
f

La nocién de funcién local y funcién inducida mencionadas anteriormente, se
utilizan en el texto para obtener nuevas caracterizaciones de funciones Z-abiertas,
estas caracterizaciones inducen una generalizacién de los resultados de [8], donde se
descarta la hipotesis de biyeccién y se permite introducir de manera similar la nocién
de funciones Z-cerradas. Para el caso de la topologia compatible con un ideal, se
dan nuevas caracterizaciones para este tipo de funciones mediante la imagen f y la

funcién local A*. También se muestra que la condicién de compatibilidad se puede



descartar utilizando subconjuntos *-densos en si mismos y finalmente se caracterizan
las funciones Z-continuas en términos de funciones inyectivas y conjuntos saturados.

El aporte principal de este trabajo es la presentacién organizada y detallada
de resultados relacionados con las nociones de las funciones Z-abiertas, Z-cerradas e
Z-continuas. Ademas, se proporcionan ejemplos e ilustraciones que ayudan a mejorar

la comprension del tema en cuestion.



CAPITULO 1
NOCIONES PRELIMINARES

En este capitulo se describirda de manera detallada las nociones béasicas estric-
tamente necesarias para el desarrollo de este trabajo. Se introducen ciertas clases de
funciones como lo es la funcién local y la funcién inducida f#, y se estudian algunas
propiedades relativas a estas clases de funciones que seran empleadas en los proximos
capitulos. A lo largo de este documento para un subconjunto A de X, int(A) y cl(A)
indicaran el interior de A y la clausura de A en (X, 7), de igual manera, cl*(A) e
int*(A) indicaran el interior de A y la clausura de A en (X, 7*) respectivamente y
A% denotaré el complemento de A en X. Para més detalles de los temas tratados

en este capitulo se recomienda consultar [2], [4], [7] ¥ [8].

Definicién 1.1. Una topologia sobre un conjunto X, es una coleccion T no vacia de

subconjuntos de X que cumple con las siguientes propiedades:
(1) 0 y X estdn en .
(2) La union de los elementos de cualquier subcoleccion de T estd en T.

(3) La interseccion de los elementos de cualquier subcoleccion finita de T estd en T.

Un conjunto X para el que se ha definido una topologia T se llama espacio

topoldgico.

Hablando con propiedad, un espacio topoldgico es un par ordenado (X, 7),
formado por un conjunto X y una topologia 7 sobre X. Si (X,7) es un espacio
topoldgico, un subconjunto U de X se llamara conjunto abierto de X, si U pertenece
a la coleccion 7. Usando esta terminologia, se puede decir que un espacio topolégico
es un conjunto X junto a una colecciéon de subconjuntos de X, llamados conjuntos
abiertos, tales que () y X son abiertos, las uniones arbitrarias y las intersecciones

finitas de conjuntos abiertos son abiertos.



Veamos algunos ejemplos de espacios topoldgicos.

Ejemplo 1.1. Sea X # 0, las siguientes colecciones de subconjuntos de X son

topologias sobre X .

(1) Topologia trivial. 7 = {0, X }.

(2) Topologia cofinita. Tcp ={ O C X : X — O finito } U{0}.

(3) Topologia conumerable. 7oy = {0 C X : X — O numerable } U {0}.

(4) Topologia fuerte. P, € X punto fijo, 77 ={O C X : P, ¢ O ¢ X — O finito }.
(5) Topologia discreta. 74 := P(X).

Ejemplo 1.2. Sea X un conjunto de tres elementos, X = {a,b,c}, la siguiente

coleccion de subconjuntos de X es una topologia sobre X, 7 = {X, 0, {a, b}, {0}, {b, c}}.

Definicion 1.2. Suponga que T y 7’ son dos topologias sobre un conjunto dado X.

Si ' DT, se dice que 7' es mds fina que T, es decir, ' contiene propiamente a T.

Ejemplo 1.3. La topologia discreta 1, es mds fina que cualquier topologia en X,
mientras que cualquier topologia en X es mds fina que la topologia trivial 7. Obvia-

mente,
7 C Tcr € Ton € Ta.

A continuacion, se introducen algunos conceptos basicos asociados a espacios

topoldgicos.

Definicién 1.3. Sea (X, 7T) un espacio topoldgico, se dice que un subconjunto A de

X es un conjunto cerrado si su complemento X — A es un conjunto abierto.

Ejemplo 1.4. Considere R con su topologia usual. El subconjuto [a,b] de R es

cerrado porque su complemento
R —[a,b] = (—00,a) U (b, +00) es abierto.
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Definicién 1.4. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Dado un subconjunto A de X, se
define el interior de A, denotado por int(A), como la unién de todos los conjuntos
abiertos contenidos en A, y la clausura de A, denotado por cl(A) como la interseccion
de todos los conjuntos cerrados que contienen a A. Obviamente, el int(A) es un

conjunto abierto y cl(A) es un conjunto cerrado, mds ain,
int(A) C A C cl(A)

A es un conjunto abierto, si y solo si A = int(A), mientras que, A es un

conjunto cerrado, si y sélo si A = cl(A).

Ejemplo 1.5. Sea R con la topologia usual, si Q C R es el conjunto de los nimeros
racionales. Entonces int(Q) = 0 e int(R — Q) = 0, ya que cada intervalo abierto

contiene elementos de Q y de R — Q.

Este ejemplo muestra que:
int(AU B) # int(A) Uint(B).

Para cualesquiera subconjuntos A y B de un espacio topolégico (X, 1), los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) int(A) C A.

(2) A es abierto si, y sélo si, A = int(A).
(3) int(int(A)) = int(A).

(4) A C B = int(A) C int(B).

(5) int(0) =0, int(X) = X.

(6) int(A) Nint(B) = int(AN B).

(7) int(A) Uint(B) C int(AU B).

(8) int(AU B) € int(A) Uint(B).



(9) int(A) = (cl(AC))C.

(10) cl(0) = 0, cl(X) = X.

(11) A C cl(A).

(12) Si A C B, entonces cl(A) C cl(B).
(13) cl(cl(A)) = cl(A).

(14) cl(AU B) = cl(A) U cl(B).

(15) cl(AN B) C cl(A) N cl(B).

(16) cl(A) N el(B) ¢ cl(AN B)

La definicién de clausura de un conjunto no da un método adecuado para
encontrar las clausuras de conjuntos especificos, puesto que la colecciéon de todos
los conjuntos cerrados en X, como la coleccién de todos los conjuntos abiertos, es
frecuentemente demasiado grande para trabajar con ella. Otro camino para describir
la clausura de un conjunto, se da en el siguiente teorema.

Primero se introducira alguna terminologia conveniente. Se dice que un con-

junto A intersecta a un conjunto B si AN B es un conjunto no vacio.

Teorema 1.1. Sea A un subconjunto del espacio topoldgico (X, 7), © € cl(A) si, y

sélo si, para cada conjunto abierto U que contiene a x, el conjunto U N A # ().

Prueba:

Suponga que z ¢ cl(A), entonces el conjunto U = X — cl(A) es un conjunto
abierto que contiene a x y no intersecta al conjunto A. Reciprocamente, si existe un
conjunto abierto U que contiene a z y no intersecta al conjunto A, entonces X — U
es un conjunto cerrado que contiene al conjunto A. Por definiciéon de clausura, se

tiene que el conjunto X — U debe contener a cl(A); sin embargo, x no puede estar

en cl(A).



Seguidamente se introduce la nocién de ideal sobre un espacio topolégico

(X, 7).

Definicién 1.5. Un ideal Z sobre un espacio topoldgico (X, T) es una coleccion no

vacia de subconjuntos de X, que satisface las siguientes propiedades:

(1) SiAe T yB C A, entonces B € T (hereditatia).
(2) SiAeTyB eI, entonces AU B € T (aditiva).

Ejemplo 1.6. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Las siquientes colecciones son ide-

ales sobre X :

(1) {0} y P(X) ={A: AC X}

(2) La coleccion F de todos los subconjuntos finitos de (X, T).

(3) La coleccion C de todos los subconjuntos contables de (X, T).

(4) La coleccion N de todos los subconjuntos nunca densos en (X, 7).

(5) La coleccion DC de todos los subconjuntos discretos cerrados en X .

Observe que si Z es un ideal, entonces () € Z, puesto que () C A para cualquier
Ael.

A lo largo de este trabajo, la terna (X, 7,Z) denotard un espacio topolégico
(X, 7) junto con ideal Z sobre X y sera simplemente llamado un espacio topolégico

dotado con un ideal.

Definicién 1.6. Sea f : X — Y cualquier funcion y A un subconjunto de X. La
imagen del subconjunto A C X, denotado por f(A), se define como el conjunto cuyos

elementos son las imdgenes de los elementos de A, mediante f, es decir,

f(A) ={f(z) -z € A}.

O bien,



fLA)={yeY/ Tz e Ay f(x) =y}
De acuerdo con lo anterior,
ye f(A)<= Tz e A/f(x)=y.

Observacién 1.1. Si (X, 7,Z) es un espacio topolégico dotado con ideal, (Y,J)
cualquier espacio topoldgico y f = (X,7,Z) — (Y,d) cualquier funcion, entonces
f@)=A{fU):1I€T}, esunideal en el espacio topoldgico (Y,0) y se escribirda J en
lugar de f(Z).

Definicién 1.7. Sea f : X — Y cualquier funcion y A un subconjunto de Y. La
imagen inversa del subconjunto A C'Y, denotado por f~(A), es el conjunto formado

por todos los elementos de X cuyas imdgenes pertenecen al conjunto A.
f7HA) ={z € X/f(z) € A}.
Es claro que,
r€ fHA) < f(z) € A.

Definicién 1.8. Sea A cualquier subconjunto de X, el complemento de A denotado
por AC, es el conjunto formado por los elementos de X que no pertencen a A, es

decir,
r€AY =1 ¢ A
Para cualesquiera subconjutos A y B de X, las siguientes propiedades se satisfacen:
(a) (A9)C = A.
(b) A C B entonces, B¢ C A°.
(¢) A= B entonces, B® = A°.
(d) (AU B)¢ = A°n B°.

(e) (AN B)¢ = A° U BC.



Observacion 1.2. El complemento del conjunto vacio es el conjunto universal, es

decir, 0¢ = U, y el complemento del conjunto universal es el conjunto vacio esto es,

U =1.

Puesto que uno de los objetivos principales de este trabajo es dar nuevas
caracterizaciones de las funciones Z-abiertas, Z-cerradas e Z-continuas utilizando
ideales topoldgicos, se introduce el concepto de funcion local, que sera de utilidad en

el desarrollo de las siguientes secciones de este capitulo.

Definicién 1.9. Sea (X, 7,Z) un espacio topoldgico dotado con un ideal. Para cada
subconjunto A de X, se define la funcion local de A con respecto a T y 7 de la

siguiente manera:
A*Z, 1) ={r € X :UNAEZ, para cada U € T(x)},

donde 7(x) ={U e 7 : x € U}.

Cuando no exista confusion, se escribira A* en lugar de A*(I, ).

En el siguiente ejemplo se muestra que, en general, X* es un subconjunto

propio de X.

Ejemplo 1.7. Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {0, X, {a},{b},{a,b}} y el
ideal T = {0, {a}}. Observe que X* = {b,c} & X.

En el caso que X* = X se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.10. Un espacio topoldgico (X, 1,Z) se dice que es un espacio Hayashi-

Samuels (abreviado E.H.S) si X* = X o equivalentemente, T NZ = {0}.

La nocién de espacio Hayashi-Samuels también se menciona en la literatura

denominando al ideal como 7-acotado o codenso.

Teorema 1.2. Sea (X,7,Z) un espacio topoldgico dotado de un ideal. Entonces,

para cada subconjunto A de X las siguientes propiedades se satisfacen:



(1) Si Z = {0}, entonces A* = cl(A).

(2) SiZ = P(X), entonces A* = ().
Prueba:

(1) Suponga que Z = {0}, entonces A* = {x € X : UN A ¢ {0} para cada
Uer(x)}={reX:UNA#(paracadaU € 7(x)} = cl(A).

(2) Suponga que Z = P(X), entonces A* = {x € X : UN A ¢ P(X), para cada
Uer(x)}={r e X:UNAYZ X, paracada U € 7(x)} = 0.

Lema 1.1. Sea (X, 7,Z) un espacio topolégico dotado de un ideal. Si A y B son

subconjuntos de X, entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(a) St A C B, entonces A* C B*.

(b) A* = cl(A*) C cl(A).

(e) (AU B)* = A*U B*.
(f) SiU €T, entonces UNA*=UNUNA*C(UNA)*

Prueba:

(a) Suponga que x ¢ B*, entonces existe U € 7(z) tal que U N B € Z. Como
A C B, se tiene que U N A C U N B. Por la propiedad hereditaria de Z, se sigue
que UNA €Ty por lo tanto, = ¢ A*.

(b) Sea x € cl(A*), por el Teorema 1.1, existe un abierto U que contiene a x tal que
U N A* # (), por lo tanto, existe un punto y € U N A* tal que y € U y y € A*.
Como U es un abierto que contiene a x, U € 7(z), entonces UNA ¢ T y asi © € A*.

Por otra parte, dado que A* C cl(A*), se concluye que A* = cl(A*). Para
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demostrar que cl(A*) C cl(A), suponga que = € cl(A*) = A*, entonces UNA¢ET
para todo U € 7(x), y asi U N A* # () para todo U € 7(z), por lo que z € cl(A) y
asi cl(A*) C cl(A).

(c) Por la parte (b), A* = cl(A*) C cl(A) para cada subconjunto A de X. En
particular, para A* se tiene que (A*)* C cl(A*) = A*.

(d) Suponga que existe z € 0* y sea U € 7(x), entonces U N ¢ Z, pero como U N
) =0, por lo que () ¢ Z y esto es una contradiccién, pues ) € Z. Por lo tanto, no

existe un elemento x € ()* y en consecuencia (* = ().

(e) Por la parte (a), se tiene que A* C (AU B)* y B* C (AU B)*. Por lo tanto,
A*U B* C (AU B)*. Ahora para demostrar que (AU B)* C A* U B*, suponga que
x ¢ A* U B*, entonces existen U € 7(z) y V € 7(z) tales que, UNA €Ty
VNBeZ. Puestoque UNV C U, entonces (UNV)NACUNAYy como

UN A €T seobtiene que (UNV)N A €Z. Andlogamente, se puede concluir que
(UNV)NBeZ, porloque (UNV)N(AUB)=[(UNV)NAJU[(UNV)NB] €L,
es decir, (UNV)N (AU B) € Z, en consecuencia x ¢ (AU B)*.

(f)SeaUer,z e UNA*yV e€r,entoncesz € (UNV), (UNV)erTyxe A,
porloque VN (UNA)¢Zyaxe (UnNA* Deestamanera, U N A* C (U N A)*,
UnNA* C Uy se concluye que U N A* C U N (U N A)*. Por otra parte, la
inclusion U N A C A implica que (U N A)* C A*yUn (UnNA)*CUn A* Por
lo tanto, UN A*=UnN (UNA)*"C (UnNA™

Lema 1.2. Sea (X, 7,Z) un espacio topoldgico dotado con ideal y {As : o € A} una

coleccion de subconjuntos de X . Entonces, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) (HAa:a e A})* C{AL :a € A}

(2) (U{Aa:ae A} =U{AL - a € A}, si A es finito.

Prueba:
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(1) Para cada a € A, se tiene que, [{As : @ € A} C A, y por la parte (1) del Lema
L1, (({Aa : € A})* C A% Por lo tanto, (([{Aa:a € A} CN{AL:a e A}

(2) Por la parte (e) del Lema 1.1, se tiene que (AU B)* = A* U B* para cada par de
subconjuntos A y B de X. Luego, si A es finito entonces por induccién

matemadtica, se concluye que ((J{An:a € A}* =U{AL : a € A}

Recuerde que si P(X) es el conjunto de partes de X, el operador clausura
de Kuratowski es una funcién v : P(X) — P(X) que satisface las siguientes

propiedades:

(a) v(0) = 0.

(b) Si A € P(X) , entonces A C y(A).

(¢)si A, B € P(X), entonces v(AU B) = v(A) U~v(B).

(d) Si A € P(X), entonces v(y(A)) = v(A).

Ademas, {A € P(X) : v(A) = A} es una coleccién de conjuntos cerrados para

una topologia sobre X.

Definicién 1.11. Sea (X, 7,Z) un espacio topolégico dotado con un ideal. Para cada
subconjunto A de X, se define cl*(A) como la unidn de A con A*, es decir cl*(A) =

AU A"

Observe que si Z = {0}, entonces para cada subconjunto A de X se tiene que

c*(A) =AU A" = AUcl(A) = cl(A).

Proposicion 1.1. cl* es un operador clausura de Kuratowsksi.
Prueba: Se verifica que cl* satisface las propiedades deseadas:
(a) Puesto que cl*(0) =0*U Dy 0* = 0, entonces cl*(0) = 0.

(b) Si A € P(X), entonces A C A*U A = cl*(A).
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(¢) Si A,B € P(X), se tiene que cl*(A)Ucl*(B) = (AUA*) U (BUB*) =
(AUB)U(A*UB*) = (AUB)U(AUB)" =cl*(AUB,).

(d) Si A € P(X), entonces por la parte (b), cl*(A) C cl*(cl*(A)). Por otra parte,
cl*(cl*(A)) = (cI*(A))* Ucl*(A) = (AUA* ) U (A) = A" U (A*)*Ucl*(A) C
A*Ucl*(A) = cl*(A). Por lo tanto, cl*(cl*(A)) = cl*(A).

En virtud del teorema anterior, si (X, 7,Z) es un espacio topoldgico dotado
con un ideal, se denota por 7%(Z) a la topologia generada por cl*, donde 7 es la

topologia original en X, es decir;
™M) ={Ue X :cd"(X -U)=(X-U)}.

Los elementos de 7%(Z) son llamados 7%(Z)-abiertos y el complemento de un
7*(Z)-abierto es llamado 7*(Z)-cerrado. Por lo tanto, se define el int*(A) como
la unién de todos los conjuntos abiertos pertenecientes a 7%(Z) contenidos en A.
Cuando no exista confusién, se escribird simplemente 7* en lugar de 7*(Z).

Observe que si Z = {(}, entonces A* = cl(A). Por lo tanto, en este caso
c*(A) =cl(A)y 7 =7. SiZ = P(X), entonces A* = () para cada A C X y aqui 7*
es la topologia discreta y claramente 7% es més fina que cualquier otra topologia en

X.

Observacién 1.3. Sea A un subconjunto de X y (X, 7,Z) un espacio topoldgico
dotado con un ideal. Si A es un conjunto T*-cerrado en X, entonces A = cl*(A),

mientras que, si A es un conjunto T*-abierto en X, entonces A = int*(A).

Proposicién 1.2. Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7,Z) es un con-

gunto T*-cerrado en X si, y solo si, A* C A.

Prueba: Suponga que A es un conjunto 7*-cerrado en X, entonces cl*(A) = A.
En consecuencia, A*UA = A y por lo tanto, A* C A. Reciprocamente, suponga que
A* C A. Puesto que cl*(A) = A*UAy A*UA C A. Entonces cl*(A) C A. Por
la Proposicion 1.1, se tiene que A C cl*(A) y asi, se obtiene que cl*(A) = A. Esto

demuestra que X — A es 7*-abierto y por lo tanto, A es un conjunto 7*-cerrado.
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Observacion 1.4. Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 7,Z) dotado
de un ideal, entonces del Lema 1.1, se deduce que (cl*(A))* = (AU A*)* = A* U

(A*)* C A* C cl*(A) y de esta manera, cl*(A) es un conjunto T*-cerrado.

Proposicién 1.3. Sea (X, 7,Z) un espacio topolégico y A un subconjunto de X.

Entonces A* — A no contiene ningun conjunto T*-abierto no vacio.

Prueba: Suponga que A C X y U es un conjunto 7*-abierto tal que U C A* — A,
entonces U C A*—AC X —-—A AC X —-Uy X —U es 7*cerrado. Por la parte
(c) del Lema 1.1 y la Proposicién 1.2, se obtiene que A* C (X —U)* C X — U y asi,
U C X — A*. Puesto que U C A* se tiene que U C (X — A*) N A* = (), por lo que
U = () y de esta manera, A* — A no contiene ningiin conjunto 7*-abierto no vacfo.
A continuacién se introduce la nocién de funcién inducida y se estudian algu-

nas propiedades relacionadas a las mismas.

Definicién 1.12. Sea f : X — Y cualquier funcion y E cualquier subconjunto de

X. Se define la funcion inducida f*, con respecto a f, de la siguiente manera:
fUE)={yeY: [y C B}

Definicién 1.13. Sea f : X — Y cualquier funcion y E cualquier subconjunto de

X. Se define E*, de la siguiente manera:

EF = f7HfH(E)).

Definicién 1.14. Sea f : X — Y cualquier funcion, un subconjunto E de X se

llamard subconjunto saturado de X, si E = E*.

Observacién 1.5. Para cualquier funcion f : X — Y, E* es saturado para cualquier

subconjunto E de X.

Lema 1.3. Sea f : X — Y cualquier funcion, si E es cualquier subconjuto de X.

Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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(a) E*={f'(y):yeY y [ (yy CE}CE.

(b) fHEC) = (f(E) y asi, fH(E) = (f(E)) y f(E) = (fF(E))".
(¢) Un subconjuto E de X es saturado si y sélo si, E = E*.
(d) f es una funcién sobreyectiva si y sélo si f*(E) = f(E*).
(e) fAX) =Y , X=X y 0 =0.

(f) Si A C B, entonces f*(A) C f4(B).

(9) fH(E) = f{(E) N f(X).

(h) f5(0) = [F(X)]°.

(i) fH(EF) = fH(E).

(1) f(EF) = fH(E)N f(E).

Prueba:

(a) Sigue directamente por definicién.

B ye(f(E) ey ¢ f(E)e [Ty ¢ Ee [T (y) CET e ye f{(EY), porlo
tanto, f*(E*) = (f(E))°.

yE (f(E9) eyef(E) e fy) e B« fH(y) L Ewy ¢ f(E), asf
FHE) = (f(EY))C, por otro lado, (f(EY))” = ((f(E))°)° = f(E),

(¢) (=) Por la Definicién 1.13, E* = f~1(f*(E)), ahora utilizando la parte (b) se
tiene que, f1(f(E)) = f[(F(EO))C) = (£~ (F(E))° = (E°)° = E. De esta

manera, se concluye que E* = E.

(<) Sigue directamente de la Observacién 1.5.

(d) f(E*) = fIf*(f*(E))], por Definicién 1.13, puesto que f es una funcién
sobreyectiva, se tiene que, f[f1(f*(E))] = f*(E), por lo tanto, f(E*) = f¥(E).

Reciprocamente, considere £ = X por hipétesis, se tiene que f#(X) = f(X¥), por
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la parte (e), se obtiene que, Y = f#(X) = f(X*) = f(X). De esta manera se tiene

que f(X) =Y y esto demuestra que f es una funcién sobreyectiva.

(e) Utilizando la parte (b), f#(X) = (f(X))¢, luego de la Observacién 1.2, se
obtiene que, f(X%) = f(0), asi, fH(X) = (f(0))° =Y.

Como f*(X) =Y, entonces esto implica que, f~1(f*(X)) = f~}(Y) = X. Por otra
parte, utilizando la Definicién 1.13, se tiene que f~(f*(X)) = X*, por lo tanto,
Xt =X.

Dado que el conjunto @) estd incluido en cualquier otro conjunto, se tiene que

O C 0¥, Ahora por la parte (a), se obtiene que §* C (). Por lo tanto, () = @*.

(f) Sea y € f*(A), entonces se tiene que para todo y € Y, f~1(y) C A, puesto que
A C B, implica que, f~'(y) C B, por lo tanto, y € f*(B) para todo y € Y. En

consecuencia f*(A) C f¥(B).

(g) Por Definicién 1.13 y de la parte (), se tiene que, f#(E) N f(X) =

FHE) N F(XF) = FAE) N F(fHFAX)) = FAE) N X)) = FHE)NY = f{(E).

(h) De la Observacién 1.2 y de la parte (b), se tiene que, [f(X)] = f4(X°) = f4(0).
(i) Utilizando la Definicién 1.13, f#(E*) = f*f~*(f*(E))], luego por (b) y las
propiedades del complemento, se tiene que

FPUHE)] = FIHUED N = FLHE))C = FUEC)C] = fH(E). En
consecuencia f*(E*) = f¥(E).

() F(EF) = f(f7([H(E)) = FH(E), por la parte (i), fH(E) = f*(E*), por lo tanto
f(E®) = f3(E%), luego, f(E*) N f(E) = f4(E*) N f(E). Ahora dado que

f(E®) C f(E), se tiene que, f(E*) = f*(E*) N f(F), nuevamente por la parte (i), se
concluye que f(E*) = fY(E)N f(E).

Definicién 1.15. Un subconjuto A de un espacio topoldgico (X, T,T) dotado de un

1deal se dice:
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(a) Z-denso, si A* = X.

(b) *-denso en si mismo, si A C A*.

Ejemplo 1.8. Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X, {c},{a, b}, {a,b,c}} y
el ideal T ={0,{a}}. Si A={b,c,d}, entonces A* ={a,b,c,d} = X.

Ejemplo 1.9. Sea X = {a,b,c,d}, 7 = {0,{d},{a,c,d}, X} y el ideal T = {0, {c},{d},{c,d}},

el subconjunto A = {a} es un subconjunto x-denso en si mismo, pues A C A*.

Definicién 1.16. Sea (X, 7,Z) un espacio topolégico dotado con un ideal, se dice
que L es compatible con respecto a T, denotado por T ~ I, si para cada subconjunto

A de X cada punto de A existe un abierto U tal que U N A € Z, entonces A € T.

Lema 1.4. Sea (X, 7,Z) un espacio topoldgico dotado de un ideal y sea A cualquier

subconjunto de X, entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(a) AX(Z,71) = A*(Z,7(2)).
(b) T ~ T siy solo si, A-A* €.

(¢c) TNZ = {0} siy sdlo si, X = X*.

Este resultado estd demostrado en [4].
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CAPITULO 2
FUNCIONES Z-ABIERTAS

En este capitulo, se estudia la nocion de funcién Z-abierta introducida por
Hamlett y Rose en [2], y se dan varias caracterizaciones y propiedades relacionadas
con este tipo de nocién usando la funcién inducida f*, la imagen directa f y la

imagen inversa f1.

Definicién 2.1. Se dice que una funcion f : (X, 7,Z) — (Y,9,J), es una funcion Z-
abierta si la imagen de cada subconjunto abierto en X, es un subconjunto d*-abierto
en'Y o equivalentemente, f: (X, 7,Z) — (Y,9,T) es una funcion Z-abierta si y sold

si, (X, 1) — (Y,0%) es abierto.

Ejemplo 2.1. Sea X = {a,b,c,d}, 7 = {0,{d},{a,c},{a,c,d}, X}, T = {0,{c},{d},{c,d}},
Y = {a,bc} y 8 = {0,{a}, {0}, {a,0}, {b,c}, Y} Si se define [+ (X,7,T) —
(Y,6,F) por fla) = b, f(b) =c, flc) =by f(d) =aconT = f(I)=PY),
entonces, 0* es la topologia discreta. Claramente f es una funcion Z-abierta, pues

la tmagen de cada subconjunto abierto en X es un subconjunto 6*-abierto en 'Y .

En [8], se muestra para una funcién biyectiva f : (X, 7,Z) — (Y,6,7), f es
una funcién Z-abierta si, y solé si, f~1(B*) C (f~1(B))*. Ahora el siguiente teorema

muestra que la condicion de biyeccion no es necesaria para mostrar lo establecido en

[8].

Teorema 2.1. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,0,J) cualquier funcion. Entonces las sigu-

tentes condiciones son equivalentes:

(a) f es una funcion Z-abierta.
(b) (f*(A))* C f¥(A*) para cada subconjunto A de X .

(c) f74(B*) C (f~(B))* para cada subconjunto B de'Y .



(d) f=Y(cl*(B)) C cl(f~1(B)) para cada subconjunto B de'Y .
(e) cl*(f*(A)) C fH(cl(A)) para cada subconjunto A de X.

(f) Para cada subconjunto cerrado F en X, f*(F) es un subconjunto 0*-cerrado en

Y.
Prueba:

(a) = (b): Sea A un subconjunto de X y y ¢ f*(A*). Entonces por la Definicién
1.12, se tiene que f~*(y) € A*, por lo tanto existe un punto z € f~'(y) tal que

x ¢ A*. Ahora usando la Definicién 1.9, de A*, se tiene que existe un abierto U en
X, tal que U N A € Z, esto implica que f(U N A) € f(Z). Pero

fU)N fHA) C f(UNA), de aqui, f(U)N f4(A) € f(T), puesto que f es una
funcién Z-abierta, se tiene que f(U) es un conjunto d*-abierto en Y para cada

abierto U en X. Asi, y ¢ (f*(A))*. Por lo tanto, para cada subconjuto A de X se
tiene que (f#(A))* C f#(A%).

(b) = (c): Sea B un subconjunto de Y y considere A = f~*(B), sustituyendo en

(UB)I € FAFH(B))], como B C f#(f1(B)), entonces

(b), se tiene que [f
B C [P (B)] € P (B))], esto implica que

f~YUB*) C fFH(fU(B))]], por la Definicién 1.13, se tiene que
T UB) ) = ((F75(B))*)%. Del Lema 1.3(a), se concluye que
f7UBY) < (f7H(B)"

(¢) = (d): Para cada subconjunto B de Y, f~'(cl*(B)) = f~*(BU B*) =
FIB)U (B € 1 (B)U(F(B) = (7~ (B)) € cl(f~(B)). Por lo tanto,
el (B)) C e(f~H(B)).

(d) = (e): Sea A un subconjunto de X y considere el subconjunto B = f*(A),
sustituyendo en (d), observe que f~1(cl*(f*(A))) C cl(f~(f*(A))). Como
F7YH(f*(A)) = A% por la Definicién 1.13, entonces cl(f~1(f*(A))) C cl(A?), por la
parte (a) y (f) del Lema 1.3, se tiene que f*(f=(cl*(f*(A)))) C f*(cl(A)), como
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A C fH(f71(A)) para cada subconjunto A de X, se concluye que
cl*(fF(A)) C fH(cl(A)).
(e) = (f): Sea F' cualquier subconjunto cerrado en X. Entonces cl(F) = F,

sustituyendo en (e), implica que cl*(f*(F)) C f*(F). Por lo tanto, f*(F) es un

conjunto 0*-cerrado en Y.

(f) = (a): Sea U un subconjunto abierto en X, entonces U® es un subconjunto
cerrado en X. Por hipétesis, se tiene que f*(UY) es un conjunto §*-cerrado en Y,
por el Lema 1.3(b), f5(U%) = (f(U))®. Por lo tanto, f(U) es un subconjunto

0*-abierto en Y. De esta manera se concluye que f es una funciéon Z-abierta.

Corolario 2.1. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,6,J) una funcion sobreyectiva. Entonces f
es una funcion I-abierta si y solo si, para cada subconjunto cerrado F de X, f(F¥)

es un subconjunto 0*-cerrado en 'Y .

Prueba: De la equivalencia (a) y (f) del Teorema 2.1, se tiene que f es una
funcién Z-abierta si, y sélo si, para cada subconjunto cerrado F de X, f*(F) es un
subconjunto d*-cerrado en Y. Puesto que f es una funcién sobreyectiva, entonces
del Lema 1.3(d), se tiene que f*(F) = f(F*). Por lo tanto, f(F*) es un subconjunto

0*-cerrado en Y.

Corolario 2.2. Sea f: (X, 7,Z) — (Y,6,T) cualquier funcion dotada de un ideal.

Entonces las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) f es una funcion Z-abierta.

(b) La imagen de cada subconjunto 7*-abierto en X, es un subconjunto 6*-abierto

enY.

(¢) Para cada subconjunto F 7*-cerrado en X, f*(F) es un subconjunto §*-cerrado

enY.

Prueba:
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(a) = (b): Sea U cualquier subconjunto 7*-abierto en X, entonces U es un
subconjunto 7*-cerrado en X. Por la Proposicién 1.2, se tiene que (U®)* C U°.
Considerando el conjunto A = U y sustituyendo en la equivalencia (a) y (b) del
Teorema 2.1, se tiene que (fH(U°))* C f4*((UY)*) C f4(U%), nuevamente por la
Proposicién 1.2, se obtiene que f#(U¢) es un subconjunto §*-cerrado en Y. Del

Lema 1.3(b), f4(U¢) = (f(U))¢, Por lo tanto, f(U) es un conjunto §*-abierto en Y.

(b) = (c): Sea F cualquier subconjunto 7*-cerrado en X, entonces F'¢ es un
conjunto 7*-abierto en X, utilizando la hipétesis, se tiene que f(F¢) es un
subconjunto d*-abierto en Y. Del Lema 1.3(b), f*(F) = (f(F9))Y =Y — f(F°).

Por lo tanto, f#(F) es un subconjunto §*-cerrado en Y.

(¢) = (a) Sea F un subconjunto abierto en X, entonces F'“ es cerrado en X, como
7 C 7%, se tiene que F¢ es un subconjunto 7*-cerrado en X. Por hipétesis v la
parte (b) del Lema 1.3, se tiene que f*(F¢) = (f(A))° es un subconjunto
d*-cerrado en Y. Por lo tanto, f(A) es un subconjunto §*-abierto en Y. Esto

demuestra que f es una funciéon Z-abierta.

Corolario 2.3. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,0,J) una funcion Z-abierta, entonces las

siguientes propiedades se satisfacen:

(a) La imagen inversa de cada subconjunto J-denso en'Y , es un subconjunto

T-denso en X.

(b) La imagen inversa de cada subconjunto x-denso en si mismo en 'Y, es un

subconjunto x-denso en st mismo en X.
Prueba:

(a) Sea B un subconjunto J-denso en Y, por la Definicién 1.15(a), B* =Y, esto
implica que f~'(B*) = f~1(Y) = X, por lo tanto, f~!(B*) = X. De la equivalencia
(a) y (c) del Teorema 2.1, se obtiene que X = f~1(B*) C (f~1(B))*, de aqui,

X C X*. Como X* es un subconjunto propio de X, se tiene que X* = X, de esta
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manera, (f~'(B))* = X. Por lo tanto, se concluye que f~!(B) es un subconjunto

7-denso en X.

(b) Sea B un subconjunto *-denso en Y, por la Definicién 1.15(b), B C B*, esto
implica que f~!(B) C f~Y(B*), de la equivalencia (a) y (b) del Teorema 2.1, se
tiene que f~1(B*) C (f~1(B))*, asi, f~1(B) C (f~*(B))*. Por lo tanto, f~'(B) es

un subconjunto *-denso en X.

Teorema 2.2. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,0,J) una funcidn Z-abierta y 6 N J = {0},
entonces TNZ = {0}.

Prueba: Considere el subconjunto B = Y. Sustituyendo en la equivalencia (a) y
(¢) del Teorema 2.1, se obtiene que f~1(Y*) C (f~1(Y))*. Como 6 N J = {0}, del
Lema 1.4(c), se tiene que Y = Y*, por lo tanto, f~1(Y) C (f~%(Y))*, de aqui, X C
X*, dado que X* C X, entonces X* = X. Nuevamente del Lema 1.4(c), se concluye
que TNZ = {0}.

En [8], para las funciones biyectivas, los conceptos de funciones Z-abiertas e
Z-cerradas coinciden, sin embargo como hemos generalizado dicho teorema y hemos
eliminado la condiciéon innecesaria de biyeccién, se procede a introducir de man-
era similar la funcién Z-cerrada y se dardn varias caracterizaciones y propiedades

relacionadas con esta nocion.

2.1 Funciones Z-cerradas

Definicién 2.2. Se dice que una funcion f : (X,7,Z) — (Y,9,T) es una funcion
T-cerrada, si la imagen de cada subconjunto cerrado en X, es un subconjunto 6*-

cerrado en'Y o equivalentemente, f: (X, 7,Z) — (Y,9,T) es Z-cerrada si y sdlo si,

f: (X, 1) = (Y,8%) es cerrado.
Teorema 2.3. Toda funcion cerrada es una funcion L-cerrada.

Prueba:
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Sea f cualquier funcién cerrada, entonces para todo subconjunto cerrado F
en X, f(F) es un subconjunto cerrado en Y. Como §* es mds fina que §, es decir,
0 C 6%, se tiene que f(F) es un subconjunto §*- cerrado en Y. Por lo tanto, f es una
funcién Z-cerrada.

El siguiente ejemplo muestra que la suficiencia del teorema anterior no es
necesariamente cierta.

Ejemplo 2.2. Sea X = {a,b,c}, Y ={0,1}, 7 ={0,{c}, X}, Z = {0, {a},{c},{a,c}}
yd ={0,Y}. Sise define f: (X,7,7) = (Y,0,T) por f(a) =0, f(b) =0y
fle)=1con T = f(Z) = P(Y) entonces 6*(J) es la topologia discreta. Claramente
f es una funcion I-cerrada, pues para los conjuntos O, X, {a,b} cerrados en X,
f(X) = f({a,b,c}) ={0,1}, f(0) =0 y f({a,b}) = 0 son conjuntos 6*-cerrados en
Y. Ahora observe que f no es una funcién cerrada, pues el subconjunto {a,b} es un

cerrado en X, pero f({a,b}) = {0} no es un subconjunto cerrado en'Y .

Teorema 2.4. Para cualquier funcion f : (X, 7,Z) — (Y,0,J), las siguientes

propiedades son equivalentes:

(a) f es una funcion Z-cerrada.

(b) Para cada subconjunto A de X, cl*(f(A)) C f(cl(A)).

(¢) Para cada subconjunto A de X, f*(int(A)) C int*(f*(A)).

(d) Para cada subconjunto abierto U de X, f*(U) es un conjunto 0*-abierto en 'Y .

Prueba:

(a) = (b): Sea A un subconjunto cerrado en X, entonces A = cl(A), puesto que f
es una funcién Z-cerrada se tiene que f(cl(A)) es un subconjunto 6*-cerrada en Y,

Por lo tanto, cl*(f(cl(A)) C f(cl(A)). De esta manera se concluye que
c*(f(A)) € f(cl(A)).
(b) = (c): Sea A un subconjunto de X, utilizando el Lema 1,3(b), se tiene que

f(int(A)) © (f#(int(A)9)]< = int*(f*(A)).
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(¢) = (d): Sea U un subconjunto abierto en X, entonces U = int(U). Sustituyendo
en (c), se tiene que f3(U) Cint*(f¥(U)), de aqui, f*(U) = int*(f*(U)), por lo

tanto, f*(U) es un subconjunto §*-abierto en Y.

(d) = (a): Sea F un subconjunto cerrado en X, entonces F'¢ es un subconjunto
abierto en X. Por hipétesis, se tiene que f*(F¢) es un subconjunto §*-abierto en
Y, por Lema 1.3(b), f#(F¢) = (f(F)). Por lo tanto, f(F) es un subconjunto

0*-cerrado en Y. Esto demuestra que f es una funciéon Z-cerrada.

Corolario 2.4. Sea f: (X, 7,Z) — (Y,9,J) cualquier funcion. Entonces la imagen
de cualquier subconjunto T*-cerrado en X, es un subconjuto 6*-cerrado en Y si, y

sélo si, cl*(f(A)) C f(cl*(A)) para cualquier subconjunto A de X.
Prueba:

(=): Sea A un subconjunto 7*-cerrado en X, entonces A = cl*(A). Utilizando la

hipétesis, implica que f(cl*(A)) es un subconjunto d*-cerrado en Y, por lo tanto,
cl*(f(cl*(A))) € f(cl*(A)), asi, cl*(f(A)) € f(cl*(A)).

(<): Sea A un subconjunto 7*-cerrado en X, entonces cl*(A) C A. Utilizando la
hipétesis, se tiene que cl*(f(A)) C f(cl*(A)) C f(A). Por lo tanto,

c*(f(A)) C f(A). De esta manera se concluye que f(A) es un subconjuto

0*-cerrado en Y.

Corolario 2.5. Sea f: (X, 7,Z) — (Y,6,J) una funcion sobreyectiva. Entonces f
es una funcion L-cerrada si, y sélo si, para cada subconjunto abierto U de X, f(U*)

es 0*-abierto en Y .

Prueba:

De la equivalencia (a) y (d) del Teorema 2.4, se tiene que f es una funcién
T-cerrada, si para cada subconjunto abierto U de X, f*(U) es un subconjunto §*-
abierto en Y. Puesto que f es una funcién sobreyectiva, del Lema 1.3(d), se tiene
que fH(U) = f(U*). Por lo tanto, para cada subconjunto abierto U de X, f(U¥) es

un subconjunto d*-abierto en Y.
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El siguiente ejemplo exhibe que la condicion de sobreyectividad en el corolario

anterior no puede ser omitida.

Ejemplo 2.3. Sea X = {a.b,c}, 7 = {0, {c},{a.c}, {b.ch, X}, ¥ = {0,1,2} y

d = {0,{0,2},Y}. Sise define f: (X, 7,Z) — (Y,0,T) por f(a) =1, f(b) =

y fle) =1, con J = {0,{1}}. Entonces 6* = {0,{0},{0,2},{0,1}, X}, ahora
verifica que f es una funcion I-cerrada que no es sobreyectiva pues, f*({a,c})

(0,1) # 1 = f({a,c}?), y para todo subconjunto {a,b}, {b} y {a} cerrado en X,

2

se

Se

tiene que f({a,b}) = {1,2}, f(b) =2 y f(a) =1 son subconjuntos 6*-cerrados en 'Y .

Pero el subconjunto f({a,c}*) =1 no es un conjunto 6*-abierto en Y.

El siguiente teorema muestra que si Z es compatible con respecto a 7y f es

una funcién Z-cerrada, entonces f es equivalente a decir que, (f(A))* C f(A*) para

cada subconjunto A de X. Este resultado es mas fuerte.

Teorema 2.5. Sea [ : (X, 7,Z) — (Y,0,T) cualquier funcion. Entonces las sigu-

ientes propiedades se satisfacen:

(a) St f es una funcion Z-cerrada y T ~ I, entonces (f(A))* C f(A*) para cada

subconjunto A de X.

(b) St (f(A)* C f(A*) para cada subconjunto A de X, entonces la imagen de cada

conjunto 7*-cerrado en X es conjunto 6*-cerrado en'Y y por lo tanto, f es una

funcion Z-cerrada.
Prueba:

(a) Para cualquier subconjunto A de X, A = (A — A*) U (AN A*). Por el Lema
1(e), se tiene que

(f(A)" = (f((A=A)U(ANA)))" = (f(A = A)) U (f(AN A7))", asi,

(f(A)* C(f(A—A"))"U(f(A"))*. Como T ~ Z, del Lema 1.4(b), se tiene que

A — A* € Z, esto implica que f(A — A*) € f(Z). Luego (f(A — A*))* =0, por lo

tanto, (f(A))* C (f(A*))*. Puesto que f es una funcién Z-cerrada y A* es cerrado,
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se tiene que f(A*) es un subconjunto ¢*-cerrado en Y. Por la Proposicion 1.2, se

tiene que (f(A))* C (f(A*))* C f(A*). De esta manera se concluye que
(f(A))" € f(A").

(b) Para cualquier subconjunto A de X, cl*(f(A)) = f(A) U (f(A))*. Por hipétesis,
se tiene que cl*(f(A)) C f(A)U f(A*) = f(AU A*) = f(cl*(A)), por lo tanto,
c*(f(A)) C f(cl*(A)). Esto implica por el Corolario 2.4, que la imagen de cada
conjunto 7*-cerrado en X es un conjunto d*-cerrado en Y. De aqui,

f(cl*(A)) C f(cl(A)), asi, cl*(f(A)) C f(cl(A)), de la equivalencia (a) y (b) del

Teorema 2.4, se concluye que f es una funcién Z-cerrada.

Corolario 2.6. Sea f : (X,7,Z) — (Y,0,J) cualquier funcién y T ~ I, entonces

las siquientes propiedades son equivalentes:

(a) f es una funcion Z-cerrada.

(b) (f(A))* C f(A*) para cada subconjunto A de X .

(¢) La imagen de cada conjunto 7*-cerrado en X es §*-cerrado en Y.
Prueba:

(a) = (b): Para cualquier subconjunto A de X, A= (A — A*) U (AN A*). Por el
Lema 1.1(e), se tiene que

(F(A) = (F((A— A%) U (AN A7) = (f(A— A7) U (F(AN A7), as,

(f(A)* C(f(A—A")"U(f(A*))*. Como T ~ I, del Lema 1.4(b), se tiene que

A — A* € T, esto implica que f(A — A*) € f(Z). Luego (f(A — A*))* =0, por lo
tanto, (f(A))* C (f(A*))*. Puesto que f es una funcién Z-cerrada y A* es cerrado,
se tiene que f(A*) es un subconjunto ¢*-cerrado en Y. Por la Proposicion 1.2, se

tiene que (f(A))* C (f(A*))* C f(A*). De esta manera se concluye que
(f(A))" € f(A").

(b) = (c): Sea A cualquier subconjunto 7*-cerrado en X. Por la Proposicién 1.2, se

tiene que A* C A, esto implica que f(A*) C f(A), utilizando la hipdtesis, se
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obtiene que (f(A))* C f(A*), de aqui, (f(A))* C f(A). Aplicando nuevamente la

Proposicién 1.2, se concluye que f(A) es un subconjunto §*-cerrado en Y.

(¢) = (a). Del Corolario 2.4, cl*(f(A)) C f(cl*(A)), luego por hipétesis, f(cl*(A))
es un conjunto ¢*-cerrado en Y, esto implica que f(cl*(A)) C f(cl(A)), de tal forma
que cl*(f(A)) C f(cl(A)). De la equivalencia (a) y (b) del Teorema 2.4, se concluye

que f es una funciéon Z-cerrada.

El siguiente teorema muestra que la condiciéon de compatibilidad en el Teorema
2.5(a), puede ser cambiada por subconjuntos x-densos en si mismos de X.
Teorema 2.6. Sea f: (X, 7,Z) — (Y,9,T) cualquier funcion. Si f es una funcion
Z-cerrada, entonces (f(A))* C f(A*), para cada subconjunto A *-denso en si mismo

de X.

Prueba:

Sea A un subconjunto #-denso en si mismo de X. Por Definicién 1.15(b),
A C A*, esto implica que f(A) C f(A*), del Lema 1.1(a), se tiene que [f(A)]* C
[f(A*)]*. Puesto que f es una funcién Z-cerrada y A* es un subconjunto cerrado en

X, entonces f(A*) es un subconjunto d*-cerrado en Y. Por la Proposicion 1.2, se

tiene que [f(A*)]* C f(A*). Por lo tanto, [f(A)]* C f(A*) .

Corolario 2.7. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,6,T) una funcion biyectiva. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:
(a) f es una funcion Z-abierta.

(0) (f(A))* C f(A*) para cada subconjunto A de X .

(¢) f es una funcion Z-cerrada.
Prueba:

(a) = (b): Puesto que f es una funcién biyectiva, entonces para cualquier
subconjunto A de X, se tiene que f*(A) = f(A). Sustituyendo en la equivalencia
(a) y (b) del Teorema 2.1, se obtiene que (f(A))* C f(A%).
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(b) = (c): Sea A cualquier subconjunto cerrado en X. Dado que 7 C 7%, se tiene
que A es un conjunto 7*-cerrado en X. Aplicando la Proposicién 1.2, se tiene que
A* C A, esto implica que f(A*) C f(A), luego por hipétesis, (f(A))* C f(A*), por
lo tanto, (f(A))* C f(A), de esta manera se tiene que f(A) es un subconjunto

0*-cerrado en Y y en consecuencia se demuestra que f es una funcion Z-cerrada.

(¢) = (a): Sea F cualquier subconjunto cerrado en X, dado que f es una funcién
T-cerrada y sobreyectiva, se tiene que f*(F) = f(F) es un conjunto d*-cerrado en

Y. Ahora de la equivalencia (a) y (f) del Teorema 2.1, se obtiene el resultado.
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CAPITULO 3
FUNCIONES Z-CONTINUAS

En este capitulo, se estudia la nocién de funciéon Z-continua intruducida por
Kanicwski y Piotrowski en [5], y se dan varias caracterizaciones relacionadas a este

tipo de nocién en términos de funciones inyectivas y conjuntos saturados.

Definicién 3.1. Se dice que una funcion f : (X, 7,Z) — (Y,0), es una funcion Z-
continua, si la imagen inversa de cada subconjunto abierto en'Y, es un subconjunto
T*-abierto en X. Equivalentemente, f : (X, 7,Z) — (Y,0) es Z-continua si y sdlo si,

f:(X,7(Z)) = (Y,0) es continua.

Ejemplo 3.1. Sea X = {a,b,c}, 7 = {0, {a,c}, X}, 6 = {0, {a}, {a,b}, {a,c}, X},
T ={0,{c}}, T ={0,{b}} y 7™ = {0,{a},{a,c},{a, b}, X}}. Si f: (X,7,T) —
(Y,6,T) es la funcion identidad, claramente f es una funcion T—continua, ya que
f{a}) = {a}, f7'({a,b}) = {a,b} y f~'({a,c}) = {a,c} son conjuntos 7*(I)-

abiertos en X.

Teorema 3.1. Sea f: (X, 7,Z) — (Y,0,T) con J = f(Z) una funcion inyectiva e
T-continua, entonces (f~1(B))* C f~Y(B*) para todo subconjunto B de Y .

Prueba:

Sea B un subconjunto de Y y x ¢ f~*(B*). Por Definicién 1.7, se tiene que
f(z) ¢ B*, de aqui, existe un abierto f(U) en Y, tal que f(U)NB € J = f(Z), esto
implica que f~1(f(U) N B) € f~1((Z)), luego, F~L(f(U)) N f~1(B) € f(F(T)).
puesto que f es una funcién inyectiva, se tiene que U N f~1(B) € Z. Asf, z ¢
(f~1(B))*, por lo tanto para todo subconjunto B de Y, (f~1(B))* C f~1(B*).

Los siguientes teoremas que se muestran a continuacion, caracterizan a las
funciones Z-continuas y a su vez generalizan los resultados de los Teoremas 2.13 y

2.14, de [7].



Teorema 3.2. Una funcion f: (X, 7,Z) — (Y,0,T), es una funcion Z-continua si,

y sélo si, para cada subconjunto A de X, int(f*(A)) C fi(int*(A)).

Prueba: Se sabe que f es una funciéon Z-continua si y solo si, para cada subconjuto
Ade X, f(clx(A)) C cly(f(A)). Del Lema 1.3(b), se tiene que, [f*((clx(A))“)]¢ C
cly ((fF(A9))%), pero cly ((f#(A9))%) = (f*(intx(A)))", por lo tanto, f(clx(A)) €
cly(f(A)), si y sélo si, inty (f*(A°)) C fi(intx(A®)), como esto es valido para
cualquier subconjunto A de X, se tiene que, inty(f*(A)) C f*(intx(A*)), pero
intx(A*) = int*(A), asi, int(f*(A)) C fi(int*(A)).

Teorema 3.3. Sea [ : (X, 7,7) — (Y,6,T) una funcion sobreyectiva. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes.

(a) f es una funcion I-continua.
(b) int(f(A%) C f(int*(A))*) para cada subconjunto A de X.
(c) A* es un subconjunto T*-abierto en X, siempre que f(A*) es abierto en'Y.

(d) Para cada conjunto saturado E en X, E es 7*-abierto en X siempre que f(FE)

es abierto en'Y .

(e) Para cada conjunto saturado E de X, E es un conjunto 7*-cerrado en X

siempre que f(E) es cerrado en'Y .

Prueba:

(a) = (b): Sea B cualquier subconjunto abierto en Y, puesto que f es una funcién
Z-continua, se tiene que el subconjunto A = f~!(B) es un conjunto 7*-abierto en
X, ademas se tiene que A = int*(A), sustituyendo en el Teorema 3.2, observe que,
int(f*A)) C f*(A), luego como f es una funcién sobreyectiva, del Lema 1.3(d), se
tiene que int(f(A*)) C f4(A) = f(A?), por lo tanto, int(f(A*)) C f(int*(A))*).

(b) = (c): Sea f(A*) un subconjunto abierto en Y, dado que f es una funcién
sobreyectiva, del Lema 1.3(d), se tiene que f*(A) = f(A*). Sustituyendo en (b),
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implica que, int(f*(A)) C f*[(int*(A))]. Por el Teorema 3.2, se tiene que f es una
funcién Z-continua, por lo tanto, para el subconjunto f(A*) abierto en Y, f=!f(A¥)
es un subconjunto 7*-abierto en X, luego como f~(f(A*)) = f~1(f*(A)), por la
Definicién 1.13, se tiene que f~'(f*(A)) = A%, por lo tanto, A* es un subconjunto

T*-abierto para cada subconjunto A de X.

(¢) = (d) Sea f(FE) un subconjunto abierto en Y para cualquier subconjunto
saturado E de X, del Lema 1.3(c), se tiene que E* = E, por lo tanto, f(E*) es un
subconjunto abierto en Y. Aplicando la hipdtesis, se obtiene que E* = E es un

conjunto 7*-abierto en X. Esto demuestra (d).

(d) = (e): Sea f(F) un subconjunto cerrado en Y para cualquier subconjunto
saturado E de X, entonces [f(E)]¢ es abierto en Y, del Lema 1.3(b), se tiene que
[f(E)]¢ = fH(E°). Puesto que f es una funcién sobreyectiva, del Lema 1.3(d), se
obtiene que f*(EY) = f[(E)#. Como E es un subconjunto saturado en X,
entonces (EC)F = EC, Asi, f[(E9)*] = f][(EY)]. Dado que (E®) es un conjunto

T*-abierto X se concluye que E es un conjunto 7*-cerrado.

(e) = (a): Sea f(E) cualquier subconjunto cerrado en Y, entonces (f(FE))¢ es un

subconjunto abierto en Y para cada conjunto saturado en X. De la parte (b) del
Lema 1.3, se tiene que (f(E))¢ = f*(EY). Puesto que f es una funcién
sobreyectiva, del Lema 1.3(d), se obtiene que f*(EY) = f[(EY)], como E es un
subconjunto saturado en X, (E€)* = E©, asi, f4(E¢) = f[(E°)f] = f(E°), esto
implica que, f~*(f*(EY)) = f~1[f(EY)] = E°, como E es un conjunto 7*-cerrado
en X por hipétesis, entonces, f~1(f*(E)) = E¢ es un conjunto 7*-abierto en X.

Por lo tanto, f es una funcién Z-continua.

Teorema 3.4. Sea f : (X, 7,Z) — (Y,0,T) una funcion Z—continua e inyectiva.

Entonces las siguientes condiciones se satisfacen:

(a) f(A") C(f(A))*" para cada subconjunto A de X .
(b) f4(A*) C (f*(A))* para cada subconjunto A de X.
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(¢) La imagen inversa de cada subconjuto §*-abierto en'Y es T*-abierto en X.
Prueba:

(a) Sea A un subconjunto de X, y considere el subconjunto B = f(A), sustituyendo

en el Teorema 3.1, se tiene que (f~'(f(A4)))* C f~1((f(A))*). Como A
C f7H(f(A)), entonces A* C (f71(f(A)))" € fTH(F(A))7). Asi, f(A") € (f(A))".

(b) Como f es una funcién inyetiva, entonces f*(A) = f(A) U (f(X))¢ para cada
subconjunto A de X. Se domostrard que f(A*) U (f(X))° C (f(A)* U ((f(X))°)*,
en efecto. Utilizando la parte (a), solo se necesitara verificar que

(f(X)C C ((f(X))9)*. Veamos, sea y & ((f(X))Y)*. Entonces existe un abierto W
en Y tal que W N (f(X))°) € f(Z), es decir, W N (f(X))%) = f(I) para algiin
ITeZyast, WN(f(X)Y)=06W C f(X). Por lo tanto y € (f(X)) 6

y & (f(X))°. En consecuencia f*(A*) C (f*(A))* para cada subconjunto A de X.

(¢) Sea W un subconjunto §*-abierto en Y. Entonces W es un subconjunto
d*-cerrado en Y, usando la Proposicién 1.2, (W¢)* C WY, ahora, por el Teorema
3.1 y tomando el subconjunto B = WY, se tiene que (f~1(W))* C f~H{(W)*),
ast, (f~H(W))* € f7H(W®). Por lo tanto,((f~H(W))“)* € (f~H(W))<,
nuevamente por la Proposicién 1.2, se tiene que, (f~1(W))¢ es 7*-cerrado para
cada subconjunto de X, asi, f~'(WW) es 7*-abierto para cada subconjunto de X,
El siguiente ejemplo muestra que la condicién de inyeccién no puede ser eliminada

en el teorema anterior.

Ejemplo 3.2. Sea X = {a,b,c,d}, 7 = {0,{d},{a,c},{a,c,d}, X}, T = {0,{c}, {d},{c,d}},
Y = {a,b,c} y 6 = {0,{a},{b},{a,b},{b,c},Y}. Si se define f : (X,7,T) —
(Y,6,7) por f(a) =b, f(b) = ¢, f(c) =by f(d) = aconT = f(I) ={0,{a},{b},{a,b}}.
Entonces,

7(Z) = {0, {a}, {d},{a, b}, {a, ¢}, {a,d},{a,b,c} {a,b,d}, {a, ¢, d}, X} y 6°(T) =
P(Y). f esuna funcion Z-continua pues, f~1({a}) = {d}, f1({b}) = {a}, f*({a,b}) =
{a,d} y f71({b,c}) = {a,b} son conjunto T*-abiertos en X, pero f no es inyectiva
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ya que a # ¢ pero f(a) = f(c). Ahora tomando el subconjunto A = {a} de X,
A* = {a,b,c}. También fH(A*) = f(A") = {bc} y (f*(A)" = (f(A)" = 0.
Por lo tanto, f*(A*) € (f*(A)* y f(A*) € (f(A))*. Asi, {c} es un subconjunto
6*(J)—abierto en'Y pero f~1{c} = {b} no es un subconjunto 7*(Z)-abiero en X.

El siguiente ejemplo muestra que si f no es Z-continua, la parte (b) del Teo-

rema 3.4 se mantiene.

Ejemplo 3.3. Sea X = {a,b}, 7 = {0,{a}, X}, T = {0}, Y ={0,1,2} y 0 =
{0,{0},{0,1},Y}. Si se define f: (X, 7,Z) — (Y,8,T) por f(a) =2, f(b) =1 con
J = f(Z) = {0}. Ahora 0 € f*(A) y {0}* =Y, Entonces (f*(A))* =Y para cada
subconjunto A de X. De aqui, f*(A*) C (f*(A))* para cada subconjunto A de X.
Pero f no es Z-continua ya que {0,1} es abierto en Y y f~1({0,1}) = {b} no es

T*-abierto en X.

Corolario 3.1. Sea f : (X,7,Z) — (Y,0,J) una funcion inyectiva. Entonces las

siguientes condiciones se satisfacen:

(a) La imagen t de cada subconjunto Z-denso en X, es un subconjunto J-denso en

Y.

(b) La imagen £ de cada subconjunto x-denso en si mismo de X, es un subconjunto

*-denso en si mismo en Y
Prueba:

(a) Sea A un subconjunto Z-denso en X. Entonces por Definicién 1.15(a), se tiene
que A* = X. Sustituyendo en el Teorema 3.4(b), se obtiene que f*(X) C (f*(4))*.
Del Lema el 1.3(f), implica que f*(X) =Y, por lo tanto, (f*(A4))* =Y. Asi, f#(A)

es un subconjunto [J-denso en Y.

(b) Sea A un subconjunto *-denso en X. Entonces por Definicién 1.15(b), A C A*,
del Lema 1.3(f), se tiene que f*(A) C f#(A*). Por el Teorema 3.4(b), se obtiene que
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fH(A*) C (f*(A))*. Por lo tanto, f¥(A) C (f*(A))*. Y asi, f*(A) es un subconjunto

*-denso en Y.

Teorema 3.5. Si f: (X, 7,Z) — (Y,0,J) es una funcion Z—continua e inyectiva y
TNZ = {0} entonces 6 N T = {0}.

Prueba: Considere el subconjunto A = X. Sustituyendo en el del Teorema 3.4(b),
implica que f*(X*) C (f*(X))*. Luego por hipétesis TNZ = {(}, del Lema 1.4(c), se
tiene que f#(X) C (f*(X))*. Como f¥(X) =Y, segtin Lema 1.3(f), entonces Y C Y*,
de aqui Y = Y*. Nuevamente del Lema 1.4(c), se concluye que 6 N J = {(}.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé un estudio detallado de las nociones de funciones Z-
abiertas e Z-continuas, se dieron nuevas caracterizaciones de las misma utilizando la
funcion local y el la funcién inducida, se descarté la hipdtesis de biyeccién propuesta
en los resultados de [8] y se pudo introducir de manera similar la nocién de funcién
Z-cerrada, de igual manera, se introdujeron conceptos como conjuntos J-densos y
x-densos en si mismo, y se pudo mostrar que en el caso de la topologia compatible
para las funciones Z-cerradas, las hipotesis pudieron ser cambiadas, finalmente para
las funciones Z-continuas se obtuvieron nuevos resultados mediante las funciones

inyectivas y los conjuntos saturados.



1]

[10]
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de 2009, conocié el punto de agenda “SOLICITUD DE AUTORIZACFON PARA
PUBLICAR TODA LA PRODUCCION INTELECTUAL DE LA UNIVERSIDAD

DE ORIENTE EN EL REPOSITORIO INSTITUCIONAL DE LA UDO, SEGUN
VRAC N° 696/23009",

Leido el aficio SIBI - 139/2009 de fecha 09-07-2009, suscrita por el Dr.
Abul K. Bashirullah, Director de Bibliotecas, este Cuerpo Colegiado decidi6, por
unanimidad, autorizar la publicacién de toda la produccién intelectual de la
Universidad de Oriente en el Repositorio en cuestitn.

UNIVERSMD‘uRm&%% a usted a los fines consiguientes.

| SISTEMA DE B\BL\%TEC_A
REC!SIDOPN; :
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C.C:  Rectora, Vicerrectora Administrativa,

Cc_ma'a'lorta Interna, Consultoria Juridica, Director de Bibliotecas, Direccién de Publicaciones,
& Direccién de Computacitn, Coordinacién de Teleinformatica, Coordinacion General de Postgrado.

JABC/ YGC/ maruja
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Articulo 41 del REGLAMENTO DE TRABAJO DE PREGRADO (vi-
gente a partir del IT Semestre 2009, segiin comunicacién CU-034-2009):
“Los Trabajos de Grado son de la exclusiva propiedad de la Universidad de Oriente,
y s6lo podran ser utilizados para otros fines con el consentimiento del Consejo del
Ntcleo respectivo, quien debera participarlo previamente al Consejo Universitario,

para su autorizacion.”

[
Br. Ram‘gn Bi;;

Autor

Dr. Ennis Rosas

Tutor
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