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RESUMEN

Se demuestra la relacion entre la identidad de Bezout y los coprimos de un numero
natural dado. También, se construye un algoritmo que determina como son las
soluciones, en Z, de la identidad de Bezout ax + by = 1. Ademas, se deducen las
soluciones en Z, de kx + my = n, siempre que n sea multiplo del méximo comun divisor
de los enteros positivos y distintos k y m. Lo que muestra la generalizacion de los
resultados y que el algoritmo para encontrar los coprimos a n en Zn, no es optimizable,
en el sentido del numero finito de iteraciones necesarias para hallarlos.



INTRODUCCION

La aritmética es el producto del perfeccionamiento de la idea de numero en
general, méas adn, es parte misma de la evolucién del hombre y de lo complejo en que
se fue convirtiendo su intercambio con sus semejantes, esto Ultimo, justificaria el hecho
de que usar al conjunto de los nimeros naturales 1N, para contar, pasara a un segundo
plano y a medida que transcurriera el pasar de los siglos, el hombre convirtiese a N en
una herramienta para enfrentar mayores abstracciones. Asimismo, surgen necesidades,
donde N, ya no es suficiente como herramienta y se deben recurrir a otras que
conserven su esencia, (Flores, 1971). Por ello, se plante6, estudiar el anillo de los
nameros enteros Z, en particular, para cualquier valor natural p primo, hallar los
inversos en el campo Zp (generada por la relacion de equivalencia congruencia modular
en 7). Especificamente, en el campo de los nimeros reales R es un problema muy
sencillo, hallar los inversos de los elementos no nulos, pero en el campo Zp, no es tan
facil.

En el presente trabajo se muestran las definiciones y algunos resultados Utiles
que describen el anillo Z (véase el capitulo que corresponde a los Preliminares) luego
se profundiza en la congruencia modular en Z, para presentar alguno de los resultados
obtenidos en Castro, 2014 y en Castro et al 2015 (véase el capitulo que corresponde a
El Producto Cartesiano De Conjuntos Finitos Y La Congruencia Modular En Z), para
finalmente, ampliar los resultados de aplicar la relacion modular en el conjunto de los
numeros enteros, de modo que se demuestra la relacion entre la identidad de Bezout y
los coprimos de un nimero natural dado, vease el capitulo titulado La Identidad De
Bezout Y La Congruencia Modular En Z, donde es importante destacar que se
construy6 un algoritmo basado en el resultado mas importante del presente trabajo, que
demuestra como son las soluciones en Z, de la identidad de Bezout ax + by = 1, cuando
los enteros positivos y distintos a, b son coprimos, de la cual, se pudo deducir las

soluciones en Z, de kx + my = n, siempre que n sea multiplo del méaximo comun divisor



de los enteros positivos y distintos k, m. Ademaés, se demostré que no se usaron los
numeros enteros negativos, porque en la forma en que se definié al anillo Z, permite
describir a los enteros negativos, con los enteros positivos, lo que mostrd la
generalizacion de los resultados y que el algoritmo para encontrar los coprimos a n en
Zn, no es optimizable, en el sentido del numero finito de iteraciones necesarias para

hallarlos.



1. PRELIMINARES

En el presente capitulo se describen las nociones basicas sobre las estructuras
algebraicas béasicas (grupo, anillos y campos) y sus propiedades, para luego detallar al
el proceso de division y el orden en el anillo Z.

1.1 EL ANILLO DE LOS NUMEROS ENTEROS

Definicion 1.1.1. (Herstein, 2008). Sean los conjuntos A, B, no vacios; B tiene
un operador binario f (f es un operador en B), si f es una funcién f: Bx B — A.

Observacion. De ahora en adelante, un operador f: B X B — A se denotara por

*, 0, A, +, 0 x y f(a, b) en A se denotard por axb,acbaib,a+bdaxb,cona, ben

B.

Definicion 1.1.2. (Lipschutz, 1975). Algunos axiomas de operadores binarios.
Sea un conjunto B, no vacio, dotado de dos operaciones binarias denotadas por +y x,
tal que para cualesquiera a, b, c € B se cumple:

B1. Ley de Clausura si y solo si (sii)a+b € By a x b € B (usualmente,
axb=ab).

B>. Ley Conmutativasiia+b=b+ayaxb=bxa.

Bs. Ley Asociativasii(a+b)+c=a+(b+c)y(axb)xc=ax(bxc).

Bs. Ley Distributiva sii a + (b x ¢) = (@ + b)xa@a + ¢) y
ax(b+c)=(axb)+(@xc).

Bs. Elemento Neutro: Existe un elemento s € B denominado neutro o nulo para
el operador + tal que, s + a = a + s = a Yy, andlogamente, para el operador x existe el
neutro o identidad m € B tal que, mxa=axm = a.

Definicidon 1.1.3. (Herstein, 2008). Sea un conjunto B, no vacio y + un operador
en B; (B, +) es un grupo, si para cualesquiera a, b, ¢ € B se cumple, en la Definicion
1.1.2: B1 y Bs, existe s € B que cumple Bs y para a existe el respectivo elemento
a’e B denominado inverso u opuesto de a, tal que a + @’ = a’ + a = s. Ademas, si se

cumple Bz en la Definicion 1.1.2 para + y con cualesquiera a, be B se dice entonces



que (B, +) es un grupo abeliano o conmutativo.

Teorema 1.1.1. (Rivero, 1996). En un grupo (B, +):

a) El elemento neutro es dnico.

b) Cada elemento de B tiene un Unico inverso. En particular para cualquier

a,b e Bsetieneque (a’)’=a,(a+b)’=b’>+a’ys’=scons el neutro en el grupo
(B, +).

Demostracion. (Literal a). Sea el grupo (B, +) entonces existe se B, el neutro
para el operador + tal que, s + a = a + s = a con cualquier a€ B. Supongase por el
contrario que el elemento neutro no es Unico para el operador + entonces existe te B,
tal quet +a=a+t=a, con cualquier ac B. Sin embargo, en particular parat, se B,
s=t+s=s+t=t(véase la Definicion 1.1.3). Asi, s =t por transitividad de la igualdad,
de lo cual se concluye que s€ B es el Unico neutro.

(Literal b). Sea el grupo (B, +) y s€ B el neutro para el operador +. Supdngase
por el contrario que cualquier elemento a€ B no tiene un Unico opuesto a’ € B para el
operador +, tal que a + 8’ = a’ + a = s entonces para a € B existe ¢ € B, tal que
a+c=c+a=s. Sinembargo, en particular para a, a’, ce By el neutro se B:

a=a’+s=a +(a+c)=(a +a)+c=s+c=c(véase la Definicion 1.1.3).
Asi, a’ = ¢ por transitividad de la igualdad, de lo cual se concluye que a’€ B es el
unico opuesto de a € B.

Luego, para a, b, a+ be B setiene que a’, b’, (a + b)’, a’ + b’, (a’)’€ B. Ademas,
como (b’ +s)+b=Db"+(s+Db)=syb’+a’ cumple con la definicién de opuesto para
a+b, yaque:

(b>+a’)+ra+tb=b’+s+b=a+b+(b +a)

pero (a + b)’es el opuesto de a + b y tanto (a”)” como a son opuestos de a’. Asi también,
como el opuesto de todo elemento de B es Unico (Teorema 1.1.1), se tiene que
(@+by=b+a’y(@) =a

Ademas, si s es el neutro en el grupo (B, +) entonces sea s’ el opuesto de s de modo

ques’+s=s=s5+s peros+s =s; luego, nuevamente, como el opuesto de todo



elemento de B es Unico (Teorema 1.1.1), se tiene que s’ =s. ®
Teorema 1.1.2. (Rivero, 1996). Sea (B,+) un grupo,a+b=a+c(c+a=Db + a)
sii b = ¢ para cualesquiera a, b, ¢ € B.
Demostracion. (=>). Sea el grupo (B,+) y s € B el neutro, entonces para
cualesquiera a, b, ce B, supongase que a + b =a + ¢, asi,
b>+a’+(a+c)=(a+c)+b’+a’ =s(Teoremal.l.1l)
pero
b=b+(b+a’+(@+c)=(s+a’)+(a+c)=a’+(a+c)=s+c=c.
Asi, por asociatividad de + y transitividad de la igualdad, b = c.
(<=). El teorema es cierto puesto que + es funcion.e
Teorema 1.1.3. (Castro, 2014). (B, +) es un grupo conmutativo sii B tiene un
operador + (que cumple la ley de clausura), cada elemento de B tiene opuesto, existe
el neutro y para cualesquiera a, b, ¢ € B:
(@+b)+c=(b+c)+a
Demostracién. Para el operador +, supdngase que s€ B el neutro y que cada
elemento de B tiene opuesto, falta demostrar que para cualesquiera a, b, ¢ € B:
atb=b+a
y que
(@+b)+c=a+(b+c).
Pero
(@+b)+s=(b+s)+a
atb=b+a
luego + tiene la propiedad conmutativa por lo que:
(@+b)+c=(b+c)+a
(@+b)+c=a+(b+c)
entonces + tiene la propiedad asociativa. e
Definicion 1.1.4. (Herstein, 2008). Sea un conjunto B, no vacio y +, x dos

operadores en B; (B, +, x) es un anillo, si (B, +) es un grupo abeliano y con cualesquiera



a, b, c € B se cumple para x Bi, Bs en la Definicion 1.1.2, ademas que
ax(b+c)=(axb)+(axc)yque(b+c)xa=(bxa)+(cxa).

Teorema 1.1.4. (Fraleigh, 1987). Sea el anillo (B, +, X) entonces para cualquier
ae B, s xa=axs=scons el neutro del grupo (B, +).

Demostracion. Sea el anillo (B, +, x), si s es el neutro del grupo (B, +), tal que
para cualquier ae B:

axs=zax(s+s)zaxs+axsOosxa=(s+s)xa=sxa+sxa
entonces de:
axs+s=axst+taxsOs+sxa=sxa+sxa
y el Teorema 1.1.2 se deduce para cualquier ae B que s x a=a x s =s, con s el neutro
del grupo (B, +).

Teorema 1.1.5. (Rivero, 1996). Sea el anillo (B, +, x) entonces para cualquier
a, be By sus opuestos en (B, +) con respecto a x cumplen con:

a)(axby=axb’ =a xh.

b)a’xb’=axh.

Demostracion. (Literal a). Sean a, be B, como (B, +, x) esun anilloa x be B,
por lo que (a x b)’, a’, b’ también estan en (B, +) (Definiciébn 1.1.3) y
axb+axb =ax(({b+Db)=axs=s (Definicion 1.1.4 y Teorema 1.1.4).
Anélogamente, ax b’ +axb=ax (b>+b)=axs=sycomo el opuesto es Gnico en
(B, +) (Teorema 1.1.1), se deduce (a x b)’ =a x b’.

Por otro lado, de manera semejante, se deduce que (a x b)’=a’ x b al
considerase la Definicion 1.1.3, la Definicion 1.1.4, el Teorema 1.1.1 y el Teorema
1.1.4en:

axb+a’xb=(@+a)xb=sxb=sya’xb+axb=(@ +a)xb=sxb=s.

(Literal b). Sean a,beB, como (B,+,%) es un anillo entonces a’,b’, axb,
a’xb’e B,luego,a’ xb+a’ xpb=a’xb+a’ xb’=ax(b+b’)=s=a’x (b’+Db)=
a’x b’ + a’x b (Definicion 1.1.3, Definicion 1.1.4, y Teorema 1.1.4). Luego, por lo

demostrado en el Literal a), (a x b)’=a’ x b tiene un Unico opuesto a x b =a’ x b’



(Teorema 1.1.1). e

Definicion 1.1.5. (Herstein, 2008). Sea el anillo (B, +, x), si se cumple que
existe m € B para x en Bs de la Definicion 1.1.2, entonces (B, +, x) es un anillo con
identidad.

Teorema 1.1.6. (Castro, 2014). Sea (B, +, x) un anillo con identidad, si s es el
neutro del grupo (B, +) y m € B es la identidad para x entonces, | B |> 1 (orden usual
en R) =>s#m.

Demostracion. (B, +, x) es un anillo con identidad, si s es el neutro del grupo
(B, +) y me B es la identidad para x, tal que, s+a=a+s=a=mxa=ax mcon
cualquier a€ B (Definicion 1.1.5). Supdngase por el contrario que s = m entonces con
cualquierae Bsetienea=axm=a x s =s (Definicion 1.1.3 y Teorema 1.1.4). Asi,
con cualquier a€ B, a = s por transitividad de la igualdad, luego B = {s} y |B|=1.
Por lo tanto, s = m => |B|= 1 es cierto y como B es no vacio (Definicion 1.1.3)
entonces su contrarreciproco es |B | > 1 =>s # m, el cual queda demostrado por
equivalencia légica.e

Definicion 1.1.6. (Herstein, 2008). Si (B, +, x) es un anillo y si para x en la
Definicion 1.1.2 se cumple Bz con cualesquiera a, be B entonces (B, +, %) es un anillo
conmutativo.

Definicion 1.1.7. (Herstein, 2008). Un anillo conmutativo (B, +, x) es un anillo
entero, un dominio entero o un anillo que no tiene divisores de cero, si para
cualesquieraa, be B: axb=ssiia=s0b =s, cons el neutro del grupo (B, +).

Teorema 1.1.7. (Fraleigh, 1987). Sea (B, +, x) un dominio enteroy a, b, ce B
si a #s, con s el neutro del grupo (B, +), entoncesaxb =axc (b x a=c x a) si
c=Dh.

Demostracion. (=>). Sean a, b, ce B, si a#s, con s el neutro del grupo (B, +),
talqueaxb=axc(bxa=cxa)siiax(b-c)=s((b-c)xa=s)siib—c=ssii
b = c (Teorema 1.1.2, Definicion 1.1.4, Teorema 1.1.5, Definicion 1.1.7).

(<=). El teorema es cierto puesto que x es funcion.e



Teorema 1.1.8. (Fraleigh, 1987). Un anillo conmutativo (B, +, X) es un dominio
entero, si y solo si para todo a, b, ceB, con a # s y s el neutro del grupo (B,+)
axb=axc<=>c=bh,

Demostracion. (=>). El teorema es cierto, vease el Teorema 1.1.7.

(<=). Sea (B, +, x) un anillo conmutativo, a, b € By s el neutro del grupo (B,+),
siazsyb#sentoncesaxb#s,yaque,siaxb=s=axssiib=s(Teoremal.1.4,
hipdtesis y Teorema 1.1.7.) y ademéas, a x b =s = s x b sii a = s (Teorema 1.1.4,
hipdtesis y Teorema 1.1.7) se contradice lo supuesto inicialmente. Asi, su
contrarreciproco es paratodo a, beB, sia x b =sentoncesa=s0b =s, el cual queda
demostrado por equivalencia ldgica. Luego (B, +, x) es un dominio entero. e

Observacion. Se asumira que existe (Z, +, X), con | Z | > 1 (orden usual en el
conjunto de los nimeros reales, R), un anillo entero con identidad que esta dotado de
los operadores suma (+) y multiplicacion (x) (respectivamente, paraa, ben Z,a+by
a x b =ab), tal que s =0, a’ = —a (neutro y opuesto para (Z,+)) y m = 1, neutro o
unidad con respecto a la multiplicacion, (Rivero, 1996). También, se asumira, bajo los
preceptos de Peano, que existe el conjunto inductivo mas pequefio IN, Ilamado el
conjunto de los Numeros Naturales (Flores, 1971), como subconjunto de Z, de modo
que 0 ¢ IN. Esto es, se asumird, de ahora en adelante, que: 1 € IN y paratodoa € IN
implicaa+ 1 € IN dada + en Z, asimismo, (Z, +, X) se denotara con el mismo simbolo
Z.

Definicion 1.1.8. (Fraleigh, 1987). Si (B, +, ), con | B | > 1 es un anillo entero
y si s es el neutro del grupo (B, +) de modo que (B — {s}, x) también es un grupo
entonces se dice que (B, +, x) es un campo.

Observacion. Z, no es un campo puesto que no necesariamente, todos sus
elementos con respecto a la multiplicacion poseen inverso. Un ejemplo de campo es el
conjunto de los numeros racionales, Q o el conjunto de los nimeros reales, R,
(Fraleigh, 1987).

Teorema 1.1.9. (Rivero, 1996). Sean a, b en I\, entonces



a)a+be N.

b)—a ¢ IN.

c)ab € IN.

Demostracion. (Literal a). Asumase el principio de induccion matematica.
Sean a, b en N, fijese a be N, de modo que se aplique induccién sobre a para
demostrar que a + be IN:

Seaa =1entoncescomobe IN.1+b=b+ 1e IN (conmutatividad de + y IN
es el subconjunto inductivo de 7). Por lo que a + be IN.

Supdngase que a = k entonces k + b € TN (hipdtesis inductiva) se demostrara
paraa=k+1lquea+b e N.Asi,comok+b e IN por hip6tesis inductiva entonces
(k+1)+b=(k+b)+1e N (conmutatividad y asociatividad de +). Por lo que para
a=k+1l,a+be IN.

(Literal b). Sea ae IN, supdngase por el contrario que —a € IN, entonces por
lo demostrado en el literal a, se concluye que a + (-a) =0 € IN, lo cual contradice lo
asumido (0 ¢ IN); por tanto —a ¢ MN.

(Literal c). Asiumase el principio de induccién matematica. Sean a, b en 1N,
fijese a be IN, de modo que se aplique induccion sobre a para demostrar que abe IN:

Seaa=1yb e N entonces 1b =b € IN (elemento identidad de x en Z y
INc Z).Porloqueab € IN.

Supdngase que a = k entonces kb € IN (hipotesis inductiva) se demostrara para
a=k +1queab e IN. Asi, como kb € TN por hip6tesis inductiva entonces se tiene
que (k+1)b =kb + b € IN (distributividad a la izquierda de x sobre + en 2y por lo
demostrado en el Literal a). Por lo que, paraa=k +1,abe IN. e

Observacion. Existen elementos de 7. que no estan en INU{0}. Esto es,
NU{0} es un subconjunto propio de Z 6 Z — (NU{0}) # O y Z =
NU{0} U (Z — (INU{0})). Asi, se asumira que Z — (INU{0}) contiene, Unicamente,

a los opuestos de cada elemento del conjunto IN.



10

Definicion 1.1.9. (Flores, 1971). Z = Z U{0}UZ", con Z =Z —-(NU{0}) y
7" =N, donde Z es el conjunto de los Nimeros Enteros, Z es el subconjunto de los

nUmeros enteros negativos y Z esel subconjunto de los nimeros enteros positivos.

1.2. ORDEN Y DIVISION EN Z

Definicion 1.2.1. (Flores, 1971). Sean a, b en Z, a es menor o igual que b y se
escribe, respectivamente,a<bdéa=b(a <b)siib+(-a)=b-a e Z+U{O}.

Teorema 1.2.1. (Rivero, 1996). Considérese la relacion <en Z:

a) Para cualesquiera a, b en Z, se cumple una y s6lo una de las tres
proposiciones: a=b,a<b 6 b <a. Totalidad.

b) Para todo a en Z, a < a. Reflexividad.

c) Para cualesquieraa, ben Z, sia<byb <aimplicaa = b. Antisimetria.

d) Para cualesquieraa, b, cen Z,sia<byb <cimplicaa < c. Transitividad.

Demostracién. (Literal a). Sean a, b en Z, entonces existen —a, —-b en Z,
analogamente, existenc=a-b, -c=b-a,de modoque —¢,c € Z = ZU{O}UZ+
(conmutatividad y opuestos para + en Z, Definicion 1.1.9 y Teorema 1.1.5). Asi, se
cumple una y solo una de las dos proposiciones siguientes: —¢, ¢ € A VYAR
—c, ¢ € {0} (por ser conjuntos disjuntos, Definicién 1.1.9 y Teorema 1.1.1). Asimismo,
para la proposicion —c, ¢ € Z UZ" es cierta una y s6lo una de las dos proposiciones
siguientes: ¢ € Z siic € Z'6ceZ siceZ" (Definicion 1.1.9 y Teorema
1.1.9). Asi, finalmente, es cierta una y sélo una de las siguientes proposiciones
(Definicion 1.2.1): —c € Z siic € z" (b<a)dce Z sii—c e z" (a<b)o-c,
c € {0} (a =Dh). Esto es, Para cualesquiera a, b en Z, se cumple una y s6lo una de las
tres proposiciones: a=b,a<bdb<a.

(Literal b). Sea ae Z entonces existe —ac Z, de modo que a —a =0 en
Z+U{O} (opuesto para + en Z y Teorema 1.1.1). Asi, Para todo ac 7, a < a
(Definicion 1.2.1).
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(Literal c). Seana, ben Z,sia<byb<aentoncesh—-a,a—b € Z+U{0}
(Definicion 1.2.1) peroa—b+b—-a=0,porloquea—b,b—a ¢ z" (opuesto para +
en Z, Teorema 1.1.1y Teorema 1.1.9); asi, a—b = b —a=0, es decir, a = b. Por tanto,
para cualesquieraa, ben Z,sia<byb<aimplicaa=h.

(Literal d). Seana, b,cenZ,sia<byb<centoncesb—a,c—-b e Z+U{O}
(Definicion 1.2.1) perob—a+c—-b=c-a,porloquesib—-a,c—b € Z" entonces
c-aeZ" (conmutatividad y opuesto para + en Z, Teorema 1.1.1 y Teorema 1.1.9).
Esto es, a < ¢ (Definicion 1.2.1). Y,sib—a=06c—-b=0entoncesa=b dc=bh, en
cualquiercasoc—a € Z+U{O} (conmutatividad y opuesto para + en Z, Teorema 1.1.2,
Teorema 1.1.9, transitividad de la igualdad). Esto es, a < ¢ (Definicion 1.2.1). Por tanto,
para cualesquieraa, ben Z,sia<byb<cimplicaa<c.

Asi, Z estd ordenado totalmente. o

Teorema 1.2.2. (Flores, 1971). a € Z siio<1l<a.

Demostracién. (=>). Asimase el principio de induccién matematica. Sea a en
7", de modo que se aplique induccidn sobre a para demostrar que 1 <a.

Sea a = 1 entoncescomo 1 -1 =0¢€ Z+U{O} (opuestos en + y Definicion
1.1.9). Porloque 1 <a.

Supdngase que a =k € 7" entonces 1< a (hipdtesis inductiva), se demostrara
paraa=k +1 € Z+que1§a.

Seaa=k+1e Z , comol<ksiik—1 ¢ Z+U{0} (hipdtesis inductiva y
Definicion 1.2.1) se deduce que k — 1€ 7" 6k-1=0. Asi,sik —1€Z" implica
que(k +1) —-1=(k -1)+1¢€ z" (conmutatividad y asociatividad de + en Z y
Definicion 1.1.9)y (k +1)-1 € Z+U{O} sit 1 < k + 1 (Definicion 1.2.1); pero, si
k —1=0implicak=1 (Teoremal.l.l)y(k +1)-1=(k-1)+1=1€ Z (elemento

neutro, conmutatividad y asociatividad de + en Z y Definicion 1.1.9) y de igual modo
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k+1)-1€ Z+U{0}, es decir, 1 <k +1 (Definicion 1.2.1). Por lo que 1 <a.

(<=). Ahora bien suponga que para ae Z, 1 <a, esdecir,a—1 € Z+U{O}
(Definicion 1.2.1). Asi,sia—1 € z" implicaquea=(a —-1)+1 € z" (asociatividad
y elemento neutro de + en Z y 7" Definicion 1.1.9); o, si a — 1 = 0 entonces
a=le 7" (Teorema 1.1.1). En ambos casos, se obtiene que a € z"

Por otro lado ndtese que 0 <1siil-0=1¢€ z" (Teorema 1.1.6, Definicion
1.1.9, Definicion 1.2.1). Asi, por lo demostrado anteriormente y el Teorema 1.2.1 se
obtiene que a € 7 sii0<1l<a.e

Teorema 1.2.3. (Flores, 1971). Sib e Zya € 7" tal quea<b<a+1
entoncesa=bob=a+ 1.

Demostracion. Seaa € Z" y suponga que existe b € Z,talquea<b <a+ 1.
Asi,a<bsiib—ae Z'U{0}yb<a+1lsiia+1—b e Z U{0} (Definicion 1.2.1).
Notesequesia+1-b=006a-b=0implicaqgueb=a+16b=a(Teorema1l.1.1).
Sin embargo, supéngase queb—a € z" ya+1l-be z" perol<a+1-b(Teorema
1.2.2),esdecir,a—-b=(a+1-b)-1€e Z+U{O} (Definicién 1.2.1, elemento neutro,
conmutatividad y asociatividad de + en Z). Estoes,b—-a=0d6a-b € z" que,
simultaneamente, con b —a€ Z" contradicen que 0¢ z" (Definicion 1.1.9). Luego,
Sibe Zyace ARE| quea<b<a+lentoncesa=bob=a+1. e

Teorema 1.2.4. (Rivero, 1996). Sean a, b, ¢, d en Z, entonces

ada,beZ 6abeZ <=>abeZ .

b)ae Z'ybeZ <=>abe Z.

c)a<b <=>a +c < b+c.

d)a<by c<d=>a+c <b+d

e)a<by0<cbédb<ayc<0<=>ac < bhc,conc#0.

Demostracion. (Literal a). (=>). Sean a, b € Z entonces —-a, b € z"
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(Definicion 1.1.9), pero —a (-b) =ab € z" (Teorema 1.1.5, Teorema 1.1.9).

(<=). Sean a, be Z, tal que ab € 7" nétese que si se supone lo contrario a
a,beZ 6abe Z esdecir, ac Z+y be Z (equivalente a suponer que be Z+y
a € Z )entoncesa € Z+y beZ" (Definicion 1.1.9 y Teorema 1.1.9) luego por lo
demostrado previamente —ab € z" y—-ab+ab=0e 7", lo cual es una contradiccion
con respecto a la Definicion 1.1.9. Asi, a, be Z 6abe Z .

(Literal b). (=>). Sean ae Z+y be Z entonces a€ Z+y be Z" (Definicion
1.1.9 y Teorema 1.1.9), luego por lo demostrado en el literal a a(-b)= —ab € z"
entonces abe Z .

(<=). Sean a, b € Z, tal que ab € Z , nétese que si se supone lo contrario a
ae Z+y be Z , es decir, a, be Z 6a b e Z" entonces por lo demostrado en el
literal a, ab € Z", lo cual contradice lo supuesto. Asi, a € Z+y b € Z (equivalente

asuponer que b € Z+y aeZ’Z).

(Literal ¢). Sean a, b € Z, sin pérdida de generalidad y por el orden total en Z,
a<bsiib+c-(a+c)=b-ace Z+U{O} (Teorema 1.1.5 y Definicion 1.1.9), lo cual
es equivalente aa + ¢ <5 + ¢ (Definicion 1.2.1).

(Literal d). Sean a, b, ¢, d € Z, sin pérdida de generalidad y por el orden total
enZ,sia<byc<dsiib-a,d-—c e Z+U{0} entonces considérese el Teorema 1.1.5,
el Teorema 1.1.9 y la Definicion 1.1.9 en los siguientes casos:

Sib-a,d-ce Z+entoncesb+d—(a+c):b—a+d—c e 7.

Sib—a,d-c € {0} entoncesh+d—(a+c)=0.

Sib-ae{0}yd-ce Z+entoncesb+d—(a+c):d—c e 7"

Sib-aeZ yd-c e {0}entoncesh+d-(a+c)=h-ae Z .

En todos los casos se concluye queb+d—-(a+¢c) € Z+U{O}.
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(Literal e). (=>). Sean a, b, ¢ € Z, considérese a <by 0 < centoncesb—a € Z+U{0}
ycC e 7" esto es equivalenteab —a € Z"6b-a=0 ycCe 7" Asimismo, si se
consideraa b <ayc<O0siia-be Z+U{O} y ce Z esto es equivalente a
b-ae Z 6b-a=0yc e Z;en ambos casos se obtiene bc — ac =
(b—a)c € Z+U{0} (Definicion 1.2.1, Teorema 1.1.4 y Teorema 1.1.9). Asi, ac <bc.
(<=). Sean a, b, c € Z, de modo que bc < ac. Esto es, bc — ac € Z+U{O}
(Definicion 1.2.1). Asi, bc —ac=(b—a)c € AN (b —a)c = 0; luego, si ¢ # 0 entonces
b-acZ' yceZ 6a-beZ y-—ceZ 6b=a (Definicion 1.1.7, Teorema
1.1.4y Teorema 1.2.1). Por tanto, a <by0<cdb<ayc<O0.e
Definicion 1.2.2. (Rivero, 1996). Sea A # & subconjunto de Z entonces
n € Z es una cota superior (cota inferior) de A sii a <n (n <a) paratodo a € A.
Definicion 1.2.3. (Rivero, 1996). Sea A # & subconjunto de Z entonces, existe
una cota superior (cota inferior) de A sii A esta acotado superiormente (acotado
inferiormente). Se dice que A esta acotado si lo esta superior e inferiormente.
Definicion 1.2.4. (Rivero, 1996). Sea A # & subconjunto de Z acotado
superiormente (acotado inferiormente) y U el conjunto de las cotas superiores (L el
conjunto de las cotas inferiores), entonces xe U (xe L) es el supremo de A (es el infimo

de A) sii a <x (x <a) paratodo ae A. Si xe A, se le denomina elemento maximal o

méaximo (elemento minimal o minimo).
., + . . .
Observacion. Z cumple el principio de buen orden, como consecuencia del
. . . . + .
Lema de Zorn (Fraleigh, 1987), es decir, cualquier subconjunto de Z , tiene un

elemento minimo (ndtese que 7" esta acotado inferiormente por 1, Teorema 1.2.2,y

hereda la totalidad del orden de Z, Teorema 1.2.1 y Teorema 1.2.3). Analogamente,

- . + -
como consecuencia del Lema de Zorn: todo subconjunto de 2 acotado superiormente

posee maximo (Teorema 1.2.1, Teorema 1.2.2, Teorema 1.2.3 y considérese que el

- . - . + ,
conjunto de las cotas superiores de cualquier subconjunto de Z , a su vez esté acotado
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inferiormente por el subconjunto y por el minimo de dichas cotas). Por ejemplo, s =0
es supremo de Z y su maximo es —1 (Teorema 1.2.2 y Teorema 1.2.4).
Definicion 1.2.5. (Stark, 1984). Sean a, b en Z, si a # 0 y existe ¢ := S en Z,

tal que b = ac sii a es un divisor de b y se dird que a divide a b, denotado por a| b.

Asimismo, se dice que b es multiplo de a 'y que b esta descompuesto en los factores a

ycC.
Observacion. Es usual describir el conjunto de divisores de cualquier elemento

en Z, como subconjunto de A y nétese que, al menos, a =1 es un divisor para
cualquier b en Z, incluso, con la condicion de que b # 0, los elementos by —b (alguno
de los dos esta en Z+) son divisores de b con c= 1, -1, respectivamente. Asimismo,
cualquier a# 0 en Z divide a 0. También, notese el conjunto de divisores de cualquier
elemento en Z" estd acotado y nétese que el conjunto de mdltiplos de cualquier
elemento en Z" esta acotado inferiormente (Definicion 1.2.4, Teorema 1.2.4).

Definicion 1.2.6. (Rivero, 1996). Sean a, b, d en 7' d:= (a, b) es el M&ximo
Comtin Divisor de a, bsii d |a, d | by si para cualquier c en Z, tal que c|a 'y c| b
entonces c| d.

Definicidon 1.2.7. (Rivero, 1996). Sean a, b, m en Z' m:= [a, b], es el Minimo
Comdin Miiltiplo de a, b sii a|m, b| m y si para cualquier c en Z, tal que a|c y b|
entonces | c.

Teorema 1.2.5. (Epp, 2012). Sean a, b en 7' tal que al b entonces a <b. En
particular, si, ademas, b| a entonces a = b.

Demostracién. Sean a, b en Z, si a| b implica que b = ac, con ¢ en z",
(Definicion 1.2.5). Ademas, ¢ en z" implica que 7 <c¢ (Teorema 1.2.2), luego por el
Teorema 1.2.4 se obtiene a <ca = b. Por tanto, a <b.

Ademas, supongase que a | by b| a entonces, por lo expuesto anteriormente, se

obtiene a <by b <a, de lo que se deduce a = b (Teorema 1.2.4). e
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Observacion. Notese que paraa, b en 7' sil=ab implicaque a| 1y que b| 1,
pero 1 es divisor de cualquier entero entonces por el Teorema 1.2.5, se deduce que
a=1yb=1(Epp, 2012).

Definicion 1.2.8. (Stark, 1984). Sea p en 7' 1< py {1, p}esel tnico conjunto
de divisores positivos de p sii p es primo.

Definicion 1.2.9. (Stark, 1984). Sea c en 7' 1<c¢ y C N0 es primo sii ¢ es
compuesto.

Observacion. 1 no es compuesto ni primo (Definicion 1.2.8 y Definicion 1.2.9).

Teorema 1.2.6. (Castro, 2014). Seanben Z, aen z" y al b entonces paraay

b fijos, existe un Unico c en Z, tal que b = ac.

Demostracién. Seanben Z y aen z" suponga, para ay b fijos, que a| b, es
decir, b = ac para c en Z (Definicién 1.2.5) y que por el contrario ¢ en Z no es Unico
para los valores a, b es decir, existe d en Z, tal que b = ad. Asi, ad = ac 6 ad + (-ac)

= 0 (Teorema 1.1.2) y a(d + (-¢)) = 0 (Z es un anillo y véase la Definicion 1.1.4), de
lo cual se deduce d + (-c) =0 (aen z" y véase la Definicién 1.1.7) y d = ¢ (Teorema
1.1.1). Asi, para a en Z" el elemento ¢ en Z es el Gnico elemento, tal que b =ac.e

Teorema 1.2.7. (Rivero, 1996). Sean b en Z y a en Z" entonces, paraay b

fijos, existen ¢, r en Z Unicos, talqueb=aq+ry0<r<a.

-, +
Demostracion. Sean b en Z y aen Z, suponga que a| b entonces el teorema

se cumple (con r =0y ¢ =qen Z en la Definicion 1.2.5y en el Teorema 1.2.6).

Por otro lado, considerandose la Definicion 1.2.5: seanben Z y aen z" fijos,
suponga que no se cumple que a| b entonces no existe q en Z, tal que b — aq = 0,
1 <a(de lo contrario, a = 1, seria divisor de b, Teorema 1.2.2) y b # 0 (de lo contrario,
b = 0, tendria a todos los elementos distintos de cero de Z como divisores, entre ellos
a, con g, r = 0, Teorema 1.1.4). Entonces, considerandose la Definicion 1.2.1, el
Teorema 1.2.1, el Teorema 1.2.2, el Teorema 1.2.3 y el Teorema 1.2.4, sean los
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subconjuntos de Z:
A={b-aqeZ /qe Z}yB={qe Z/b-age Z'};

ambos son distintos del vacio, ya que si se fijaa 0 < b, con cualquier g < 0, se obtiene
que ag < 0y 0 < b — ag. Asimismo, si se fijaab <0, paraqg=b,aq <0y
b-ag=b-ab=Db(l1-a)perol—-a<0,asi,0<b-aq.Ademas, A es subconjunto de
7", en consecuencia, A tiene elemento minimo r, es decir, existe r = minA = b — aq
para algin g en B (Lema de Zorn). Sin embargo, q + 1 no estd en B, ya que i
g+ le Bentonces q <q +1lyaqg - b <a (g + 1) - b, por lo que
0<b-a(g+ 1) <b-aqy seria contradictorio que r sea minimo en A, igualmente
cualquier h € Z, tal que q + 1 < h, no estd en B, por tanto, B estd acotado
superiormente, de modo que B tiene elemento maximo q = maxB (Lema de Zorn).

Notese que si r =b —aq =aentonces b =a(1 + ), lo cual contradice la negacion
de a| bysia<r=Db-aq, seobtiene que 0 <b —a(q + 1) y similarmente se sigue la
contradiccion con r = minA. Asi, g, r en Z son Unicos (Definicion 1.2.4 y Teorema
12.1)yademés,b=ag+ry0<r<a.

Por tanto, para b en Z y a en z" fijos, existen ¢, r en Z unicos, tal que

b=ag+ry0<r<a.e



2. EL PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS
FINITOS Y LA CONGRUENCIA MODULAR EN Z
En el presente capitulo se demuestra que cualquier entero se puede expresar

. .z +
como una suma de productos de elementos de cualquier sucesion en Z — {1}. Luego
se describe al anillo Z, a través de sus particiones, en particular, la particion en Z,, y,
a su vez, se demuestra que se puede describir a Z)i* con Z,m. Esto es, se puede

describir a cualquier entero como una suma de productos de elementos de cualquier
sucesionen Z" — {1}.

2.1. BASES GENERALIZADAS

Teorema 2.1.1. (Castro et al, 2015). Sea {S, },_,+ en Z — {1}, entonces para

todo ae Z+U{0} yalgink € z"
k . j
a:erqj_l ,contr; € Z U{0} unico, r, < S;, 0 :HSi yq,=1vj=12,.k.
j=1 i=1
Demostracion. Si a = 0 entonces para k = 1 y r,= 0 el teorema es cierto
({Sn }nez+ cz'™- {1}, Teorema 1.1.4, Teorema 1.1.6 y Definicion 1.1.7).
Por otro lado, considerandose el Teorema 1.2.3 y que 1 < a. Asumase el

principio de induccién matematica. Sea {$, }n€Z+ c 7 {1}, de tal manera que se

. . -, + , + . ;.
apligue induccién sobre a en Z , tal que para algun ke Z , existe r; en Z. Unico, de

j k
modo que Vj =1,2,..k : g =H8i Qo =1,0<r<s ya:;rjqj_l.

Sea a = 1 entonces para k = 1 y r, = 1 dnico, el teorema se cumple
({Sn }nez+ c 7 {1}, Definicion 1.1.5 y considérese que existe la identidad y es

unico, puesto que es el neutro para x en 7). Esto es,
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1
a :erQj—l =rq,= rl.l =1.
=1

R . + , . -
Asimismo, sea a € Z supongase cierto el teorema para cualquier b en Z, de
- , + - , .
modo que 1 < b < a. Asi, para algin me Z , existe r; en Z Unico, tal que 0 < 7 <S;,

vi=12,.,mY

m i
b :Z ridj-1, con g :Hsi Yy g, = 1 (hipotesis inductiva).
j=1 i=1

j
Luego, se demostrard para a 'y algin k € z" g :Hsi yq,=1lexister,enZ
i=1

Unico, de modo que vj =1,2,.k: 0 <r; <s;y

k j
a=) rgj,cong=]]s yqg,=1.
j:l i=1

Primeramente, considérese el conjunto A = { jeZ+U{O}/ q,< a}, el cual es
distinto de vacio (0 €A e hipdtesis inductiva). Ademas, A esta acotado, superiormente,
pora,yaque vneZ ', q <q ,,n<gqyl<s <=> 2<s ({S}, © Z - {1},

Teorema 1.2.3y Teorema 1.2.4).

Ahora bien, existe d =maxA (consecuencia del lema de Zorn), asi, q,<a <q,,
(Teorema 1.2.3). Luego, como g, € z" (1<s, Vne z" y Teorema 1.2.2) existen h

en Z yte Z+U{O}, unicos, tal quea=q,h+tyt<gq, (1 <a, Teorema 1.1.9y
Teorema 1.2.7). Ademas, por hipotesis inductiva, t<a(q, < ay Teorema 1.2.1) y con

m = d entonces existe ren Z Unico, de modo quevj=1,2,...d, 0 <r<syy

d j
t= rdjg,cong =] [siyg,=1.
= i=1

Finalmente, considerandose que q, /% < a=g,h +t <q,,,, 0< 1<s,y q,,, =
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04Sy4, (Teorema 1.2.4) implicaqueh<s,  yconr,, =h,seobtiene vj=12,.d,d +1
, 0<r<sy
d d+1 J
a=1Igx0yq + erqH = Z rjdj-1, con g :Hsi y g, =1.
j=1 j=1 i=1

Asi, el teorema queda demostrado para a € Z' conk=d+1e

Observacion. Escribir cualquier a € Z+U{0} como:
k
a=) ridj,
j=1

j
con algdn k ez’ y vi=12,.k:r € Z+U{O} unico (los digitos), r; < S :Hsi y
i=1

d,= 1 para {Sn }nez+ (la base) en A {1} hace referencia a las bases generalizadas
(Cilleruelo et al, 2010). También, garantiza la existencia de una biyeccién entre a y sus
digitos, lo cual brinda la ventaja de representar al entero a mediante los digitos

(r; eZ+U{0}Vj=1,2,..,k). Esto es, se puede utilizar la notacion de vector,

(r, r, ..., r,), para a. Ademas, obsérvese que sil <b=s, Vne 7" entonces se
deduce la escritura usual de a en la base b.

2.2. RELACION DE CONGRUENCIA MODULO EN Z Y EL
TEOREMA DE FACTORIZACION UNICA

Definicion 2.2.1. (Fraleigh, 1987). Sea ¢ € Z+para cada a, ben Z, aes
congruente con b médulo c y se escribe a=b (mod. c), sii ¢ | (a —b).

Teorema 2.2.1. (Rivero, 1996). Considérese ce z" y la relacion = (mod. c) en
Z:

a) Para todo a en Z, a = a. Reflexividad.

b) Para cualesquiera a, b en Z, sia=b implica b = a. Simetria.

c) Para cualesquieraa, b, cenZ,sia=byb=dimplicaa=d. Transitividad.
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Demostracion. Primeramente, considérese ac € Z" para la demostracion de
cada literal.

(Literal a). Para cualquier aeZ existe su opuesto —a, talquea—a=0yasu
vez, 0 = 0.c entonces ¢ | (a — a). Por tanto, a =a (mod. c).

(Literal b). Sean a, b en Z, tal que a=b (mod. ¢), sii ¢ | (a — b) entonces existe
den Z, tal que a— b = dc (Definicion 1.2.5); pero también para los respectivo opuestos
b—ay-d(Teoremal.l.1y Teorema 1.1.5),b—a=-dc,siic|(b—a). Estoes,b=a
(mod. c).

(Literal c) Seaa, b, den Z,a=byb=d(mod.c)siic|(a-b)yc|(b-d)
entonces existen, respectivamente h'y hen Z, tal que, a —b =hcy b —d = hc
(Definicion 1.1.5). Luego,a—-b+b—-d=a—-d=(h + h)c, por lo que c | (a—d). Por
tanto, a =d (mod. c).

Asi, Z esta dotado de una relacién de equivalencia.e

Observacion. Notese que la relacién de equivalencia en Z hace pensar que
habra elementos que no estan relacionados. Sin embargo, los elementos que si estan
relacionados pueden inferirse con un s6lo elemento o un representante, tomando uno
de ellos como tal.

Definicion 2.2.2.. (Rivero, 1996). Una particion de un conjunto A es una

coleccion de conjuntos {B,}._,,con1 c Z" tal quevj,icl,BiNB=@,sii#]jy Us

iel
=A.
Teorema 2.2.2. (Rivero, 1996). Seane 7" larelacion de equivalencia = (mod.

n) induce una particion en Z.

Demostracion. Sean € Z' y Zn = {[a],cZ/ae Z 0<a<n} con

[a],={x € Z, x=a (mod. n)}, ndtese que fijar a € Z, tal que 0 < a < n, como

representante del conjunto de elementos relacionados con a, es indistinto para la

demostracion (Definicion 1.2.5, Definicion 2.2.1, Teorema 1.2.7 y Teorema 2.2.1).
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Asi, Zn es una particion de Z, ya que:
Sixe[a] N[b], siix=ayx=b (mod. n) y esto implica a = b (mod. n)
(Teorema 2.2.1) cmbiese el representante del conjunto [@ ], por b por lo que [a],

=[b], . Por contrarreciproco, al suponer que [a ], #[b], entonces [a] N[b] =@.

n n

Asimismo, si xe Z entonces, Unicamente, existen h, a € Z, con 0 <a <n, tal
que  x—a=hn(Teorema 1.2.7), en consecuencia x € [a]In . Por tanto, x esta en uno
de los conjuntos cuyo representante es solo uno de los elementos de Z,. Finalmente,

como [@], <Z para cualquier 0 < a < n la unién de los elementos de Z, forman a

todo Z.e

Observacion. (Fraleigh, 1987). De ahora en adelante, se asume que

Zn = {[a]n cZ laeZ, 0 <a<n} con nez" y es denotado por el conjunto de

enteros Zn:={0, 1, 2, ..., n— 1} cuyos elementos se denominan clase de equivalencia.

Teorema 2.2.3. (Fraleigh, 1987). (Zn, 6) €s un grupo conmutativo, tal que para
a,benZn sedefineachb:=rsiita+b=qgn+ryq,reZ,con0<r<n.

Demostracién. Nétese que por definicion de o y el Teorema 1.2.7, ¢ €s una
funcion de Zn X Zn — Zn.

Igualmente, sea a€ Zn, como 0e Zs, 0 <a <n, considéreseaq=0yr=a
(Teorema 2.1.1.) entonces 0 o a = a ¢ 0 = a. Por tanto, (Zn , o) posee neutro.

Ademas, sea a€ Zn, como 0 es opuesto de si mismo, supongase 0 < a < n, por
lo que —a < 0 (Teorema 1.1.9, Teorema 1.2.1). Asi, 0 <n-a<n. Asi,n—a € Zx
(Definicidon 1.2.1, Teorema 1.2.4). Ahora bien, a + n—a =n, considerandoseag=1y
r=0 (Teorema 2.1.1.), se obtiene (n—a) sa=ao (n—a) = 0. Luego los elementos de
(Zn , o) poseen inverso.

Por otro lado, sean a, b, ¢ € Z:

(@ob)oc=rjoc=rsiia+tb=qn+r,yr+c=qn+r,
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(boc)oca=r,ca=rgsiib+c=q,n+r,yr,+a=qn+r,
cong, r; €Z,0<r;<ny j=12,3. Sin embargo, por Teorema 1.1.1, Teorema 1.1.2,
Teorema 1.1.5y Teorema 2.1.1. se obtiene:
atb+c=(gpta)n+r,a+b+c=(q+q)n+r; (et 0y) = (At dx) Y 1= 15

Estoes, (@o b) o c = (boc)oa Ademas, por Teorema 1.1.3, (Zn, o) cumple con la
propiedad conmutativa y asociativa.e

Observacion. Sea (Zn, 0),conn € Z" el operador o de modo que para a,b en
Zn, (@ o b) también se escribe a + b (mod. n). Analogamente, se define p en Zy, tal
que paraa,ben Zn,apb:=ssiiab=pn+syp,s €Z, con0<s<n. Igualmente, si
2 <n, 1es laidentidad de (Zn, p) y para a, b ,c se cumple que (apb)pc = (bpc)pa
(Definicion 1.1.9, Teorema 1.2.7). Esto es, (Zn, p) cumple con la propiedad
conmutativa y asociativa (véase la demostracion del Teorema 1.1.3). Ademas, ap b se
escribe ab (mod. n). Finalmente, a(b + ¢) = ab + ac (Definicion 1.1.9, Teorema 1.2.7),
es decir, se cumple la propiedad distributiva. Asi, (Zn, o, p) s un anillo conmutativo
con identidad y se denotara simplemente por Z.

Teorema 2.2.4. (Castro, 2014). Sean a, b € 7", las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i. ax + by = c (Identidad de Bezout) tiene infinitas soluciones en Z.

ii.ce [0](a,b).

iii. [c], N[0], u[O0],N[c], # @.

Demostracion. (i =>ii) Sean a,be 7" si existen x, y,Cc € Z, tal que ax + by =
cy para (a ,b) existen k, k’e yARE! que a = (a,b)k y b = (a,b)k” (Definicion 1.2.6).
Asi, ¢ = ax + by = (a,b)(kx + k’y) + 0, es decir, ¢ € [0](a,b) (Definicién 1.1.9 y

Definicion 2.2.1).
(i =>iii)SeaP={ax+by € Z /x,y € Z}#@,cona,beZ", P esta acotado
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inferiormente por O (Definicion 1.2.4, Teorema 1.2.2), entonces existen xo, Yo€ Z de
modo que axo + byo = m = minP (consecuencia del lema de Zorn). Ademas, para (a, b)
existen k, k’e 7, tal que a = (a,b)k y b = (a,b)k’ entonces (a,b)(kxo + £ ’yo) = m sii
(a, b) | m (Definicion 1.2.5).

Por otro lado,a=mgq+ryb=mp+scon0 <r,s<m (Teorema 1.2.7) pero
r=(1-qgxo)a + b(-qyo) y s = (1 — pxo)a + b(-pyo) (Teorema 1.1.2, Teorema 1.1.4,
Teorema 1.1.5, Definicion 1.1.9). Esto es, r, s = 0 (puesto que m = minP) y m | (a, b)
(Definicion 1.2.6). Asi, (a, b) = m (Teorema 1.1.7, Definicion 1.1.9, Teorema 1.2.1,
Teorema 1.2.2, Teorema 1.2.3, Teorema 1.2.4).

Ahora bien, (a,b) e P D={ax+by € Z /X, ye Z}, luego para todo

n € Z n(a, b) = anxo + bnyo. Asi, [0](a,b) = D (Definicion 2.2.1).
Finalmente, por lo expuesto anteriormente y si c€ [O](a,b) , existen w, ze Z,

talquuh=aw=hz+c6h=bz=aw+c. Estoes[c], N[O] U[O],N[c], #D
(Teorema 1.1.1, Teorema 1.1.2, Teorema 1.1.5, Definicion 2.2.1, Teorema 2.2.1 y
Teorema 2.2.2).

(iii=>i)Si [c], N[0],U[0],N[c], # @ entonces existen X", y’, X",y "€ Z
yqge[c], N[O],U[0], N[c], # 2, de modo que

g=ax'+c=by’+06qg=hby” +c=ax”+ 0 (Definicion 2.2.1),
implicaque x =—x"yy=y"0Xx=x"yy=—y”son soluciones de la identidad
ax + by = c (Definicion 1.1.9). Ademas, para cualquier w € Z implica que x =
—x'—bw,y=y’+aw e Z vy, aplicando el Teorema 1.1.5 y propiedades del anillo Z,
se obtiene:
axt+by=a(-x"—bw)+b(y’+aw) =—ax’—abw + by’ +baw =a(-x") + by’ =c.

Analogamente, x =x”+bwyy=—-y”—aw € Zy se obtiene:
ax+by=a(x”+bw)+b(-y”— aw)=ax” +abw —by”—baw=ax”+b(-y”) =c.

Lo que demuestra que ax + by = c tiene infinitas soluciones en Z.e
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Definicion 2.2.3. (Rivero, 1996). Sean a, b € Z son coprimos sii (a,b) = 1.

Teorema 2.2.5. (Rivero, 1996). Sean a, b, ¢ € Z, si a,b son coprimos y a | cb
entonces a | c.

Demostracion. Sean a, b, ¢ € Z supongase que a, b son coprimos, esto es,
(a,b) = 1 (Definicidon 2.2.3) y ademas, si a | cb entonces existen x, y €7, tal que
ax + by = 1 (Teorema 2.2.4). Asi, cax + cby = ¢ (Definicion 1.1.9). Ademas, existe
ke Z' tal que cb = ka (Definicién 1.2.5). Luego, ¢ = a(cx + ky) (Definicién 1.1.9),
por tanto a | ¢ (Definicion 1.2.5). e

Teorema 2.2.6. (Rivero, 1996). Teorema de Factorizacion Unica. Sea a € z"

m

, + m -, ;.
y 1<aentonces paraalginm € Z , a :H p; , donde { P }i:1 €S una sucesion Unica
i=1

de enteros primos.
., , . « . - ., sy +
Demostracion. Asimase el principio de induccion matemética. Seaa € Z 'y

1 < a, de tal manera que se aplique induccion sobre a para mostrar que con algun

m

+ m e, . .
meZ 6 a :H p; , donde { p; }i:1 s una sucesion unica de enteros primos.
i=1

Como 1< a, sia=2, ndtese que 2 es primo (Teorema 1.2.3 y Definicion 1.2.8).
Por tanto, el teorema es cierto.

Asimismo, seaa € Z, supongase que para cada b € 7" tal que2<b<ay

k
, + k e .. .
b :H Pi, conalgink € Z , donde { P }i:1 es una sucesion unica de enteros primos
i=1

m

(Hipdtesis Inductiva). Asi, se demostrara para algin m € z" que a :H p; , donde
i=1

m s s .
{ Pi }i_, es una sucesion Gnica de enteros primos.

Considérese que a es compuesto, de lo contrario, si a es primo el teorema es cierto.

Entonces el conjunto de divisores de a tiene mas de dos elementos (Definicién 1.2.8 y



26

Definicion 1.2.9). Sean ¢, d € 7", divisores de a, tal quel<c,d<aya=cd

(Definicion 1.2.5, Teorema 1.2.1). Por hipotesis inductiva, parar, s € z"

. r L1 s - - Ve - -
donde { Pi }i:1 Yy { Pi }i:l son, respectivamente, sucesiones Unicas de enteros primos.

Por tanto,

-

S m

a :Hpi'Hpi":Hpi,conm:r+seZ+,

i=1 i=1 i=1

m ., .
donde { P }i:1 s una sucesion de enteros primos, tal que

{p;, sij =i
Pi=y .. .. . -
pjT sij=i-r

Por otro lado, véase que si se escogen otros divisores de a la sucesion de primos
siempre sera la misma.
Considerese 2 < ¢’, d’ < a, tal que a = ¢’d’ (Definicion 1.2.5, Teorema 1.2.4)

;
1 sucesiones

s' r !
y por hipétesis inductivac' =] [ py ,y d’ =] ] p, con { P }i_l y { P }
k=1 k=1 B
m

;o= H ) > + A A +
unicas de enteros primosy r’,s’e Z . Ademés, c’'d’=a :H p;,conm e Z ,porlo
i=1

S r
ITec]]p, porcadai=1,2, ..., m.Y también, paratodoi=1,2, ..., m,
kil 141

que P

k=1,2,..., s’yl=12, ..., r’,

) 1 siop#pg ] N 1 sip#p~
(pipp )= _ o (ppr )= _ o
Pi, SI Pi = Py Pi, SI P = P

r

. m , . .
Y { i };_; no serian sucesiones de enteros primos,

de lo contrario, {p; };’ {plﬂ}
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al tener un elemento con méas de dos divisores (Definicion 1.2.8). Asi que p; ‘ P O
pi| Py paraalgink=1,2, ..., s’601=1,2, ..., r’(Definicion 1.2.5, Teorema 2.2.5).
Ahora bien, supongase para cualquier i =1,2, ..., mque p; # P Yy Py # P, conk =
1,2,...,s’yl=1,2,...,r entonces es imposible que p; ‘ P O P ‘ P (Definicion 1.2.6
y Definicién 1.2.8), lo cual contradice lo obtenido anteriormente. Por tanto, por cada

i=1,2 ..,m pp=p; 0 pj=p~ paraalgunk=1,2,..., s’ 6 1=1,2,..., . El mismo

razonamiento se aplica, si se considera que existe otra descomposicion de a en factores
. . . m m ss s .
primos distintaa { P; };_; . Luego, { P };_, es una sucesion inica de enteros primos. Esto

es, a se descompone en una Unica factorizacion de enteros primos. e

Observacion. (Fraleigh, 1987). Si n es primo, hagase todas las combinaciones
posibles de algun a con cualquier b, ¢ en Z, — {0}, obteniéndose ba = ab # 0 (mod. n)
por lo que Zn es un anillo entero finito (Teorema 2.2.3 y Teorema 2.2.6). Luego, para
b # ¢ implica ab # ac (mod. n) en Z, — {0} y a su vez existe a* en Z, — {0}, tal que
ata=aa’l=1(Teorema1.1.8, clausurade py | Zn—1{0} | = n-1), por lo que Zn es
un campo. Asi, Z dotado de la multiplicacion y la suma usuales en los nimeros enteros

y considerandose la relacion de congruencia (mod. p), es un campo finito sii p es primo.

2.3. EL GRUPO ABELIANO (Z X Zm, X ... X Z ., 0)

Definicion 2.3.1. (Fraleigh, 1987). El producto cartesiano Ay X A2X... X An de
los conjuntos Ag, A, ..., An, s el conjunto de todas n-adas ordenadas y/o vectores
(a1, @, ..., an), donde las componentes aj € Aijparacadai=1,2,...,n.

Observacion. El producto cartesiano de un mismo conjunto A consigo mismo
k veces se denota por AX. Asi, el producto directo de los grupos Zny Zmes el grupo
(ZnX Zm, 0), tal que (z1, 22)o(z3, 24) = (21 + 23, 22 + 24) para (21, 22), (23, Z4) eN Zn X Zm
y 1< n, m (considérese para o a (0,0) como el neutro, para cada (z1, z2) se tiene como

opuesto (n—z1, m—2z2) y apliquese los Teorema 1.1.3, Teorema 1.2.4 'y Teorema 2.2.3),
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donde se asume la operacion suma maédulo n 'y modulo m, respectivamente en cada
componente, lo cual se puede extender al producto directo finito de grupos o a Zﬁ
(astimase el principio de induccién).

Definicion 2.3.2. (Fraleigh, 1987). Un isomorfismo entre un grupo (G, ) y otro
grupo (H, A) es una funcion biyectiva u: G — H, tal que: p(x o y)= u(x) A p(y) para
todox,y € GyseescribeG = H

Teorema 2.3.1. (Castro et al, 2015). (Zm X Zm, X ... X Zp , 0) €S Un grupo
conmutativo, con 2 <n,

o. (ZleZmZX”(. XZmn)z_) ZleZmZX 0ao XZmn,

tal que (X1, X2,..., Xn) @ (Y1, Y2,..., Yn) = (21, Z2, ..., Zn), CON Xi, Yi € Zp,, para todo
I =1, 2, ...,n,donde zi=xi + yi + ri (mod. m;) y

r= {0’ St Xiy1 + Visp +haa <Miyg 61 =n
i — .
11 SI My < Xigprt Yia thia

. _ )
Demostracion.  o:(Zm XZip, X...X2 g )*° —ZLm X, X...X2L 7 €8 UN

- L - 7 +
operador, ya que es una funcién ramificada con la congruencia médulo mi € Z , con

i =1,2,..., n, cuyas condiciones dependen del operador suma y el orden en Z, nétese

la definicion en el enunciado del teorema (Definicion 1.1.9, Definicion 1.2.1 y
Definicion 2.2.1). Asi, (Zm XZm,X...X2Zy, , o) también hereda la propiedad
conmutativa de la congruencia médulo m; € Z' coni=1,2, ...n (Teorema 2.2.3).
De ahora en adelante, considérese el operador suma y el orden en Z y las
operaciones en los anillos 2y , Z,, ..., Zn, .
Ahora bien, considerandose (xi, X2, ..., Xn) a (0, 0, ..., 0) = (21, Z2,..., Zn), CON
Xi, 0€ Zy, (Teorema 2.2.3), donde zi= xi + 0 + ri (mod. m;) para todo i=1, 2, ..., n,y

0,81 X,y +0+h, <my0i=n
| 1,si M1 < Xy +0+ i1
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Pero 0e Z (Definicion 1.1.9),0 <1 <mjparatodoi=1,2, ...,n,y rh=0. Esto implica
Zn = Xn (Mod. my), de modo que rh-1=0Y Zn-1= Xn-1 (MOd. My _1), luego r2=0y

Zn 2 = Xn-2 (mod. mn) hasta z1 = x1 (mod. my). Esto es, ri= 0y zi= X (mod. m;) para

todoi=1,2,..,ny (X1, Xa,...,Xn) (0,0,...,0) = (X1, X2, ..., Xn). ASi, (L XZ iy, X...XZ
m, » ©) posee neutro (0, 0, ..., 0).
Asimismo, para i =12, ..., n,si i € Zny xi# 0 entonces en Z p, , existe su

opuesto m; — x;, tal que xi + mi — x; = 0 (mod. m;) pero, si Xi = 0 entonces es opuesto de

st mismo, (Teorema 2.2.3). Ademas, 2 <n (hipétesis), considérese me—xt € Zp, y m;
—x-le ij para todo j=1, 2, ..., t—1, cont =max{i / xi # 0} (lema de Zorn). Luego,

para (X1, Xz, ..., Xn-1, Xn) €N Zm X Zy, X ... X Zpy se tiene:

(X1, X2, w0y Xno, Xn) = (X1 ooy Xty Xty ooy Xn) = (X2, s X1, %40, 200, 0),
En consecuencia,
(X1,..., Xt-1, X,0,...,0) o (M1—x1—1,..., M1 — Xe1—1,me Xt , 0,...,0) =
(za,..., 2t1, 74, 0,...,0),
donde

0, Si mj+1—l+ I’j+1 < mj+1

zi=mj—1+rj(mod. m) y rj = .
= i( DY T {1,SI Mjg <My, —1415,

paratodoj=1,2, ..,t-2.

Considerandose la Definicion 1.1.9, el Teorema 2.2.3 y que, rt = 0 y en Z,
=X+ M —X+r=myporloque rei=1y ze1 = X1+ Me1—Xer — 1+ Fog= Mey,
en consecuencia, re2 = 1 y asimismo, rj = 1 para todo j=1, 2, ..., t — 1, ya que
recurrentemente, z; = m;. Esto es, z; = 0 (mod. m;) para todo j = 1, 2, ..., t 0
(z1,..., zt1, 2:,0,...,0) = (0,...,0,0,...,0). Asi, en Zy XL, X...XZp , dada la
arbitrariedad de (x1, X2, ..., Xn-1, Xn) Siempre se podra encontrar su opuesto con el

procedimiento descrito anteriormente. Es decir, existe el opuesto para cada
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(X1, X2, ..., Xn-1, Xn) N Ly X, Xoo. X2y

Finalmente, sean (X1, Xz,....Xn),(Y1.y2,....¥n),(Z1,22,...,Zn) €N Zy XZ X
- XZpy, considerese [(X1, X2,..., Xn) 0 (Y1, Y2,..., Yn)] 0 (21, Z2,..., Zn) = (V1, Va,..., Vn),
donde paracadai=1,2,...,n:vi=(Xi+Vyi+ri)+z+S=X+YVYi+z+ri+si (mod. m),

r _{Oa St X+ Yisg +hipa <My 00 =n
L =

1 si Mg < Xisp + Vi +lig

o {0, St (Xiqg+ Visa i)+ 2Zig+Sa <My 6i=n
1,8t Miyg <(Xiga + Yir + 1) + Zjsg +Sia

También, (X1, Xo,..., Xn) o [(Y1, Y2,..., Yn) 0 (21, Z2,..., Zn)] = (W1, W2,..., Wn), donde para
cadai=1,2,...,n:wi=Xi+ (Vi +zi +ti) + Ui =X +yi +zi + ti + ui (mod. m;),

t = {O’ St Yisp+ Zpa+liaa <My 6i=n
i — .
11 SI My < Yiv1 T Zi +ti+1

U= {0, St X1+ (Vise+ Zisa i) HUisa <My 61=n
1 — . .
1,8t Mg < Xigg +(Viea + Zisg +ug ) + Uiy

Ademas, paracadai=1,2, ..., n:
0, si (Xi+1 +Vis1 + Zigg + iy +Ujgg < mi+l) 0 (l = n)
G+Si=t+U=<Lsi (Mg <X+ Vi) Y (X Yier + Zisg iy + Ui <2Myyg )
2,si 2mi+1 < Xigr + Yisr + Zipg H i +Uing

Notese que en paracadai=1,2,...,n, Z, Xi+Vyi+zi+ti+ui<3m-3+2=

3mi —1 (Teorema 1.2.4), Asi, vi = wj para todo i = 1,2,...,n. Esto es, en (Zm XZ,
X...XZn , o) se cumple la propiedad asociativa.
Por tanto, (£ m XZ m, X...XZ 1 , o) €s un grupo abeliano. e

Teorema 2.3.2. (Castro, 2014). Sea nezZ’, (G, ) un grupo y A # @, tal que
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| A | = | G | = n entonces existe un operador a en A, tal que (G, 1) = (A, o).

Demostracion. SeaneZ”, (G, W) un grupo y A # @, tal que |A|=|G |=n;
definase dos sucesiones finitas que enumeren uno a uno a los elementos de los
conjuntos G y A. Sean respectivamente, g:{1, 2, ..., n} > Gy h{l,2,....,n} - A
dichas sucesiones, ambas son funciones biyectivas.

Considérese la funcion inversa h'' y f = goh': A — G que, a su vez, son
funciones biyectivas, de modo que en A se define el operador a: AXA — A, tal que, para
todo b, c € A, bac=f(f(b) uf(c)).

Por definicion, a es cerrado en A (Definicion 1.1.2).

Sea e el neutro en (G, ) entonces existe algin o€ A, f(0) = e, tal que para todo
beA, b ao=f(f(b)u f(0)) = Fi(f(b)u e) = F(f(b)) = (e p f(b)) = F*(f(o)u f(b)) =
oabyfi(f(o)=b=bao=o0ab.

Asimismo, sib € Aentonces f(b) =d € Gyexistenb’e Ayf(b’)=d’e G, de
modo que d pd’ =e, asuvez, b a b’ =f1(f(b) u f(b’)) = f1(e) =F1(f(b*)u (b)) = b’a b.
Y ademés, b a b’ =b’ab=f%(e) =o.

Por otro lado, para b, ¢, d € A, (b a c)a d = f1[ f [F1(f(b) u f(c))u f [d]] =
FAE(R)K f()) 1 f(d)] = FIf(b) i (f(c) 1 F (d))]

y
b a(cod)=ff[b] puf[F(f(c) uf(d)] =F*[f(b) u (f(c) 1 f (d)].
Luego, (bac)ad=Dba(cad).

Asi, (A, a) es un grupo (Definiciéon 1.1.3) y f(b o c) = f(b) u f(a). Esto es, f es

un homomorfismo entre Ay G. Por tanto (G, 1) = (A, o) (Definicion 2.3.2.). e

Observacion. a es el operador trivial que se puede construir en un conjunto con

la misma cardinalidad de un grupo finito. Asi, (Zm XZm, X...XZy , @) = Zﬁ
m;
i=1

Teorema 2.3.3. (Castro et al, 2015). (Zm XZm, X...X2Zy , 0) = Zﬁ .
m;
i=1

Siempre y cuando se considere estrictamente a
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Zn :{[a]mi cZlacZ,0<a<m}:={0,1,2, ..., mi—1},

paratodoi=1,2,...,n.

., + , .
Demostracion. Sea neZ , se demostrard que el producto cartesiano

Ly XZim, X...XZ -, con el operador o, es isomorfo a Z » . tal que 1 < mg, my,
|
i=1
veey Mp.

Considerese la relacion f: 2y, XZ iy, X... XZy — Z,, tal que

n
f(X1, X2, ..., Xn) = 2 Xipi1 (mod. @p),

i=1

n
con X,€ Zp, goi:Hmj Vi=12,.nY ¢,,= 1; fesuna funcion biyectiva (Teorema
j=i

2.1.1); falta demostrar que f es un homomorfismo entre (Zp XZm, X...X2Zn , 0) Y

Z-

Obsérvese que

n
f((X1, X2, - X0)O(Y1, Y2, -y Y1) = F(21, 22, ..., Z0) = ) Zigieg (MOd. 1),
i1

donde zi = xj +yi + ri (mod. mj) parai=1,2, ..., n.
Por otro lado,
n n
f(le X2, ..., Xn) + f(yl’ Y2, ..., yn) = in¢i+l +Z Yitin (mOd ¢1)
i=1 i=1
Ademas, si paratodoi=1,2,...,nse considera, por hipotesis que estrictamente,

Zn ={[a]rni cZ laeZ, 0<a<m}:= {0, 1, 2, ..., mi — 1}, la Definicién 1.1.9,

Teorema 1.2.3, el Teorema 1.2.4 y el Teorema 1.2.7, se obtiene xi+ yi < Xi + yi + Ii <

2mi, Xi +yi = yimi+ ki, xi+yi+ri=pimi+kl+r, con0<ki <mjy
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n n n n n

D X+ Y Yioi = 2 (% Vi )0 = 2 (Ami + K ) g = vimpy + (K + 9k ) g
i-1 i1 i-1 i1 =
tal que

i {O,Si Xi+yi<mo6i=n+1
i:

1,8t my <X+,

Analogamente, parai=1,2,...,n

n
Ao+ Y (K + 9t ) o=
i=1

n n
o+ 2 (rPmi + K ) gisa = ron + fmugpy + Y (k2 9P ) piaa
i=1 i=1

con 0 <k}, kZ<mj tal quekZ=kly
, |0,si k+yty <m 6i=nn+1
= - 1, .1 :
Lsi m =k +yi
Asi, sucesivamente en consecuencia
n . n
ey +yEen + O (K + v ) g = = e+ D (K + 9 ) i s
i=1 j=1 i1
con0<k/<mjtal quek)=k* sin—i+l<jéon—j+1<iparai,j=1, 2,...,n,
ya que
i O kiteplt<m6n-j+1<i
W= - j-1, . j1
1,st my =k’ +y;

Es decir, 0 < k= k""" < m; para 1 < i de modo que

n n . n .
Z(Xi + Vi )i = ZVf(Pl +Z(kin_l+l)¢i+l-
i-1 =1 i1

De forma semejante,

n n n n
DX +Yi+6) o= D W+ D K g+ D i
i1 i = i1
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Esto es,
n-1 n-1

Z‘iylcoﬁzllk“ '+1¢.+1+lerco.+1 Z‘imﬂﬁz(k“ ") g1 + e, +Z£rm|+l¢|+2+”n
j i i j = i
y con r, = 0 se obtiene

n n-1

le(x +Yi+ )i = Z:ly1(01+(k1 +y1m1) P2 +22:(kn " ram; )(0|+1

i j i

Luego, por la unicidad de los coeficientes de cada término de la serie finita en

Z, (hipdtesis y Teorema 2.1.1.) y considerandose el Teorema 2.2.3 y el Teorema

2.3.1, se tiene

n

Z(x. +Yi) o1 =2 (k' ) g (mod. gy) =

i=1

i;,(kinm (mod . m; ))(0i+1 (mod . ¢y).

También, parai=1,2, ...,n,z =X +Yi + ri (mod. m;) y
= {0’ St Xiy1 + Visp +hug <My 61 =n
1 = -
11 SI My < Xt Yia thin
se tiene

n

Z%(Zi Vi1 = Z(kin_i+l (mod . m; ))goM (mod. ¢y).

i=1
Por tanto, f((x1, X2,..., Xn) o (Y1,Y2,..., Yn)) = f(X1, X2, ..., Xn) + f(y1, Y2, ..., ¥n).

Esto es f es un homomorfismo y (Zm XZm, X...XZy , o) = Zﬁ )
m;
i=1

Observacion. De ahora en adelante, al homomorfismo f del Teorema 2.3.3 se

denotara por

f(X1,X2,...,.%n) = (X1, X2, ..., Xn)10€E Zﬁ , CON (X1, X2, ..., Xn) € Ziy XLy, X.ou X,
m;
i=1
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Si en el Teorema 2.3.3 se considera a f: (Zm X Z,, 0) = Zmm,, tal que

(X1, X2)10 = M2Xx +y (Mod. mimy), con x, € 2, e i=1,2, f es un homomorfismo que admite
la siguiente igualdad (0, 0)10 = (dkikz, dkikz2)10 =0 (0 = dkikz (mod. mi)) y (mz, mz) =d
(Definicion 1.2.6), tal que para i = 1, 2 ki € z" y mi = dki. Pero véase, con
1 <m; < dkik2 < mimz se obtiene

dkikomy + dkika = komoms + dkiko = dkiko# 0 (mod. mimy).
En fin, la hipétesis del Teorema 2.3.3 es necesaria puesto que, en este caso, por

ejemplo, se requiere que cada componente del vector evaluado sea un elemento en el

conjunto Z, , siempre y cuando se considere estrictamente, para todo i=1,2, ..., n
Zn :{[a]rni cZlae Z,0<a<m}={0,1,2,....,m—1}.
Esto es, en el caso propuesto (dkike, dkikz) no es preimagen de dkike en Zpy m, ; sino
que (dkikz, dkikz) es preimagen Unica de 0 € Zpm, (cuya preimagen Unica es el
equivalente de (dkikz, dkikz): (0, 0) en Z, X Zry, ). Ademas, la preimagen Unica de
dkikz € Zym,en Zm X Zpy, s (ki, 0).
Notacion. De ahora en adelante, para j = 1, 2,..., n, se representara a

.\
X€Zm XZmy X...XZy , COMO X< = (Xlk,Xlz(,---,Xrlf):=x1kx§...xr'§, conne Z ke Z

y x'j- € Zm;ya x'xs..x sele denominaré la cadena de k 6 x*, indistintamente y

n
[Im;
j=1
k - :
a los elementos x j de la cadena k se les denominara componentes de dicha cadena.

Observacion. En el arreglo, vector o la cadena x* € Z m XZm, X...XZn , cada
componenteparaj=1,2,....,nyr=1,2,...,n+ 1, se obtiene:
x'j‘ = Cj, —Mjc;, tal que k = crpr + s (Teorema 1.2.7)

con
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n
or = [mj e =1y0<s<or

j=r
Ademas:
n
(x10=k = Z x'j‘goj+1 (Teorema 2.3.3 y la existencia de f2).
j=1

Finalmente, gracias al Teorema de Factorizacion Unica (Teorema 2.2.6) se
deduce, que por cada compuesto n se pueden construir distintos isomorfismos de Zn
(Teorema 2.3.3).

Por ejemplo, considérese escribir todos los elementos de (Z%, 0) = Zise
entonces ¢, =2°", x, conk=0,1,2,....,15ym;=2,j=1,2,3,4yr=1,2,3,45.
Asi, para la expresion k = crpr + s, con k = 0 se tiene:

c1 =0, yaque ¢1 =16, luego 0 = 0x16 + 0,
c2 =0, yaque ¢ =8, luego 0 =0x8 + 0,
c3 =0, yaque g3 =4, luego 0 =0x4 + 0,
4 =0, ya que g4 = 2, luego 0 = 0x2 + 0,
cs =0, ya que ¢s = 1, luego 0 = Ox1 + 0,

Asi,

X =c,-2¢=0, X3 =c3-2¢,=0, x§ =¢;, —2¢3=0,x§ =¢5 —2¢,=0,
por lo que

x° = (0, 0, 0, 0) = 0000.

Parak =1

c1 =0, yaque 1= 0x16+1,
C2 =0, yaque1l=0x8+1,
c3 =0, yaque 1= 0x4+1,
cs=0,yaquel=0x2+1,
cs =1, yaque 1 =1x1+0,
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Luego,
X =c,-26,=0, x5 =c3—2¢,=0, x4 =¢c, —2c3=0,b} =c5 —2¢,=1,
por lo que
xt=(0, 0,0, 1) = 0001.

Luego, parak =2, 3,..., 15 se obtienen:

x?=(0,0,1,0)=0010,x3=(0, 0, 1, 1) = 0011, x* = (0, 1, 0, 0) = 0100,
x°=(0,1,0,1)=0101,x6=(0, 1, 1,0) = 0110, x" = (0, 1, 1, 1) = 0111,
x8=(1,0,0,0)=1000,x°=(1, 0,0, 1) = 1001, x°=(1, 0, 1, 0) =1010,
x=(1,0,1,1)=1011, x*? = (1, 1,0, 0) = 1100, x** = (1, 1, 0, 1) =1101,

x=(1,1,1,00=1110y x**=(1, 1, 1, 1) = 1111.
En fin, sea (Zm XZm, X...X2Z , 0) = Z, , siempre y cuando se considere

estrictamente a Z :{[a]rni cZlaeZ,0<a<mi}={0,1,2,...,mi—1}para

todop,q=0,1,2,..., ¢ —1entonces:
P o xd= xPra(med.- 1) (Tegrema 2.3.1 y Teorema 2.3.2).



3. LAIDENTIDAD DE BEZOUT Y LA
CONGRUENCIA MODULAREN Z

Los inversos de los elementos distintos de cero en el campo Z,, con p primo,
es un caso particular de los coprimos a n en Zn. En este capitulo se muestra un
algoritmo para encontrar los coprimos a n en Z, el cual no es optimizable, en el sentido
del namero finito de iteraciones necesarias para hallarlos.

3.1. ALGORITMO DE EUCLIDES.

Teorema 3.1.1. (Epp, 2012). Sean a < b en Z'.sib= ag+rcon0<r<0
entonces (a, b) = (a, r).

Demostracion. Sean a < b en Z", por el Teorema 1.2.7, existen q, ren Z
unicos, talque b =aq +ry 0 <r <a. Asi, b + a(— g) = r (propiedades en el anillo 7).
Ademas, si ¢ = (a, b) y por el Teorema 2.2.4 se tiene que ¢ | ry como c | a entonces
c | d, con d = (a, r). (Definicién 1.2.6). En consecuencia, ¢ < d. (Teorema 1.2.5)

Por otro lado, existen enteros X y y, tales que ax + by = c, por lo que

c=ax+hby=ax+(ag+r)y=a(x+qy)+ry.
Por tanto, d | c (Teorema 2.2.4). A su vez, por el Teorema 1.2.5, d <c.

Finalmente, c <d y d <c implica que (a, r) = (a, b) (Teorema 1.2.1).e

Observacion. De lo expuesto anteriormente se deduce que (a, 0) = a en z".

Ademas, al aplicar el Teorema 1.2.7, para a, b en 7", en un nimero finitos de pasos
con los valores encontrados de g y r, hasta que r = 0, se deduce el maximo comun
divisorde ay b.

Algoritmo De Euclides Para Hallar EI Maximo Comun Divisor De Dos
Numeros Enteros Positivos. (Epp, 2012). Dados dos numeros enteros a y b, con

0 <a<b, este algoritmo calcula (a, b).
Entrada: a, b, enteros en Z+, con0O<ac<h.

Inicio de Algoritmo.
Paso 1. Haganse D =byd =a.
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Paso 2. Encuéntrense cy r,de modoque D=dc+r,0<r <d.
Paso 3. Si r # 0, haganse, primeramente, D = d y luego, d = r. Sino
ejecutese el Paso 5.
Paso 4. Repitanse los pasos, desde el Paso 2.
Paso 5. (a, b) =d
Fin del Algoritmo.
Salida: el Maximo Comun Divisor de a, b es d.
llustracion. A continuacion, se ilustra el algoritmo de Euclides paraa =172y
b =728.
Entrada: a = 728, b=172, enteros en Z ", con 0 < 172 < 728.
Inicio de Algoritmo.
Paso 1. Sehacen D =728y d =172,
Paso 2. Aplicandose el algoritmo usual de la division, se encuentran los
valores c =4y r = 40, de modo que 728 = 172(4) + 40,0 <40 < 172.
Paso 3. Como 40 # 0, se hace, D = 172y luego, d = 40.
Paso 4. Repitiéndose desde el Paso 2.
Paso 2. Aplicandose el algoritmo usual de la division, se
encuentran los valores ¢ = 4 y r =12, de modo que 172 =
40(4) + 12, 0 < 12 < 40.
Paso 3. Como 12 # 0, se hace, D =40y luego, d = 12.
Paso 4. Repitiéndose desde el Paso 2.
Paso 2. Aplicandose el algoritmo usual de la division, se
encuentran los valores ¢ = 3 y r = 4, de modo que 40 =
12(3) +4,0<4<12.
Paso 3. Como 4 # 0, se hace, D =12 y luego, d = 4.
Paso 4. Repitiendose desde el Paso 2
Paso 2. Aplicandose el algoritmo usual de la divisién, se

encuentran los valores c =3y r =0, de modo que 12 = 4(3) + 0,
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0<0<4.
Paso 3. Como 0 =0, Se ejecuta el Paso 5.
Paso 5. (728, 172) = 4.
Fin del Algoritmo.
Salida: el M&ximo Comun Divisordea =728y b=172esd = 4.
Observacion. Cualquier identidad ax + by = ¢, con a'y b dos enteros positivos,

tiene solucion en Z sii ¢ es multiplo de (a, b) (Teorema 2.2.4). Asimismo, existen uy

venen Z, tal que au + bv = (a, b) 0, andlogamente, —u + L y=1 (operando en

(a b) (a,b)
el campo Q). Donde, (a,b) se haya con el algoritmo de Euclides, entonces

b . : : . , :
((aab),(a b)) = 1. Ademas, al invertir el proceso anterior, partiendo de las soluciones

, las soluciones enteras de

(a b) (a b)
ax + by = c. Entonces un problema interesante es hallar los valores u y v en funcion de

los enteros — @ b) y (—b) Lo que conlleva a una aplicacién inmediata de lo anterior, la

obtencion de los inversos en el campo Zp, con p primo.

3.2. LOS COPRIMOS DE n EN Z,.

Teorema 3.2.1. Seana<ben Z". ax + by = 1 tiene infinitas soluciones en los

(a— t)b+1

enteros sii existe un unico entero 0 <t < %, tal que x =——eZyy=t-abd

= 2* e 7 yy=_t, son soluciones de ax + by = 1.

Demostracién. (<=). Seana<ben 7", El teorema es cierto al evaluar, en la

identidad de Bezout ax + by = 1 y operando en el campo Q, los valores enteros

=%yy=t—a(’)xzt%’lyy:—tparaalgunenteroostﬁg,yporel

Teorema 2.2.4, ax + by = 1 tiene infinitas soluciones.
(=>). Seaa<ben 7", si existen x, y € Z, tal que ax + by = 1 entonces
ax=kb + 1, conk =—-yeZ (Teorema 1.1.2 y Teorema 1.1.5 en el anillo Z), luego

ax =1 (mod. b), asi existe 0 <w < b, de modo que x =wy aw = 1 (mod. b) (Teorema
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1.2.7, Definicion 1.2.5, Definicion 2.2.1, Teorema 2.2.2 y Teorema 2.2.4).
Anélogamente, aw = gb + 1, para algun entero no negativo q y considerdndose el
opuesto de wen Zp — {0}, b —w € Z (Teorema 2.2.3), se obtiene 0 < a(b —w) =
ab—-aw=(a—-q)b—1,loqueimplicaque0<1l<(a-q)by0O<a-q(Teoremal.2.1,
Teorema 1.2.2 y propiedades del anillo 7). Hagase h = a — q, asi a = h + ¢, con

O<h<% y%<q<aéconOiqigygshia,yescéjaseaq,talqueOSqS%,

entonces aw + bz = 1, si w=%e Zyz=-q.Perosi><q<a, escojase 0<h <>
_ . — _ . (a—h)b+1
y como dea=h+ qseobtieneq=a—h,entoncesaw +bz=1,siw = TeZy

z=h-a Portanto, para t=q6t=h, ax+by= 1 tiene solucion x = =~ Zy

:—téx=%eZyy:t—a, con0<t< %
Finalmente, si existe s€ Z, tal que 0 < s < %y au+bv=1 u= Sb;leZ y

Z -s)b+1
v=_sou =@

eZyv=s—aentoncesax =th+1lyau=sb+10ax=
(a—t)b +1y au = (a—s)b +1 (considérese operar usandose las propiedades del anillo
7). Asi, tomandose las igualdades ax =tb + 1y au = sb + 1y por la Definicién 2.2.1y
el Teorema 2.2.1, se tiene que tb +1 =sb +1 = 0 mod. a, es decir, tb = sb mod. a 6
(t—s)b =ka, para algun entero k, de lo que se deduce que a | (t—s)b (Definicion 1.2.5).
Luego como, a y b son coprimos (ax + by = 1) y por el Teorema 2.2.5, entonces
a | (t—s). Por tanto, t = s mod. a (Definicién 2.2.1). En consecuencia, t, s pertenecen a

la misma clase en Za (Teorema 2.2.2). También, se deduce que el representante de sy
t es el mismo (en este caso son ambos), porque 0 <s, tgg < a (orden usual en el campo

R). Esto es, dicho representante es unico para valores enteros no negativos menores a
a, entonces s =t (Definicion 2.2.1 y Teorema 2.2.3). Ademas, si s # t entonces s, t <0
0 a<s,t, locual, contradice lo obtenido para ty lo supuesto para s.

Analogamente, tomandose las igualdadesax = (a—t)b+lyau=(a—-s)b+1y
por la Definicion 2.2.1 y el Teorema 2.2.1, se tieneque (a—t)b+1=(@a—-s)b+1 =0

mod. a, es decir, tb = sb mod. a. Si se argumenta de forma semejante a lo expuesto
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anteriormente, se obtiene nuevamente que s = t. Asi, en ambos casos se deduce que
t es Unico.e

Observacion. Notese, que, en el Teorema 3.2.1, los valores enteros de t estan
acotados (Definicion 1.2.4), tal que 0 <t< % de modo que se garantiza una solucion

de ax + by =1 en los enteros, con a < b en Z*, y dichas cotas no pueden ser aminoradas

(en el caso de =) ni acrecentadas (en el caso de cero). Por ejemplo, para 2x + 9y = 1,
2

2 . . . . . ,
0<t< > Asi, después de algunas iteraciones para te Z, considerandose 0 <t <1, se

obtienen los valores enterost =0 6 t = 1 (Teorema 1.2.2), de modo que:

_ th+1 0(9)+1
- a

yy=-1,cont=1.Por tanto, 2(5 +9w) + 9(— 1 — 2w) = 1, para cualquier we Z.

th+l _ 1(9)+1

=5¢ 27,

eEZ cont=0y x =

Por otro lado, para la ecuacion x + 2y =1, 0 <t 5% (Teorema 1.2.2), se obtiene,

unicamente, que t = 0, de modo que:

_ th+l _ 0(2)+1
a

—1e7".

y y = 0. Por tanto, (1 + 2w) + 2(— w) = 1, para cualquier we Z.
Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones Enteras De ax + by = ¢
Siempre Que (a, b) | c. Dados dos nimeros enteros ay b, con 0 < a < b, este algoritmo

calcula las infinitas soluciones de ax + by = ¢ siempre que (a, b) | C.

Entrada: a, b, c enteros en Z*, con 0 <a < b.
Inicio de Algoritmo.
Paso 1. Hallese (a, b) a través del algoritmo de Euclides.
Paso 2. Si (a, b) no divide a c, entonces ax + by = ¢ no tiene soluciones

enteras. Fin del algoritmo. Sino contintese con el Paso 3.

= —_b 4=tyi=
Paso 3. Haganse h = (b)k—(a‘b),g—zyt 0.

tk+1 ltk+1

Paso 4. S|t<gy JhéganseuztkTJrl,v:ftyt:gﬂé

(h—t)k+1

sit<gy (h—2k+1 _ [(h—t)k+1 V=h-ty

J, haganse u =
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t=g+ 1. Sino, haganset =1t + 1.
Paso5.Sit<g, repl’tanse los pasos, desde el Paso 4. Sino las soluciones

son x = X2y = 2D ara cualquier entero w.
(a,b) (a b) ’

Fin del Algoritmo.

Salida: La ecuacion ax + by = ¢ no tiene solucidn en los enteros o las soluciones

cu+bw _cv—

@ VY= an
llustracion. A continuacion, se ilustra el algoritmo anterior para la ecuacion
15x + 24y = 9.

deax+by=csonx= ~ para cualquier entero w.

Entrada: a = 15, b = 24, ¢ = 9 enteros en Z+, con0<15< 24,

Inicio de Algoritmo.
Paso 1. Aplicandose el algoritmo de Euclides, se obtiene (15, 24) = 3.

Paso 2. Como (15, 24) = 3 divide a ¢ = 9, se continua con el Paso 3.

_a _ 15 _ _ b _24_ _5 _
PasoS.Sehacenh—(a'b)—?—S,k—(ab)—?—&g—zyt—o.

Paso 4. Comot-0<—ytkT+1 0(85)“——;&0 lJ ltk—“ y como

{—p<S y (h=Ok+1 _ (5-0)8+1 _ 41 o lﬂJ _ le se hace
h 5 5 5 h

t=0+1=1.

Paso 5. Comot=1< E, se repiten los pasos, desde el Paso 4.

Paso 4. Comot—1<—ytkh—+1 1(8;+1-—¢1 [J [””1

(h-Dk+1 _ (5- 1)8+1 33
h #6= l J

comot=1<§y

[(h—t)k+1 J

sehacet=1+1=2.

Paso 5. Comot=2< g se repiten los pasos, desde el Paso 4.

Paso 4. Comot=2 <2yt - 2®)+1
2 h 5

2(8)+1J ltk+1

pero, comot =2 Sgy
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(h—O)k+1 _ (5-2)8+1 _ 25 _ o _ [25] _ [(h—D)k+1
ho 5 _5_5_lsl_l h J
sehace,u=5,v:t—h:2—5:—3yt:g+1:§+1:§.

5 7 .
Paso 5. Paso 5. Como > < 5= t, las soluciones son

=15+8wyy="" =2 =g 5w

_ cu+bw _ 9(5)+24w
(a,b) 3

para cualquier entero w.

Fin del Algoritmo.

Salida: Las soluciones de 15x + 24y =9 son x =15 + 8wy y = — 9 — 5w para

cualquier entero w.

Observacion. Una ecuacion de la forma ax + ny =1, con 0 < a < ny soluciones
enteras, es equivalente a la expresion ax =n(—y) + 1 6 ax =1 mod. n (Definicion 2.2.1).
Esto es, ax = 1 es una ecuacion en Zn, donde los valores a y x son coprimos de n.
Ademas, si n es primo, y se aplica el algoritmo para hallar las soluciones enteras de la
identidad de Bezout resultante, se obtendran los inversos por cada entero conocido, 0

< a, en el campo Zn.



CONCLUSIONES

Se mostro, independientemente, del Algoritmo de Euclides, el Teorema 1.2.7,
usandose el Lema de Zorn y el orden usual en Z. Asimismo, también se mostré la

generalizacion de la escritura unica de un entero como la suma de productos de

elementos de una sucesion en Z — {1} no necesariamente geométrica (base
generalizada, véase el Teorema 2.1.1); lo cual fue necesario para exhibir una nueva
operacion en el producto cartesiano entre conjuntos de clases de equivalencia de Z
(dada la particion generada por la relacion de equivalencia congruencia modulo en Z,
véase el Teorema 2.3.1), obteniéndose, asi el isomorfismo del Teorema 2.3.3. También,
se exhibid que todo conjunto finito, tiene un operador implicito que lo transforma en
grupo, ya que permite establecer un isomorfismo con Z» (Teorema 2.3.2).

Como Zn es un anillo admite una segunda operacion, sélo que los coprimos a
n, satisfacen la operacion binaria cuya imagen es la identidad y como en el caso
particular de ax + by = 1 (véase el Teorema 3.2.1), se demostrd que el conjunto donde
se encuentran las soluciones enteras, es mas sencillo de encontrar que el conjunto que
se describe en el Teorema 2.2.4 y en el método que también se describe, generalmente,
en la literatura. En consecuencia, esto ayudd a encontrar los elementos que satisfacen
las correspondencias del segundo operador con la identidad. Méas ain, cuando n es
primo se hallaron los inversos de los elementos distintos de cero, con respecto a la
segunda operacion del campo Zn, como se vio con el Algoritmo Para Hallar Las
Infinitas Soluciones Enteras De ax + by = c, el Algoritmo de Euclides y el Teorema
3.2.1. Ademas, se demostro que el Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones
Enteras De ax + by = c, no es optimizable, en el sentido del numero finito de iteraciones

necesarias para hallar dichas soluciones.



RECOMENDACIONES

Estudiar el grupo (Zm XZm, X...X2Zy ,0) = Z 1 ,cCONN € z" para revisar

i
i=1

las propiedades ganadas en dicho isomorfismo.
Programar el Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones Enteras De
ax+by=c.
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