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RESUMEN 

 

 

Se demuestra la relación entre la identidad de Bezout y los coprimos de un número 

natural dado. También, se construye un algoritmo que determina como son las 

soluciones, en Z, de la identidad de Bezout ax + by = 1. Además, se deducen las 

soluciones en Z, de kx + my = n, siempre que n sea múltiplo del máximo común divisor 

de los enteros positivos y distintos k y m. Lo que muestra la generalización de los 

resultados y que el algoritmo para encontrar los coprimos a n en Zn, no es optimizable, 

en el sentido del número finito de iteraciones necesarias para hallarlos.



 

 

 

INTRODUCCIÓN 

 

La aritmética es el producto del perfeccionamiento de la idea de número en 

general, más aún, es parte misma de la evolución del hombre y de lo complejo en que 

se fue convirtiendo su intercambio con sus semejantes, esto último, justificaría el hecho 

de que usar al conjunto de los números naturales N, para contar, pasara a un segundo 

plano y a medida que transcurriera el pasar de los siglos, el hombre convirtiese a N en 

una herramienta para enfrentar mayores abstracciones. Asimismo, surgen necesidades, 

donde N, ya no es suficiente como herramienta y se deben recurrir a otras que 

conserven su esencia, (Flores, 1971). Por ello, se planteó, estudiar el anillo de los 

números enteros Z, en particular, para cualquier valor natural p primo, hallar los 

inversos en el campo Zp (generada por la relación de equivalencia congruencia modular 

en Z). Específicamente, en el campo de los números reales R es un problema muy 

sencillo, hallar los inversos de los elementos no nulos, pero en el campo Zp, no es tan 

fácil. 

En el presente trabajo se muestran las definiciones y algunos resultados útiles 

que describen el anillo Z (véase el capítulo que corresponde a los Preliminares) luego 

se profundiza en la congruencia modular en Z, para presentar alguno de los resultados 

obtenidos en Castro, 2014 y en Castro et al 2015 (véase el capítulo que corresponde a 

El Producto Cartesiano De Conjuntos Finitos Y La Congruencia Modular En Z), para 

finalmente, ampliar los resultados de aplicar la relación modular en el conjunto de los 

números enteros, de modo que se demuestra la relación entre la identidad de Bezout y 

los coprimos de un número natural dado, véase el capítulo titulado La Identidad De 

Bezout Y La Congruencia Modular En Z, donde es importante destacar que se 

construyó un algoritmo basado en el resultado más importante del presente trabajo, que 

demuestra como son las soluciones en Z, de la  identidad de Bezout ax + by = 1, cuando 

los enteros positivos y distintos a, b son coprimos, de la cual, se pudo deducir las 

soluciones en Z, de kx + my = n, siempre que n sea múltiplo del máximo común divisor 
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de los enteros positivos y distintos k, m. Además, se demostró que no se usaron los 

números enteros negativos, porque en la forma en que se definió al anillo Z, permite 

describir a los enteros negativos, con los enteros positivos, lo que mostró la 

generalización de los resultados y que el algoritmo para encontrar los coprimos a n en 

Zn, no es optimizable, en el sentido del número finito de iteraciones necesarias para 

hallarlos. 

 

 



 

 

 

1. PRELIMINARES 

 

En el presente capítulo se describen las nociones básicas sobre las estructuras 

algebraicas básicas (grupo, anillos y campos) y sus propiedades, para luego detallar al 

el proceso de división y el orden en el anillo Z. 

1.1 EL ANILLO DE LOS NÚMEROS ENTEROS 

 Definición 1.1.1. (Herstein, 2008). Sean los conjuntos A, B, no vacíos; B tiene 

un operador binario f (f es un operador en B), si f es una función f: B x B → A. 

 Observación. De ahora en adelante, un operador f: B x B → A se denotará por 

*, σ, , +, ó × y f(a, b) en A se denotará por a*b, a σ b a  b, a + b ó a × b, con a, b en 

B. 

Definición 1.1.2. (Lipschutz, 1975). Algunos axiomas de operadores binarios. 

Sea un conjunto B, no vacío, dotado de dos operaciones binarias denotadas por + y ×, 

tal que para cualesquiera a, b, c  B se cumple:     

 B1. Ley de Clausura si y solo sí (sii) a + b  B y a × b  B (usualmente,                        

a × b = ab). 

 B2. Ley Conmutativa sii a + b = b + a y a × b= b × a. 

 B3. Ley Asociativa sii (a + b) + c = a + (b + c) y (a × b) × c = a × (b × c). 

B4. Ley Distributiva sii a + (b × c) = (a + b)×(a + c) y                                                                

a × (b + c) = (a × b)+(a × c). 

B5. Elemento Neutro: Existe un elemento s  B denominado neutro o nulo para 

el operador + tal que, s + a = a + s = a y, análogamente, para el operador × existe el 

neutro o identidad m  B tal que, m × a= a × m = a. 

Definición 1.1.3. (Herstein, 2008). Sea un conjunto B, no vacío y + un operador 

en B; (B, +) es un grupo, si para cualesquiera a, b, c  B se cumple, en la Definición 

1.1.2: B1 y B3, existe s  B que cumple B5 y para a existe el respectivo elemento              

a’ B denominado inverso u opuesto de a, tal que a + a’ = a’ + a = s. Además, si se 

cumple B2 en la Definición 1.1.2 para + y con cualesquiera a, b B se dice entonces 
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que (B, +) es un grupo abeliano o conmutativo. 

Teorema 1.1.1. (Rivero, 1996). En un grupo (B, +): 

a) El elemento neutro es único. 

b) Cada elemento de B tiene un único inverso. En particular para cualquier                

a, b  B se tiene que (a’)’ = a, (a + b)’ = b’ + a’ y s’ = s con s el neutro en el grupo       

(B, +). 

Demostración. (Literal a). Sea el grupo (B, +) entonces existe s B, el neutro 

para el operador + tal que, s + a = a + s = a con cualquier a B. Supóngase por el 

contrario que el elemento neutro no es único para el operador + entonces existe t B, 

tal que t + a = a + t = a, con cualquier a B. Sin embargo, en particular para t, s B,                             

s = t + s = s + t = t (véase la Definición 1.1.3). Así, s = t por transitividad de la igualdad, 

de lo cual se concluye que s B es el único neutro. 

(Literal b). Sea el grupo (B, +) y s B el neutro para el operador +. Supóngase 

por el contrario que cualquier elemento a B no tiene un único opuesto a’ B para el 

operador +, tal que a + a’ = a’ + a = s entonces para a  B existe c  B, tal que                

a + c = c + a = s. Sin embargo, en particular para a, a’, c B y el neutro s B:  

a’ = a’ + s = a’ + (a + c) = (a’ + a) + c = s + c = c (véase la Definición 1.1.3). 

 Así, a’ = c por transitividad de la igualdad, de lo cual se concluye que a’ B es el 

único opuesto de a  B.  

Luego, para a, b, a + b B se tiene que a’, b’, (a + b)’, a’ + b’, (a’)’ B. Además, 

como (b’ + s) + b = b’ + (s + b) = s y b’ + a’ cumple con la definición de opuesto para 

a + b, ya que: 

(b’ + a’) + a + b = b’ + s + b = a + b + (b’ + a’) 

pero (a + b)’es el opuesto de a + b y tanto (a’)’ como a son opuestos de a’. Así también, 

como el opuesto de todo elemento de B es único (Teorema 1.1.1), se tiene que                        

(a + b)’ = b’ + a’ y (a’)’ = a.  

Además, si s es el neutro en el grupo (B, +) entonces sea s’ el opuesto de s de modo 

que s’ + s = s = s + s’ pero s + s = s; luego, nuevamente, como el opuesto de todo 
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elemento de B es único (Teorema 1.1.1), se tiene que s’ = s. •  

Teorema 1.1.2. (Rivero, 1996). Sea (B,+) un grupo, a +b = a +c (c +a = b + a) 

sii b = c para cualesquiera a, b, c  B. 

Demostración. (=>). Sea el grupo (B,+) y s  B el neutro, entonces para 

cualesquiera a, b, c B, supóngase que a + b = a + c, así, 

b’+ a’ + (a + c) = (a + c) + b’ + a’ = s (Teorema 1.1.1) 

pero 

b = b + (b’ + a’ + (a + c)) = (s + a’) + (a + c) = a’ + (a + c) = s + c = c.  

Así, por asociatividad de + y transitividad de la igualdad, b = c.  

(<=). El teorema es cierto puesto que + es función.• 

Teorema 1.1.3. (Castro, 2014). (B, +) es un grupo conmutativo sii B tiene un 

operador + (que cumple la ley de clausura), cada elemento de B tiene opuesto, existe 

el neutro y para cualesquiera a, b, c  B:  

(a + b) + c = (b + c) + a  

Demostración. Para el operador +, supóngase que s B el neutro y que cada 

elemento de B tiene opuesto, falta demostrar que para cualesquiera a, b, c  B:  

a + b = b + a 

 y que  

(a + b) + c = a + (b + c). 

Pero 

(a + b) + s = (b + s) + a 

a + b = b + a  

luego + tiene la propiedad conmutativa por lo que: 

(a + b) +c = (b + c) + a 

(a + b) + c = a + (b + c)  

entonces + tiene la propiedad asociativa. • 

 Definición 1.1.4. (Herstein, 2008). Sea un conjunto B, no vacío y +, × dos  

operadores en B; (B, +, ×) es un anillo, si (B, +) es un grupo abeliano y con cualesquiera 
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a, b, c  B se cumple para × B1, B3 en la Definición 1.1.2, además que                                           

a × (b + c) = (a × b) + (a × c) y que (b + c) × a = (b × a) + (c × a). 

Teorema 1.1.4. (Fraleigh, 1987). Sea el anillo (B, +, ×) entonces para cualquier     

a B, s × a= a × s = s con s el neutro del grupo (B, +).  

Demostración. Sea el anillo (B, +, ×), si s es el neutro del grupo (B, +), tal que 

para cualquier a B: 

a × s = a × (s + s) = a × s + a × s ó s × a = (s + s) × a = s × a + s × a 

entonces de: 

a × s + s = a × s + a × s ó s +s × a = s × a + s × a 

y el Teorema 1.1.2 se deduce para cualquier a B que s × a= a × s = s, con s el neutro 

del grupo (B, +). • 

Teorema 1.1.5. (Rivero, 1996). Sea el anillo (B, +, ×) entonces para cualquier 

a, b B y sus opuestos en (B, +) con respecto a × cumplen con:  

a) (a × b)’ = a × b’ = a’ × b.  

b) a’ × b’ = a × b. 

 Demostración. (Literal a). Sean a, b B, como (B, +, ×) es un anillo a × b B, 

por lo que (a × b)’, a’, b’ también están en (B, +) (Definición 1.1.3) y                                              

a × b + a × b’ = a × (b + b’) = a × s = s (Definición 1.1.4 y Teorema 1.1.4). 

Análogamente, a × b’ + a × b = a × (b’ + b) = a × s = s y como el opuesto es único en 

(B, +) (Teorema 1.1.1), se deduce (a × b)’ = a × b’. 

 Por otro lado, de manera semejante, se deduce que (a × b)’= a’ × b al 

considerase  la Definición 1.1.3, la Definición 1.1.4, el Teorema 1.1.1 y el Teorema 

1.1.4 en: 

a × b + a’ × b = (a + a’) × b = s × b = s y a’ × b + a × b = (a’ + a) × b = s × b = s.  

(Literal b). Sean a,bB, como (B,+,×) es un anillo entonces a’,b’, a×b,         

a’×b’ B, luego, a’ × b + a’ × b’= a’× b + a’ × b’= a’× (b + b’) = s = a’ × (b’+ b)= 

a’× b’ + a’× b (Definición 1.1.3, Definición 1.1.4, y Teorema 1.1.4). Luego, por lo 

demostrado en el Literal a), (a × b)’= a’ × b tiene un único opuesto a × b = a’ × b’ 
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(Teorema 1.1.1). • 

Definición 1.1.5. (Herstein, 2008). Sea el anillo (B, +, ×), si se cumple que 

existe m  B para × en B5 de la Definición 1.1.2, entonces (B, +, ×) es un anillo con 

identidad.  

Teorema 1.1.6. (Castro, 2014). Sea (B, +, ×) un anillo con identidad, si s es el 

neutro del grupo (B, +) y m  B es la identidad para × entonces, │B│> 1 (orden usual 

en r) => s ≠ m.  

Demostración. (B, +, ×) es un anillo con identidad, si s es el neutro del grupo       

(B, +) y m B es la identidad para ×, tal que, s + a = a + s = a = m × a = a × m con 

cualquier a B (Definición 1.1.5). Supóngase por el contrario que s = m entonces con 

cualquier a B se tiene a = a × m = a × s = s (Definición 1.1.3 y Teorema 1.1.4). Así, 

con cualquier a B, a = s por transitividad de la igualdad, luego B = {s} y │B│= 1. 

Por lo tanto, s = m => │B│= 1 es cierto y como B es no vacío (Definición 1.1.3) 

entonces su contrarrecíproco es │B│> 1 => s ≠ m, el cual queda demostrado por 

equivalencia lógica.• 

Definición 1.1.6. (Herstein, 2008). Si (B, +, ×) es un anillo y si para × en la 

Definición 1.1.2 se cumple B2 con cualesquiera a, b B entonces (B, +, ×) es un anillo 

conmutativo. 

Definición 1.1.7. (Herstein, 2008). Un anillo conmutativo (B, +, ×) es un anillo 

entero, un dominio entero o un anillo que no tiene divisores de cero, si para 

cualesquiera a, b B: a×b =s sii a = s o b = s, con s el neutro del grupo (B, +). 

Teorema 1.1.7. (Fraleigh, 1987). Sea (B, +, ×) un dominio entero y a, b, c B 

si a ≠ s, con s el neutro del grupo (B, +), entonces a × b = a × c (b × a = c × a) sii           

c = b. 

 Demostración. (=>). Sean a, b, c B, si a ≠ s, con s el neutro del grupo (B, +), 

tal que a × b = a × c (b × a = c × a) sii a × (b – c) = s ((b – c) × a = s) sii b – c = s sii 

b = c (Teorema 1.1.2, Definición 1.1.4, Teorema 1.1.5, Definición 1.1.7). 

(<=). El teorema es cierto puesto que × es función.• 
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Teorema 1.1.8. (Fraleigh, 1987). Un anillo conmutativo (B, +, ×) es un dominio 

entero, si y solo si para todo a, b, cB, con a ≠ s y s el neutro del grupo (B,+)                             

a × b = a × c <=> c = b. 

 Demostración. (=>). El teorema es cierto, véase el Teorema 1.1.7. 

(<=). Sea (B, +, ×) un anillo conmutativo, a, b  B y s el neutro del grupo (B,+), 

si a ≠ s y b ≠ s entonces a × b ≠ s, ya que, si a × b = s = a × s sii b = s (Teorema 1.1.4, 

hipótesis y Teorema 1.1.7.) y además, a × b = s = s × b sii a = s (Teorema 1.1.4, 

hipótesis y Teorema 1.1.7) se contradice lo supuesto inicialmente. Así, su 

contrarrecíproco es para todo a, bB, si a × b = s entonces a = s ó b = s, el cual queda 

demostrado por equivalencia lógica. Luego (B, +, ×) es un dominio entero. • 

Observación. Se asumirá que existe (Z, +, ×), con │Z│> 1 (orden usual en el 

conjunto de los números reales, r), un anillo entero con identidad que está dotado de 

los operadores suma (+) y multiplicación (×) (respectivamente, para a, b en Z, a + b y                

a × b = ab), tal que s = 0, a’ = –a (neutro y opuesto para (Z,+)) y m = 1, neutro o 

unidad con respecto a la multiplicación, (Rivero, 1996). También, se asumirá, bajo los 

preceptos de Peano, que existe el conjunto inductivo más pequeño n, llamado el 

conjunto de los Números Naturales (Flores, 1971), como subconjunto de Z, de modo 

que 0   n. Esto es, se asumirá, de ahora en adelante, que: 1  n y para todo a  n 

implica a + 1  n dada + en Z, asimismo, (Z, +, ×) se denotará con el mismo símbolo 

Z. 

Definición 1.1.8. (Fraleigh, 1987). Si (B, +, ×), con │B│> 1 es un anillo entero 

y si s es el neutro del grupo (B, +) de modo que (B – {s}, ×) también es un grupo 

entonces se dice que (B, +, ×) es un campo. 

Observación. Z, no es un campo puesto que no necesariamente, todos sus 

elementos con respecto a la multiplicación poseen inverso. Un ejemplo de campo es el 

conjunto de los números racionales, q o el conjunto de los números reales, r, 

(Fraleigh, 1987). 

Teorema 1.1.9. (Rivero, 1996). Sean a, b en n, entonces  
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a) a + b  n. 

b) –a   n. 

c) ab  n. 

 Demostración. (Literal a). Asúmase el principio de inducción matemática. 

Sean a, b en n, fíjese a bn, de modo que se aplique inducción sobre a para 

demostrar que a + b n: 

Sea a =1 entonces como b n. 1 + b = b + 1 n (conmutatividad de + y n 

es el subconjunto inductivo de Z). Por lo que a + b n. 

 Supóngase que a = k entonces k + b  n (hipótesis inductiva) se demostrará 

para a = k + 1 que a + b  n. Así, como k + b  n por hipótesis inductiva entonces                    

(k + 1) + b = (k + b) + 1  n (conmutatividad y asociatividad de +). Por lo que para          

a = k + 1, a + b  n. 

 (Literal b). Sea a n, supóngase por el contrario que –a  n, entonces por 

lo demostrado en el literal a, se concluye que a + (–a) = 0  n, lo cual contradice lo 

asumido (0   n); por tanto –a   n. 

(Literal c). Asúmase el principio de inducción matemática. Sean a, b en n, 

fíjese a bn, de modo que se aplique inducción sobre a para demostrar que ab n: 

Sea a =1 y b  n entonces 1b = b  n (elemento identidad de × en Z y                 

n  Z). Por lo que ab  n. 

 Supóngase que a = k entonces kb  n (hipótesis inductiva) se demostrará para   

a = k  + 1 que ab  n. Así, como kb  n por hipótesis inductiva entonces se tiene 

que (k + 1)b = kb + b  n (distributividad a la izquierda de × sobre + en Z y por lo 

demostrado en el Literal a). Por lo que, para a = k  + 1, ab n. • 

Observación. Existen elementos de Z que no están en NU{0}. Esto es, 

nU{0} es un subconjunto propio de Z ó Z – (nU{0}) ≠   y Z =                         

nU{0} U (Z – (nU{0})). Así, se asumirá que Z – (nU{0}) contiene, únicamente, 

a los opuestos de cada elemento del conjunto n. 
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Definición 1.1.9. (Flores, 1971). Z = z
–
U{0}Uz

+
, con z

–
 = Z –(nU{0}) y   

z
+
 = n, donde Z es el conjunto de los Números Enteros, z

–
 es el subconjunto de los 

números enteros negativos y z
+
 es el subconjunto de los números enteros positivos. 

1.2. ORDEN Y DIVISIÓN EN Z 

 Definición 1.2.1. (Flores, 1971). Sean a, b en Z, a es menor o igual que b y se 

escribe, respectivamente, a < b ó a = b (a  ≤ b) sii b + (–a) = b – a  z
+
U{0}.  

Teorema 1.2.1. (Rivero, 1996). Considérese la relación ≤ en Z: 

a) Para cualesquiera a, b en Z, se cumple una y sólo una de las tres 

proposiciones: a = b, a < b ó b < a. Totalidad. 

b) Para todo a en Z, a ≤ a. Reflexividad. 

c) Para cualesquiera a, b en Z, si a ≤ b y b ≤ a implica a = b. Antisimetría. 

d) Para cualesquiera a, b, c en Z, si a ≤ b y b ≤ c implica a ≤ c. Transitividad. 

Demostración. (Literal a). Sean a, b en Z, entonces existen –a, –b en Z, 

análogamente, existen c = a – b,  –c = b – a, de modo que  –c, c  Z = z
–
U{0}Uz

+
 

(conmutatividad y opuestos para + en Z, Definición 1.1.9 y Teorema 1.1.5). Así, se 

cumple una y sólo una de las dos proposiciones siguientes: –c, c  z
–
Uz

+
, ó                           

–c, c  {0} (por ser conjuntos disjuntos, Definición 1.1.9 y Teorema 1.1.1). Asimismo, 

para la proposición –c, c  z
–
Uz

+
 es cierta una y sólo una de las dos proposiciones 

siguientes: –c  z
–
 sii c  z

+
 ó c  z

–
 sii –c  z

+
 (Definición 1.1.9 y Teorema 

1.1.9). Así, finalmente, es cierta una y sólo una de las siguientes proposiciones 

(Definición 1.2.1):   –c  z
–
 sii c  z

+
 (b < a) ó c  z

–
 sii –c  z

+
 (a < b) ó –c,     

c  {0} (a = b). Esto es, Para cualesquiera a, b en Z, se cumple una y sólo una de las 

tres proposiciones: a = b, a < b ó b < a. 

 (Literal b). Sea a Z entonces existe –a Z, de modo que a – a = 0 en 

z
+
U{0} (opuesto para + en Z y Teorema 1.1.1). Así, Para todo a Z, a ≤ a 

(Definición 1.2.1).  
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(Literal c). Sean a, b en Z, si a ≤ b y b ≤ a entonces b – a, a – b  z
+
U{0} 

(Definición 1.2.1) pero a – b + b – a =0, por lo que a – b, b – a   z
+
 (opuesto para + 

en Z, Teorema 1.1.1 y Teorema 1.1.9); así, a – b = b – a=0, es decir, a = b. Por tanto, 

para cualesquiera a, b en Z, si a ≤ b y b ≤ a implica a = b. 

(Literal d). Sean a, b, c en Z, si a ≤ b y b ≤ c entonces b – a, c – b  z
+
U{0} 

(Definición 1.2.1) pero b – a + c – b = c –a, por lo que si b – a, c – b  z
+
 entonces           

c – a z
+
 (conmutatividad y opuesto para + en Z, Teorema 1.1.1 y Teorema 1.1.9). 

Esto es, a ≤ c (Definición 1.2.1). Y, si b – a = 0 ó c – b = 0 entonces a = b ó c = b, en 

cualquier caso c – a  z
+
U{0}

 
(conmutatividad y opuesto para + en Z, Teorema 1.1.2, 

Teorema 1.1.9, transitividad de la igualdad). Esto es, a ≤ c (Definición 1.2.1). Por tanto, 

para cualesquiera a, b en Z, si a ≤ b y b ≤ c implica a ≤ c. 

Así, Z está ordenado totalmente. • 

Teorema 1.2.2. (Flores, 1971). a  z
+
 sii 0 < 1 ≤ a. 

 Demostración. (=>). Asúmase el principio de inducción matemática. Sea a en 

z
+
, de modo que se aplique inducción sobre a para demostrar que 1 ≤ a. 

Sea a = 1 entonces como 1 – 1 = 0 z
+
U{0} (opuestos en + y Definición 

1.1.9). Por lo que 1 ≤ a. 

 Supóngase que a = k  z
+
 entonces 1≤ a (hipótesis inductiva), se demostrará 

para a = k  + 1  z
+
 que 1 ≤ a.  

Sea a = k + 1 z
+
, como 1 ≤ k sii k – 1  z

+
U{0} (hipótesis inductiva y 

Definición 1.2.1) se deduce que k – 1 z
+
 ó k – 1 = 0. Así, si k  – 1  z

+
 implica 

que (k  + 1)  – 1 = (k  – 1) + 1  z
+
 (conmutatividad y asociatividad de + en Z y 

Definición 1.1.9) y (k  + 1) – 1  z
+
U{0} sii 1 ≤  k  + 1 (Definición 1.2.1); pero, si     

k  – 1 = 0 implica k = 1 (Teorema 1.1.1) y (k  + 1) – 1 = (k – 1) + 1 = 1 z
+
 (elemento 

neutro, conmutatividad y asociatividad de + en Z y Definición 1.1.9) y de igual modo 
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(k + 1) – 1 z
+
U{0}, es decir, 1 ≤ k +1 (Definición 1.2.1). Por lo que 1 ≤ a.  

(<=). Ahora bien suponga que para a Z, 1 ≤ a, es decir, a – 1  z
+
U{0} 

(Definición 1.2.1). Así, si a – 1  z
+
 implica que a =(a  – 1) + 1  z

+
 (asociatividad 

y elemento neutro de + en Z y z
+
 Definición 1.1.9); o, si a – 1 = 0 entonces                        

a =1 z
+
 (Teorema 1.1.1). En ambos casos, se obtiene que a  z

+
. 

Por otro lado nótese que 0 < 1 sii 1 – 0 = 1 z
+
 (Teorema 1.1.6, Definición 

1.1.9, Definición 1.2.1). Así, por lo demostrado anteriormente y el Teorema 1.2.1 se 

obtiene que a  z
+
 sii 0 < 1 ≤ a. • 

Teorema 1.2.3. (Flores, 1971). Si b  Z y a  z
+
, tal que a ≤ b ≤ a + 1 

entonces a = b ó b = a + 1. 

 Demostración. Sea a  z
+
 y suponga que existe b  Z, tal que a ≤ b ≤ a + 1. 

Así, a ≤ b sii b – a  z
+
U{0} y b ≤ a + 1 sii a + 1 – b  z

+
U{0} (Definición 1.2.1).  

Nótese que si a + 1 – b = 0 ó a – b = 0 implica que b = a + 1 ó b = a (Teorema 1.1.1). 

Sin embargo, supóngase que b – a  z
+
 y a + 1 – b  z

+
; pero 1 ≤ a + 1 – b (Teorema 

1.2.2), es decir, a – b = (a + 1 – b) – 1 z
+
U{0} (Definición 1.2.1, elemento neutro, 

conmutatividad y asociatividad de + en Z). Esto es, b – a = 0 ó a – b  z
+
 que, 

simultáneamente, con b – a z
+
 contradicen que 0  z

+
 (Definición 1.1.9). Luego, 

Si b  Z y a  z
+
, tal que a ≤ b ≤ a + 1 entonces a = b ó b =a + 1. • 

Teorema 1.2.4. (Rivero, 1996). Sean a, b, c, d en z, entonces  

a) a, b  z
–
 ó a, b  z

+
 <=> ab  z

+
. 

b) a  z
+
y b  z

–
 <=> ab  z

–
. 

 c) a ≤ b  <=> a  + c  ≤  b + c. 

 d) a ≤ b y  c ≤ d => a + c  ≤ b + d 

 e) a ≤ b  y 0 < c ó b ≤ a  y  c < 0 <=> ac  ≤  bc, con c ≠ 0. 

 Demostración. (Literal a). (=>). Sean a, b  z
–
 entonces –a, –b  z

+
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(Definición 1.1.9), pero –a (–b) = ab  z
+
 (Teorema 1.1.5, Teorema 1.1.9). 

 (<=). Sean a, b z, tal que ab  z
+
 nótese que si se supone lo contrario a                       

a, b  z
–
 ó a, b  z

+
, es decir, a z

+
y b z

–
 (equivalente a suponer que b z

+
y        

a  z
–
) entonces a  z

+
y –b  z

+
 (Definición 1.1.9 y Teorema 1.1.9) luego por lo 

demostrado previamente –ab  z
+
 y –ab + ab = 0 z

+
, lo cual es una contradicción 

con respecto a la Definición 1.1.9. Así, a, b z
+
 ó a, b z

–
.  

 (Literal b). (=>). Sean a z
+
y b z

–
entonces a z

+
y –b z

+
 (Definición 

1.1.9 y Teorema 1.1.9), luego por lo demostrado en el literal a a(–b)= –ab  z
+
 

entonces ab z
–
. 

(<=). Sean a, b  z, tal que ab  z
–
, nótese que si se supone lo contrario a               

a z
+
y b z

–
, es decir, a, b z

–
 ó a, b  z

+
 entonces por lo demostrado en el 

literal a, ab  z
+
, lo cual contradice lo supuesto. Así, a  z

+
y b  z

–
 (equivalente 

a suponer que b  z
+
y a  z

–
). 

(Literal c). Sean a, b  z, sin pérdida de generalidad y por el orden total en z,     

a ≤ b sii b + c – (a + c) = b – a  z
+
U{0} (Teorema 1.1.5 y Definición 1.1.9), lo cual 

es equivalente a a + c ≤ b + c (Definición 1.2.1). 

(Literal d). Sean a, b, c, d  z, sin pérdida de generalidad y por el orden total 

en z, si a ≤ b y c ≤ d sii b –a, d –c  z
+
U{0} entonces considérese el Teorema 1.1.5, 

el Teorema 1.1.9 y la Definición 1.1.9 en los siguientes casos: 

Si b – a, d – c  z
+
 entonces b + d – (a + c) = b – a + d – c  z

+
. 

Si b – a, d –c  {0} entonces b + d – (a + c) = 0. 

Si b – a {0} y d – c  z
+
 entonces b + d – (a + c) = d – c  z

+
. 

Si b – a z
+
 y d – c  {0} entonces b + d – (a + c) = b – a  z

+
. 

En todos los casos se concluye que b + d – (a + c)  z
+
U{0}. 
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(Literal e). (=>). Sean a, b, c  z, considérese a ≤ b y 0 < c entonces b – a  z
+
U{0} 

y c  z
+
 esto es equivalente a b – a  z

+
 ó b – a = 0 y c  z

+
. Asimismo, si se 

considera a b ≤ a y c < 0 sii a – b z
+
U{0} y c z

–
 esto es equivalente a                              

b – a  z
–
 ó b – a = 0 y c  z

–
; en ambos casos se obtiene bc – ac =                                      

(b – a)c  z
+
U{0} (Definición 1.2.1, Teorema 1.1.4 y Teorema 1.1.9). Así, ac ≤ bc. 

(<=). Sean a, b, c  z, de modo que bc ≤ ac. Esto es, bc – ac  z
+
U{0} 

(Definición 1.2.1). Así, bc – ac = (b – a)c  z
+
 ó (b – a)c = 0; luego, si c ≠ 0 entonces     

b – a  z
+
 y c  z

+
 ó a – b  z

–
 y –c  z

–
 ó b = a (Definición 1.1.7, Teorema 

1.1.4 y Teorema 1.2.1). Por tanto, a ≤ b y 0 < c ó b ≤ a y c < 0.•  

Definición 1.2.2. (Rivero, 1996). Sea A ≠   subconjunto de Z entonces               

n  Z es una cota superior (cota inferior) de A sii a ≤ n (n ≤ a) para todo a  A.  

 Definición 1.2.3. (Rivero, 1996). Sea A ≠   subconjunto de Z entonces, existe 

una cota superior (cota inferior) de A sii A está acotado superiormente (acotado 

inferiormente). Se dice que A está acotado si lo está superior e inferiormente. 

Definición 1.2.4. (Rivero, 1996). Sea A ≠   subconjunto de Z acotado 

superiormente (acotado inferiormente) y U el conjunto de las cotas superiores (L el 

conjunto de las cotas inferiores), entonces x U (x L) es el supremo de A (es el ínfimo 

de A) sii a ≤ x (x ≤ a) para todo a A. Si x A, se le denomina elemento maximal o 

máximo (elemento minimal o mínimo). 

Observación. Z
+
 cumple el principio de buen orden, como consecuencia del 

Lema de Zorn (Fraleigh, 1987), es decir, cualquier subconjunto de Z
+
, tiene un 

elemento mínimo (nótese que Z
+
 está acotado inferiormente por 1, Teorema 1.2.2, y 

hereda la totalidad del orden de Z, Teorema 1.2.1 y Teorema 1.2.3). Análogamente, 

como consecuencia del Lema de Zorn: todo subconjunto de Z
+
 acotado superiormente 

posee máximo (Teorema 1.2.1, Teorema 1.2.2, Teorema 1.2.3 y considérese que el 

conjunto de las cotas superiores de cualquier subconjunto de Z
+
, a su vez está acotado 
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inferiormente por el subconjunto y por el mínimo de dichas cotas). Por ejemplo, s = 0 

es supremo de Z
– 

y su máximo es –1 (Teorema 1.2.2 y Teorema 1.2.4).  

Definición 1.2.5. (Stark, 1984). Sean a, b en Z, si a ≠ 0 y existe c := 
𝑏

𝑎
 en Z, 

tal que b = ac sii a es un divisor de b y se dirá que a divide a b, denotado por a│b. 

Asimismo, se dice que b es múltiplo de a y que b está descompuesto en los factores a 

y c. 

Observación. Es usual describir el conjunto de divisores de cualquier elemento 

en Z, como subconjunto de Z
+
 y nótese que, al menos, a =1 es un divisor para 

cualquier b en Z, incluso, con la condición de que b ≠ 0, los elementos b y  –b (alguno 

de los dos está en Z
+
) son divisores de b con c= 1, –1, respectivamente. Asimismo, 

cualquier a ≠ 0 en Z divide a 0. También, nótese el conjunto de divisores de cualquier 

elemento en Z
+
 está acotado y nótese que el conjunto de múltiplos de cualquier 

elemento en Z
+
 está acotado inferiormente (Definición 1.2.4, Teorema 1.2.4). 

Definición 1.2.6. (Rivero, 1996). Sean a, b, d en Z
+
, d := (a, b) es el Máximo 

Común Divisor de a, b sii d │a , d │b y si para cualquier c en Z
+
, tal que c│a y c│b 

entonces c│d. 

Definición 1.2.7. (Rivero, 1996). Sean a, b, m en Z
+
, m := [a, b], es el Mínimo 

Común Múltiplo de a, b sii a│m, b│m y si para cualquier c en Z
+
, tal que a│c y b│c 

entonces m│c. 

Teorema 1.2.5. (Epp, 2012). Sean a, b en Z
+
, tal que a│b entonces a ≤ b. En 

particular, si, además, b│a entonces a = b. 

 Demostración. Sean a, b en Z
+
, si a│b implica que b = ac, con c en Z

+
, 

(Definición 1.2.5). Además, c en Z
+
 implica que 1 ≤ c (Teorema 1.2.2), luego por el 

Teorema 1.2.4 se obtiene a ≤ ca = b. Por tanto, a ≤ b.  

Además, supóngase que a│b y b│a entonces, por lo expuesto anteriormente, se 

obtiene a ≤ b y b ≤ a, de lo que se deduce a = b (Teorema 1.2.4). • 
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Observación. Nótese que para a, b en Z
+
, si 1 = ab implica que a│1 y que b│1, 

pero 1 es divisor de cualquier entero entonces por el Teorema 1.2.5, se deduce que          

a = 1 y b = 1 (Epp, 2012). 

Definición 1.2.8. (Stark, 1984). Sea p en Z
+
, 1 < p y {1, p} es el único conjunto 

de divisores positivos de p sii p es primo. 

 Definición 1.2.9. (Stark, 1984). Sea c en Z
+
, 1 < c y c no es primo sii c es 

compuesto. 

 Observación. 1 no es compuesto ni primo (Definición 1.2.8 y Definición 1.2.9). 

  Teorema 1.2.6. (Castro, 2014). Sean b en Z, a en Z
+
 y a│b entonces para a y 

b fijos, existe un único c en Z, tal que b = ac. 

 Demostración. Sean b en Z y a en Z
+
, suponga, para a y b fijos, que a│b, es 

decir, b = ac para c en Z (Definición 1.2.5) y que por el contrario c en Z no es único 

para los valores a, b es decir, existe d en Z, tal que b = ad. Así, ad = ac ó ad + (–ac) 

=  0 (Teorema 1.1.2) y a(d + (–c)) = 0 (Z es un anillo y véase la Definición 1.1.4), de 

lo cual se deduce  d + (–c) = 0 (a en Z
+
 y véase la Definición 1.1.7) y d = c (Teorema 

1.1.1). Así, para a en Z
+
, el elemento c en Z es el único elemento, tal que b = ac.• 

 Teorema 1.2.7. (Rivero, 1996). Sean b en Z y a en Z
+
 entonces, para a y b 

fijos, existen q, r en Z únicos, tal que b = aq + r y 0 ≤ r < a. 

 Demostración. Sean b en Z y a en Z
+
, suponga que a│b entonces el teorema 

se cumple (con r =0 y c = q en Z en la Definición 1.2.5 y en el Teorema 1.2.6). 

Por otro lado, considerándose la Definición 1.2.5: sean b en Z y a en Z
+
, fijos, 

suponga que no se cumple que a│b entonces no existe q en Z, tal que b – aq = 0,             

1 < a (de lo contrario, a = 1, sería divisor de b, Teorema 1.2.2) y b ≠ 0 (de lo contrario, 

b = 0, tendría a todos los elementos distintos de cero de Z como divisores, entre ellos 

a, con q, r = 0, Teorema 1.1.4). Entonces, considerándose la Definición 1.2.1, el 

Teorema 1.2.1, el Teorema 1.2.2, el Teorema 1.2.3 y el Teorema 1.2.4, sean los 
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subconjuntos de Z: 

A = {b – aq  Z
+
 / q  Z} y B = {q  Z / b – aq  Z

+
}; 

ambos son distintos del vacío, ya que si se fija a 0 < b, con cualquier q < 0, se obtiene 

que aq < 0 y 0 < b – aq. Asimismo, si se fija a b < 0, para q = b, aq < 0 y                                               

b – aq = b – ab = b(1 – a) pero 1 – a < 0, así, 0 < b – aq . Además, A es subconjunto de 

Z
+
, en consecuencia, A tiene elemento mínimo r, es decir, existe r = minA = b – aq 

para algún q en B (Lema de Zorn). Sin embargo, q + 1 no está en B, ya que si                        

q
 

+ 1 B entonces q < q +1 y aq – b < a (q + 1) – b, por lo que                                                      

0 < b – a(q + 1) < b – aq y sería contradictorio que r sea mínimo en A, igualmente 

cualquier h  Z, tal que q + 1 ≤ h, no está en B, por tanto, B está acotado 

superiormente, de modo que B tiene elemento máximo q = maxB (Lema de Zorn).  

Nótese que si r = b – aq = a entonces b = a(1 + q), lo cual contradice la negación 

de a│b y si a < r = b – aq, se obtiene que 0 < b – a(q + 1) y similarmente se sigue la 

contradicción con r = minA. Así, q, r en Z son únicos (Definición 1.2.4 y Teorema 

1.2.1) y además, b = aq + r y 0 < r < a. 

Por tanto, para b en Z y a en Z
+
 fijos, existen q, r en Z únicos, tal que                         

b = aq + r y 0 ≤ r < a. • 



 

 

 

2. EL PRODUCTO CARTESIANO DE CONJUNTOS 

FINITOS Y LA CONGRUENCIA MODULAR EN Z 

 

En el presente capítulo se demuestra que cualquier entero se puede expresar 

como una suma de productos de elementos de cualquier sucesión en z
+
 – {1}. Luego 

se describe al anillo Z, a través de sus particiones, en particular, la partición en Z𝑛 y, 

a su vez, se demuestra que se puede describir a Z𝑛
𝑚 con Z𝑛𝑚. Esto es, se puede 

describir a cualquier entero como una suma de productos de elementos de cualquier 

sucesión en z
+
 – {1}. 

2.1. BASES GENERALIZADAS 

Teorema 2.1.1. (Castro et al, 2015). Sea  n n
s +  en Z

+
– {1}, entonces para 

todo                          a  Z
+
U{0} y algún k  Z

+
: 

a = 1
1

k

j j
j

r q −
=
 , con r

j
  Z

+
U{0} único, r

j
 < s

j
, q

j
 =

1

j

i

i

s
=
  y q

0 
= 1 1 2j , ,..,k = . 

Demostración. Si a = 0 entonces para k = 1 y r
1
= 0 el teorema es cierto                           

( n n
s +

  z
+
– {1}, Teorema 1.1.4, Teorema 1.1.6 y Definición 1.1.7). 

Por otro lado, considerándose el Teorema 1.2.3 y que 1 ≤ a. Asúmase el 

principio de inducción matemática. Sea  n n
s +

  z
+
– {1}, de tal manera que se 

aplique inducción sobre a en Z
+
, tal que para algún kZ

+
, existe r

j
 en Z único, de 

modo que 1 2j , ,..,k = : q
j
 =

1

j

i

i

s
=
 , q

0
 = 1, 0 ≤ r

j
 < s

j
 y a = 1

1

k

j j
j

r q −
=
 . 

 Sea a = 1 entonces para k = 1 y r
1
 = 1 único, el teorema se cumple                                     

( n n
s +

  z
+
– {1}, Definición 1.1.5 y considérese que existe la identidad y es 

único, puesto que es el neutro para × en Z). Esto es, 
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a =

1

1
1

j j
j

r q −
=
 = r

1
 q

0
 = r

1
.1 = 1. 

Asimismo, sea a  Z
+
supóngase cierto el teorema para cualquier b en Z, de 

modo que 1 < b < a. Así, para algún mZ
+
, existe r

j
 en Z único, tal que 0 ≤ r

j
 <s

j
, 

1 2j , ,..,m =  y 

b = 1
1

m

j j
j

r q −
=
 , con q

j
 =

1

j

i

i

s
=
 y q

0
 = 1 (hipótesis inductiva). 

Luego, se demostrará para a y algún k  Z
+
, q

j
 =

1

j

i

i

s
=
 y q

0
 = 1 existe r

j
 en Z 

único, de modo que 1 2j , ,..,k = : 0 ≤ r
j
 < s

j
 y 

a = 1
1

k

j j
j

r q −
=
 , con q

j
 =

1

j

i

i

s
=
  y q

0
 = 1. 

Primeramente, considérese el conjunto A = { jZ
+
U{0}/ q

j 
≤ a}, el cual es 

distinto de vacío (0 A e hipótesis inductiva). Además, A está acotado, superiormente, 

por a, ya que n Z
+
, q

n 
< q

n +1
, n < q

n
 y 1< s

n
 <=>  2 ≤ s

n
 ( n n

s +
  z

+
– {1}, 

Teorema 1.2.3 y Teorema 1.2.4).  

Ahora bien, existe d =maxA (consecuencia del lema de Zorn), así, q
d 

≤ a < q
d+1

 

(Teorema 1.2.3). Luego, como q
d 
 Z

+

 
(1 < s

n
, n  Z

+
 y Teorema 1.2.2) existen h 

en Z
+
 y t  Z

+
U{0}, únicos, tal que a = q

d 
h + t y t < q

d
 (1 < a, Teorema 1.1.9 y 

Teorema 1.2.7). Además, por hipótesis inductiva, t < a (q
d  

≤  a y Teorema 1.2.1) y con 

m = d entonces existe r
j
 en Z único, de modo que 1 2j , ,...,d = , 0 ≤ r

j
 < s

j
 y 

t = 1
1

d

j j
j

r q −
=
 , con q

j
 =

1

j

i

i

s
=
 y q

0
 = 1. 

Finalmente, considerándose que q
d 

h ≤ a=q
d 

h +t < q
d+1

, 0< 1< s
d
 y q

d+1
 =           
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q
d 
s

d +1
 (Teorema 1.2.4) implica que h < s

d+1
 y con r

d+1
= h, se obtiene 1 2 1j , ,..,d ,d = +

,                      0 ≤ r
j
 < s

j
 y  

a =

1

1 1 1
1 1

d d

d d j j j j
j j

r q r q r q

+

+ − −
= =

+ =  , con q
j
 =

1

j

i

i

s
=
 y q

0
 =1. 

Así, el teorema queda demostrado para a  Z
+
, con k = d + 1.• 

Observación. Escribir cualquier a  Z
+
U{0} como: 

a = 1
1

k

j j
j

r q −
=
 , 

con algún k Z
+
 y 1 2j , ,..,k = : r

j
  Z

+
U{0} único (los dígitos), r

j
 < s

j
, q

j
 =

1

j

i

i

s
=
  y        

q
0 

= 1 para  n n
s +  (la base) en Z

+
– {1} hace referencia a las bases generalizadas 

(Cilleruelo et al, 2010). También, garantiza la existencia de una biyección entre a y sus 

dígitos, lo cual brinda la ventaja de representar al entero a mediante los dígitos                      

(r
j
 Z

+
U{0} 1 2j , ,..,k = ). Esto es, se puede utilizar la notación de vector,                       

(r
1
, r

2
, …, r

k
), para a. Además, obsérvese que si 1 < b = s

n
, n  Z

+
 entonces se 

deduce la escritura usual de a en la base b. 

2.2. RELACIÓN DE CONGRUENCIA MÓDULO EN Z Y EL 

TEOREMA DE FACTORIZACIÓN ÚNICA 

Definición 2.2.1. (Fraleigh, 1987). Sea c  Z
+
para cada a, b en Z, a es 

congruente con b módulo c y se escribe a ≡ b (mod. c), sii c | (a – b). 

Teorema 2.2.1. (Rivero, 1996). Considérese cZ
+
 y la relación ≡ (mod. c) en 

Z: 

a) Para todo a en Z, a ≡ a. Reflexividad. 

b) Para cualesquiera a, b en Z, si a ≡ b implica b ≡ a. Simetría. 

c) Para cualesquiera a, b, c en Z, si a ≡ b y b ≡ d implica a ≡ d. Transitividad. 
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Demostración. Primeramente, considérese a c  Z
+
 para la demostración de 

cada literal. 

(Literal a). Para cualquier aZ existe su opuesto –a, tal que a – a = 0 y a su 

vez, 0 = 0.c entonces c | (a – a). Por tanto, a ≡ a (mod. c). 

(Literal b). Sean a, b en Z, tal que a ≡ b (mod. c), sii c | (a – b) entonces existe 

d en Z, tal que a – b = dc (Definición 1.2.5); pero también para los respectivo opuestos         

b – a y –d (Teorema 1.1.1 y Teorema 1.1.5), b – a = –dc, sii c | (b – a). Esto es, b ≡ a 

(mod. c). 

(Literal c) Sea a, b, d en Z, a ≡ b y b ≡ d (mod. c) sii c | (a – b) y c | (b – d) 

entonces existen, respectivamente h’ y h en Z, tal que, a – b = hc y b – d = hc 

(Definición 1.1.5).  Luego, a – b + b – d = a – d = (h’ + h)c, por lo que c | (a – d). Por 

tanto, a ≡ d (mod. c). 

Así, Z está dotado de una relación de equivalencia.• 

Observación. Nótese que la relación de equivalencia en Z hace pensar que 

habrá elementos que no están relacionados. Sin embargo, los elementos que sí están 

relacionados pueden inferirse con un sólo elemento o un representante, tomando uno 

de ellos como tal. 

Definición 2.2.2.. (Rivero, 1996). Una partición de un conjunto A es una 

colección de conjuntos  n n I
B

 , con I   Z
+
, tal que j,i I  , Bi∩Bj=Ø, si i ≠ j y 

i

i I

B


=A. 

Teorema 2.2.2. (Rivero, 1996). Sea nZ
+
 la relación de equivalencia ≡ (mod. 

n) induce una partición en Z. 

 Demostración. Sea n  Z
+
 y Zn = { na Z /a  Z, 0 ≤ a < n}, con                 

 na = {x  Z, x ≡ a (mod. n)}, nótese que fijar a  Z, tal que 0 ≤ a < n, como 

representante del conjunto de elementos relacionados con a, es indistinto para la 

demostración (Definición 1.2.5, Definición 2.2.1, Teorema 1.2.7 y Teorema 2.2.1). 



22 

 

 

Así, Zn es una partición de Z, ya que: 

Si x  na ∩ nb  sii x ≡ a y x ≡ b (mod. n) y esto implica a ≡ b (mod. n) 

(Teorema 2.2.1) cámbiese el representante del conjunto  na  por b por lo que  na

= nb . Por contrarrecíproco, al suponer que  na ≠ nb  entonces  na ∩ nb = Ø. 

 Asimismo, si xZ entonces, únicamente, existen h, a  Z, con 0 ≤ a < n, tal 

que        x – a = hn (Teorema 1.2.7), en consecuencia x  na . Por tanto, x está en uno 

de los conjuntos cuyo representante es sólo uno de los elementos de Zn. Finalmente, 

como  na Z para cualquier 0 ≤ a < n la unión de los elementos de Zn forman a 

todo Z.• 

Observación. (Fraleigh, 1987). De ahora en adelante, se asume que                           

Zn = { na Z /aZ, 0 ≤ a < n}, con nZ
+
 y es denotado por el conjunto de 

enteros Zn := {0, 1, 2, …, n – 1} cuyos elementos se denominan clase de equivalencia. 

Teorema 2.2.3. (Fraleigh, 1987). (Zn, σ) es un grupo conmutativo, tal que para 

a, b en Zn, se define a σ b := r sii a + b = qn + r y q, r Z, con 0 ≤ r < n. 

 Demostración. Nótese que por definición de σ y el Teorema 1.2.7, σ es una 

función de Zn x Zn → Zn. 

Igualmente, sea aZn, como 0 Zn, 0 ≤ a < n, considérese a q = 0 y r = a 

(Teorema 2.1.1.) entonces 0 σ a = a σ 0 = a. Por tanto, (Zn , σ) posee neutro.  

Además, sea aZn, como 0 es opuesto de sí mismo, supóngase 0 < a < n, por 

lo que –a < 0 (Teorema 1.1.9, Teorema 1.2.1). Así, 0 < n – a < n. Así, n – a  Zn 

(Definición 1.2.1, Teorema 1.2.4). Ahora bien, a + n – a = n, considerándose a q = 1 y                                         

r = 0 (Teorema 2.1.1.), se obtiene (n – a) σ a = a σ (n – a) = 0. Luego los elementos de    

(Zn , σ) poseen inverso. 

Por otro lado, sean a, b, c  Zn:  

(a σ b) σ c = r
0
 σ c = r

1
 sii a + b = q

0
n + r

0
 y r

0
+ c = q

1
n + r

1
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(b σ c) σ a = r
2
 σ a = r

3
 sii b + c = q

2
n + r

2
 y r

2
+ a= q

3
n + r

3
 

con q
j
, r

j
 Z, 0 ≤ r

j
 < n y 1 2 3j , ,= . Sin embargo, por Teorema 1.1.1, Teorema 1.1.2, 

Teorema 1.1.5 y Teorema 2.1.1. se obtiene: 

a + b + c = (q
0
+ q

1
)n + r

1
, a + b + c = (q

2
+ q

3
)n + r

3
, (q

0
+ q

1
) = (q

2
+ q

3
) y r

1
= r

3
. 

Esto es, (a σ b) σ c = (b σ c) σ a. Además, por Teorema 1.1.3, (Zn, σ) cumple con la 

propiedad conmutativa y asociativa.• 

 Observación. Sea (Zn, σ), con n  Z
+
, el operador σ  de modo que para a,b en 

Zn, (a σ b) también se escribe a + b (mod. n). Análogamente, se define ρ en Zn, tal 

que para a,b en Zn, a ρ b := s sii ab = pn + s y p, s Z, con 0 ≤ s < n. Igualmente, si 

2 ≤ n, 1 es la identidad de (Zn, ρ) y para a, b ,c se cumple que (aρb)ρc = (bρc)ρa 

(Definición 1.1.9, Teorema 1.2.7). Esto es, (Zn, ρ) cumple con la propiedad 

conmutativa y asociativa (véase la demostración del Teorema 1.1.3). Además, a ρ b se 

escribe ab (mod. n). Finalmente, a(b + c) = ab + ac (Definición 1.1.9, Teorema 1.2.7), 

es decir, se cumple la propiedad distributiva. Así, (Zn, σ, ρ) es un anillo conmutativo 

con identidad y se denotará simplemente por Zn. 

Teorema 2.2.4. (Castro, 2014). Sean a, b  Z
+
, las siguientes proposiciones 

son equivalentes: 

i. ax + by = c (Identidad de Bezout) tiene infinitas soluciones en Z. 

ii. c   ( )
0

a,b . 

iii.  ac ∩ 0
b

U 0
a
∩ bc  ≠  Ø. 

 Demostración. (i => ii) Sean a,bZ
+
, si existen x, y, c  Z, tal que ax + by = 

c y para (a ,b) existen k, k’ Z
+
, tal que a = (a,b)k y b = (a,b)k’ (Definición 1.2.6). 

Así, c = ax + by = (a,b)(kx + k’y) + 0, es decir, c   ( )
0

a,b  (Definición 1.1.9 y 

Definición 2.2.1).  

(ii => iii) Sea P = {ax + by  Z
+
 / x, y  Z} ≠ Ø, con a, bZ

+
, P está acotado 



24 

 

 

inferiormente por 0 (Definición 1.2.4, Teorema 1.2.2), entonces existen x0, y0Z de 

modo que ax0 + by0 = m = minP (consecuencia del lema de Zorn). Además, para (a, b) 

existen k, k’ Z
+
, tal que a = (a,b)k y b = (a,b)k’ entonces (a,b)(kx0 + k’y0) = m sii   

(a, b)│m (Definición 1.2.5).  

Por otro lado, a = mq + r y b = mp + s con 0 ≤ r, s < m (Teorema 1.2.7) pero             

r = (1 – qx0)a + b(–qy0) y s = (1 – px0)a + b(–py0) (Teorema 1.1.2, Teorema 1.1.4, 

Teorema 1.1.5, Definición 1.1.9). Esto es, r, s = 0 (puesto que m = minP) y m│(a, b) 

(Definición 1.2.6). Así, (a, b) = m (Teorema 1.1.7, Definición 1.1.9, Teorema 1.2.1, 

Teorema 1.2.2, Teorema 1.2.3, Teorema 1.2.4). 

Ahora bien, (a, b)  P   D = {ax + by  Z / x, y Z}, luego para todo               

n  Z n(a, b) = anx0 + bny0. Así,  ( )
0

a,b = D (Definición 2.2.1).   

Finalmente, por lo expuesto anteriormente y si c  ( )
0

a,b , existen w, z Z, 

tal que h = aw = bz + c ó h = bz = aw + c. Esto es ac ∩ 0
b

U 0
a
∩ bc  ≠ Ø 

(Teorema 1.1.1, Teorema 1.1.2, Teorema 1.1.5, Definición 2.2.1, Teorema 2.2.1 y 

Teorema 2.2.2).  

(iii => i) Si  ac ∩ 0
b

U 0
a
∩ bc ≠ Ø entonces existen x’, y’, x”, y” Z 

y q  ac ∩ 0
b

U 0
a
∩ bc ≠ Ø, de modo que  

q = ax’ + c = by’ + 0 ó q = by” + c = ax” + 0 (Definición 2.2.1), 

implica que x = – x’ y y = y’ ó x = x” y y = – y” son soluciones de la identidad                         

ax + by = c (Definición 1.1.9). Además, para cualquier w  Z implica que x =                  

– x’ – bw, y = y’ + aw  Z y, aplicando el Teorema 1.1.5 y propiedades del anillo Z, 

se obtiene: 

ax + by = a(– x’ – bw) + b(y’ + aw) = – ax’ – abw + by’ + baw = a(– x’) + by’ = c. 

Análogamente, x = x” + bw y y = – y” – aw  Z y se obtiene: 

ax + by = a(x” + bw) + b(– y” –  aw) = ax” + abw  – by” – baw = ax” + b( – y”) = c. 

Lo que demuestra que ax + by = c tiene infinitas soluciones en Z.• 



25 

 

 

 Definición 2.2.3. (Rivero, 1996). Sean a, b  Z son coprimos sii (a,b) = 1. 

 Teorema 2.2.5. (Rivero, 1996). Sean a, b, c  Z, si a,b son coprimos y a│cb 

entonces a│c. 

 Demostración. Sean a, b, c Z supóngase que a, b son coprimos, esto es,             

(a,b) = 1 (Definición 2.2.3) y además, si a│cb entonces existen x, y Z, tal que                     

ax + by = 1 (Teorema 2.2.4). Así, cax + cby = c (Definición 1.1.9). Además, existe                

k  Z
+
, tal que cb = ka (Definición 1.2.5). Luego, c = a(cx + ky) (Definición 1.1.9), 

por tanto a│c (Definición 1.2.5). • 

Teorema 2.2.6. (Rivero, 1996). Teorema de Factorización Única. Sea a  Z
+
 

y  1 < a entonces para algún m  Z
+
, a =

1

m

i

i

p
=
 , donde   1

m
i i

p
=  es una sucesión única 

de enteros primos. 

 Demostración. Asúmase el principio de inducción matemática. Sea a  Z
+
 y          

1 < a, de tal manera que se aplique inducción sobre a para mostrar que con algún              

m  Z
+
, a =

1

m

i

i

p
=
 , donde   1

m
i i

p
=  es una sucesión única de enteros primos. 

 Como 1 < a, si a = 2, nótese que 2 es primo (Teorema 1.2.3 y Definición 1.2.8). 

Por tanto, el teorema es cierto. 

Asimismo, sea a  Z
+
, supóngase que para cada b  Z

+
, tal que 2 ≤ b < a y             

b =
1

k

i

i

p
=
 , con algún k  Z

+
, donde   1

k
i i

p
=  es una sucesión única de enteros primos 

(Hipótesis Inductiva). Así, se demostrará para algún m  Z
+
 que a =

1

m

i

i

p
=
 , donde 

  1

m
i i

p
=  es una sucesión única de enteros primos. 

Considérese que a es compuesto, de lo contrario, si a es primo el teorema es cierto. 

Entonces el conjunto de divisores de a tiene más de dos elementos (Definición 1.2.8 y 
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Definición 1.2.9). Sean c, d  Z
+
, divisores de a, tal que 1 < c, d < a y a = cd 

(Definición 1.2.5, Teorema 1.2.1). Por hipótesis inductiva, para r, s  Z
+
 

c =
1

r

i

i

p•

=
 , d =

1

s

i

i

p
=
 , 

donde  
1

r

i i
p

=
 y  

1

s

i i
p

=
 son, respectivamente, sucesiones únicas de enteros primos. 

Por tanto,  

a  =
1

r

i

i

p•

=


1

s

i

i

p
=
 =

1

m

i

i

p
=
 , con m = r + s  Z

+
, 

donde   1

m
i i

p
=  es una sucesión de enteros primos, tal que 

,  si  

, si  

j

i

j

p j i
p

p j i r

•

••

 =
= 

= −

. 

Por otro lado, véase que si se escogen otros divisores de a la sucesión de primos 

siempre será la misma. 

 Considérese 2 ≤ c’, d’ < a, tal que a = c’d’ (Definición 1.2.5, Teorema 1.2.4) 

y por hipótesis inductiva c' =
1

*

s'

k
k

p
=
 , y d’ =

1

**

r'

k
k

p
=
 , con  

1

*
s'

k k
p

=
 y  

1

**
r'

l l
p

=
sucesiones 

únicas de enteros primos y r’, s’ Z
+
. Además, c’d’ = a =

1

m

i

i

p
=
 , con m  Z

+
, por lo 

que 
1 1

* **

s' r'

i k l
k l

p p p
= =
  , por cada i = 1, 2, …, m. Y también, para todo i = 1, 2, …, m,                        

k = 1, 2, …,  s’ y l = 1,2, …,  r’,  

( )
1,   si   

, si   

*

*

*

i k
i k

i i k

p p
p , p

p p p

 
= 

=
 ó ( )

1,   si   

, si   

**

**

**

i l
i l

i i l

p p
p , p

p p p

 
= 

=
; 

de lo contrario,  
1

*
s'

k k
p

=
,  

1

**
r'

l l
p

=
 y   1

m
i i

p
=  no serían sucesiones de enteros primos, 
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al tener un elemento con más de dos divisores (Definición 1.2.8). Así que *
i kp p  ó 

**
i lp p  para algún k = 1, 2, …,  s’ ó l = 1, 2, …,  r’ (Definición 1.2.5, Teorema 2.2.5).  

Ahora bien, supóngase para cualquier i = 1, 2, …,  m que *
i kp p  y **

i lp p , con k = 

1, 2, …, s’ y l = 1, 2, …, r’ entonces es imposible que *
i kp p  ó **

i lp p (Definición 1.2.6 

y Definición 1.2.8), lo cual contradice lo obtenido anteriormente. Por tanto, por cada   

i = 1, 2, …, m, *
i kp p=  ó **

i lp p=  para algún k=1,2,…, s’ ó l=1,2,…, r’. El mismo 

razonamiento se aplica, si se considera que existe otra descomposición de a en factores 

primos distinta a   1

m
i i

p
= . Luego,   1

m
i i

p
=  es una sucesión única de enteros primos. Esto 

es, a se descompone en una única factorización de enteros primos. • 

Observación. (Fraleigh, 1987). Si n es primo, hágase todas las combinaciones 

posibles de algún a con cualquier b, c en Zn – {0}, obteniéndose ba = ab ≠ 0 (mod. n) 

por lo que Zn es un anillo entero finito (Teorema 2.2.3 y Teorema 2.2.6). Luego, para 

b ≠ c implica ab ≠ ac (mod. n) en Zn – {0} y a su vez existe a–1 en Zn – {0}, tal que                          

a–1a = aa–1 = 1 (Teorema 1.1.8, clausura de ρ y│Zn – {0}│=  n – 1), por lo que Zn es 

un campo. Así, Zp dotado de la multiplicación y la suma usuales en los números enteros 

y considerándose la relación de congruencia (mod. p), es un campo finito sii p es primo.  

2.3. EL GRUPO ABELIANO (Z
1m x Z

2m x … x Z
nm , σ) 

Definición 2.3.1. (Fraleigh, 1987). El producto cartesiano A1 x A2 x… x An de 

los conjuntos A1, A2, …, An, es el conjunto de todas n-adas ordenadas y/o vectores                       

(a1, a2, …, an), donde las componentes ai  Ai para cada i = 1, 2, …, n. 

 Observación. El producto cartesiano de un mismo conjunto A consigo mismo 

k veces se denota por Ak. Así, el producto directo de los grupos Zn y Zm es el grupo             

(Zn x Zm, σ), tal que (z1, z2)σ(z3, z4) = (z1 + z3, z2 + z4) para (z1, z2), (z3, z4) en Zn x Zm 

y 1< n, m (considérese para σ a (0,0) como el neutro, para cada (z1, z2) se tiene como 

opuesto (n – z1, m – z2) y aplíquese los Teorema 1.1.3, Teorema 1.2.4 y Teorema 2.2.3), 
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donde se asume la operación suma módulo n y módulo m, respectivamente en cada 

componente, lo cual se puede extender al producto directo finito de grupos o a Z
k
n  

(asúmase el principio de inducción). 

 Definición 2.3.2. (Fraleigh, 1987). Un isomorfismo entre un grupo (G, σ) y otro 

grupo (H, ) es una función biyectiva µ: G → H, tal que: µ(x σ y)= µ(x)  µ(y) para 

todo x, y  G y se escribe G  H  

Teorema 2.3.1. (Castro et al, 2015). (Z
1m x Z

2m x … x Z
nm , σ) es un grupo 

conmutativo, con 2 < n, 

σ: (Z
1m x Z

2m x… x Z
nm )2 → Z

1m x Z
2m x … x Z

nm , 

tal que (x1, x2,…, xn) σ (y1, y2,…, yn) = (z1, z2, …, zn), con xi, yi  Z
im , para todo                         

i =1, 2, …, n, donde zi = xi + yi + ri (mod. mi) y 

1 1 1 1

1 1 1 1

0, si   ó 

1, si  

i i i i
i

i i i i

x y r m i n
r

m x y r

+ + + +

+ + + +

+ +  =
= 

 + +
 

Demostración. σ:(Z
1m xZ

2m x…xZ
nm )2 →Z

1m xZ
2m x…xZ

nm es un 

operador, ya que es una función ramificada con la congruencia módulo mi  Z
+
, con  

i = 1, 2,…, n, cuyas condiciones dependen del operador suma y el orden en Z, nótese 

la definición en el enunciado del teorema (Definición 1.1.9, Definición 1.2.1 y 

Definición 2.2.1). Así, (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ) también hereda la propiedad 

conmutativa de la congruencia módulo mi  Z
+
, con i = 1, 2, …, n (Teorema 2.2.3). 

De ahora en adelante, considérese el operador suma y el orden en Z y las 

operaciones en los anillos Z
1m , Z

2m , … , Z
nm .   

Ahora bien, considerándose (x1, x2, …, xn) σ (0, 0, …, 0) = (z1, z2,…, zn), con                  

xi, 0Z
im (Teorema 2.2.3), donde zi= xi + 0 + ri (mod. mi) para todo i=1, 2, …, n, y 

1 1 1

1 1 1

0, si  0  ó 

1, si  0

i i i
i

i i i

x r m i n
r

m x r

+ + +

+ + +

+ +  =
= 

 + +
. 
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Pero 0 Z (Definición 1.1.9), 0 < 1 < mi para todo i = 1, 2, …, n, y rn = 0. Esto implica      

zn = xn (mod. mn), de modo que rn–1 = 0 y zn –1 = xn –1 (mod. mn –1), luego rn–2 = 0 y                       

zn –2 = xn–2  (mod. mn–2) hasta z1 = x1 (mod. m1). Esto es, ri = 0 y zi = xi (mod. mi) para 

todo i = 1, 2, …, n y (x1, x2,…, xn) σ (0,0,…,0) = (x1, x2, …, xn). Así, (Z
1m xZ

2m x…xZ

nm , σ) posee neutro (0, 0, …, 0). 

Asimismo, para i = 1,2, …, n, si xi  Z
im y xi ≠ 0 entonces en Z

im , existe su 

opuesto mi – xi, tal que xi + mi – xi = 0 (mod. mi) pero, si xi = 0 entonces es opuesto de 

sí mismo, (Teorema 2.2.3). Además, 2 <n (hipótesis), considérese mt – xt  Z
jm y mj 

– xj–1 Z
jm  para todo j=1, 2, …, t –1, con t = max{i / xi ≠ 0} (lema de Zorn). Luego, 

para (x1, x2, …, xn–1, xn) en Z
1m x Z

2m x … x Z
nm se tiene: 

(x1, x2, …, xn–1, xn) = (x1, …, xt–1, xt, …, xn) = (x1, …,  xt–1, xt, 0, …, 0). 

En consecuencia, 

(x1,…, xt–1, xt,0,…,0) σ (m1–x1–1,…, mt–1 – xt–1–1,mt –xt , 0,…,0) =                            

(z1,…, zt–1, zt, 0,…,0), 

donde 

zj = mj – 1+ rj (mod. mj) y 
1 1 1

1 1 1

0, si  1  

1, si  1

j j j

j
j j j

m r m
r

m m r

+ + +

+ + +

− + 
= 

 − +
,  

para todo j = 1, 2, …, t – 2. 

Considerándose la Definición 1.1.9, el Teorema 2.2.3 y que, rt = 0 y en Z,                                      

zt = xt + mt – xt + rt = mt, por lo que rt–1 = 1 y zt–1 = xt–1 + mt–1 – xt–1 – 1 + rt –1= mt –1, 

en consecuencia, rt–2 = 1 y asimismo, rj = 1 para todo j=1, 2, …, t – 1, ya que 

recurrentemente, zj = mj. Esto es, zj = 0 (mod. mj) para todo j = 1, 2, …, t ó                                                                     

(z1,…, zt–1, zt,0,…,0) = (0,…,0,0,…,0). Así, en Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , dada la 

arbitrariedad de (x1, x2, …, xn–1, xn) siempre se podrá encontrar su opuesto con el 

procedimiento descrito anteriormente. Es decir, existe el opuesto para cada                    
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(x1, x2, …, xn–1, xn) en Z
1m xZ

2m x…xZ
nm . 

Finalmente, sean (x1, x2,…,xn),(y1,y2,…,yn),(z1,z2,…,zn) en Z
1m xZ

2m x             

…xZ
nm , considérese [(x1, x2,…, xn) σ (y1, y2,…, yn)] σ (z1, z2,…, zn) = (v1, v2,…, vn), 

donde para cada i = 1, 2 ,…, n: vi  = (xi + yi + ri ) + zi + si = xi + yi + zi + ri +si (mod. mi), 

1 1 1 1

1 1 1 1

0, si   ó 

1, si  

i i i i
i

i i i i

x y r m i n
r

m x y r

+ + + +

+ + + +

+ +  =
= 

 + +
 

y  

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0, si   ó 

1, si  

i i i i i i
i

i i i i i i

x y r z s m i n
s

m x y r z s

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + +  =
= 

 + + + +
. 

También, (x1, x2,…, xn) σ [(y1, y2,…, yn) σ (z1, z2,…, zn)] = (w1, w2,…, wn), donde para 

cada i = 1, 2, …, n: wi = xi + (yi + zi + ti) + ui = xi + yi + zi + ti + ui (mod. mi), 

1 1 1 1

1 1 1 1

0, si  y  ó 

1, si  

i i i i
i

i i i i

z t m i n
t

m y z t

+ + + +

+ + + +

+ +  =
= 

 + +
 

y 

( )

( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0, si   ó 

1, si  

i i i i i i
i

i i i i i i

x y z t u m i n
u

m x y z t u

+ + + + + +

+ + + + + +

+ + + +  =
= 

 + + + +
. 

Además, para cada i = 1, 2, …, n: 

( ) ( )

( ) ( )

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

0, si   ó 

1, si   y 2

2, si  2

i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

x y z t u m i n

r s t u m x y x y z t u m

m x y z t u

+ + + + + +

+ + + + + + + + +

+ + + + + +

+ + + +  =


+ = + =  + + + + + 
  + + + +

 

Nótese que en para cada i = 1, 2,…, n, Z, xi + yi + zi + ti +ui < 3mi –3 + 2 =              

3mi –1 (Teorema 1.2.4), Así, vi = wi para todo i = 1,2,…,n. Esto es, en (Z
1m xZ

2m

x…xZ
nm , σ) se cumple la propiedad asociativa. 

Por tanto, (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ) es un grupo abeliano. •  

Teorema 2.3.2. (Castro, 2014). Sea nZ
+
, (G, µ) un grupo y A ≠ Ø, tal que   
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│A│= │G │ = n entonces existe un operador α en A, tal que (G, µ) ≃ (A, α). 

 Demostración. Sea nZ
+
, (G, µ) un grupo y A ≠ Ø, tal que │A│=│G │= n; 

defínase dos sucesiones finitas que enumeren uno a uno a los elementos de los 

conjuntos G y A. Sean respectivamente, g:{1, 2, …, n} → G y h:{1, 2, …, n} → A 

dichas sucesiones, ambas son funciones biyectivas.  

Considérese la función inversa h–1 y f = g h–1: A → G que, a su vez, son 

funciones biyectivas, de modo que en A se define el operador α: AxA → A, tal que, para 

todo                 b, c  A, b α c = f–1(f(b) µ f(c)).  

Por definición, α es cerrado en A (Definición 1.1.2).  

Sea e el neutro en (G, µ) entonces existe algún o A, f(o) = e, tal que para todo 

bA, b α o = f–1(f(b)µ f(o)) = f–1(f(b)µ e) = f–1(f(b)) = f–1(e µ f(b)) = f–1(f(o)µ f(b)) =       

o α b y f–1(f(b)) = b = b α o = o α b. 

Asimismo, si b  A entonces f(b) = d  G y existen b’ A y f(b’) = d’ G, de 

modo que d µ d’ = e, a su vez, b α b’ = f–1(f(b) µ f(b’)) = f–1(e) =f–1(f(b’)µ f(b)) = b’α b. 

Y además, b α b’ = b’α b = f–1(e) = o. 

Por otro lado, para b, c, d  A, (b α c)α d = f–1[ f [f–1(f(b) µ f(c))]µ f [d]] =             

f–1[(f(b)µ f(c)) µ f(d)] = f–1[f(b) µ (f(c) µ f (d))] 

y 

b α (c α d) = f–1[f [b] µ f [ f–1(f(c) µ f (d))] = f–1[f(b) µ (f(c) µ f (d))]. 

Luego, (b α c) α d = b α (c α d). 

Así, (A, α) es un grupo (Definición 1.1.3) y f(b α c) = f(b) µ f(a). Esto es, f es 

un homomorfismo entre A y G. Por tanto (G, µ) ≃ (A, α) (Definición 2.3.2.). •  

Observación. α es el operador trivial que se puede construir en un conjunto con 

la misma cardinalidad de un grupo finito. Así, (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , α) ≃ Z

1

n

i
i

m
=


. 

Teorema 2.3.3. (Castro et al, 2015). (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ) ≃ Z

1

n

i
i

m
=


. 

Siempre y cuando se considere estrictamente a  
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Z
im  = { 

im
a Z /aZ, 0 ≤ a < mi }:={0, 1, 2, …, mi – 1}, 

para todo i = 1, 2, …, n. 

 Demostración. Sea nZ
+
, se demostrará que el producto cartesiano                          

Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , con el operador σ, es isomorfo a Z

1

n

i
i

m
=


, tal que 1 <  m1,  m2 ,  

…, mn. 

Considérese la relación f: Z
1m xZ

2m x… xZ
nm → Z

1φ , tal que 

f(x1, x2, …, xn) = 1
1

n

i i
i

x φ +
=
  (mod. 1φ ), 

 con x
i
 Z

im , φ
i
=

n

j

j i

m
=
 1 2i , ,..,n =  y φ

n+1
= 1; f es una función biyectiva (Teorema 

2.1.1.); falta demostrar que f es un homomorfismo entre (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ) y            

Z
1φ . 

Obsérvese que 

f((x1, x2, …, xn)σ(y1, y2, …, yn)) = f(z1, z2, …, zn) = 1
1

n

i i
i

z φ +
=
 (mod. 1φ ), 

donde zi = xi + yi + ri (mod. mi) para i = 1, 2, …, n. 

Por otro lado,  

f(x1, x2, …,  xn) + f(y1, y2, …, yn) = 1
1

n

i i
i

x φ +
=
 + 1

1

n

i i
i

y φ +
=
  (mod. 1φ ). 

Además, si para todo i = 1, 2, …, n se considera, por hipótesis que estrictamente, 

Z
im ={  

im
a Z / aZ, 0≤ a<mi}:= {0, 1, 2, …, mi – 1}, la Definición 1.1.9, 

Teorema 1.2.3, el Teorema 1.2.4 y el Teorema 1.2.7, se obtiene xi + yi < xi + yi + ri < 

2mi, xi + yi = γ1
i mi + k1

i , xi + yi + ri = γ1
i mi + k1

i + ri, con 0 ≤ k1
i  < mi, y 
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1
1

n

i i
i

x φ +
=
 + 1

1

n

i i
i

y φ +
=
 = ( ) 1

1

n

i i i
i

x y φ +
=

+ = ( )1 1
1

1

n

i i i i
i

γ m k φ +
=

+ = ( )1 1 1
1 1 2 1 1

1

n

i i i
i

γ m φ k γ φ+ +
=

+ +  

tal que 

1
0, si   ó 1 

1, si  

i i i
i

i i i

x y m i n
γ

m x y

+  = +
= 

 +
. 

Analogamente, para i = 1, 2, …, n 

( )1 1 1
1 1 1 1

1

n

i i i
i

γ φ k γ φ+ +
=

+ + = 

( ) ( )1 2 2 1 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 2 1 1

1 1

n n

i i i i i i i
i i

γ φ γ m k φ γ φ γ m φ k γ φ+ + +
= =

+ + = + + +  , 

con 0 ≤ k1
i , k 2

i < mi, tal que k 2
n = k1

n  y  

1 1
12

1 1
1

0, si   ó 1

1, si  

i i i
i

i i i

k γ m i n,n
γ

m k γ

+

+

 +  = +
= 

= +
 . 

Así, sucesivamente en consecuencia 

( ) ( )1 2 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1 11

1 1 1

n n n
j n n

i i i i i i
i j i

γ φ γ φ k γ φ ... γ φ k γ φ+ + + +
= = =

+ + + = = + +   , 

con 0 ≤ k j
i < mi, tal que k j

i = k 1n i
i
− + , si n – i +1 < j ó n – j + 1 < i para i, j = 1,  2, …, n, 

ya que  

1 1
1

1 1
1

0, si   ó 1  

1, si  

j j
ii ij

i j j
i i i

k γ m n j i
γ

m k γ

− −
+

− −
+

 +  − + 
= 

= +
. 

Es decir, 0 ≤  k n
i = k 1n i

i
− +  < mi para 1 < i de modo que 

( ) ( )1
1 1 11

1 1 1

n n n
j n i

i i i i i
i j i

x y φ γ φ k φ− +
+ +

= = =

+ = +   . 

De forma semejante,  

( ) 1
1

n

i i i i
i

x y r φ +
=

+ + = 1
1 1 11

1 1 1

n n n
j n i

i i i i
j i i

γ φ k φ r φ− +
+ +

= = =

+ +   . 
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Esto es,  

( )
1 1

1 1
1 1 1 1 1 1 1 2 1 21 1

1 1 1 1 1 1

n n n n n n
j jn i n i n

i i i i i i i i i n
j i i j i i

γ φ k φ r φ γ φ k φ γ m φ r m φ r

− −
− + − +

+ + + + +
= = = = = =

+ + = + + + +       

y con rn = 0 se obtiene 

( ) ( ) ( )
1

1
1 1 1 1 1 2 1 11

1 1 2

n n n
j n n n i

i i i i i i i i
i j i

x y r φ γ φ k γ m φ k r m φ

−
− +

+ − +
= = =

+ + = + + + +   . 

Luego, por la unicidad de los coeficientes de cada término de la serie finita en         

Z
1φ  (hipótesis y Teorema 2.1.1.) y considerándose el Teorema 2.2.3 y el Teorema 

2.3.1, se tiene 

( ) 1
1

n

i i i
i

x y φ +
=

+ = ( )1
1

1

n
n i
i i

i

k φ− +
+

=
  (mod. 1φ ) =

( )( ) ( )1
1 1

1

    

n
n i
i i i

i

k mod . m φ mod . φ− +
+

=
 . 

También, para i = 1, 2, …, n, zi  = xi + yi + ri (mod. mi) y  

1 1 1 1

1 1 1 1

0, si   ó 

1, si  

i i i i
i

i i i i

x y r m i n
r

m x y r

+ + + +

+ + + +

+ +  =
= 

 + +
 

se tiene 

( ) ( )( ) ( )1
1 1 1

1 1

    

n n
n i

i i i i i
i i

z φ k mod . m φ mod . φ− +
+ +

= =

=  . 

Por tanto, f((x1, x2,…, xn) σ (y1,y2,…, yn)) = f(x1, x2, …, xn) + f(y1, y2, …, yn). 

Esto es f es un homomorfismo y (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , α) ≃ Z

1

n

i
i

m
=


.• 

Observación. De ahora en adelante, al homomorfismo f del Teorema 2.3.3 se 

denotará por 

f(x1,x2,…,xn) := (x1, x2, …, xn)10 Z

1

n

i
i

m
=


, con (x1, x2, …, xn) Z
1m xZ

2m x…xZ
nm  
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Si en el Teorema 2.3.3 se considera a f: (Z
1m x Z

2m , σ) → Z
1 2ḿ m , tal que                

(x1, x2)10 = m2x + y (mod. m1m2), con x
i
 Z

im e i=1,2, f es un homomorfismo que admite 

la siguiente igualdad (0, 0)10 = (dk1k2, dk1k2)10 = 0 (0 ≡ dk1k2 (mod. mi)) y (m1, m2) = d 

(Definición 1.2.6), tal que para i = 1, 2 ki  Z
+
 y mi = dki. Pero véase, con                                     

1 < mi < dk1k2 < m1m2 se obtiene 

dk1k2m2 + dk1k2 = k2m2m1 + dk1k2 = dk1k2 ≠ 0 (mod. m1m2). 

En fin, la hipótesis del Teorema 2.3.3 es necesaria puesto que, en este caso, por 

ejemplo, se requiere que cada componente del vector evaluado sea un elemento en el 

conjunto Z
im , siempre y cuando se considere estrictamente, para todo i=1,2, …, n 

Z
im  = { 

im
a Z / a Z, 0 ≤ a < mi}:= {0, 1, 2, …, mi – 1}. 

Esto es, en el caso propuesto (dk1k2, dk1k2) no es preimagen de dk1k2 en Z
1 2ḿ m ; sino 

que (dk1k2, dk1k2) es preimagen única de 0  Z
1 2ḿ m (cuya preimagen única es el 

equivalente de (dk1k2, dk1k2): (0, 0) en Z
1m x Z

2m ). Además, la preimagen única de 

dk1k2  Z
1 2ḿ m en Z

1m x Z
2m  es (k1, 0). 

Notación. De ahora en adelante, para j = 1, 2,…, n, se representará a                              

xkZ
1m xZ

2m x…xZ
nm , como xk  = ( )1 2

k k k
nx ,x ,...,x := 1 2

k k k
nx x ...x , con n  Z

+
, k  Z

1

n

j
j

m
=


 y x
k
j  Z

jm y a 1 2
k k k

nx x ...x  se le denominará la cadena de k ó xk, indistintamente y 

a los elementos x
k
j  de la cadena k se les denominará componentes de dicha cadena. 

Observación. En el arreglo, vector o la cadena xk  Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , cada 

componente para j = 1, 2, …, n y r = 1, 2, …, n + 1, se obtiene:  

1:k
j j j jx c m c+= − , tal que k = crφr + s (Teorema 1.2.7) 

con 
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1, 1

n

r j n

j r

φ m  φ +

=

= =  y 0 ≤ s < φr. 

Además: 

(xk)10 = k = 1
1

n
k
j j

j

x φ +
=
  (Teorema 2.3.3 y la existencia de f–1). 

Finalmente, gracias al Teorema de Factorización Única (Teorema 2.2.6) se 

deduce, que por cada compuesto n se pueden construir distintos isomorfismos de Zn 

(Teorema 2.3.3). 

 Por ejemplo, considérese escribir todos los elementos de (Z
4
2 , σ) ≃ Z16 

entonces 52 r
rφ −= , xk, con k = 0, 1, 2,…, 15 y mj  = 2 , j = 1, 2, 3, 4 y r = 1, 2, 3, 4,5. 

Así, para la expresión k = crφr + s, con k = 0 se tiene: 

c1 = 0, ya que φ1 = 16, luego 0 = 0x16 + 0, 

c2 = 0, ya que φ2 = 8, luego 0 = 0x8 + 0, 

c3 = 0, ya que φ3 = 4, luego 0 = 0x4 + 0,  

c4 =0, ya que φ4 = 2, luego 0 = 0x2 + 0, 

c5 =0, ya que φ5 = 1, luego 0 = 0x1 + 0,  

Así, 

0
1 2 12x c c= − = 0, 0

2 3 22x c c= − = 0, 0
3 4 32x c c= − = 0, 0

4 5 42x c c= − = 0, 

por lo que 

x0 = (0, 0, 0, 0) = 0000. 

Para k = 1 

c1 = 0, ya que 1= 0x16+1, 

c2 = 0, ya que 1 = 0x8+1, 

c3 = 0, ya que 1= 0x4+1,  

c4 = 0, ya que 1 = 0x2+1, 

c5 = 1, ya que 1 = 1x1+0,  
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Luego,  

1
1 2 12x c c= − =0, 1

2 3 22x c c= − = 0, 1
3 4 32x c c= − = 0, 1

4 5 42b c c= − = 1, 

por lo que 

x1 = (0, 0, 0, 1) = 0001. 

Luego, para k =2, 3,…, 15 se obtienen: 

x2 = (0, 0, 1, 0) = 0010, x3 = (0, 0, 1, 1) = 0011, x4 = (0, 1, 0, 0) = 0100, 

x5 = (0, 1, 0, 1) = 0101, x6 = (0, 1, 1, 0) = 0110, x7 = (0, 1, 1, 1) = 0111, 

x8 = (1, 0, 0, 0) = 1000, x9 = (1, 0, 0, 1) = 1001, x10 = (1, 0, 1, 0) =1010, 

x11 = (1, 0, 1, 1) = 1011, x12 = (1, 1, 0, 0) = 1100, x13 = (1, 1, 0, 1) =1101, 

x14 = (1, 1, 1, 0) = 1110 y x15 = (1, 1, 1, 1) = 1111. 

En fin, sea (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ) ≃ Z

1φ , siempre y cuando se considere 

estrictamente a Z
im  = { 

im
a Z / a  Z, 0 ≤ a < mi }:= {0, 1, 2, …, mi – 1} para 

todo p, q = 0, 1, 2, …, 1φ  – 1 entonces: 

xp σ xq = ( )1p q mod . φx +  (Teorema 2.3.1 y Teorema 2.3.2). 

 



 

 

 

3. LA IDENTIDAD DE BEZOUT Y LA 

CONGRUENCIA MODULAR EN Z 

 

Los inversos de los elementos distintos de cero en el campo Zp, con p primo, 

es un caso particular de los coprimos a n en Zn. En este capítulo se muestra un 

algoritmo para encontrar los coprimos a n en Zn, el cual no es optimizable, en el sentido 

del número finito de iteraciones necesarias para hallarlos. 

3.1. ALGORITMO DE EUCLIDES. 

 Teorema 3.1.1. (Epp, 2012). Sean a < b en Z
+
. Si b = aq + r con 0 ≤ r < 0 

entonces (a, b) = (a, r). 

 Demostración. Sean a < b en Z
+
, por el Teorema 1.2.7, existen q, r en Z 

únicos, tal que b = aq + r y 0 ≤ r < a. Así, b + a(– q) = r (propiedades en el anillo Z). 

Además, si c = (a, b) y por el Teorema 2.2.4 se tiene que c│r y como c│a entonces 

c│d, con d = (a, r). (Definición 1.2.6). En consecuencia, c ≤ d. (Teorema 1.2.5)  

Por otro lado, existen enteros x y y, tales que ax + by = c, por lo que 

c = ax + by = ax + (aq + r)y = a(x + qy) + ry. 

Por tanto, d│c (Teorema 2.2.4). A su vez, por el Teorema 1.2.5, d ≤ c. 

Finalmente, c ≤ d y d ≤ c implica que (a, r) = (a, b) (Teorema 1.2.1).• 

Observación. De lo expuesto anteriormente se deduce que (a, 0) = a en Z
+
. 

Además, al aplicar el Teorema 1.2.7, para a, b en Z
+
, en un número finitos de pasos 

con los valores encontrados de q y r, hasta que r = 0, se deduce el máximo común 

divisor de a y b. 

Algoritmo De Euclides Para Hallar El Máximo Común Divisor De Dos 

Números Enteros Positivos. (Epp, 2012). Dados dos números enteros a y b, con                   

0 < a < b, este algoritmo calcula (a, b). 

Entrada: a, b, enteros en Z
+
, con 0 < a < b. 

Inicio de Algoritmo. 

Paso 1. Háganse D = b y d = a. 
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Paso 2. Encuéntrense c y r, de modo que D = dc + r, 0 ≤ r < d. 

Paso 3. Si r ≠ 0, háganse, primeramente, D = d y luego, d = r. Sino 

ejecútese el Paso 5. 

Paso 4. Repítanse los pasos, desde el Paso 2.  

Paso 5. (a, b) = d 

Fin del Algoritmo. 

Salida: el Máximo Común Divisor de a, b es d. 

Ilustración. A continuación, se ilustra el algoritmo de Euclides para a = 172 y        

b =728.  

Entrada: a = 728, b=172, enteros en Z
+
, con 0 < 172 < 728. 

Inicio de Algoritmo. 

Paso 1. Se hacen D = 728 y d = 172. 

Paso 2. Aplicándose el algoritmo usual de la división, se encuentran los 

valores c = 4 y r = 40, de modo que 728 = 172(4) + 40, 0 ≤ 40 < 172. 

Paso 3. Como 40 ≠ 0, se hace, D = 172 y luego, d = 40.  

Paso 4. Repitiéndose desde el Paso 2.  

Paso 2. Aplicándose el algoritmo usual de la división, se 

encuentran los valores c = 4 y r =12, de modo que 172 =         

40(4) + 12, 0 ≤ 12 < 40. 

Paso 3. Como 12 ≠ 0, se hace, D = 40 y luego, d = 12.  

Paso 4. Repitiéndose desde el Paso 2.  

Paso 2. Aplicándose el algoritmo usual de la división, se 

encuentran los valores c = 3 y r = 4, de modo que 40 =              

12(3) + 4, 0 ≤ 4 < 12. 

Paso 3. Como 4 ≠ 0, se hace, D = 12 y luego, d = 4.  

  Paso 4. Repitiéndose desde el Paso 2 

Paso 2. Aplicándose el algoritmo usual de la división, se 

encuentran los valores c = 3 y r = 0, de modo que 12 = 4(3) + 0, 
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0 ≤ 0 < 4. 

Paso 3. Como 0 = 0, Se ejecuta el Paso 5. 

Paso 5. (728, 172) = 4. 

Fin del Algoritmo. 

Salida: el Máximo Común Divisor de a = 728 y b = 172 es d = 4. 

Observación. Cualquier identidad ax + by = c, con a y b dos enteros positivos, 

tiene solución en Z sii c es múltiplo de (a, b) (Teorema 2.2.4). Asimismo, existen u y 

v en en Z, tal que au + bv = (a, b) o, análogamente,  
𝑎

(𝑎,𝑏)
𝑢 +

𝑏

(𝑎,𝑏)
𝑣 = 1 (operando en 

el campo Q). Donde, (𝑎, 𝑏) se haya con el algoritmo de Euclides, entonces 

(
𝑎

(𝑎,𝑏)
,

𝑏

(𝑎,𝑏)
) = 1. Además, al invertir el proceso anterior, partiendo de las soluciones 

enteras de 
𝑎

(𝑎,𝑏)
𝑢 +

𝑏

(𝑎,𝑏)
𝑣 = 1 se obtienen, nuevamente, las soluciones enteras de           

ax + by = c. Entonces un problema interesante es hallar los valores u y v en función de 

los enteros 
𝑎

(𝑎,𝑏)
 y 

𝑏

(𝑎,𝑏)
. Lo que conlleva a una aplicación inmediata de lo anterior, la 

obtención de los inversos en el campo Zp, con p primo. 

3.2. LOS COPRIMOS DE n EN Zn. 

Teorema 3.2.1. Sean a < b en Z
+
. ax + by = 1 tiene infinitas soluciones en los 

enteros sii existe un único entero 0 ≤ t ≤ 
𝑎

2
, tal que 𝑥 =

(𝑎−𝑡)𝑏+1

𝑎
Z y y = t – a ó                  

𝑥 =
𝑡𝑏+1

𝑎
Z y y = – t, son soluciones de ax + by = 1. 

Demostración. (<=). Sean a < b en Z
+
. El teorema es cierto al evaluar, en la 

identidad de Bezout ax + by = 1 y operando en el campo Q, los valores enteros                 

𝑥 =
(𝑎−𝑡)𝑏+1

𝑎
 y y = t – a ó 𝑥 =

𝑡𝑏+1

𝑎
 y y = – t para algún entero 0 ≤ t ≤ 

𝑎

2
, y por el 

Teorema 2.2.4, ax + by = 1 tiene infinitas soluciones. 

(=>). Sea a < b en Z
+
, si existen x, y  Z, tal que ax + by = 1 entonces                              

ax = kb + 1, con k = – yZ (Teorema 1.1.2 y Teorema 1.1.5 en el anillo Z), luego               

ax ≡ 1 (mod. b), así existe 0 < w < b, de modo que x ≡ w y aw ≡ 1 (mod. b) (Teorema 
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1.2.7, Definición 1.2.5, Definición 2.2.1, Teorema 2.2.2 y Teorema 2.2.4). 

Análogamente, aw = qb + 1, para algún entero no negativo q y considerándose el 

opuesto de w en Zb – {0}, b – w  Z (Teorema 2.2.3), se obtiene 0 < a(b – w) =            

ab – aw = (a – q)b – 1, lo que implica que 0 < 1 < (a – q)b y 0 < a – q (Teorema 1.2.1, 

Teorema 1.2.2 y propiedades del anillo Z). Hágase h = a – q, así a = h + q, con                  

0 < h < 
𝑎

2
  y 

𝑎

2
 < q < a ó con 0 ≤ q ≤ 

𝑎

2
 y 

𝑎

2
 ≤ h ≤ a, y escójase a q, tal que 0 ≤ q ≤ 

𝑎

2
, 

entonces aw + bz = 1, si  𝑤 =
𝑞𝑏+1

𝑎
 Z y z = – q. Pero si 

𝑎

2
 < q < a, escójase 0 < h < 

𝑎

2
 

y como de a = h + q se obtiene q = a – h, entonces aw + bz = 1, si 𝑤 =
(𝑎−ℎ)𝑏+1

𝑎
Z y 

z = h – a. Por tanto, para   t = q ó t = h, ax + by = 1 tiene solución 𝑥 =
𝑡𝑏+1

𝑎
Z y             

y = – t ó 𝑥 =
(𝑎−𝑡)𝑏+1

𝑎
Z y y = t – a, con 0 ≤ t ≤  

𝑎

2
. 

 Finalmente, si existe sZ, tal que 0 ≤ s ≤  
𝑎

2
 y au + bv = 1, 𝑢 =

𝑠𝑏+1

𝑎
Z y            

v = – s ó 𝑢 =
(𝑎−𝑠)𝑏+1

𝑎
Z y v = s – a, entonces ax = tb + 1 y au = sb + 1 ó ax =                

(a – t)b +1 y au = (a – s)b +1 (considérese operar usándose las propiedades del anillo 

z). Así, tomándose las igualdades ax = tb + 1 y au = sb + 1 y por la Definición 2.2.1 y 

el Teorema 2.2.1, se tiene que tb +1 ≡ sb +1 ≡ 0 mod. a, es decir, tb ≡ sb mod. a ó           

(t – s)b = ka, para algún entero k, de lo que se deduce que a│(t – s)b (Definición 1.2.5). 

Luego como, a y b son coprimos (ax + by = 1) y por el  Teorema 2.2.5, entonces          

a│(t – s). Por tanto, t ≡ s mod. a (Definición 2.2.1). En consecuencia, t, s pertenecen a 

la misma clase en Za (Teorema 2.2.2). También, se deduce que el representante de s y 

t es el mismo (en este caso son ambos), porque 0 ≤ s, t ≤ 
𝑎

2
 < a (orden usual en el campo 

R). Esto es, dicho representante es único para valores enteros no negativos menores a 

a, entonces s = t (Definición 2.2.1 y Teorema 2.2.3). Además, si s ≠ t entonces s, t < 0 

ó a ≤ s, t, lo cual, contradice lo obtenido para t y lo supuesto para s. 

Análogamente, tomándose las igualdades ax = (a – t)b +1 y au = (a – s)b +1 y 

por la Definición 2.2.1 y el Teorema 2.2.1, se tiene que (a – t)b +1 ≡ (a – s)b +1 ≡ 0 

mod. a, es decir, tb ≡ sb mod. a. Si se argumenta de forma semejante a lo expuesto 
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anteriormente, se obtiene nuevamente que s = t. Así, en ambos casos se deduce que        

t es único.• 

Observación. Nótese, que, en el Teorema 3.2.1, los valores enteros de t están 

acotados (Definición 1.2.4), tal que  0 ≤ t ≤  
𝑎

2
, de modo que se garantiza una solución 

de ax + by = 1 en los enteros, con a < b en Z+, y dichas cotas no pueden ser aminoradas 

(en el caso de 
𝑎

2
) ni acrecentadas (en el caso de cero). Por ejemplo, para 2x + 9y = 1,                       

0 ≤ t ≤ 
2

2
. Así, después de algunas iteraciones para tZ, considerándose 0 ≤ t ≤ 1, se 

obtienen los valores enteros t = 0 ó t = 1 (Teorema 1.2.2), de modo que:  

𝑥 =
𝑡𝑏+1

𝑎
=

0(9)+1

2
∉ Z

+
, con t = 0 y 𝑥 =

𝑡𝑏+1

𝑎
=

1(9)+1

2
= 5  Z

+
,  

y y = - 1, con t = 1. Por tanto, 2(5 +9w) + 9(– 1 – 2w) = 1, para cualquier wZ. 

Por otro lado, para la ecuación x + 2y = 1, 0 ≤ t ≤ 
1

2
 (Teorema 1.2.2), se obtiene, 

únicamente, que t = 0, de modo que: 

 𝑥 =
𝑡𝑏+1

𝑎
=

0(2)+1

1
= 1  Z

+
. 

y y = 0. Por tanto, (1 + 2w) + 2(– w) = 1, para cualquier wZ. 

Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones Enteras De ax + by = c 

Siempre Que (a, b)│c. Dados dos números enteros a y b, con 0 < a < b, este algoritmo 

calcula las infinitas soluciones de ax + by = c siempre que (a, b)│c. 

Entrada: a, b, c enteros en Z
+
, con 0 < a < b. 

Inicio de Algoritmo. 

Paso 1. Hállese (a, b) a través del algoritmo de Euclides. 

Paso 2. Si (a, b) no divide a c, entonces ax + by = c no tiene soluciones 

enteras. Fin del algoritmo. Sino continúese con el Paso 3. 

Paso 3. Háganse h = 
𝑎

(𝑎,𝑏)
, k = 

𝑏

(𝑎,𝑏)
, g = 

ℎ

2
 y t = 0. 

Paso 4. Si t ≤ g y 
𝑡𝑘+1

ℎ
 = ⌊

𝑡𝑘+1

ℎ
⌋, háganse 𝑢 =  

𝑡𝑘+1

ℎ
, v = – t y t = g +1 ó           

si t ≤ g y 
(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
 =  ⌊

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
⌋, háganse 𝑢 =  

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
, v = h – t y                    



43 

 

 

t = g + 1. Sino, háganse t = t + 1. 

Paso 5. Si t ≤ g, repítanse los pasos, desde el Paso 4. Sino las soluciones 

son x = 
𝑐𝑢+𝑏𝑤

(𝑎,𝑏)
 y y = 

𝑐𝑣−𝑎𝑤

(𝑎,𝑏)
, para cualquier entero w. 

Fin del Algoritmo. 

Salida: La ecuación ax + by = c no tiene solución en los enteros o las soluciones 

de ax + by = c son x = 
𝑐𝑢+𝑏𝑤

(𝑎,𝑏)
 y y = 

𝑐𝑣−𝑎𝑤

(𝑎,𝑏)
 para cualquier entero w. 

Ilustración. A continuación, se ilustra el algoritmo anterior para la ecuación          

15x + 24y = 9. 

Entrada: a = 15, b = 24, c = 9 enteros en Z
+
, con 0 < 15 < 24. 

Inicio de Algoritmo. 

Paso 1. Aplicándose el algoritmo de Euclides, se obtiene (15, 24) = 3. 

Paso 2. Como (15, 24) = 3 divide a c = 9, se continúa con el Paso 3. 

Paso 3. Se hacen h = 
𝑎

(𝑎,𝑏)
 =  

15

3
 = 5, k = 

𝑏

(𝑎,𝑏)
 = 

24

3
 = 8, g = 

5

2
 y t = 0. 

Paso 4. Como t = 0 ≤ 
5

2
 y 

𝑡𝑘+1

ℎ
 = 

0(8)+1

5
 = 

1

5
 ≠ 0 = ⌊

1

5
 ⌋ = ⌊

𝑡𝑘+1

ℎ
⌋ y como                  

t = 0 ≤ 
5

2
 y 

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
=  

(5−0)8+1

5
 =

41

5
≠ 8 = ⌊

41

5
⌋ = ⌊

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
⌋ se hace            

t = 0 + 1 = 1. 

Paso 5. Como t = 1 ≤ 
5

2
, se repiten los pasos, desde el Paso 4. 

Paso 4. Como t = 1 ≤ 
5

2
 y 

𝑡𝑘+1

ℎ
 = 

1(8)+1

5
 = 

9

5
≠1 = ⌊ 

9

5
 ⌋ = ⌊

𝑡𝑘+1

ℎ
⌋ y  

como t = 1 ≤ 
5

2
 y 

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
=  

(5−1)8+1

5
=

33

5
≠ 6 =  ⌊

33

5
⌋ =

⌊
(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
⌋   

se hace t = 1 + 1 = 2. 

Paso 5. Como t = 2 ≤ 
5

2
, se repiten los pasos, desde el Paso 4. 

Paso 4. Como t = 2 ≤ 
5

2
 y 

𝑡𝑘+1

ℎ
 = 

2(8)+1

5
 = 

17

5
 ≠ 1 = ⌊

2(8)+1

5
 ⌋ = ⌊

𝑡𝑘+1

ℎ
⌋ 

pero, como t = 2 ≤ 
5

2
 y 
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(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
=  

(5−2)8+1

5
=

25

5
= 5 = ⌊

25

5
⌋ = ⌊

(ℎ−𝑡)𝑘+1

ℎ
⌋ 

 se hace, 𝑢 = 5, v = t – h = 2 – 5 = – 3 y t = g + 1 =  
5

2
 + 1 =  

7

2
. 

Paso 5. Paso 5. Como 
5

2
 <  

7

2
 = t, las soluciones son 

x = 
𝑐𝑢+𝑏𝑤

(𝑎,𝑏)
 =  

9(5)+24𝑤

3
= 15 + 8w y y = 

𝑐𝑣−𝑎𝑤

(𝑎,𝑏)
 = 

9(−3)−15𝑤

3
 = – 9 – 5w  

para cualquier entero w. 

Fin del Algoritmo. 

Salida: Las soluciones de 15x + 24y = 9 son x =15 + 8w y y = – 9 – 5w para 

cualquier entero w. 

Observación. Una ecuación de la forma ax + ny = 1, con 0 < a < n y soluciones 

enteras, es equivalente a la expresión ax = n(– y) + 1 ó ax ≡ 1 mod. n (Definición 2.2.1). 

Esto es, ax ≡ 1 es una ecuación en Zn, donde los valores a y x son coprimos de n. 

Además, si n es primo, y se aplica el algoritmo para hallar las soluciones enteras de la 

identidad de Bezout resultante, se obtendrán los inversos por cada entero conocido, 0 

< a, en el campo Zn.



 

 

 

CONCLUSIONES 

 

Se mostró, independientemente, del Algoritmo de Euclides, el Teorema 1.2.7, 

usándose el Lema de Zorn y el orden usual en Z. Asimismo, también se mostró la 

generalización de la escritura única de un entero como la suma de productos de 

elementos de una sucesión en Z
+
– {1} no necesariamente geométrica (base 

generalizada, véase el Teorema 2.1.1); lo cual fue necesario para exhibir una nueva 

operación en el producto cartesiano entre conjuntos de clases de equivalencia de Z 

(dada la partición generada por la relación de equivalencia congruencia módulo en Z, 

véase el Teorema 2.3.1), obteniéndose, así el isomorfismo del Teorema 2.3.3. También, 

se exhibió que todo conjunto finito, tiene un operador implícito que lo transforma en 

grupo, ya que permite establecer un isomorfismo con Zn (Teorema 2.3.2). 

Como Zn es un anillo admite una segunda operación, sólo que los coprimos a 

n, satisfacen la operación binaria cuya imagen es la identidad y como en el caso 

particular de ax + by = 1 (véase el Teorema 3.2.1), se demostró que el conjunto donde 

se encuentran las soluciones enteras, es más sencillo de encontrar que el conjunto que 

se describe en el Teorema 2.2.4 y en el método que también se describe, generalmente, 

en la literatura. En consecuencia, esto ayudó a encontrar los elementos que satisfacen 

las correspondencias del segundo operador con la identidad. Más aún, cuando n es 

primo se hallaron los inversos de los elementos distintos de cero, con respecto a la 

segunda operación del campo Zn, como se vio con el Algoritmo Para Hallar Las 

Infinitas Soluciones Enteras De ax + by = c, el Algoritmo de Euclides y el Teorema 

3.2.1. Además, se demostró que el Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones 

Enteras De ax + by = c, no es optimizable, en el sentido del número finito de iteraciones 

necesarias para hallar dichas soluciones. 

 



 

 

 

RECOMENDACIONES 

 

Estudiar el grupo (Z
1m xZ

2m x…xZ
nm , σ)  Z

1

n

i
i

m
=


, con n  Z
+
 para revisar 

las propiedades ganadas en dicho isomorfismo. 

Programar el Algoritmo Para Hallar Las Infinitas Soluciones Enteras De                  

ax + by = c.  
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