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RESUMEN

En este trabajo se caracterizan los operadores de superposicién acotados cuando
actuan entre los espacios Bloch-logaritmicos Bf:)gg y entre los espacios p-Bloch, donde
la funcién peso p satisface una condicién de crecimiento. Los resultados obtenidos
en esta investigacién dieron lugar a los articulos [19] y [20], los cuales extienden o

generalizan los que aparecen en [28], [22] y [12].



INTRODUCCION

El matemético Victor Nemytskij (1900- 1967) realiz6 grandes contribuciones
al estudio de la teoria de operadores en espacios de Banach, en particular en espacios
de funciones medibles. Nemytskij definié una clase de operadores (por lo general no
lineales) dando inicio formal al estudio del usualmente llamado operador de super-
posicion (algunas veces también llamado operador de composicién, de sustitucién u
operador de Nemytskij). En muchos problemas en diversas dreas de la matemaética
y de otras ciencias exactas y aplicadas, aparecen las ecuaciones funcionales, diferen-
ciales e integrales y los operadores juegan un papel fundamental en la solucién de
dichas ecuaciones.

El operador de superposicion aparece de manera natural en problemas rela-
cionados con la existencia y/o expansién de soluciones de ecuaciones funcionales,
integrales o diferenciales; por ejemplo en teoria de control las ecuaciones que mode-
lan dichos problemas pueden expresarse como

Tr=u
con 1" un operador no lineal actuando sobre un cierto espacio de Banach. En muchas

ocasiones este operador adopta la forma
T=I+KoN

donde I es el operador identidad, K algin operador lineal y N el operador de Ne-
mytskij generado por una aplicacion f : [a,b] x X — X.

En un contexto mas general, si ) es un espacio de medida o un espacio métrico
y X,Y son dos espacios topoldgicos de Hausdorff, entonces para ¢ : @ x X — Y y
u: Q — X, se define una funcién Ny(u) : @ — Y, por Ny(u)(x) := é(x, u(x)).
La funcién Ny es llamada operador de Nemytskij con simbolo ¢. En la mayoria de
las aplicaciones y problemas se consideran X e Y espacios euclideos o espacios de
Banach.

Una de las propiedades méas importantes de este operador es que si ¢ es una

funcién de Carathéodory, éste envia una funcién medible u(x) en otra funcién medible



Ny(u)(z) = ¢p(z,u(x)), = € Q. Todavia mas, en 1951 Krasnosel’skij [17] logra dar
condiciones bajo las cuales el operador N, aplica un espacio de Lebesgue L? en otro
espacio de Lebesgue L? y caracteriza cuando el operador es continuo y acotado. Estos
resultados despertaron gran interés en muchos matemaéticos los cuales se dedicaron
a generalizar estos resultados y estudiar el operador de superposicion actuando en
diferentes tipos de espacios de funciones.

Un enfoque més moderno del estudio del Operador de Nemytskij consiste en
considerar espacios métricos X e Y de funciones reales o complejas y una funcion
¢ real o compleja cuyo dominio contenga el rango de todas las funciones en X.
Entonces se puede definir el operador Sy : X — Y como Sy(f) := ¢ o f, llamado
operador de superposicién Sy, con simbolo ¢.

Problemas de este estilo han sido ampliamente estudiados en el contexto de
funciones de variable real, esto se puede evidenciar en el excelente texto de Appell
y Zabrejko [3] donde los autores hacen una recopilacién de algunas propiedades del
operador de superposicién actuando en diversos espacios como: El espacio S de
ideales, los espacios de Lebesgue, los espacios C'y BV, los espacios de Holder, los
espacios de Sobolev, entre otros.

El estudio del operador de superposicion actuando en espacios de funciones
de variable compleja se ha venido desarrollando intensamente en las dos ultimas
décadas. Los primeros estudios fueron realizados por Camera y Giménez [11], donde
los autores lograron caracterizar las funciones enteras ¢ para que el operador de
superposiciéon S, actie de un espacio de Bergman en otro, ademds mostraron que
el operador actuando entre estos espacios es necesariamente continuo, acotado y
localmente Lipschitz. También lograron caracterizar las funciones enteras ¢ para las
cuales el operador de superposicion actiie de un espacio de Bergman en un espacio
de Hardy y viceversa. Buckley, Ferndndez y Vukoti¢ [9] dieron condiciones sobre
el simbolo ¢ para que el operador de superposicién actie de un espacio de Besov
en otro, de un espacio tipo Dirichlet en otro y de un espacio de Besov en uno

tipo Dirichlet con peso. Seguidamente, Alvarez, Marquez y Vukoti¢ [1], usando



un método geométrico, estudiaron cuando el operador de superposicion actia de
un espacio de Bergman en el espacio de Bloch y viceversa en términos del orden y
el tipo de la funcién entera ¢ y como consecuencia inmediata también obtuvieron
resultados similares para este operador actuando entre el espacio de Bloch y el espacio
de Hardy con peso. Xiong [27] demuestra que si 0 < p < 1 and 0 < a < 1,
entonces el operador de superposicién S, aplica el espacio ), en los espacios
a-Bloch si y sélo si el simbolo ¢ es una constante. En ese mismo articulo, Xiong
obtiene condiciones necesarias y suficientes sobre el simbolo ¢ para que operador de
superposicién actie de manera acotada desde los espacios a-Bloch en los espacios ().
Xu [28], utilizando la técnica geométrica desarrollada por Vukoti¢ y colaboradores,
caracteriza las funciones enteras ¢ que transforman por superposicion un espacio
a-Bloch en otro del mismo tipo en términos de su orden y tipo o del grado de
polinomios. Demostrando ademas que el operador de superposicién inducido por
tales funciones es acotado. Buckley y Vukoti¢ [I0] caracterizaron el operador de
superposicion de un espacio de Besov y del pequeno espacio de Bloch en un espacio
de Bergman en términos del orden y el tipo. También determinaron cuando este
operador es continuo, acotado y discutieron la compacidad. Girela y Mérquez [15]
estudiaron el operador de superposicién cuando actia entre un espacio de Hardy y
los espacios ),. Mads recientemente Bonet y Vukoti¢ [§] caracterizan las funciones
enteras las cuales transforman por superposicién un espacio de crecimiento H:° en
otro y también estudian la continuidad, acotamiento y compacidad del operador.
En su trabajo los autores consideraron como un peso v en D una funcién continua
estrictamente positiva sobre D la cual es radial, es decir, v(z) = v(|z|), z € D; v(r)
es estrictamente decreciente sobre [0,1) y satisface lim,_,; v(r) = 0. Seguidamente
Castillo, Ramos-Fernandez y Salazar [12] logran caracterizar las funciones enteras
¢ para que el operador S, actie de un espacio a-Bloch en un espacio Bloch-Orlicz
y como consecuencia también logran caracterizar por una via distinta a la dada
por Xu [28] los operadores acotados entre espacios a-Bloch. Ramos-Fernandez [22]

caracteriza las funciones enteras que transforman un espacio de Banach con peso de



funciones analiticas H;; en otro de la misma clase H;, donde las funciones pesos j; y
12 consideradas son continuas, estrictamente positivas y acotadas sobre D, mejorando
los resultados obtenidos por Bonet y Vukoti¢ [8], ademds logra caracterizar cuando el
operador es acotado en términos del simbolo ¢ y del limite del cociente de los pesos

involucrados.

El estudio del operador de superposicién en espacios de funciones analiticas,
es un tema que se encuentra en pleno desarrollo. Por tal razon, se pretende con este
trabajo hacer un aporte en el area de operadores no lineales sobre espacios tipo Bloch

que generalize o extienda resultados conocidos sobre los operadores de superposicion.

El presente trabajo estd organizado de la siguiente manera: el Capitulo 1
contiene las definiciones y resultados conocidos que son la base para los resulta-
dos obtenidos en los capitulos posteriores. En la primera seccién, se recuerdan
definiciones de Analisis Funcional referentes a espacios de Banach, operadores no
lineales. En la segunda seccién, se recogen algunas definiciones y resultados refe-
rentes a funciones analiticas, funciones enteras y convergencia uniforme sobre sub-
conjuntos compactos. La tercera seccion se comienza definiendo las funciones pesos
las cuales permiten definir los espacios tipo Bloch sobre los que se ha realizado la
presente investigacion, también se establece que los espacios pu-Bloch tienen estruc-
tura de espacio de Banach. La seccién finaliza recordando los ejemplos de los casos
particulares més conocidos de dichos espacios. En la cuarta seccion, se definen y
se dan ejemplos de los espacios de crecimiento los cuales estan relacionados con los
espacios u-Bloch. En la quinta seccién se define el operador de superposicion entre
espacios de funciones analiticas y se mencionan algunas de sus prpiedades. Se finaliza
el capitulo recordando los resultados existentes sobre el operador de superposicion
actuando sobre los espacios a-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz.

La primera seccién del Capitulo 2, comienza definiendo el peso integral in-
troducido recientemente por Ramos-Ferndndez en [23], los cuales a su vez permiten

definir ciertas funciones especiales inspiradas por Ye [30] y Ramos-Fernandez [23]



vitales para la demostraciéon de los resultados principales de esta investigacién. En
la segunda seccion, se dan los detalles de los resultados obtenidos por Malavé-Malavé
y Ramos-Fernédndez en el articulo [19]. Més precisamente, se caracterizan los ope-
radores de superposicién acotados actuando de un espacio Bloch logaritmico Bﬁ‘)gﬁ en
otro del mismo tipo. Finalmente, en la tercera seccién se muestran aplicaciones de los
resultados obtenidos en la seccién anterior para casos particulares del Operador de
Superposicion actuando entre espacios Bloch Logaritmicos, también se obtienen re-
sultados ya conocidos para el Operador de Superposicién actuando entre los espacios
a-Bloch y entre los espacios Bloch-Orlicz.

En el Capitulo 3, se generalizan los resultados obtenidos en el capitulo anterior
aplicando técnicas similares a las usadas por Malavé-Malavé y Ramos- Fernandez en
[19]. En la primera seccién de manera andloga como en el Capitulo 2 se definen
un peso integral y funciones especiales. Se finaliza este capitulo caracterizando los
operadores de superposicion acotados cuando S, aplica el espacio p-Bloch en otro

del mismo tipo.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se recuerdan algunas definiciones y resultados conocidos en
la literatura los cuales fueron base para el desarrollo del presente trabajo. FEn el
mismo también se definen y se dan algunas de las propiedades de los espacios sobre

los cuales se realizd esta investigacion.

1.1 Resultados del Analisis Funcional

En esta seccién, se resumen las definiciones y los resultados de un curso de
Analisis Funcional que se requieren para el desarrollo del trabajo. En un conjunto
arbitrario (no necesariamente con estructura algebraica) se puede definir el concepto

de métrica.

Definicién 1.1. [26] Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto
arbitrario no vacio y d : X x X — R es una aplicacion, llamada distancia o métrica,

tal que, para cualesquiera z,y, z € X, se verifica:
(1) d(z,y) =0
(2) d(z,y) =0<=z=y
(3) d(z,y) = d(y, )
(4) d(z,z) < d(z,y) + d(y, z)

Definicién 1.2. [26] Sea (X,d) un espacio métrico. Una sucesion {x, },en es de

Cauchy cuando Ve > 0, AN : d(zy,, ) < €,Yn,m > N.

Definicién 1.3. [26] (Fréchet, 1906). Un espacio métrico es completo si toda

sucesion de Cauchy es convergente.

Se denotara por X un espacio vectorial sobre un campo K, el cual sera R o C.



Definicién 1.4. [26] Un espacio normado es un par (X, ||-||) formado por un espacio
vectorial X y una aplicacién || - || : X — R, llamada norma, con las siguientes
propiedades:

(1) ||z|| > 0, para todo x € X
2) [z =0 =2=0
(3) ||az|| = |a|.||z], para todo x € X y a € K
(4) llz+yll < ll=ll + [lyll, para todo z,y € X.
Si no se exige la condicién (2), la aplicacién || - || se llama seminorma.

Definicién 1.5. [26] Sea X un espacio vectorial normado, en el que se define la

métrica d(x,y) = ||z — y||. Si (X,d) es completo, X se dice espacio de Banach.

Recuerde que un operador, transformacion o aplicacion entre espacios vecto-
riales X e Y sobre el mismo campo K, es una funcion 7' : X — Y.

Si X e Y son espacios topoldgicos se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.6. Un operador T' : X — Y se dice continuo si la preimagen de

cualquier abierto (cerrado) de Y es abierta (cerrada) en X.

En el caso que X e Y sean espacios normados, entonces también son espacios
métricos con la metrica definida a través de la norma, lo cual permite dar una

definicién de operador continuo en términos de sucesiones.

Definicién 1.7. Un operador T : X — Y se dice continuo si para cada sucesién

{Zn}nen en X que converge a un punto = € X, la sucesién {Tx, },en converge a Tz

en Y.
También se puede definir un operador acotado de la siguiente manera:

Definicién 1.8. Un operador 7' : X — Y se dice acotado si transforma subcon-

juntos acotados de X en subconjuntos acotados de Y.



Definicién 1.9. Se dice que T': X — Y es un operador lineal si
T(ox + Py) = oT'(x) + 5T(y)
para todo z,y € X y todo a, 5 € K.

En el caso que T sea lineal las definiciones de continuidad y acotamiento son

equivalentes.

Teorema 1.1. Sean X e Y dos espacios normados y'T : X — Y un operador

lineal. Entonces T es continuo st y solo si T es acotado.

Dado que el operador de superposicion estudiado en este trabajo es no lineal,

es importante resaltar que sin linealidad el resultado anterior no es valido. Por
1

ejemplo la funcién real de variable real f(z) = —, con & € (0,400) vista como
x

operador es continuo pero no acotado.

1.2 Espacio de funciones analiticas

En esta seccién, se resumen las definiciones y resultados de un curso de Anélisis
Complejo que se requieren para el desarrollo del trabajo.

Sea C = {z=uz+1iy: z,y € R} el conjunto de los niimero complejos, donde
i denota la unidad imaginaria (i* = —1).
En lo sucesivo, salvo que se mencione lo contrario, f sera una funcion de variable

compleja que toma valores complejos
f:C¢ — C
z = f(2)

Definicién 1.10. Una funcion f se dice derivable en zy, si f esta definida en una

vecindad de zy y el limite

i 1) = 1)

2—20 Z— 2

= f'(20)

existe.



Definicién 1.11. La funcién f se dice holomorfa en un conjunto abierto G de C si

es derivable en cada punto de G.

Definicién 1.12. [14] Un espacio métrico (X, d) es conero si los tinicos abiertos y

cerrados son () y X. Un subconjunto A de X es conexo si (A, d) es conexo.
Definicién 1.13. [13] Un conjunto abierto y conexo se llama dominio.

Definicién 1.14. Una funcion f se dice analitica en zg € C si existe p > 0 tal que
para todo z que cumple |z — zy| < p se tiene

f(2) =) anlz = 20)",

n=0

donde los coeficientes a,, son nimeros complejos.
En otras palabras f es analitica en zy si su serie de Taylor converge a la funcién.

Definicién 1.15. Se dice que f es analitica en un conjunto abierto GG de C si es

analitica un todo punto de G.

Teorema 1.2. [I3] (Teorema de Taylor) Sea f una funcion holomorfa en un disco
abierto |z — z9| < Ry, centrado en zy y de radio Ry. Entonces, en todo punto z de

ese disco, f(z) admite representacion en serie

f(z) = Z an(z — 20)",

donde
F ()

=, (n=0,1,2,..).
n:

Ay —

Todavia més, si K es un subconjunto compacto del disco abierto |z — zg| < Ry,
entonces la convergencia es uniforme en el compacto.
También seran ttiles los siguientes resultados para demostracién de la completitud

de los espacios tipo Bloch.

Teorema 1.3. [14] (Principio del médulo maximo) Si f es analitica en una
region Gy a es un punto en G con |f(a)| > |f(2)| para toda z en G, entonces f es

una funcion constante.
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Teorema 1.4. [14] Si f'(z) = 0 en cada punto de un dominio 2, entonces [ es

constante en €.

Definicién 1.16. (Convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos)
Una sucesion de funciones { f,,} definidas en un dominio Q C D, se dice que converge
uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de €2, si para cada subconjunto

compacto K C Q y cada € > 0, existe un ny € N (que depende de K y de ¢) tal que
sup|fn(z) — f(2)| < e
zeK

para todo n > ny.

Teorema 1.5. [24] Si {f.}22, es una sucesion de funciones analiticas que converge
uniformemente a una funcion f sobre cada subconjunto compacto de un dominio €2,

entonces f es analitica en €.

Teorema 1.6. [24] Bajo las hipdtesis del teorema anterior, la sucesion de derivadas

{fl}22, converge uniformemente a f’ sobre cada subconjunto compacto de Q.

Las funciones enteras juegan un papel protagénico en este trabajo, debido
a que muchas de las caracterizaciones obtenidas se expresan en términos de dichas

funciones.

Definicién 1.17. [13] Una funcién entera f es una funcién que es analitica en todo

el plano complejo.
Tres resultados importantes y usados son los siguientes:

Teorema 1.7. [24] (Teorema de Liouville) Si f es entera y acotada entonces f

es constante.

Teorema 1.8. [B] Si f es entera y si, para algin entero k > 0, existen constantes

positivas A y B tales que
[f(2)l < A+ Bl2l*, |2 >R,

entonces f es un polinomio de grado a lo mds k.
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El siguiente lema es clave en la demostracion de varios resultados que aparecen

en los Capitulos 2 y 3.

Lema 1.1. Si ¢ es una funcion entera y no constante, entonces para todo o > 0

existe v > 0 tal que |¢'(w)| > & siempre que r < |w| < 0.

Demostracién: Si ¢(w) = ap + a;w + asw? + ... + a,,w™, con ny > 1, entonces
¢ (w) = a1+ 2a3w + ... +Npap, W™y Jl_r};o ¢'(w) = oo, por lo tanto para todo § > 0
existe r > 0 tal que |¢/'(w)| > J siempre que r < |w| < oo.
Si ¢ tiene la expanson en serie de potencias
d(w) = ag + aw + aaw? + ... + Ay W™ + ... + aW" + ...
entonces
¢ (w) = ay + 2aw + ... + N w™ 1+ (ng + 1)an, 10™ + ... + na,w™ ' + ...

Luego, si w # 0 se tiene que

/
w
lim ¢'(w) = 00,
w—oo WNo
por lo tanto para todo & > 0 existe r > 0 tal que
¢'(w)

wno

>¢§ siempre que 7 < |w| < oo,

lo cual implica que |¢'(w)| > 6|w|™ siempre que r < |w| < oo.

Dado que w — oo, se puede considerar que |w| > 1y se tiene que |¢'(w)| > d|w|™ >

dlw| > § siempre que m < |w| < 0o, donde r; = max{1,r}. |
Dado que muchas de las caracterizaciones obtenidas se dan en términos del

orden y del tipo de una funcién entera, se finaliza esta seccién con la siguiente teoria

la cual puede ser consultada en el texto [29].

Una funcién entera puede crecer de varias maneras a lo largo de diferentes

direcciones. Para una caracterizacion general del crecimiento, se introduce la funcién

My(r) = max | f(z)].

|2|=r
Se sigue del principio del Méximo que la funcién My es mondtona creciente.

Surge entonces la pregunta jcuan rapido puede crecer la funcién M7
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Teorema 1.9. [29] Si para A no negativo, la ecuacion

M
lim inf # =0
r—00 T

se mantiene, entonces f(z) es un polinomio cuyo grado no excede .

Ahora se introduce la siguiente notacién. Si una desigualdad h(r) < ¢(r)
se mantiene para valores suficientemente grandes de r, se llamara una desigualdad
asintética y se escribe h(r) <* (r). Si la misma desigualdad se mantiene para

alguna sucesién de valores r,, — 0o, entonces se escribird h(r) <™ ¢(r).

Definicién 1.18. [29] (Orden y Tipo) Una funcién entera f se dice de orden finito
si My(r) < exp(r¥), para algin k& > 0. El orden (o el orden de crecimiento) de
una funcion entera f es la mayor cota inferior de estos valores de k para el cual se

cumple la desigualdad asintética.

Usualmente se denota el orden de una funcién entera f por p = ps. Se sigue

de la definiciéon de orden que

rpte

e’ <" My(r) <" e

Tomando logaritmo dos veces y dividiendo por logr se tiene que

log log M
p— ¢ <n 08108 £(r) “o el
log r
de donde se tiene que
log log My ()

— 1
p= Jim s =

Definicién 1.19. [29] Sea p el orden de una funcién entera f. Se dice que la funcién

f es de tipo finito si para algin A > 0 la desigualdad
Mf(?“) <as GATP

se cumple. La mayor de las cotas inferiores de estos valores de A para el cual la
desigualdad asintdtica anterior se mantiene se llama el tipo o = o (con respecto al

orden p) de la funcién f.
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Se sigue de la definicién de tipo que
e(a—e)r" <n Mf(T) <as e(a—i—e)rp‘

Tomando logaritmo y dividiendo por 7 se tiene

log M
o—e<" it A () <" o +e,
rP
y por lo tanto
log M
o = lim sup el A f<r).
r—00 rP

Proposicién 1.1. [29] Si f es una funcion entera de orden p y tipo o entonces f'

también tiene orden p y tipo o.

La siguiente definicién se debe a Castillo, Ramos Fernandez y Salazar (ver

[12]).

Definicién 1.20. [12] Si ¢ es una funcién entera, entonces

) log log log M (r
Poo = poo(d)) = lim sup ¢( )
r—00 lOg(T)
Y, Sl poo < 00 entonces se define
loglog M,
Too = Too(®) = lim sup 20606 M1T) ¢(T).
r—00 rPoo

1.3 Los espacios pu-Bloch y ejemplos

Esta seccion esta dedicada a definir y establecer algunas propiedades de los
espacios tipo Bloch sobre los cuales se ha realizado la presente investigacion. Con
este fin, en lo que sigue asumira que G es un subconjunto abierto del plano complejo
C y que H(G) denota el espacio de las funciones analiticas sobre G, dotado con la

métrica de la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de G.

Definicién 1.21. Una funcién p positiva, continua y acotada definida sobre G, se

denomina funcion peso simplemente peso.
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Dos tipos de peso considerados en este estudio son:
(a) Los pesos tipicos pu, los cuales satisfacen la condicién p(z) — 0% cuando z —
J(G). Si G =D, es el disco unitario complejo, esta condicién se escribe

lim u(z) =0.

|z| =1~

(b) Los pesos radiales p, los cuales cumplen la propiedad

p(z) = ul]2)),

para todo z € G. Claramente, para que esta definicién tenga sentido, se debe tener
que |z| € G cuando z € G.

Para un estudio mds detallado sobre funciones peso se puede consultar [6].

Ejemplo 1.1. Es facil ver que para z € D, las funciones u(z) = (1 — |2]*)%, con

a >0y pu(z) = (1 -z log =2 son pesos tipicos y radiales, pero la funcién
— |z

1

IRE

w3(z) no es un peso, pues no es acotada.

Comentario 1.1. Observe que si la funcién peso p es tipico y continua, entonces es
acotada.
En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario, u representard una funcion

peso.

Definicién 1.22. Una funcién analitica f definida sobre D se dice que es una funcion

p-Bloch, denotado por f € B, si satisface la relacién

| fll = sup w(2)|f(2)] < oo.

Observe que si f,g € B* y a € C, entonces

loof +gll, = Slelgu(Z)\(af+g)’(Z)\

< e Sup p(2)f (2)] + Slelgﬂ(Z)lg’(Z)l

= ladlfllu + llgll < oo, (1.1)
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lo cual dice que B* es un subespacio del espacio de las funciones analiticas sobre D,
H (D), denominado espacio u-Bloch.
Ademas, se verifica que la relacién || f||g« := | f(0)| + || ||, define una norma para el

espacio B*.

Comentario 1.2. Se puede ver que si g no es un peso tipico, entonces B* es un
subespacio de H™, el espacio de todas las funciones holomorfas acotadas sobre .

En efecto, sea f € B* y § > 0 tal que u(z) > ¢ para todo z € D, entonces se tiene

171 = sup () F )] = dsup |72 = oIl

es decir, 1/ llee < 501 £l
Luego,
z , 1
[f(2)] < |f(0)!+/ |7/ (s)llds| < FO) + 5111l
0

para todo z € D, por lo tanto ||f||lec <00y f € B* C H™.

A continuacion se muestra que los espacios p-Bloch son espacios de Banach
con la norma definida anteriormente. Debido a la importancia de este hecho y para
completitud del trabajo, se agregan los detalles que pueden ser consultados en [I8].
Primeramente, se recuerda que para f € H(D) y r € (0,1) fijo se define la dilatacién

fr de f como la funcién definida por

fr(2) = f(rz)

con z € D. Observe que para cada r € (0,1) fijo, la funcién f, es analitica en el disco
D(0, 1) en particular f, € H(D).

Estas funciones satisfacen las siguientes propiedades:

Lema 1.2. Sea pu un peso definido sobre D, entonces para f € B* las dilataciones
fr de [ satisfacen:

(1) f, converge a f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D cuando r —
1-.

(2) Para cadar € (0,1) se tiene que f, € B*. Todavia mds, se satisface la desigualdad
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| follge < || fllge para todo r € (0,1).
(8) m || frlle = || f 5
r—1

Prueba: Para mostrar el item (1), dado que f y f. son analiticas en D, se pueden
representar por medio de las series de potencias
f(z) =ag+ a1z + az® +azz® + ...y f(rz) = ag + a1rz + agr’z® + azr3z’ + ...,

de donde se tiene

f(2)=frz) = ay(1 =7r)z+as(l —7r?)2* +az(1 —r°)2° + ...

= (1—7)(arz+ (1 +7)agz® + (1 +7+1rHazz® + ...)

Se observa que la funcién del tltimo paréntesis es analitica y por tanto acotada sobre
subconjuntos compactos K de ). Por lo tanto existe My > 0 tal que

sup ()= f(r9)] < (1=7)M
para todo r € (0,1). Haciendo r — 17, se concluye que f,. — f uniformemente sobre
subconjuntos compactos de D.
Para mostrar el item (2), sea r € (0,1) fijo y r € [0,1) cualquiera. Por el principio
del médulo méximo (ver Teorema , se tiene que

max |f'(2)] < ‘HlaX 1f'(2)],

|z|=rre z|=ro

o equivalentemente reemplazando z por rz en el lado izquierdo de la desigualdad
anterior se tiene

max | f'(rz)| < max |f'(z)],
|z|=r2 |z|=r2

dado que u(z) > 0 se tiene

max pu(2)|f'(rz)| < max n(2)1f'(2)],

|z|=r2 |=|

tomando supremo cuando ry € [0, 1), se tiene

sup max p(2)|f'(rz)| < sup max pu(z)|f'(2)],
r2€[0,1) |z|=ra ro€[0,1) |z|=r2
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esto es equivalente a

sup p(2)| f'(rz)| < Szlelgu(Z)!f’(Z)\-

zeD

Luego,

1 fellge = \fr(0)1+szlelgu(2)\f£(2)|
O] + rsup u(z)|f (rz)]
(O] + szlelgu(Z)lf’(mM
< |f(0)|+§1€1£u(2)|f’(2)|
1f1l5.

IN

(3) lim |[fyllze = [|f]l5-
r—1

En efecto, se satisfacen las siguientes desigualdades

| fellge = [ fllsel < M fr = Fllge = szlel]gu(Z)l(fr — Y@+ 1(fr = £)0)]
< |!M||oo8161§ rf'(rz) = f'(2)]

< [l sup | f'(r2) — f/(2)]-
zeD
Por lo tanto es suficiente ver que sup,p |f'(rz) — f'(2)| = 0 cuando r — 1™
Para ello, sea £ > 0, entonces existe zg € D tal que

sup [ f'(rz) — f(2)] < (1 +¢)[f'(rz0) — f'(z0)-

z€D

Tomando limite cuando » — 17, dado que f’ es continua en D(0,7), se puede
introducir el limite en [’ y se obtiene el resultado.

Ahora se puede probar la completitud del espacio.

Teorema 1.10. B* es un espacio de Banach con la norma || - ||ps.

Demostracién: Sea ¢ > 0 y K un subconjunto compacto de ID. Sin pérdida de

generalidad, se puede suponer que K es un disco cerrado con centro en el origen y
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radio 7 € (0,1). Sea { f,}nen una sucesién de Cauchy en (B*, || - ||g«), entonces

[fn(2) = fn(2)] < Ifn(O)—fm(O)H/ [fn(5) = frn(s)llds|

[0,2]
|ds|
< 1O = B+ U= Sl [
g [0,2] IU(S)
(1.2)
para todo z € K.
1
Como la funcién h(s) = ) es continua sobre el compacto [0,z] C K, entonces
(s

existe M, que depende s6lo del compacto K, tal que h(s) < M, paratodo s € [0, z].
Luego, sustituyendo en ((1.2)), se obtiene

[fa(2) = fm(2)] < [£u(0) = fnO)| + Mkl fo = fiull,
< MK”fn — fmllBe,

donde M, x = max{1l, Mg}. Esto dltimo implica que

SUp|fa(2) = Sn(2) < Miclfo = fonll,
de donde se concluye que {f,}nen es uniforme de Cauchy sobre subconjuntos com-
pactos de D, luego por el Teorema existe una funcién f € H(D) tal que f, — f
uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, por lo tanto, supy |f, — f| = 0
cuando n — oo.
Para mostrar que f € B* y que ||f, — f|lg« — 0 cuando n — oo, como {f,} es de

Cauchy en (B*, || ||su), dado € > 0, se puede encontrar N € N tal que || fr,— finllse < €

cuando n,m > N. Entonces para r < 1 considerando las dilataciones se tiene

”(fn)r - fr“B“ < ||(fn)7" - (fm)v"”l?“ + ”(fm)?" - fTHB“
< an_fm”B“+H(fm)r_frHB“
< 5+||(fm)r_fr||3“v

donde en la segunda desigualdad se ha usado el item (2). Ahora, el segundo término

se aproxima a cero cuando m — o0.
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En efecto,

1(fm)r = follse = Sup p(2) o (rz) = f1(r2)[ + | fm(0) = F(O)],

también se tiene por construccién, que | f,,(0) — f(0)] = 0 si m — oo, y

sup u(2)|fu(r2) = /)] < lulloosup£(r2) = )
= e 50 1£5 ) = £ G0)

< lullee sup [, (w) = f'(w)];

wED;,
luego, como f,, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, entonces
por el Teorema , se tiene que f/ — f’ uniformemente sobre subconjuntos
compactos de D, asi ||(fm)r — fr||s» también se aproxima cero.
De esta manera |[(f,), — frl|lgs < e paran > N y todo r < 1. Ahora si r — 17,

entonces

qu{ 1(fn)r — fr]

e < € para n> N,
lo cual usando (3) implica que

\fo—fllsg» < e, para n>N.

Asi, || fn — fllg» — 0 cuando n — co. Ademas, considerando € = 1, existe ng € N

tal que

||fn_f||l3’“ < ]-7

siempre que n > ng, en particular

[ fro = fllw <1,

entonces, h = f,, — f € B*. Finalmente, como B" es un espacio vectorial se tiene
que fno — f — fn, € B*, asi —f € B* y f € B". Esto finaliza la prueba. |
A continuacion se recuerdan los ejemplos mas conocidos de los espacios p-

Bloch.
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1. El espacio de Bloch B. Debe su nombre al gran mateméatico André Bloch y
se obtiene cuando p(z) = 1—|z|? en la definicién del espacio pu-Bloch. El espacio
de Bloch aparece de manera natural en diferentes contextos, por ejemplo, una
funcién holomorfa f pertenece al espacio de Bloch si y sélo si existe una funcién
univalente g sobre D tal que f = logg’. Para un estudio detallado de este

espacio y de sus propiedades se pueden consultar [2], [31] y [32].

2. Los espacios a-Bloch. Son una generalizacién natural de los espacios de
Bloch y se obtienen cuando se considera el peso u(z) = (1 — |2]?)%, con a > 0

en la definicion de los espacios p-Bloch.

3. El espacio de Bloch con peso. Se obtiene cuando se considera el peso

H(2) = (1~ [¢f*)log =

demuestra que el operador de Hankel inducido por una funcién f en el espacio

Estos espacios aparecen en Attele [4], donde se

de Bergman es acotado si y sélo si f € B*.

4. Los espacios de Bloch-logaritmicos. Estos espacios fueron introducidos
recientemente por Stevi¢ en [25]. Se obtienen considerando pesos de la forma
oBlo

1= [7]

u(z) = (1 - |2)* log® ( ) e (13)

donde o« > 0 y 8 > 0 son parametros fijos.

5. Los espacios de Bloch-Orlicz. Se definen de manera similar a como se
definen los espacios de Orlicz y fueron introducidos por Ramos-Ferndndez en
[21]. En su definicién se emplean N -funciones, donde una N -funcién 1 es una
funcion ¢ : [0, 00) — [0, 00) convexa estrictamente creciente tal que ¥(0) =0y
) i

m —— = lim —— = 0. Los espacios de Bloch-Orlicz asociados a la funcién
t—0+ t t—o0 (1)

1, denotado por BY, es la clase de todas funciones analiticas sobre I tales que

izg(l-—IZF)¢%ALfTZ)D < o0

para algin A > 0 que depende de f. Los espacios de Bloch-Orlicz BY son

generalizaciones de ciertos espacios tipo Bloch, en el sentido de que el espacio
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de Bloch-Orlicz es isométricamente isomorfo al espacio p-Bloch, donde

1.4 Los espacios de crecimiento

En esta seccion se definen y se dan algunas propiedades de los espacios de
crecimiento, los cuales estan estrechamente relacionados con los espacios p-Bloch y

son de vital importancia en la prueba de los resultados de los siguientes capitulos.

Definicién 1.23. Una funcion analitica f definida sobre D se dice que pertenece a
la clase H?, si satisface la relacion

11l = Slelgu(Z)lf(Z)l < 00 (1.4)
para todo z € D.

Puede notarse que H° es un subespacio del espacio de las funciones analiticas
sobre D, H(ID). Este espacio se conoce como el Espacio de Crecimiento de Funciones
Analiticas. Entre las propiedades de este espacio destaca que es un espacio de Banach

con la norma definida en (1.4)).

Observe que de las definiciones de los espacios H;° y B" se tiene que
!/ o0
JeB <= feH,;

ademas,
11l = L e

Dos ejemplos de espacios de crecimiento importantes de mencionar son:

1. Los espacios de Korenblum. Fueron estudiados de manera exhaustiva por

el matematico B. Korenblum y se obtienen cuando el peso considerado es

pz) = (1= [z*),
donde z € D y a > 0. En este caso, el espacio de crecimiento se denota por

o>,
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2. Los espacios de crecimiento logaritmico. Se obtienen cuando se consi-

deran pesos de la forma

2

-1
1_—’2|2) , con =z € D

(z) = <log

(&

-1
1—|Z’2) , con z € D.

pa(z) = (1og

Para ambos pesos el espacio obtenido es el mismo con normas equivalentes, el cual

se denota por Hp,.

1.5 Operador de Superposicién

En esta seccién se define el operador de superpocién sobre espacios de fun-

ciones analiticas y se dan algunas propiedades.

Definicién 1.24. Sean X y Y dos espacios métricos de funciones analiticas definidas
sobre el disco unitario y ¢ una funcion complejo-valuada en el plano. El operador de

superposicion Sy sobre X esta definido por

So(f)i=¢of,  feEX.

Si Se(f) € Y para toda f € X, se dice que ¢ actia por superposicion de X sobre Y.
Un primer problema que se plantea sobre este operador, consiste en describir geomé-

tricamente la clase de funciones

PS(¢) ={dof:feX}. (1.5)

Un segundo problema, consiste en encontrar qué propiedades debe satisfacer el
simbolo ¢ para que Sy(X) C Y.

El otro problema de gran interés, es averiguar qué propiedades debe disfrutar el
simbolo ¢ para que el operador de superposiciéon satisfaga propiedades de: con-
tinuidad, acotamiento, compacidad, rango cerrado; y reciprocamente si el operador

satisface ciertas propiedades qué condiciones satisface el simbolo ¢.
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Observe que la composicién ¢ o f estard definida si el dominio de ¢ contiene el rango
de todas la funciones f en X y para que sea analitica es necesario que ¢ esté definida
en todo el plano complejo y sea analitica, es decir, ¢ debe ser entera. Entre las
propiedades de este operador destaca que en general es un operador no lineal, pues
en general Sy(af + Bg) # aSy(f) + BS,(g9) para todo f,g € X y todo o, 5 € C.
Dado que X y Y son espacios vectoriales se puede ver que el operador S, es lineal

si y sblo si ¢(z) = cz para alguna constante compleja ¢ y todo z.

1.6 Resultados sobre los espacios a-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz

Se finaliza este capitulo haciendo una recopilacion de los resultados existentes
obtenidos por Xu en [2§] y por Castillo, Ramos-Fernédndez y Salazar en [12].
Mas precisamente, Xu en [28] consideré el operador de superposicién actuando entre

los espacios a-Bloch y sus aportes fueron los siguientes teoremas:

Teorema 1.11. [28] Sea 0 < f < a y ¢ una funcion entera. Entonces el operador

de superposicion Sy aplica B en B si y sdlo si ¢ es una funcién constante.

Teorema 1.12. 28] Sea 0 < oo < 1 y v < 5. Entonces para cualquier funcion entera

@, S es un operador acotado de B* en B2.

Teorema 1.13. [28] Sea 1 < o < B y sea ¢ una funcion entera. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:
(1) Sy aplica B* en BP
(2) Sy es un operador acotado de B* en BP
(3) ¢ es un polinomio de grado a lo mds (8 —1)/(a —1).

Teorema 1.14. [28] Sea > 1 y ¢ una funcién entera. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(1) Sy aplica B en B?
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(2) Sy es un operador acotado de B en BP
(3) ¢ es una funcion entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Por otra parte, Castillo, Ramos-Fernandez y Salazar en [12] consideraron el
operador de superposicion entre los espacios de Bloch-Orlicz y a-Bloch, logrando
mejorar y obtener por una via distinta los resultados obtenidos por Xu en [28].

Algunos de sus aportes fueron los siguientes:

Teorema 1.15. [12] Sea o > 1 y sea ¢ una funcion entera. El operador S, aplica

B* en BY si y sélo si ¢ es una funcién constante.

En el caso de la N-funcién ¢ (t) = tlog(1 + t), con t > 0, los autores mostraron que

el espacio de Bloch-Orlicz asociado a v es isometricamente isomorfo al espacio BY,

donde

o(e) = (1= JaDtog (1)

con z € D (ver [12]). En este caso obtuvieron los siguientes teoremas:

Teorema 1.16. [12] Sea a € (0,1). Entonces para cualquier funcién entera ¢, S

es un operador acotado de B en B".

Teorema 1.17. [12] Sea a € (0,1) y sea ¢ una funcion entera. Entonces Sy es un

operador acotado de B en B si y solo si ¢ es constante.

Teorema 1.18. [12] Sea ¢ una funcidn entera. Entonces S, es un operador acotado
de BY en B si y solo si ¢ es una funcion de orden menor que uno, o de orden uno y

tipo cero.

Teorema 1.19. [12] Sea ¢ una funcion entera y o > 1 fijo. Entonces Sy es un

operador acotado de B en B* si y $6lo si poo < 1, 0 poo =1 y 750 = 0.

Teorema 1.20. [12] Sea ¢ una funcion entera. Sy : BY — BY es un operador

acotado si y solo si ¢ es una funcion lineal.



CAPITULO 2
OPERADOR DE SUPERPOSICION ENTRE LOS ESPACIOS
BLOCH LOGARITMICOS

En este capitulo se caracterizan todas las funciones enteras ¢ para las cuales
el operador de superposicién Sy es acotado cuando actia de un espacio tipo Bloch
logaritmico Bﬁ‘)gﬁ en otro del mismo tipo. También como consecuencia de este estudio
se obtienen diversos resultados sobre el acotamiento del operador de superposicién
cuando actia entre los espacios a-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz. Los resultados
presentados en este capitulo se deben a Malavé-Malavé y Ramos-Fernandez y han
sido publicados en la revista Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2

(ver [19]).

2.1 El peso integral y funciones especiales para B{zgﬁ

En esta seccién se define un peso el cual permite definir y establecer propiedades
de ciertas funciones especiales las cuales son fundamentales en la prueba de los re-
sultados obtenidos en esta investigacion.

Para a,a > 0 3,0 > 0 se considera el peso

8
€ a
fra(2) = (1= |2 log’ (1 - W) . (zeD). 21)
Observe que este peso estd relacionado con el peso definido por Stevié¢ en [25]. De
hecho, se obtiene el mismo espacio con normas equivalentes.

También, se observa que el peso ji, 5 es radial y que pq5(2) = H (|2]?), donde H es

la funcién holomorfa sobre ID definida por

H(z) = (1 - 2)"log” ( e )

1—=z
y se considera el valor principal del logaritmo.

Los siguientes resultados son de Ramos-Fernandez (ver [23]) y son base para el de-

sarrollo de esta investigacion:
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Lema 2.1. [23] Eriste una constante L, > 0 que depende solo de «, tal que
fap(2) < La|H(az)| (2.2)
para todo a, z € D.
Demostracion: Para o > 0y 8 > 0 fijos, la funcién

B
TR

satisface h(017) =0, h(1) = ( Py es estrictamente creciente. En efecto,

Ble t Bla
/ o a—1 o [s—1 € _6
R(t) = at log ( >+ﬁt log ( ; >eﬁ/0‘( v )
B/
= at®! log ( )—at“‘llogﬁl (et )
B/a
= ta110g61< ){alog(et )—6}20,

para todo t € (0, 1].

Por otro lado, también se satisface la desigualdad |1 — az| > 3(1 — |z|?) para todo

a,z € D. En efecto,

1—azl> = (1—az)(l—az)=(1—az)(l—a2)
= 1—az—az+ |a]*|z]?
= 1-(az+az) +af’[z’
= 1—2Re(az) + |a]?|z|?
> 1—2Jall2] + al*|2]*
= (1ol
(1 —12])?,

Vv

donde se han usado los hechos que Re(z) < |z| y |a] < 1. Ahora se afirma que

1 —|z| > 3(1 —|2]?) para todo z € D. En efecto, definiendo f(t) = 1 —ty
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g(t) = 2(1 —¢*) con t € [0, 1), se tiene que

F) —g(t) = 1-t—30-1)
1 1

= ——t+ =t
3 1T

= 1(t 1)2>0

= 3 > 0.

Por lo tanto se tiene |1 —az[* > (1 —|z])* > (3(1 — |z|2))2, de donde se concluye la

desigualdad. Luego, usando el hecho que h es creciente y la desigualdad anterior se

-1

tiene

h1—azl) >

N | —

I
AN TN TN N T
N o
2
— I
— _
w
o o
N -
; = t
\_5 —
o
S 0F!
o ®
® @ —
—
—_

)
=
~

o ®
S
S—
~__

Por lo tanto,
pap(z) < 2°h(|]1 —azl)

N e ePla
= 2%1 —az| 10g5(|1—az|>

B/
()
1—az

donde L, = 2“ y se ha usado el hecho que |log(w)| > log |w|.

= 2%1 —az|*

= Lq|H(az)|,

Como consecuencia inmediata del Lema anterior, se tiene que para cada a €

D\ {0} la funcién

1 [* ds 2 (Y dt
Ja(z) = 5/0 T @s) 5/0 T (t32) (23)



con z € D, estd en ngﬁ. En efecto, por el Lema , se tiene

<

SUD fa,5(2)] fo(2)]

z€D
( ) 1 1
SUP Ua,B\Z) T 7777 = N1
cen’ Y a| |H (az)]
L, L,
sup — = — < +00.
cep la|  |a]
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También, dado que p, g es estrictamente positiva, acotada y continua, se tiene que

la relacién

booat Lot
hate) = | = iy =

con a € D, es una funcién estrictamente positiva, continua y

o ()]

en consecuencia

dt

i3 (V/1a)
dt

120l loo

||Ma,ﬁ||oo7

o 5(a)

para todo a € D, lo cual dice que la funcién pz, ,(a) es acotada.

‘ < ||Maﬁ||00a

Por lo tanto, definiendo fy(0) := 114,5(0) la expresién

/’LIQ,B<Z) = _[ ﬁ

e i)

, pues fias(Via) < ||ttaslloo

con z € D define un peso sobre D, el cual es llamado el peso integral asociado a fiq g.

Comentario. El peso integral fue recientemente introducido por Ramos-Fernéandez

en [23], cuando estudiaba la continuidad y estimaba la norma esencial del operador

de composicién con peso cuando éste actiia de un espacio Bloch Logaritmico en un

espacio tipo Bloch.
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Lema 2.2. [23] Bf‘égﬁ estd continuamente contenido en Hy, . Mds ain, existe una
.8

constante K, 5 > 0 tal que
£, < Kl (2.4)
para todo Bﬁ‘)gﬁ.

Demostracion: Para f € Bl‘;gﬁ y z € D, se tiene

f(2)] < |f(0)|+/0 |f/(tz)|dt§|f(0)|+||f||u/0 %

Lodr
< (1+ / N e
(14 5 Wiz,

Luego, por el Lema 2.1} se tiene
1
dt
/ S Loc]oa,ﬁ(z)
0 Hap(t2)

para todo z € D y dado que 1 < ||ptq.5

| La,3(2), se concluye que

Kup
< a La Ia a = : a
N (sl + 2) o) Wl , = 25 1y

para todo z € D. Por lo tanto

Hios ()] < KaglIfllse

para todo z € . Esto prueba el Lema. |

Lema 2.3. [23] Sean a > 0 y > 0 dos parametros fijos:
(1) Para (a« =1y B €0,1]) o (a >1y B >0) el peso py, , es tipico, esto es

lim pg, ,(2) =0.

|z| =1~

(2) Para (€ (0,1) y 3>0) 0 (a =1y B >1) el peso py, , estd lejos del cero, esto

es, existe una constante 6 > 0 tal que /L]M(z) >0 para todo z € D.

Observe que en este caso, ngﬂ C H® el espacio de todas las funciones holo-

morfas acotadas sobre D.
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Demostraciéon: Suponga que los pardmetros o > 0 y > 0 son fijos. Entonces se
tiene

Lode
loplz) = /0 fa,s(Vtz)

B /1 dt
0 (1—1t|z]2)2log” <—6B/a )

1—t|z]2
/1 dt
2 B[ _ebl 2a-1
0 (1= t]z12)log? (1575 ) (1= tl=P?)

1—t|2|?

Haciendo el cambio de variables

Bl
w = log (e—) = g —log(1 — t|z]?),

1 —t|z]?
se tiene que si t = 0, entonces w = g, sit = 1, entonces w = log (16_11/;2), también
2
2 _ B _ 7
1 —t’Z’ = exp(a —U)) y dw = 1——t‘2|2
Por lo tanto,
B/
lo e’ _
Lop(2) = L g(lf'zP) t=F eBla—tii=e) gy
7 |Z|2 B/«
B(1—a lo; ble
_ el / o(£57) £ eloDigy,
’ZP B/

para todo z € D\{0}.

Asi, el peso integral esta dado por

-1

Hi, s (Z) = |z|2 /B t—B e(ﬁ/a—t)u_a)dt

Si a = 1, entonces

Ahora se consideran los casos:

Si 8 # 1, entonces
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1 -8 B—log(1—|z[?) 1 1 .
I - - oo (1 — 22N P _ gi-8
1) = a1 T p (B log (1= 121 = 57)

Si g =1, entonces

1-log(1—|2[?)

1 1
I p(2) = EE log(t) P log(1 —log(1 — [2[*)).
1

Por lo tanto, para a = 1 se tiene

-1

(18 ((B-log(1—[s)' "= 817) ", B#1L
log™! (1 —log (1 — |2]?)), B =1.

Tomando limite se tiene

: 0, si B<1,
lim pp, ,(2) =
el-+1- (B-1)8°1, si B> 1.

Si a > 1, entonces se tiene
8

B/
S(1-a) B/a log| <=2
Lop(z) > e| B log‘ﬁ( ‘ )/ ( )e(o‘_l)tdt
Z
B

1_|Z’2 Ja

ggg(l"a) 1 __5 6#3/& fﬂg/a a—l (a——l)é
G EE (1—vv) <1—uv> R A

donde se ha usado el hecho que la funcién f(t) = ¢t=? es decreciente en (0,+00).

Luego, usando también el hecho que

ta—l

Y

lim ———
t= log”(t)
se concluye que iy, ,(2) — 0 cuando [z| — 17 siempre que a > 1.

Si a € (0,1), entonces se tiene

B eﬁ/a

S(1-a) -8 log a1
Los(z) < = (é> / ( |)e("“‘l)talt
B

22 \a /a

eg(l—a) /8 -B
N u—wwvv<5> ’

donde se ha usado nuevamente el hecho que la funcién f(t) = t=7 es decreciente en

(0, +00). Luego, dado que « € (0, 1) usando el hecho que

lim t*~! =0,
t—o00
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se obtiene que

i 0> (2)

|z]—1- l—a\«a

El siguiente lema muestra la relaciéon entre los espacios Bﬁ‘)gﬂ y B}, o

Lema 2.4. Para oc,a > 0 8,0 > 0, los pesos [ap Y [ap Satisfacen la siguiente

relacion:

0, si(a>a)o(a=ayp<b)
lim = 1, ssa=aypf=0 (2.5)

oo, si(a>a) o (a=a vy p>0Dh).
Adicionalmente, se tiene que:
(1) Si(a>a) o (a=a y B <b), entonces B o C Bl

(2) Si(a>a) o (a=a y B >0), entonces By C By

Demostracion: Primeramente se tiene que

Bla
- log (1—\Z|2> i 5 —log(1 —|z[?)
1 log () T  loa(l = [2P)
2 _log(t 1
= hm—og()—lim—le,

0t & —log(t)  t—0+ —1
donde se ha aplicado la regla de L’Hopital.

De lo anterior se tiene

(1= =) log” (57
m Her) -
() (1 oyl (12 )
eb/e
Jo¢? (55
= lim (1 P)—a
|z|—1 lOg (16 |z|2)

oo
= lim (1 —|2z*)* *log’™ (1 )

Jol—1- EE
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Ahora se analizan los diferentes casos para el limite anterior.
Caso a = a:

Si a« =ay [ =b, entonces

lim ,ua,[g(z) = lim 1=1.

l2|=1= fap(2)  l2/—=1-

Sia=ayf <b, entonces

o 1
TNALYCLC) R —0.
2|21 flap(2) |z]—1— logb_ﬁ < ef/e )

1—z[?

Sia=aysif>b, entonces

B/
lim Ha5(2) = lim log’* ( ¢ 2) = 00.
2[=1= fap(2)  Jzl1- 1—|z|

Caso a > a:

Sia>ay =0, entonces

lim A0 (12 a2)eme — o,
l2|=1= fap(2)  I2l=1-

Sia>ayf >Db, entonces el resultado se concluye del hecho que

1
lim %~ log”~° (—) =0.
t—0 t

Sia>ay [ <b, entonces el resultado se concluye del hecho que

: a—a 1 .
e o
Caso a < a:
Sia<ayf=>b, entonces
a . 1
lim £ 5(2) = lim ——0bp——=o00.
2l=1 pap(2)  lzl=1- (1 —2]?)e—e

Sia<ayf>b, entonces el resultado se concluye del hecho que

1 1
lim —— log”~? <¥> = 00.

t—0 1o~
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Sia<ayf <b, entonces el resultado se concluye del hecho que

i 1
Mg T (1)

La prueba del item (1) se concluye del hecho que

hm /J’a»ﬁ (Z)

=0.
l2[=1= fap(2)

En efecto, por definicién de limite existe r € (0, 1) tal que

pap(2) < Liptap(2) (2.6)

para todo z € D satisfaciendo r < |z| < 1.

Por otra parte, si z € D, = {z € D : |z] < r}, entonces usando el hecho que i,
es continua y estrictamente positiva sobre el compacto D, se garantiza la existencia
de una constante positiva m = m(p.p, ), que depende sélo de pi,p y 7, tal que
ftap(2) > m para todo z € D,.

Similarmente, existe una constante M = M (ua,5) > 0, que depende sélo de 4 3, tal

que fiq5(2) < M para todo z € D,, por lo tanto se tiene que

m M
fa,p(2) < ME < Eﬂayb(z)
para todo z € D,. Esta tltima desigualdad junto con (2.6) muestran que existe una

constante C' > 0 tal que
fap(2) < Cliap(2)

para todo z € D. Esto dltimo implica que p1q5(2)|f'(2)] < Cpap(2)|f'(2)| para todo
z € D, por lo tanto ||f||a.s < C||f|lap para toda funcién f € B+ y en consecuencia

B* , C B*

log log?"

Para la prueba del item (2) se tiene que si &« = a y = b, entonces Bﬁ)gb = Bf})gﬂ. Por

otra parte si (a > a) o (a=a y [ >b), entonces lim fia,p(2)
|21 Hap(2)

= oo y dado que

=00 siysélosi lim Has(2)
2|1~ fa,p(2)
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por el item (1) se concluye que B! ve? C Blog

Se culmina esta seccion definiendo las siguientes funciones inspiradas en los trabajos
de Ye [30] y Ramos-Fernandez [23], las cuales son fundamentales en la prueba de los

resultados de la siguiente seccion.

Para cada, a € D\ {0} fijo, se definen las siguientes funciones:

sa(2) = ni,,(@)f3(2) — pa,,(0) fa(2) (2.7)
9a(2) = 3B, () f3(2) = 207, ,(a)f3(2) (2.8)

con z € D, donde f, es la funcién definida en (2.3). Entonces se satisfacen las

siguientes propiedades:

Lema 2.5. [23] Para cada a € D\ {0}, S4, 9, € B®

, B 1
(1) $a(0) = s4(a) =0 y sp(a) = (@)’
1 , B
(2) ga<0) = 0; ga(a) = i (a> Yy ga(a) =0.

Demostracion: En efecto,

sa(0) = pi, ,(a)f3(0) = pz, ,(a) £3(0)

= :ula,ﬁ (a)o ~ Hi,p (a)O =0,

sa(a) = pi, (a)fi(a) =y, ,(a)f3(a)
= Mfa,ﬂ(a)[(i,ﬁ(a) - /lla,ﬁ(a)fiﬁ(a)

= lap(a) = Lapla) =0,

sa(2) = ni,,(@)3f3(2)fa(2) = p1, 4(@)2fa(2) fo(2)

= [u(2)Bui, () f3(2) = 2, (a) fu(2))
1

= oy Bt O12(2) = 2, (@) (),
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de donde se tiene que

! ——1 2 (a)f(a) —2u; . (a)fa(a
40 = g B @) ~ 2, () (@)

1
fla,p(a)

Por otra parte,

92(0) = 3p1,,(a)f3(0) — 247, ,(a) f3(0)

= 1 (@0~ pr, ()0 =0,

gala) = 3u,,(a)fi(a) = 2u7, ,(a)fi(a)
= 3]%3(@)—2[%501)

1
= [a a) =
s(a) @)

Y

0u(2) = B, ,(@)2fa(2)f2(2) — 212, ()3F2(2)fi(2)
= 6/3(2) (1, 5 (a) ful2) — pi, ,(a) f2(2))
6 2 2
= T Vs @Fal2) = b, (@L(2)),

de donde se tiene que

) = g (@) = (@) f2(0)

= 0.

También por el Lema se tiene

1 [t d L L
G < o [ e € e deale) =
ol Jo T = Tol """ Talr, (0

para todo z € D. De esta desigualdad y el Lema [2.1} se tiene

oo (2)55(2)] szuﬂwmﬁmigﬂa@AMﬁ@n+mhawh@m

L? La
I (Mi,,;(@wﬂ—) + QMIQ,B(G)—)

L,

|a| pi, ,(a lalpr, 4(a)
_ L (SLa +2)

lal> \ " |al

IN
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paratodo z € Dy s, € Bﬁ‘)gﬁ para cada a € D\ {0}. Similarmente,

pap(2)19.(2)] < LaIH(aZ)!m(uzaﬁ(a)lﬁl(z)l+/ﬁa,5(a)\f3(2)\)

< 6La I (G)Lﬂf (Q)L—i
= ol \"  alpr, p(a) T Py (a)
6L2 (L
- %t ()
para todo z € Dy g, € Blo:)gg para cada a € D\ {0}. [

2.2 Operador de superposicién entre los espacios Bloch logaritmicos

En esta seccion, se establecen los principales resultados de esta investigacion
los cuales aparecen en [19]. M4és precisamente se caracterizan las funciones enteras
¢ para las cuales el operador de superposicién Sy : Bl‘f)gﬁ — B g €8 acotado. Para
ello suponga que los parametros a,a > 0y £,b > 0 son fijos. También en vista
de las propiedades de los espacios B{zgﬁ, es conveniente dividir el estudio en dos
subsecciones: la primera, el caso (o« € (0,1)y 8 >0)o (a=1y 3> 1)y lasegunda,
elcaso (a=1y B e[0,1])o(a>1y S >0).

2.2.1 Elcaso (ae€(0,1)y8>0)o (a=1y 5>1)

En este caso, el peso integral estd lejos del cero entonces el operador de su-
perposicion es necesariamente acotado de Bﬁ‘)gﬂ en B o Sin embargo, se divide este
hecho en dos casos, el primero de ellos cuando Bﬁ)gﬁ C B} oY el segundo cuando

Bﬁ) o C Bﬁ)gﬁ; mas precisamente, los resultados obtenidos en esta seccion son:

Teorema 2.1. [19] Suponga que los parametros o y B son fijos y satisfacen (a €
0,1) y8>0) o (a=1yp>1). Suponga que a >0 y b > 0 son tales que o < a
o(a=aypP>0b) Sea ® una funcion entera, entonces el operador de superposicion

Sy BE 5 — B® , es acotado.
log log
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Demostracién: Sea f € BY s y M >0 tal que | 1l go , < M. De la desigualdad
log
1’ se tiene ||f|l g < Ko pM. Esto es equivalente a
By g

sup uir, ,(2)|f(2)] = KapM,
zeD
lo cual implica que
G € ——KagM
2)] £ —=K,,
pio(2) 7
1
< 5 apM = Kqypg5m

para todo z € D, donde se ha usado la parte (1) del Lema [2.3] en la tltima des-
igualdad. Por otra parte, dado que ¢ y ¢’ son funciones enteras se tiene

6(f(0)] < Mi= max [¢(w)

|w|=Ka,p,6Mm

A(fE)] < My= max |¢(w)]

|w|=Ka,z,6Mm

para todo z € D. También, de la hipdtesis « < a o (a =ay 8 > b), por el Lema 2.4

- « a
se tiene que Blogﬁ C Blogb‘ Por lo tanto,

156 (Nsz , = |¢(f(0))|+StelgMa,b(2)|¢’(f(2))||f’(2)|
< Myt Mysup Hap(2)]f'(2)]
ze
< M+ Mpsup pa5(2)1f'(2)]
ze
< My + MMs,,
donde M; y M, dependen sélo de «, 3,0 y ¢. Esto completa la prueba. |

En el otro caso, se tiene:

Teorema 2.2. [19] Suponga que los pardametros o y B son fijos y satisfacen (a €
(0,1) y8>0) o (a=1yp>1). Suponga que a >0 y b >0 son tales que o > a
o (a=ayp <b). Sea ¢ una funcion entera, entonces el operador de superposicion

Sy es acotado de Bﬁ‘)gﬁ en Bﬁ)gb si y solo si ¢ es una funcion constante.
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Demostraciéon: Si ¢ es una funcién entera y no constante, entonces por el Lema
, existe una sucesiéon {w,} de nimeros complejos y una constante d; > 0 tal que
|w,| — o0 cuando n — oo y |¢' (w,)| > & para todo n € N. Luego, dado que
a€(0,])yB>00a=1y S >1, entonces por el Lema el peso pp, , estd lejos
del cero, en consecuencia, existe una sucesién de puntos {z,} en el disco unitario

abierto D tal que |wy| > pr, ,(2,) > 6 para todo n € D.

Todavia mas, pasando a una subsucesién, se puede suponer que % < |za] < 1 para

todo n € N. Por (2.3), para cada n € N, la funcién

O i (2.9

con z € D estd en B ; y satisface f, (2n) = Inp (2,). Por lo tanto, del Lema la

funcién
su(2) = 117, (20) [2(2) = pua, 5 (20) £3(2), (2.10)
con z € D satisface:

1

(1) 5,(0) = s0(2n) =0, 57, (2) = m y

L2 L,
@) llsull g < 22 <3Z—+2>§8L§(3La+1)> pues L <2

|2 |? nl w

En particular, {s,} es una sucesién acotada en ngﬁ. Similarmente, la funcién

9n(2) = 3pur, 5 (20) f7(2) = 207 (20) f(2) (2.11)
con z € D satisface:
1 , B
(1) gn(0) =0, gn(2n) = a,ﬁ(zn) = m , gn(2n) =0y

< 2.

6L% [ L,
(2) lgnllas < 7 (— + 1) < 24L%(2L, + 1), pues

|Zn|2 |Zn| m

y {gn} es una sucesién acotada en Bﬁ‘)gﬁ. Por lo tanto, definiendo la funcién

hn(2) = wnpir, 5 (20){9n(2) + $0(2)}, (2.12)
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satisface las siguientes propiedades:

(1) hn(0) = wnpir, 5(20){9n(0) + 50 (0)} = wapir, ;(2.){0 + 0} = 0,

(2) o (z0) = i, 5 (2 (20) & 50 ()} = wattr,(20) {ﬁ n o} ~

(3) hn(2n) = wapir, 5 (20){97(2n) + 5,(20) }

1 Wnttg, 5(2n)
= Wy, (Zn) {0 + } - : )
7 Zn,ua,ﬁ(zn) Znﬂa,ﬁ(zn)

(4 Nnllap < lwnlpr, 5 (z0){llgnllas + 150lla 53 < 8lwnlpr, 4 (2n) L2(9La + 4),

para todo n € N. En particular, {h,} es una sucesién acotada en Bl";gﬁ para cada

n € N, la cual satisface

186 (hallay = $UD pap(2) [¢" (hn(2))] [ (2)]

> ftap (20) |9 (hen (20))] [, (20)]
‘wnl,ula,g@n)

= Ha,p\Zn ¢, Wn,

b(2n) |8 (W) olon (o)
> (5152 Ha,b (Zn> 5 50
- fa (2n)

cuando n — 0o, donde se ha usado que el hecho que

lim P g (2.13)
2|1 Uap(2)

dado que @ > a o (0« = ay f < b). Esto dice que el operador S, no puede ser

acotado de B® ; en B? ,.
log log

Reciprocamente, sea ¢ una funcién constante. Suponga que f € Bl‘;gﬁ yllfllge , <M
log

para alguna constante M > 0 tal que, entonces

196(llse, = I(dJOf)(O)I+Szlelgua,b(2)\(¢0f)’(2)|
= I(cbOf)(O)l+ilelgua,b(Z)\(cb’(f(Z))l!f’(Z)\
= lo(f(0)] = K

lo cual dice que el operador S : Bl‘;gﬁ — By g €8 acotado. |
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2.2.2 Elcaso (a=1ypge0,1])o(a>1y >0)

En este caso, el peso puy, , es tipico. Aqui también se divide el estudio en

varios casos, el primero cuando B , C B® ,, el segundo cuando B® , = B® , y el
log log log log

tercero cuando Bl‘(‘)gﬁ - Bﬁ) e En el primer caso se procede como en la prueba del

Teorema 2.2 y el resultado esperado es:

Teorema 2.3. [19] Asuma que a > 0 y 8 > 0 son tales que (a« =1y 5 € [0,1]) o
(a>1y B >0). Suponga que a >0 y b > 0 satisfacen « > a o (a =a y 5 < b).
Sea ¢ una funcion entera. Entonces el operador de superposicionSy es acotado de

Bﬁ‘)gﬁ en Bﬁ)gb sty solo si ¢ es una funcion constante.

Demostracion: Si ¢ es una funcion entera y no constante, entonces por el Lema
, existe una sucesién {w,} de nimeros complejos y una constante 6 > 0 tal que
|w,| = oo cuando n — oo y |¢' (w,)| > § para todo n € N. Luego, dado que o = 1
y B €0,1] oa> 1y >0, entonces por el Lema , el peso pup, , es tipico. En
consecuencia existe una sucesiéon de puntos {z,} en el disco unitario abierto D tal
que |z,| > 17y

1, 5 (Zn) [wn| = 1. (2.14)
Luego, como en la prueba anterior, pasando a una subsucesion tal que % < |zl <1

para todo n € N y considerando la sucesién {h,} definida en (2.12), donde {s,}
y {gn} son las sucesiones definidas en (2.10) y (2.11)) respectivamente (ver también

(2.9)), se tiene que {h,} es una sucesién acotada en B} s la cual satisface

10 ()l = s0p tas(2) 16! (a2 1)
> pap (20) [ (B (20))] By, (20)]
= sl ) s )

|Zn|ﬂo<,ﬁ(zn)
(5 /"La,b (Zn>
fo8 (2n)

cuando n — 0o, donde se ha usado el hecho que

— O

v

i e (2.15)

l2[=1 tap(2)
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dado que a > a o (¢ =a y B < b). Esto dice que el operador S, no es acotado de

(6% a
Blog s on By ..

Es claro que si ¢ es una funcién constante, entonces el operador Sy : B* ; — B? ,

log

es acotado. [ |

Comentario 2.1. Note que la condicion 1) implica que B} Qb €S un subespacio
de Bl‘zgﬁ. Por esta razon, el Teorema , es un resultado esperado.

Ahora se consideran los otros casos:

Elcasoa=ay =0

El siguiente resultado muestra que si los espacios son iguales, un operador de

superposiciéon acotado solo es posible a través de una funcién afin.

Teorema 2.4. [19] Asuma que o > 0 y 6 > 0 son tales que « = 1 y B € [0,1] o
a>1yp>0. Suponga que o« = a y B =b. Sea ¢ una funcion entera. Entonces el
operador de superposicion S, es acotado de Bﬁ‘)gﬁ en st mismo si y solo si ¢ es una

funcion afin.

Demostraciéon: Suponga que ¢ es una funcion entera y no afin. Entonces por el
Lema [L.1] existe una sucesién {w,} de nimeros complejos y una constante § > 0 tal
que |w,| = ooy

|6 (wn)| = 6 |wn|

para todo n € N. Luego, procediendo como en la prueba del Teorema [2.3] dado
que el peso py, , es tipico, entonces existe una sucesion de puntos {z,} en el disco

unitario abierto D tal que |z,| — 17,

i1, (2n) [wn| =1 (2.16)

y & < |za| < 1 para todo n € N. Considerando la sucesién {h,} definida en ([2.12),
donde {s,} y {g,} son las sucesiones definidas en (2.10)) y (2.11)) respectivamente (ver
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también (2.9)), se tiene que {h,} es una sucesion acotada en Bﬁ‘)gﬁ la cual satisface

156 (hn)llap = SUD p1a5() |6 (hn(2))] [, (2)]

> o (2n) [@ (B (20))] B, (20)]

_ / |wn‘lula, (Zn)
= ¢ (wn)||z—n|ﬂ

> §|w,| = o0

cuando n — oo, donde se ha usado la relacién (2.16]). Esto muestra que el operador
S+ B s — B} s no es acotado si la funcién ¢ no es afin.
og log
Reciprocamente sea ¢ es una funcién afin, es decir, ¢(z) = Az + B, con A,B € C
y A # 0. Suponga que [ € Bﬁ‘)gﬁ y HfHB;x , < M para alguna constante M > 0,
og

entonces

1Ss(H)llas = iggua,ﬁ(@\(mf)'(@!
= ilelgMa,ﬁ(Z)|(¢’(f(2))||f'(2)|
= IA!Sztelgua,ﬂ(Z)lf’(Z)l
= [AlllAllas < [Alllllse ,
A|M.

IN

Por otro lado
o) = 0(0) + [ o(s)as.
0
lo cual implica que

£(0) , £(0)
o) =00+ [ Foyis =B+ [ ads
0 0
de donde se tiene que
[O(FON] < Bl + [A[IF (O] < Bl +[Alllfllse , < |Bl+[A[M.
Por lo tanto de lo anterior se concluye que
196(Hlse ;= 16(FON]+ 1156 ()]s
< |B|+ |AIM + |A|lM

= |B|+2|A|M
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Lo cual dice que el operador Sy : Bf‘égﬁ — Bl‘égﬁ es acotado.

Elcaso (a=ay f>b)o(a>aybp>0)

Este caso debe ser tratado con mas cuidado, debido a que bajo estas condi-
ciones el espacio de llegada B g €8 méas grande que el espacio de partida ngﬁ y ello
permite que el simbolo ¢ pueda crecer mas que en los casos anteriores. El resultado
principal de esta seccién depende de la existencia de una funcion especial la cual se

define a continuacion.

Definicién 2.1. Para o, a,,b pardmetros fijos que satisfacen (a = o y > b) o
(a>ayb,B>0) sedefine la funcion

Loslz) = /ﬂ/ 18 e(B/a=1-a) gy

con z € D.

Esta funcién satisface I, 3(z) ~ I 3(z) cuando |z| = 17y Ios(2) = Ios(]2)

para todo z € D. Por lo tanto haciendo s = |z|, se tiene que la funcién real

b/a
_ log i—ﬁ
I,5(s) = /5/ ( )t_ﬁ eBla=t1=a)gr = con s €0,1), (2.17)

satisface que el integrando es una funcién estrictamente positiva y continua en
(0, +00), lo cual implica que la funcién I, 5 : [0,1) — [0,400) es continua, cre-
ciente y I, 5(0) = 0. Por lo tanto existe la funcién inversa 7;% : [0,400) = [0,1) la
cual es continua, creciente y I o %(0) = 0. En consecuencia, se puede definir la funcién

¢ : [0,+00) — [0,400) por

o= (1= " () e

h(s) = (1 — s2)**log® " (L) (2.19)
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con s € [0,1). De aqui, se tiene que ¢(I,5(s)) = h(s) para todo s € [0,1). Ahora se
afirma que existe to > 0 tal que ¢ es creciente en [ty, +00). En efecto,

En el caso a = a 'y f > b, se tiene que

_ e
o) =tog” (5 ) o

/ S _p e
W (s) = 2(8 = b)7 Szlog“l(l—2)zo,

para todo s € [0, 1), asi h es creciente en [0,1) y por tanto también ¢ es creciente en
[0, 4+00) por ser composicién de funciones crecientes.

En el caso a > a 'y b, > 0, se tiene que

R(s) = 25(1 — s2)*"0 1og? 0~ (1 _682) {(a — a)log (1 _652) + (8- b)} .

Si f—b >0, entonces h'(s) > 0 para todo s € [0,1) y si § — b < 0, entonces existe

sp € [0,1) tal que h'(s) > 0 para todo s € [sg,1). Por tanto existe t; > 0 tal que
I o }j(to) = S0 y  es creciente en [ty, +00) como se afirmé. De las propiedades de la
funcién ¢ también se tiene que

lim Ma,b(2>gp( 1 ) — lim ““’b<z><,o(laﬂ(z))

21 fa,s(2) T \ pr, 5(2)

i E (T, 5(5)
o :ua,b( ) s
N 5L1 uaﬁ(s)m ) =1

donde se ha usado el hecho que la funcién /1, g es radial y coincide con ,Iva7ﬁ cuando

ésta es real.

Ahora se enuncia y demuestra el resultado principal de esta seccion.

Teorema 2.5. [19] Asuma que o > 0 y 8 > 0 son tales que (a« =1y 5 € [0,1]) o
(a > 1y p >0). Suponga que a >0 y b > 0 satisfacen (a =a y >b) 0a > a.
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Sea ¢ una funcion entera. Entonces el operador Sy : Bﬁ‘)gﬁ — Blaogb es acotado si y

sélo si para cada \ € (0,1), existen constantes positivas §; y R tal que
|6/ (w)] < drp(Aw]) (2.20)
siempre que |w| > R.

Demostraciéon: Suponga primero que la desigualdad es cierta. Sea M; > 0
y suponga que [ € Bf s satisface HfHBff)gg < M. Seleccionando A € (0,1) tal que
AM K, 5 < 1, donde K, 5 > 0 es la constante que aparece en . Entonces existen
constantes positivas 0; y R tales que la desigualdad se mantiene siempre que
|lw| > R. Ademas, se puede elegir R > 0 tal que AR > t,.

Por lo tanto, se tiene

16(F)llsz,, = 1660 NO)|+spsap()l (0 £ (2)
= 100 DO+ s pual)| & IS )
< PO+ s pasIS DI E)

{zeD:|f(2)|<R}

+  osup pap(2) (@ (F(DIF(2)]

{z€D:|f(2)|>R}

Ahora se procede a analizar cada término de la ultima desigualdad. Para el primer

término, de la desigualdad ([2.4)) se tiene que

Kap
5O < e

Dado que ¢ es continua sobre el compacto Dg, = {w € C : |w| < Ry}, entonces es

M1 = Ro.

acotada y por lo tanto, existe My > 0 tal que

[6(f(0))] < My= max [p(w)].

|lw|=Ro

p . . [ap(2) _

Para el segundo término, dado que (a = ay 8 > b) o a > «, entonces lim =
2|1~ pa,p(2)
0, lo cual implica que la funcién Hab es acotada sobre D. En efecto, existe rg € (0,1)
Ha,B
tal que
fap(2)

<e
,uaﬂ(z)
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para todo z € D tal que 7y < |z| < 1. Mientras que sobre el compacto D,, = {z €

D : |z| < 1o} la continuidad de la funcién i implica que existe una constante
/’LCV’/B

My > 0 tal que
/“’l’ayb<z) S M2
fa,5(2)

para todo z € D,,. Por lo tanto, existe una constante Mj tal que

2€D Ma7,3(z>

de donde se tiene que

Sy = sup —p1ap(2)| (¢ (f(2))I|f ()]

{z€D:|f(2)|<R}
< 6 sup tap(2)|f'(2)]
{z€D:|f(2)|I<R}
Ha b('Z) !
= & sup —— i (2) | f1(2)]
{zeD:| f(2)|<R} Ma,ﬁ(z)
,ua,b(2>

< 51||f||a,6 sup
{2eDi|f ()| <R} Ha,p(2)
Ha b('z)
< Gl f]lapsup ———=
g zeD :uoz,,é’(z)
S 51M1M3.

ap(2
Para el ultimo término dado que lim Hab(2)

( ) = 1, entonces existe
|11 Ha,p(2) Pro 5(2)

ro € (0,1) tal que
fap(2) o (
Ma,,@(z) Mfa,;a(’z)

para todo z € D tal que 1y < |z| < 1. Mientras que si 2 € D,, = {z € D : |z] < 7o}

)§1~|—5

la continuidad de la funcién %y ( ——) sobre el compacto D,,, implica que existe
Mo, B ‘U'Ia,ﬁ ro»

)

una constante M, > 0 tal que

//ja;((zz))@ (uza,i(Z)) =M

para todo z € D,,.

En consecuencia, existe una constante M5 > 0 tal que

o 1
sup K ,b(z) © ( ) < M57
2€D ,Ua,ﬁ(z) K1, g (2)
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de donde se tiene que

Sy = sup 1 (2)[ (&' (f())IF'(2)]

{z€Di /() >R}
< 0 osup pap(2)e(ALf () ()]

{zeD:|f(2)|> R}

= 0 M A . /
l{zeD:T;l(Iz))bR} Maﬁ(z)w( |/ (2))Hap(2)11(2)]

Sillflles  sup Lo

<
(zeDi|f(=)|> R} Ma,8(2)
“ 1
< 61 M;sup Has(2) 2 < )
z€D :U’a,ﬁ(z) Hi, g (Z)
< 0 M Ms,

donde se ha usado el Lema , la hipdtesis A MK, 3 < 1, las desigualdades ¢y <
AR < M f(2)] <

1
y el hecho que la funcién ¢ es creciente en [tg, +00).
/’Lla,ﬁ (2)

Finalmente, se tiene

[15¢ (f)HB;Z . < My + 51+ 5,
og
Esto muestra que el operador Sy : Bﬁ‘)gﬁ — B g €8 acotado.

Reciprocamente, si ¢ es una funcién entera y no satisface la hipétesis (2.20]), entonces
existe A9 € (0,1) y una sucesién de numeros complejos {w,} tal que |w,| — oo

cuandon — ooy

|6 (wn)| 2 ne (Ao [wnl)

para todo n € N. Dado que el peso iy, , es tipico cuando (a =ay 8 >b) o a > «,

existe una sucesién de puntos {z,} C D tal que

1
zn = —
p1 (2n) o [wn]
y % < |zn] < 1 para todo n € N.

Ahora, se considera la sucesion de funciones h,, definida en (2.12) por

hn(2) = wapir, 5 (2n) {gn(2) + sn(2)} -



49

Entonces {h,} es una sucesién acotada en Bﬁ;gﬁ tal que h,(0) =0, hy, (2,) = Wy, y

h/ (Z ) _ wnufa,5<zn)
" Zn,ua,,B(zn)

Ademas,

156 (hallge 2 tap (20) 16" (P (20))] [Py (20)]

= Hap(2a) [¢ (wn)] m—a;((;?

ﬁua,b(zn)g)( 1 )_H)O

>\0 Mo, (Zn) ,U/Iaﬁ (Zn)

cuando n — oo, donde se ha usado el hecho que |z,| — 17 cuando n — oo y que

a n 1
n—=o0 lha,B (2n) K1, 5 (2n)

Se concluye entonces que el operador Sy no puede ser acotado de Bﬁ‘)gﬁ en B o |

2.3 Algunas aplicaciones

El operador de superposicién actuando entre espacios tipo Bloch ha sido estu-
diado por algunos autores, por ejemplo, Xu en [28] caracteriza las funciones enteras
¢ que aplican un espacio a1-Bloch en un espacio as-Bloch, luego, Castillo, Ramos-
Ferndndez y Salazar en [12] estudiaron cuando un espacio de Bloch-Orlicz puede
ser aplicado en un espacio a-Bloch via superposiciéon y reciprocamente. Ramos-
Fernandez en [22] muestra que los mismos resultados se pueden obtener como conse-
cuencia del estudio del operador de superposicion actuando entre espacios de creci-
miento. En esta seccion se usan los Teoremas dados en la seccién previa para obtener
los resultados de los autores citados anteriormente, asi como también para caracteri-
zar cuando un espacio Bloch logaritmico es aplicado en otro de la misma forma por

superposicion.

2.3.1 Superposicién entre espacios Bloch Logaritmicos

En esta subseccién se consideran algunos casos particulares del Teorema [2.5

donde es posible calcular explicitamente la funcién .
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Corolario 2.1. Sea ¢ una funcion entera y suponga quea« =a=1y0<b< g =1.
Entonces el operador de superposicion Sy aplica Bllogl en Bllog,, sty solo si ¢ es de

orden menor que 1 o de orden 1 y tipo cero.

Demostracién: Considerando la funcién ¢(s) = exp ((1 — b)s) con s > 0, se tiene

que
1
oy 20, (LY
=1 i (2) " \ gy, (2)
En efecto,
lim ulb(z)(p( 1 ) =
=1 p1,1(2) T \ e (2)
(1 | o’ (5 log(1.— log(1.— 1)
lim exp{ (1-10) 5 }
2|1~ —|2[2) log < ) 2|
1 1— b
= lim tog" (1 ) {ewpllog(1 ~ log(1 — -]}
= lim log"~ [1—log(1 — |z]2)}1_b
|z]—1— 1— Z|2
1
— i 1 1-b _
o1 ol (1— 2) g (1—| |2)
Entonces por el Teorema el operador de superposicién Sy : Bllogl — Bl g €8

acotado si y sélo si para cada A € (0, 1), existen constantes positivas § y R tales que
|¢'(w)] < dexp (M1 = b)|w]) (2.21)

para todo |w| > R. De la expresion (2.21]) se concluye que ¢’ es de orden menor que

1 o es de orden 1 y tipo cero. En consecuencia, se tiene también que ¢ es de orden

menor que 1 o es de orden 1 y tipo cero. |

Corolario 2.2. Sea ¢ una funcion entera y suponga que « =a=1y0<b< < 1.

Entonces el operador de superposicion Sy : Bllog — Bllogb es acotado st y solo si ¢ es

una funcion polindmica de grado a lo mds p+ 1= (1—15)/(1—f).
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Demostracién: Considerando la funcion

B—b

p(s) = [(1=P)s+ 677~

con s > 0, se tiene que

1
=1 p1,p(2) T \ iy 4 (2)
En efecto,

. pp(2) < 1 ) B
im © =
sl=1- p1,p(2) T \ phr, 5(2)

S

B,

(1P o’ (257) 5~ log(1— 2P ]
lim 1— 1-8
(1= e log” (55 -
[ =

1
_ b—3 _ _|512\11-8 _ pl-B 1-B]1-5
Jim togh 7 () (19~ tog(1 — ) - 517 4 51

lim log"? ( —— ) |log"# (—— )|
c- 8 \TT ) | T2
1 1
= lim log"™* log?~*
S (1 - \z|2) SN
1 1
= lim log"? [ ——— ) log"™* =1
|z|£I11— o8 (1 ﬁ2> o8 1—1z[?

Entonces por el Teorema [2.5 el operador de superposicién Sy : Bllogg — Bllogb es

=)
o

™|

acotado si y sélo si para cada A € (0, 1), existen constantes positivas § y R tales que

o

67

@' ()l <6 [(1 = B)w| + 57 (2.22)

para todo |w| > R. La expresién (2.22) es equivalente a que ¢’ es una funcién
polinémica de grado a lo méas p = (8 — b)/(1 — ) y en consecuencia, se tiene que ¢
es una funcién polinémica de grado a lo mas p+1 = (1 —b)/(1 — ). En efecto, sea

ke (0,1) tal que p = fT_/Bb +ky H% + k| = [|’ff_ﬁb|] , entonces para |[w| =7 > R se
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tiene
B-b
My(r) _ 0[1=B)r+ 871 1
rP - rE rk
51—,3 f%};’ 1
= 9 {)\(1 —-p)+ } "
Por lo tanto,
lim inf ML(T) < 0,
r—00 rP

del Teorema se concluye que ¢’ es un polinomio cuyo grado no excede p o equi-

valentemente ¢ es un polinomio de grado a lo méas p+ 1 = % |

Corolario 2.3. Sea ¢ una funcion entera y suponga que 1 = a < a, 0 < g <1y
b > 0. Entonces el operador de superposicion Sy : Bllogﬂ — Bl‘ng es acotado si y solo

st ¢ es de orden menor que 5 0es de orden =5 Y lipo cero.

Demostracién: Considerando la funcion

o(s) = [exp{(1 — B)s + 87773 [(1 - p)s + 54

con s > 0, se tiene que

En efecto,

-
L
I
==
= |8
™ | o
—~|—
N | W
~— | —
AS)
VR
=
=~
™ —_
O
N~
I

lim fab(2) [exp { [(1 — ﬁ)%% {[6 —log(1 — |Z]2)]1_/B _ 51_5} n 51_’8} -8 }] |

lzl=1- p1,5(2)
b

(1 8) 52 {18 — log(1 = [s[2)) 2 — g0} + 5'#]

1 a—1
1 e? =
= 1 1— 2(1—11 b—p 1-8 .
Jim (= ) o™ (g ) e 1o (T

@




23

= 1 1— 2 afll b—p3 1 B—b
(= =D g™ T ) T e 8\ T

= lim Pl = fla-1) 5

|z]—1—

Entonces por el Teorema [2.5 el operador de superposicién S, : BL , — B® , es
¢ logB log

acotado si y sélo si para cada A € (0, 1), existen constantes positivas d y R tales que

|6 (w)| <

B—b

5 [exp {1 = B)fuf + 827 1 A = Bl + 5] (2.23)

para todo |w| > R. La expresién (2.23)) es equivalente a decir que ¢’ es de orden
menor que ﬁ o es de orden ﬁ y tipo cero. En efecto, para |w| =r > R se tiene

a—1 B=b

My (r) < 6 [exp { A1 = B)r + 875} A1 = B)r + 517) T
Aplicando logaritmo se tiene

log My (r) <

—b

=

log(d) + (a — 1) [)\(1 — B)r+ 6176] = + log[A\(1 — B)r + ﬁlfﬁ].

—
™

Aplicando logaritmo nuevamente y dividiendo por log(r) > 0, se tiene
log log M (r) <
log(r)
1
log {log(6) + (a = 1) [A(L = B)r + A7) = + Zb10g]A(1 = B)r + 81]}
log(r) '

El lado derecho de la desigualdad tiende a ﬁ cuando r — Q.
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En efecto, aplicando de la regla de L’Hopital se tiene

mnbg@%®%+w—1HM1—ﬁy+ﬁkﬂﬁﬁ+ﬁfmgx1_ﬁy+gkq}
e log(r)
. )\r{(a—l)[A(l—ﬁ)rJrﬁl*ﬁ]ﬁ (B —b)[A1 = B)r + gF]- }

=% log(6) + (a — 1) (A1 — B)r + B1=8]77 + B 10g[\(1 — B)r + 517

D [M1 - r+ﬁk]#@+( BN = B)r + 517!

e ( 1) [A(1 = B)r + gt~ ]1 "+ (B = b)[A(1 = B)r + B1-5]-1

r{N8a— 1) M1 = B)r + B2) T+ A1 = B)(b— B) [M1 - B + 577
(a— 1) AL = B)r + B14]77 + (8 — DAL — B)r + B1-9] 1
A

1

r Ab(a—1)

— B)r+ BETE 4 A1 - B)(b — B)

ME=Br 872 (a=1) M1 = B)r + B85 + (5~ 1)

{ M(a—1)+ A(l—ﬁ)(b—B)L }

1 Da-riso] 3

AN1-pB)+22 a—1+ -t
(1=5) [A(l—ﬁ)wr,@’l—ﬁ]ﬁ

1 Xla—1)
VG
_ g
—14—@
1
=1-3

Por lo tanto, se tiene

log log M 1
lim sup oglog My (r) < .
r—00 log(r) 1-p

Si el orden de ¢’ es menor que #, entonces el orden de ¢ también es menor que

ﬁ y la prueba estd lista en este caso.

Si el orden de ¢ es igual que entonces para A € (0,1) arbitrario y |w| =7 > R

1— 57
se tiene

log My (r) _ log(0) +(a—1) (A1 = B)r + B1F] 78 + =2 log[A (1 — B)r + 8177

rﬁ o rﬁ
- 10g£5) +(a—1) {)\(1 —B)+ B }1 B — blog[A\(1 — 51)7’ + B
n g 1-5 ri-8

|
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Por lo tanto

log My
lim supog—ld)(r)

—00 ri-8

< (a— D1 - BT,

para todo A € (0, 1), haciendo A — 0% se concluye que ¢’ es de tipo cero y por tanto

¢ es de tipo cero. |

El siguiente resultado muestra que el operador S, aplica el espacio Bllogl en Bf‘; o de

manera acotada ain cuando el orden de ¢ sea infinito.

Corolario 2.4. Sea ¢ una funcion entera y suponga que 1 = a <a, =1yb>0.

Entonces el operador de superposicion Sy : Blo = Bllogb es acotado si y solo si

log

Poo <10 pso=119yTs=0.
Demostracién: Considerando la funcion
o(s) = [exple” — 1)) exp[(1 — b)s]

con s > 0, se tiene que

En efecto,
a 1
lim * W)gp( ) _
|z[—1~ :ul,l(z) K 4 (Z)

(1= 7)ot (+£57) o o [ 8L 0) 1)

lim
T (1= |2p2) log (%

exp { (1 — p) =tos = |

= lim (1—]z]*)* log’™*
|z|—»1-1

1 1 1
— 1 1 o 2 a—ll b—1 1 1-b — 1
A (=D s T ) e 8 (T

Entonces por el Teorema el operador de superposicién Sy : Bllogl — Bﬁ)gb es

acotado si y sélo si para cada A € (0, 1), existen constantes positivas d y R tales que

16/ (w)] < 6 [exp(eM*l = 1)]" " exp[A(1 — b)|w]] (2.24)

1

1 1 a—1
log [ ——— log ™t [ ——
1—1er) {eXp{og(l—rzP)H o8 (1—|z12

)
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para todo |w| > R. La expresion ([2.24]) es equivalente a decir que la funcién ¢ es
de orden infinito menor que 1 o es de orden infinito igual a 1 y tipo infinito igual a

cero.

En efecto, para |w| = r > R se tiene
My (r) < 6e' = [exp(exp(Ar))]* " exp[A(1 — b)r].
Aplicando logaritmo, se tiene
log My (1) <log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r.
Lo cual implica que
loglog My (r) < log[log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r].

Aplicando logaritmo nuevamente y dividiendo por log(r) > 0, se tiene

log log log My () < loglog[log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r]
log(r) - log(r) '

Se afirma que

lim loglog[log(d) + (1 — a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r]
ro0 log(r)

=1. (2.25)

En efecto, aplicando la regla de L’Hopital, se tiene

lim loglog[log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r]

r00 log(r)
- Tli_}rgo {log[log(é) +(1—a)+ (a—1)exp(Ar) + A(1 —b)r]
Aa — 1) exp(Ar) + A(1 —b) }
log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + NM(1 = b)r )}~

Considere ahora por separado los limites:

rli—glo log[log() + (1 — a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r]

. Ma — 1) exp(Ar) + A(1 —b)
r=00 log(6) + (1 — a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 = b)r
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Aplicando la regla de L’Hopital al primer limite, se tiene

rh—>ngo log[log(d) + (1 — a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)r] (2.26)

_ iy 10800 + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A1 —b)r
e Aa — 1) exp(Ar) + A(1 —b)

log () (1—a) A(1=b)r
— I e;)pg()\r) + exp(Ar) + (CL - 1) + exp(Ar)
= N1-b)

e )\((I o 1) + exp(Ar)
. a—1 1
= lim — =

r—00 )\(G — 1) X

Para el segundo limite, se tiene
lim Aa — 1) exp(Ar) + A(1 —b)
r—oo log(d) + (1 —a) + (a — 1) exp(Ar) + A\(1 = b)r
Ma —1) + 2420

— lim exp(Ar)
rooo log(d) (1-a) A(1=b)r
- expg()\r) + exp(Ar) + ((1, B 1) + exp(Ar)
AMa—1
T () Y

Los dos resultados de los limites anteriores muestran la afirmacion ([2.25)).

Por lo tanto,

log log log My ()
log(r)

Si el orden infinito de ¢’ es menor que uno, entonces el orden infinito de ¢ es menor

<1

Poc = pw(¢/) = lim sup
r—00

que uno (ps < 1) y la prueba estd lista en este caso. Si el orden infinito de ¢’ es
igual a uno, entonces el orden infinito de ¢ es igual a uno (ps = 1).
Si poo = 1, entonces para A € (0,1) arbitrario y |w| = r > R, se tiene

log log My (1) < log[log(d) + (1 — a) + (a — 1) exp(Ar) + A(1 — b)7] |

De ([2.26)) se tiene que

log log My
lim sup 20808 B\ (r) A,
r—00 T

para todo A € (0,1). Haciendo A — 07 se concluye que ¢’ es de tipo infinito igual a

cero y por tanto ¢ es de tipo infinito igual a cero (7o, = 0). [
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2.3.2 Superposicién entre espacios a-Bloch

Recuerde que para a > 0, los espacios a-Bloch se obtienen de los espacios
p-Bloch cuando la funcién peso es pq(z) = (1 —|2]?)" con 2 € D. Para a > 0, el

peso integral estda dado por

|2[*log™ (1-@2) : a=1,
—1
(=D (=27 =1) a1,

1) /1 dt /1 dt 1 /1—'42 dw
alz) = — = T e — T T —
o ta(Vtz) Jo (L—|z2) 12| ) we

donde se hecho el cambio de variables w = 1 — t|z|?.

pr, () =

En efecto,

Si a = 1, entonces

11w 1 122
L) = —— dw 1
(2) ’Z|2/1 " e og(w) 1
1
= 2 — 21
- _| |2(10g(1 — [2]7) —log(1)) = Wlog(l — |2]?)

Si 0 < a # 1, entonces

1 1—|z|? 1 wl—@ 1—|2]?
I(:) = —— R ——
= A e 1
11 B
= —Wm((1—|2\2)1 - 1)

11 B
= Wﬁ((l—!féﬁ)l —1).

Observe que, si a € (0,1), py, estd lejos del cero y como consecuencia de los

Teoremas [2.1] y 2.2 se obtienen los Teoremas 4 y 5 de [28]:

Corolario 2.5. Sea ¢ una funcion entera y suponga que 0 < a < 1 y a < a.

Entonces el operador de superposicion Sy : BY — B es acotado.
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Corolario 2.6. Sea ¢ una funcion entera y suponga que 0 < a < 1 y a > a. El
operador de superposicion Sy : B* — B® es acotado si y solo si ¢ es una funcion

constante.

Por otra parte, p;, es un peso tipico si y sélo si @ > 1 y se tienen las siguientes
consecuencias:

Del Teorema [2.3] se obtiene el Teorema 4 de [28]:

Corolario 2.7. Sea ¢ una funcion entera y suponga que o > 1 y a € (0,a), el
operador de superposicion Sy : B* — B® es acotado si y sélo si ¢ es una funcion

constante.
Del Teorema [2.4] se obtiene el Teorema 6 de [28]:

Corolario 2.8. Sea ¢ una funcion entera y o = a > 1. El operador de superposicion

Sy : BY — B es acotado si y sélo si ¢ es una funcion afin.
Del Teorema [2.5] se obtiene el Teorema 6 de [28] y Teorema 4.2 de [22]:
Corolario 2.9. Sea ¢ una funcion entera y 1 < o < a. Entonces el operador de

superposicion Sy : B* — B es acotado si y sdlo si ¢ es una funcion polindmica de
@

grado a lo masp+1=(a—1)/(a—1).

Demostracién: Considerando la funcién ¢(s) = s” donde p = 2=§ > 0 con s > 0,

se tiene

lim Hal?) LNy, A=) 1
()

=1 pa(2) "\l (2) ) 2o (1= [2[2)* i, (2)
1
= lim (1 — |z[?)*® 75
L (@=Dlp (=] =) 7]
o AP (L= [Py
it (L= P (o — e (1= o)~ 1)

oy L B (1= ) 1)
= i 1— a—a—(a—1)p
Ao lED) EESER
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_ _ 2\a—1\p
o A== 1
lo»1- (o —1)P|2z|? (a—1)p

Entonces por el Teorema [2.5] el operador de superposicién Sy : B* — B* es acotado

si y s6lo si para cada A € (0, 1) existen constantes positivas § y R tales que
|6/ (w)] < SN |wl? (2.27)
para todo |w| > R.

Observe que por el Teorema la expresién (2.27) dice que ¢’ es una funcién
polinémica de grado a lo més p = (a — a)/(a — 1), lo cual implica que ¢ es una

funcién polinémica de grado alomas p+1=(a—1)/(a —1).
Del Teorema [2.5] se obtiene el Teorema 7 de [28]:

Corolario 2.10. Sea ¢ una funcion entera y 1 = o < a. Entonces el operador de
superposicion Sy : BY — B es acotado si y solo si ¢ es de orden menor que 1 o es

de orden 1 y tipo cero.

Demostracién: Considerando la funcién ¢(s) = exp ((a — 1)s) con s > 0, se tiene

se tiene
im fa() L = lim (Gl 08 |21%)° exp < (@ — L
Qﬁluaﬁw(mAd) RS Py p% Umﬂd}

1 1
— lim (1— |22 —1)—log [ ——
i (1<) mp{m Nﬂ?Og(r—uP)}

1
= lim Q- [z)"———
ot (1 |=p) 2
. gva—1—2=4
= lim (1 — |2|%) P = 1.

|z]—1—

Entonces por el Teorema , el operador de superposicién S, : B — B® es acotado
si y sblo si para cada A € (0, 1) existen constantes positivas § y R tales que

|6/ (w)] < dexp (Aa — 1)|w|) (2.28)

para todo |w| > R.
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La expresion ([2.28]) implica que ¢ es de orden menor que 1 o es de orden 1 y tipo

cero.

2.3.3 Superposicién entre espacios de Bloch-Orlicz

Recuerde que para una N-funcién v, el espacio de Bloch-Orlicz BY es isométricamente

isomorfo al espacio j-Bloch, donde

(2) = ——F—.
Heop )1 <ﬁ)

En el caso de la N-funcién ¢ (t) = ¢?, con p > 1 y ¢t > 0 se tiene que el espacio de
Bloch-Orlicz BY es isométricamente isomorfo al espacio B, donde o = %; dado que

1 1
o(2) = - =
() (2

Ademds, para a > 1 se tiene que BY C B%, yuj, es tipico y

o 1— 2\«
i HeE) g % = lim (1— [z =0,
|z| =1~ /Lw(z) |z|] =1~ (1 — |Z| ) /p |z| =1~

L= [z,

Como consecuencia del Teorema [2.3] se obtiene el Teorema 3 de [12].

Corolario 2.11. Sea o > 1 y sea ¢ una funcion entera. El operador de superposicion

Sy : BY — B¥ es acotado si y solo si ¢ es una funcion constante.

En el caso de la N-funcién ¢(t) = tlog(l + t), con t > 0, el espacio de

Bloch-Orlicz BY es isometricamente isomorfo al espacio BY, donde

(o) = (1= ey tos (=77 ).

con z € D (ver [12]). También, el espacio BY obtenido es igual al espacio B* con

normas esquivalentes, donde

u(2) = (1= |2 log (ﬁ) |

Como consecuencia de los resultados anteriores, se obtienen las siguientes conclu-

siones que aparecen en [12]:
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.Paraa <a=1 =0y b =1y ¢ una funcién entera, el Teorema [2.1
implica que el operador de superposicién Sy : B* — B* es siempre acotado

(ver Teorema 7 en [12]).

.Paraa=p=1a € (0,1), b =0y ¢ una funcién entera, el Teorema
implica que el operador de superposicién Sy : B¥ — B* es acotado si y sélo

si ¢ es una funcién constante (ver Teorema 9 en [12]).

. Paraa=p=1,a=1,b=0y ¢ una funcién entera, el Corolario [2.1| implica
que el operador de superposicion S, : B¥ — B es acotado si y sélo si ¢ es de

orden menor que 1 o es de orden 1y tipo cero (ver Teorema 10 en [12]).

. Paraa>a=1,8=1,b=0y ¢ una funcién entera, el Corolario implica
que el operador de superposicién Sy : B — B es acotado si y s6lo si po, < 1

0 Poo = 1y Too = 0 (ver Teorema 13 en [12]).

. Paraa=a=b= =1y ¢ una funcién entera, el Teorema [2.4] implica que
el operador de superposicién Sy : B¥ — B es acotado si y sélo si ¢ es una

funcion lineal (ver Teorema 14 en [12]).



CAPITULO 3
OPERADOR DE SUPERPOSICION ENTRE LOS ESPACIOS
1~-BLOCH

El objetivo de este capitulo es generalizar los resultados obtenidos en el
capitulo anterior para los espacios Bloch logaritmicos a los espacios p-Bloch, donde
i es una funcién peso la cual satisface una condicién especial de crecimiento. Los
resultados de este capitulo son originales de Malavé-Malavé y Ramos-Fernédndez [20]

y se encuentran en arbitraje.

3.1 El peso integral y funciones especiales para B*

En esta seccién se recogen algunas propiedades de los pesos que se han usado

en esta investigacion.

Definicién 3.1. Se dice que un peso i satisface una condicion de crecimiento si

existe una funcion holomorfa H,, definida sobre D tal que
(1) p(z) = H, (|z]*) para todo z € D y

(2) (z) < L, |H, (@z)| para alguna constante L, > 0 que depende solo de j y para
todo a,z € D.

Ejemplo 3.1. Para o > 0, 8 > 0 fijos, el peso

u(z) = (1 — |2%)* log? ( ) ,

1—1z?

con z € D, satisface una condicidn de crecimiento (ver [23, Lemma 2.1]).
Ademas, con esta definicién, se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.1. Sea p un peso satisfaciendo una condicion de crecimiento. Para cada

a €D\ {0} la funcion

1 (% ds 2 [t dt
falz) =3 /0 H, (@) a /O H, (a7) (3.1)
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con z € D, estd en B* y la relacion pr(z) =

donde se define fo(0) := p(0).

f#(z) con z € D es un peso sobre D,

Demostracién: Sea a € D\ {0} fijo, entonces usando la condicién (2) se tiene

I fall,, = sup p(2)|fo(2)] = sup p(z)

2€D 2€D m |Hu(az)|
1 L L
< — =T <o, 3.2
< St T Tl = (3.2)

lo cual dice que la funciéon f, estd en B¥. También, dado que p es estrictamente

positiva, acotada y continua, se tiene que la relaciéon

Lodt Lodr
I(a) = / ik / i = J)

con a € D, es una funcién estrictamente positiva, continua y

[
/o ||ﬁ|oo‘

[lilloe”

[Tu(a)] =

—_

pues u(v/ta) < ||p||o para todo t € [0,1] y a € D. En consecuencia,

1
[ (a)

para todo a € D, lo cual dice que la funcién p;(a) es acotada.

[pr(a)| =

< [l

Por lo tanto, la funcion

wrlz) = z@ - (/ u(jtw)_l’ con =€

define un peso sobre D, el cual también sera llamado el peso integral asociado a p.

1 { continuamen nteni n m muestra en
El espacio B* esta continuamente contenido e Hﬁftalco 0 se estra en el

siguiente resultado.
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Lema 3.2. Sea p un peso que satisface una condicion de crecimiento, entonces B*
estd continuamente contenido en Hp. Todavia mds, existe una constante K, > 0

que depende solo de i tal que

1AW e < Bl 1l (3.3)
para todo f € B,

Demostracion: Para f € B* y z € D, se tiene que

1 1
dt
FG] < 1O+ [ 17 @)lde< 150+ 1, [
0 o 1(tz)
Lot
< (e [ " Vi,
(1+ [ 55) 170
Luego, de la condicién (2) de crecimiento, se tiene que
1
dt
< L,l,(z
i = 1ol
para todo z € D y dado que 1 < |||, 1.(2), se concluye que
Ky
[F ) < illoe + L) L) Wl g = —= 1 F 1l 5
pr(2)
para todo z € D. Por lo tanto
pr(2)f(2)] < Ky [l fll g
para todo z € . Esto prueba el Lema. |

De manera andloga como en el Capitulo 2, se definen las siguientes funciones
basadas en los trabajos de Ye [30] y Ramos-Fernandez [23], las cuales son claves en
la prueba de los resultados de este capitulo.

Sea 1 un peso sobre D el cual satisface una condicién de crecimiento y sea p; su peso

integral asociado. Para cada, a € D\ {0} fijo, se definen las siguientes funciones:
sa(2) = ni(a)fe(z) — pr(a)fe(2) (3.4)
9a(2) = 3ur(a)f(2) = 2u7(a) fo(2) (3.5)

con z € D, donde f, es la funcién definida en (3.1)). Entonces se tienen las siguientes

propiedades:
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Lema 3.3. Para cada a € D\ {0}, S4, 9, € B,

1 5a(0) = () =0 5 (0) = s,
2. 94(0) =0, ga(a) = ufta) Y gala) =0.

Demostracion: En efecto, para z € D, se tiene que

) = e @20 2@ 1) ¥

0002 = s @) () = i) 2()

en consecuencia, de la definicién de f,, p; v la desigualdad (3.2)), se tiene

L* /L
! < L (3=t +2
WIS < 2 (37 +2)

para todo z € Dy s, € B* para cada a € D\ {0}. Similarmente,

) < ok (1)

lal* \lal

para todo z € Dy g, € B* para cada a € D\ {0}. |

3.2 Operador de superposicion entre espacios p-Bloch

En esta seccién se caracterizan los operadores de superposiciéon Sy, : B* — BH?
acotados en términos del simbolo ¢. Con el fin de establecer los resultados de esta
seccion, se considera el limite del cociente de los pesos involucrados. El primer
resultado muestra que si B#? C B*' un operador de superposicion acotado es posible

s6lo via una funcién constante.

Teorema 3.1. Sea ¢ una funcion entera y sean [y y po dos pesos definidos sobre
D. Suponga que py satisface una condicion de crecimiento. Si

lim ()
|z] =17 Lo (Z)

=0, (3.6)

entonces Sy @ BM' — BF? es un operador acotado si y solo si ¢ es una funcion

constante.
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Demostraciéon: Si ¢ es una funcién entera y no constante, entonces por el Lema
, existe una sucesiéon {w,} de nimeros complejos y una constante d; > 0 tal que
|w,| — oo cuando n — oo y |¢' (wy,)| > 1 para todo n € N. Luego, si el peso p;
estd lejos del cero (no tipico), existe una constante 6 > 0 y una sucesién {z,} de
puntos en el disco unitario abierto D tal que |z,| — 17 v |w,| > pi;(2,) > § para
todo n € D. Mientras que si el peso py; es tipico, por continuidad se puede escoger

la sucesion {z,} tal que |z,| = 1"y
pag (2n) [wn] = 1. (3.7)

1

5 < |za| < 1 para todo

Ademas, pasando a una subsucesién, se puede suponer que

n € N. En cualquiera de los casos, por (3.1]), para cada n € N la funcién

(R e 68

con z € D estd en B* y satisface f,, (2,) = I,,, (2,). En consecuencia, del Lema

la funcién
sn(2) = ] (2n) f(2) = pa(z0) £3(2), (3.9)

con z € D satisface:

Ly (4 Ly )
(2) [lsall,, < 32 1 9) < 8I2 (3L, +1).

2
|20 ] |20
En particular, {s,} es una sucesién acotada en B*! para cada n € N. Similarmente,

la funcion
gn(2) = 31 (za) f(2) — 2017 (z0) fro(2) (3.10)
con z € D satisface:

B 1
p17(2n)

(1) 9n(0) = 0, gn(2n) = Ly (20) Y gn(zn) =0,

6L /L
@ lanl, < 1t (2541) < 202, 210+ ),
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y {gn} es una sucesién acotada en B para cada n € N. Por lo tanto, la funcién

hn(2) = wopt1 1 (20){9n(2) + sn(2)}, (3.11)

satisface las siguientes propiedades:

(4) [[Pallsr < Fwnlpn ) Hlgnllin + lsnllud < 8lwalpap(2n) Ly (9L + 4),

ir n una sucesion n r n )
es decir, {h, } es una sucesién acotada en B*! para cada n € N

Si el peso iy esta lejos del cero, se tiene

10 ()l 2 suppa(2) o (D) 1)
2 (z) |6 (i (2} IR ()
()| (1) L1 ()

20|11 (2n)
5152 2 (Zn)
1 (2n)
cuando n — oo, donde se ha usado la hipétesis (3.6)).

Vv

Vv

— 00

En otro caso, si el peso py; es tipico, se tiene

L A O AC
pa (o) 19/ (e () B, 2

oyl (20)
()l (wn) |52
5. 12 (2n)

1
251 (Zn)
cuando n — oo, donde se ha usado la hipdtesis (3.6) y el hecho que el peso p; es

v

v

tipico. En ambos casos, se ha mostrado que el operador Sy no puede ser acotado de

BH1 en BF2.

Reciprocamente si ¢ es una funcién constante, entonces el operador S, aplica

acotadamente el espacio B*' en BH2. ]
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Comentario 3.1. Observe que, de manera analoga como en el Capitulo 2, la condicién
(3.6)) implica que B*? es un subespacio de B*'. Por esta razén, el Teorema es un

resultado esperado.

El siguiente caso muestra que si los espacios son iguales, un operador de

superposicion es posible solo a través de una funcién afin.

Teorema 3.2. Sea ¢ una funcion entera y sean p1 y 2 dos pesos definidos sobre .
Suponga que 1 satisface una condicion de crecimiento. Ademds, suponga que existe

L >0 tal que
lim ()
21— p2(2)

Entonces el operador S, : BM — B*? es acotado si y solo si ¢ es una funcion afin.

= L>0. (3.12)

Demostracion: Primero se afirma que la condicién implica que los espacios
By B2 son iguales y que las normas ||.||gu1 y ||-||ge2 son equivalentes.
En efecto, por definicién de limite existe un r € (0, 1) tal que

pi(z) < 5 Lia() (3.13)
para todo z € D satisfaciendo r < |z| < 1.
Por otra parte, si z € D, = {z € D : |z| < 7}, entonces usando el hecho que ps es
continua y estrictamente positiva sobre el compacto D,, se garantiza la existencia de
una constante positiva m = m(uz, ), que depende sélo de uy y 7, tal que us(z) > m
para todo z € D,.
Similarmente, existe una constante M = M (u1) > 0, que depende sélo de i, tal que

p1(2) < M para todo z € D,, por lo tanto, se tiene que

pi(z) < M— <

p2(z)

313

para todo z € D,. Esta tltima desigualdad junto con (3.13) muestran que existe

una constante C' > 0 tal que

pa(z) < Cua(z)
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para todo z € D. Esto tltimo implica que py(2)|f'(2)| < Cusz(2)|f'(2)] para todo
z € D, por lo tanto, ||f||gm < C||f||s2 para toda funcién f € B*? y en consecuencia,
Br2 C Bk

La otra desigualdad de la norma y la otra contencion entre los espacios se sigue del

hecho que

~—

1
i 22 L

le|=1- 1 (2)

En efecto, por definicién de limite existe un r € (0,1) tal que

h

2 n(2) (3.14)

pa(z) <
para todo z € D satisfaciendo r < |z] < 1.
Por otra parte, si z € D, = {z € D : |z| < r}, entonces usando el hecho que ps es
continua y estrictamente positiva sobre el compacto D, se garantiza la existencia de
una constante positiva m = m(us,r), que depende sélo de uy y 7, tal que us(z) > m
para todo z € D,.

Similarmente, existe una constante M = M (uy) > 0, que depende sélo de py, tal que

p11(2) < M para todo z € D,, por lo tanto se tiene que

p(z) < M

313

< —pa(2)

para todo z € D,. Esta tltima desigualdad junto con (3.14) muestran que existe

una constante C' > 0 tal que
p2(z) < Cpa(z)

para todo z € D. Esto tltimo implica que ua(2)|f(2)| < Cui(z)|f'(2)| para todo
z € D, por lo tanto, || f||gr= < C||f||s para toda funcién f € B*' y en consecuencia,
B BHz2,

Suponga que ¢ es una funcién entera y no afin, entonces por el Lema [1.1] existe una

sucesiéon {w,} de nimeros complejos y una constante 6; > 0 tal que |w,| — ooy

9" (wn)| > 61 [wy]
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para todo n € N. Luego, siguiendo un argumento similar como en la prueba del
Teorema si el peso p; estd lejos del cero, se puede encontrar una sucesion {z, }
de puntos en el disco unitario abierto D tal que |z,| — 17 y |w,| > pi1;(2,) > 0 para
todo n € D, mientras que si el peso 1, es tipico, se puede escoger la sucesién {z,}
tal que |z,| = 17y

g (za) ] = 1. (3.15)
Pasando a una subsucesién de ser necesario, se puede suponer que % < |zn] < 1 para
todo n € N. Considerando la sucesién {h,} definida en se tiene, {h,} es una

sucesion acotada en B*'. Ademads, si el peso puy; esta lejos del cero, se tiene

196 (hn)llge, = sup o) |6 (hn(2))] [P (2)]

> g (an) 6 (o () B, (o)

— o/ )
o 12 (Zn) w 50

= 00 pi1 (2n) onl =

cuando n — oo, donde se ha usado la relacién (3.12)) y el hecho que |w,| — oo

cuando n — oo. Mientras que si el peso pq; es tipico, se tiene

156 (hn)llgua 2 5UD p12(z) |6 (hn(2))] [P, (2)]

> i (o) 9 (i () (20

— (e ()| 2]
p2 (2n)

- 51#1 (2n) a| = 09

cuando m — oo, donde se ha usado la relaciéon y el hecho que |w,| — oo
cuando n — oo. Esto prueba que el operador S, : B** — B*2 no puede ser acotado
si la funcion ¢ no es afin.

Reciprocamente, si ¢ es una funcién afin, entonces Sy es un operador acotado de B!
en B2, |

El caso cuando
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es mas delicado.

Si el peso p; no es tipico, entonces de la desigualdad se tiene que B* C
H®>_ el espacio de las funciones holomorfas acotadas sobre ID. En este caso, si ¢
es una funcién entera, entonces el operador de superposicion Sy : B¥t — BF2 es

necesariamente acotado.

Teorema 3.3. Sea ¢ una funcion entera y sean py y e dos pesos definidos sobre .
Suponga que py satisface una condicion de crecimiento y que su peso integral pii; s

no tipico. Si
lim i (2)
=1~ p2(2)

entonces el operador de superposicion Sy : B — B2 es acotado.

= 00, (3.16)

Demostracién: Sean f € B* y M > 0 tales que ||f| 5, < M. De la desigualdad

(3.3)) se tiene HfHHﬁ‘iI < K, M. Esto implica que

1 1
2)) £ ——K, M<-K, M=K
‘f( )‘ = NII(Z> H1 = g5m u1,6,M
para todo z € D, donde se ha usado el hecho que el peso integral es no tipico en la
ultima desigualdad. Ademés, dado que ¢ y ¢’ son funciones enteras se tiene

[o(f(0)] < My= max |p(w)

[wl=Kpy ,6,M
0'(f(z))] = My= max [¢'(w)|

|w|:Ku1,§,M

para todo z € . Por lo tanto,

IS6(Pllss = 16(FO)] + sup pa(2&/ (FE)IF ()

< M + Mysup pa(2)|f'(2)]
zeD

< M1+Mzsugu1(2)!f’(2)\
zE

< M+ MM,

donde se ha usado el hecho que la condicién (3.16|) implica que B** C B*2. Esto

completa la prueba. |
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El caso cuando el peso p; es tipico es mas interesante debido a que analizando la
taza de crecimiento de la funcién peso us cuando |z| — 17, se pueden encontrar
condiciones sobre la funcién ¢, para caracterizar cuando el operador Sy : B* — BH2

es acotado.

Teorema 3.4. Sea ¢ una funcion entera, y sean py y po dos pesos definidos sobre
el disco D. Suponga que el peso py satisface una condicion de crecimiento y que su
peso integral py; es tipico. Suponga también que existe una constante L > 0 tal que

. p2(2) 1 _
Jm 25 () =10 47

donde ¢ : (0,00) — (0,00) es una funcion creciente y continua. El operador Sy :
B — B2 es acotado si y sdlo si para cada X € (0, 1), existen constantes positivas 0
y R tales que

|6 (w)] < dp(Aw]) (3.18)

siempre que |w| > R.

Demostracion: Suponga primero que la condicion (3.18)) es cierta, se mostrara que
el operador Sy : B — B2 es acotado. Considere M; > 0 y suponga que f € B*
satisface || f||zu, < Mi. Seleccionando A € (0,1) tal que AM; K, < 1, donde K, > 0
es la constante del Lema [3.2l Entonces existen constantes positivas 0 y R tales que
la desigualdad se mantiene siempre que |w| > R. Por lo tanto, dado que el
conjunto D = {w € C : |w| < R} es compacto y la funcién ¢’ es continua, se puede
suponer que

¢ (w)] <6

para todo w € Dpg. Se puede suponer también que |¢(w)| < § para todo |w| < M;.
De la hipdtesis y el hecho que p1; es un peso tipico, implica que ¢(t) — oo
cuando t — oo y

lim Ha(2)

=0.
l2|—=1- p1(2)
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. ) .
En particular, la funcion — es acotada sobre ID. En consecuencia, para cada z € D
K1

tal que |f(z)| < R se tiene

/ / NQ(Z) ,UQ
p2(2) 19" (FCNI ()] <00 fllgm () < oM, o
Por lo tanto
Sii= sup  pe(2) |9 (f(2))1f(2)] <My (3.19)
{zeD:|f(2)|<R} oo

Por otro lado, para cada z € D tal que |f(z)| > R se obtiene

1) 16 FEDNFE < dmal=)e D 1F(2)]
pa(2) K,
5115 e () ( HfHBm)

py(2)

SM, oz ( )
Ml Mu

donde se ha usado que la funcién ¢ es creciente y el hecho que A MK, < 1. Por lo

IN

IA

tanto dado que el limite en (3.17)) existe, se concluye que existe una constante C' > 0

tal que
Spi= sup  pa(2) ¢ (f(2)If'(2)] < MLC. (3.20)

{z€D:|f(2)|>R}

Finalmente, se tiene

156 (P)ll5,, < 1o (FO))]+ 51+ 52 <0+ 51+ 5,

dado que |f(0)| < M;. Esto muestra que el operador S, : B — B2 es acotado.
Reciprocamente, si ¢ es una funcién entera y se satisface la hipétesis , entonces
existe A\g € (0,1) y una sucesién de nimeros complejos {w,} tal que |w,| — oo
cuando n — oo y

|6 (wn)| = ng (Ao [wnl)

para todo n € N. Por lo tanto, dado que el peso py; es tipico se puede encontrar

una sucesién de puntos {z,} C D tal que |z,| - 1"y

1

pag (zn) = W
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para todo n € N. Pasando a una subsucesion, se puede suponer que % < |z < 1
para todo n € N.
Ahora, se considera la funcién h,, definida en (3.11]) por

hn(2) = wnpiag (zn) {gn(2) + sn(2)} -

Entonces {h,} es una sucesién acotada en B! tal que h,(0) =0, hy, (z,) = w, ¥

h/ (Z ) _ wn“l[(’zn)
nAT Zn,ul(zn)

Ademss,
150 (hadllgen > 122 () | (B (2 1 ()] = pin(z) |6 )] ki1 ()

|2n| 1 (20)
n e (ZN> 1 00
Ao H1 (Zn)(p (Nll (Zn)) -

cuando n — oo, donde se ha usado la hipétesis (3.17) y el hecho que |z,| — 1~

cuando n — oo. Se concluye entonces que el operador Sy no puede ser acotado de

BH en BH2, [ |

Comentario 3.2. En el trabajo de Boyd y Rueda [7] acerca del operador de su-
perposicion actuando entre espacios de Banach de funciones analiticas los autores
mostraron que si X y Y son espacios de funciones holomorfas sobre un conjunto U
y el funcional evaluacion d, , x € U, estd en Y, entonces si S, es acotado implica
que es continuo (de hecho holomorfo). Observe que las desigualdades y
dicen que el funcional evaluacion es continuo, esto ultimo junto con el acotamiento

del operador Sy implican la continuidad del mismo.

3.3 Problemas abiertos

En esta linea de investigacion queda pendiente abordar los siguientes problemas:

e Caracterizar la continuidad y compacidad del operador de superposicion ac-

tuando sobre los espacios Bloch logaritmicos y los espacios - Bloch.
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e Mejorar los resultados obtenidos en el Capitulo 3, para una funcién peso

cualquiera sin condicién de crecimiento.

e El operador de superposicién esta relacionado con el operador multiplicacién.
Maés precisamente, si X e Y son dos espacios métricos de funciones analiticas,
u una funcién analitica que tiene el mismo dominio que las funciones de X y
si w- f €Y para toda funciéon f € X, entonces v induce un operador lineal

M, : X — Y, llamado operador multiplicacion definido por

M,(f) =u-f.

Para funciones analiticas u : D — C y ¢ : C — C se puede definir el operador

no lineal S, : H(D) — H(D) por

Su,d)(f) = U(Qb © f)

llamado operador de superposicion con peso. Observe que S, » = M, 054, donde
M, es el operador multiplicacion. El problema en este caso seria extender los
resultados de los capitulos anteriores para el caso del operador de superposicién

con peso Sy 4.



CONCLUSIONES

En este trabajo de investigacion en el cual se estudia el Operador de Super-
posicién actuando sobre espacios de funciones analiticas se obtuvieron las siguientes

conclusiones:

e El peso integral definido en el Capitulo 2, introducido por Ramos-Fernandez
en [23] es una herramienta muy util, puesto que éste permite definir ciertas
funciones especiales las cuales son claves en el estudio del acotamiento del

operador S, cuando actia entre los espacios Bloch Logaritmicos.

e Las funciones enteras juegan un papel fundamental en este trabajo, ya que las
caracterizaciones obtenidas se expresan en términos de éstas, de su orden y de

su tipo.

e Se logré dar nuevas caracterizaciones para el acotamiento del operador S,
cuando actia entre los espacios Bloch Logaritmicos, éstos resultados gene-
ralizan los obtenidos por Xu en [28] para los espacios a-Bloch. También como

casos particulares se obtienen la mayoria de los resultados que aparecen en [12].

e El peso integral y las funciones especiales que aparecen en el Capitulo 3, per-
mitieron generalizar todos los resultados del Capitulo 2 para una funcién peso

1 general que satisface una condicion de crecimiento.
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