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RESUMEN

En este trabajo se caracterizan los operadores de superposición acotados cuando

actúan entre los espacios Bloch-logaŕıtmicos Bα
logβ

y entre los espacios µ-Bloch, donde

la función peso µ satisface una condición de crecimiento. Los resultados obtenidos

en esta investigación dieron lugar a los art́ıculos [19] y [20], los cuales extienden o

generalizan los que aparecen en [28], [22] y [12].
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INTRODUCCIÓN

El matemático Victor Nemytskij (1900- 1967) realizó grandes contribuciones

al estudio de la teoŕıa de operadores en espacios de Banach, en particular en espacios

de funciones medibles. Nemytskij definió una clase de operadores (por lo general no

lineales) dando inicio formal al estudio del usualmente llamado operador de super-

posición (algunas veces también llamado operador de composición, de sustitución u

operador de Nemytskij). En muchos problemas en diversas áreas de la matemática

y de otras ciencias exactas y aplicadas, aparecen las ecuaciones funcionales, diferen-

ciales e integrales y los operadores juegan un papel fundamental en la solución de

dichas ecuaciones.

El operador de superposición aparece de manera natural en problemas rela-

cionados con la existencia y/o expansión de soluciones de ecuaciones funcionales,

integrales o diferenciales; por ejemplo en teoŕıa de control las ecuaciones que mode-

lan dichos problemas pueden expresarse como

Tx = u

con T un operador no lineal actuando sobre un cierto espacio de Banach. En muchas

ocasiones este operador adopta la forma

T = I +K ◦N

donde I es el operador identidad, K algún operador lineal y N el operador de Ne-

mytskij generado por una aplicación f : [a, b]×X → X.

En un contexto más general, si Ω es un espacio de medida o un espacio métrico

y X, Y son dos espacios topológicos de Hausdorff, entonces para φ : Ω ×X → Y y

u : Ω→ X, se define una función Nφ(u) : Ω −→ Y , por Nφ(u)(x) := φ(x, u(x)).

La función Nφ es llamada operador de Nemytskij con śımbolo φ. En la mayoŕıa de

las aplicaciones y problemas se consideran X e Y espacios eucĺıdeos o espacios de

Banach.

Una de las propiedades más importantes de este operador es que si φ es una

función de Carathéodory, éste env́ıa una función medible u(x) en otra función medible
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Nφ(u)(x) = φ(x, u(x)), x ∈ Ω. Todav́ıa más, en 1951 Krasnosel’skij [17] logra dar

condiciones bajo las cuales el operador Nφ aplica un espacio de Lebesgue Lp en otro

espacio de Lebesgue Lq y caracteriza cuándo el operador es continuo y acotado. Estos

resultados despertaron gran interés en muchos matemáticos los cuales se dedicaron

a generalizar estos resultados y estudiar el operador de superposición actuando en

diferentes tipos de espacios de funciones.

Un enfoque más moderno del estudio del Operador de Nemytskij consiste en

considerar espacios métricos X e Y de funciones reales o complejas y una función

φ real o compleja cuyo dominio contenga el rango de todas las funciones en X.

Entonces se puede definir el operador Sφ : X −→ Y como Sφ(f) := φ ◦ f , llamado

operador de superposición Sφ, con śımbolo φ.

Problemas de este estilo han sido ampliamente estudiados en el contexto de

funciones de variable real, esto se puede evidenciar en el excelente texto de Appell

y Zabrejko [3] donde los autores hacen una recopilación de algunas propiedades del

operador de superposición actuando en diversos espacios como: El espacio S de

ideales, los espacios de Lebesgue, los espacios C y BV , los espacios de Hölder, los

espacios de Sobolev, entre otros.

El estudio del operador de superposición actuando en espacios de funciones

de variable compleja se ha venido desarrollando intensamente en las dos últimas

décadas. Los primeros estudios fueron realizados por Cámera y Giménez [11], donde

los autores lograron caracterizar las funciones enteras φ para que el operador de

superposición Sφ actúe de un espacio de Bergman en otro, además mostraron que

el operador actuando entre estos espacios es necesariamente continuo, acotado y

localmente Lipschitz. También lograron caracterizar las funciones enteras φ para las

cuales el operador de superposición actúe de un espacio de Bergman en un espacio

de Hardy y viceversa. Buckley, Fernández y Vukotić [9] dieron condiciones sobre

el śımbolo φ para que el operador de superposición actúe de un espacio de Besov

en otro, de un espacio tipo Dirichlet en otro y de un espacio de Besov en uno

tipo Dirichlet con peso. Seguidamente, Álvarez, Márquez y Vukotić [1], usando
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un método geométrico, estudiaron cuando el operador de superposición actúa de

un espacio de Bergman en el espacio de Bloch y viceversa en términos del orden y

el tipo de la función entera φ y como consecuencia inmediata también obtuvieron

resultados similares para este operador actuando entre el espacio de Bloch y el espacio

de Hardy con peso. Xiong [27] demuestra que si 0 ≤ p < 1 and 0 < α < 1,

entonces el operador de superposición Sφ aplica el espacio Qp en los espacios

α-Bloch si y sólo si el śımbolo φ es una constante. En ese mismo art́ıculo, Xiong

obtiene condiciones necesarias y suficientes sobre el śımbolo φ para que operador de

superposición actúe de manera acotada desde los espacios α-Bloch en los espacios Qp.

Xu [28], utilizando la técnica geométrica desarrollada por Vukotić y colaboradores,

caracteriza las funciones enteras φ que transforman por superposición un espacio

α-Bloch en otro del mismo tipo en términos de su orden y tipo o del grado de

polinomios. Demostrando además que el operador de superposición inducido por

tales funciones es acotado. Buckley y Vukotić [10] caracterizaron el operador de

superposición de un espacio de Besov y del pequeño espacio de Bloch en un espacio

de Bergman en términos del orden y el tipo. También determinaron cuando este

operador es continuo, acotado y discutieron la compacidad. Girela y Márquez [15]

estudiaron el operador de superposición cuando actúa entre un espacio de Hardy y

los espacios Qp. Más recientemente Bonet y Vukotić [8] caracterizan las funciones

enteras las cuales transforman por superposición un espacio de crecimiento H∞v en

otro y también estudian la continuidad, acotamiento y compacidad del operador.

En su trabajo los autores consideraron como un peso v en D una función continua

estrictamente positiva sobre D la cual es radial, es decir, v(z) = v(|z|), z ∈ D; v(r)

es estrictamente decreciente sobre [0, 1) y satisface limr→1 v(r) = 0. Seguidamente

Castillo, Ramos-Fernández y Salazar [12] logran caracterizar las funciones enteras

φ para que el operador Sφ actúe de un espacio α-Bloch en un espacio Bloch-Orlicz

y como consecuencia también logran caracterizar por una v́ıa distinta a la dada

por Xu [28] los operadores acotados entre espacios α-Bloch. Ramos-Fernández [22]

caracteriza las funciones enteras que transforman un espacio de Banach con peso de
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funciones anaĺıticas H∞µ1 en otro de la misma clase H∞µ2 , donde las funciones pesos µ1 y

µ2 consideradas son continuas, estrictamente positivas y acotadas sobre D, mejorando

los resultados obtenidos por Bonet y Vukotić [8], además logra caracterizar cuándo el

operador es acotado en términos del śımbolo φ y del ĺımite del cociente de los pesos

involucrados.

El estudio del operador de superposición en espacios de funciones anaĺıticas,

es un tema que se encuentra en pleno desarrollo. Por tal razón, se pretende con este

trabajo hacer un aporte en el área de operadores no lineales sobre espacios tipo Bloch

que generalize o extienda resultados conocidos sobre los operadores de superposición.

El presente trabajo está organizado de la siguiente manera: el Caṕıtulo 1

contiene las definiciones y resultados conocidos que son la base para los resulta-

dos obtenidos en los caṕıtulos posteriores. En la primera sección, se recuerdan

definiciones de Análisis Funcional referentes a espacios de Banach, operadores no

lineales. En la segunda sección, se recogen algunas definiciones y resultados refe-

rentes a funciones anaĺıticas, funciones enteras y convergencia uniforme sobre sub-

conjuntos compactos. La tercera sección se comienza definiendo las funciones pesos

las cuales permiten definir los espacios tipo Bloch sobre los que se ha realizado la

presente investigación, también se establece que los espacios µ-Bloch tienen estruc-

tura de espacio de Banach. La sección finaliza recordando los ejemplos de los casos

particulares más conocidos de dichos espacios. En la cuarta sección, se definen y

se dan ejemplos de los espacios de crecimiento los cuales están relacionados con los

espacios µ-Bloch. En la quinta sección se define el operador de superposición entre

espacios de funciones anaĺıticas y se mencionan algunas de sus prpiedades. Se finaliza

el caṕıtulo recordando los resultados existentes sobre el operador de superposición

actuando sobre los espacios α-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz.

La primera sección del Caṕıtulo 2, comienza definiendo el peso integral in-

troducido recientemente por Ramos-Fernández en [23], los cuales a su vez permiten

definir ciertas funciones especiales inspiradas por Ye [30] y Ramos-Fernández [23]
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vitales para la demostración de los resultados principales de esta investigación. En

la segunda sección, se dan los detalles de los resultados obtenidos por Malavé-Malavé

y Ramos-Fernández en el art́ıculo [19]. Más precisamente, se caracterizan los ope-

radores de superposición acotados actuando de un espacio Bloch logaŕıtmico Bα
logβ

en

otro del mismo tipo. Finalmente, en la tercera sección se muestran aplicaciones de los

resultados obtenidos en la sección anterior para casos particulares del Operador de

Superposición actuando entre espacios Bloch Logaŕıtmicos, también se obtienen re-

sultados ya conocidos para el Operador de Superposición actuando entre los espacios

α-Bloch y entre los espacios Bloch-Orlicz.

En el Caṕıtulo 3, se generalizan los resultados obtenidos en el caṕıtulo anterior

aplicando técnicas similares a las usadas por Malavé-Malavé y Ramos- Fernández en

[19]. En la primera sección de manera análoga como en el Caṕıtulo 2 se definen

un peso integral y funciones especiales. Se finaliza este caṕıtulo caracterizando los

operadores de superposición acotados cuando Sϕ aplica el espacio µ-Bloch en otro

del mismo tipo.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo se recuerdan algunas definiciones y resultados conocidos en

la literatura los cuales fueron base para el desarrollo del presente trabajo. En el

mismo también se definen y se dan algunas de las propiedades de los espacios sobre

los cuales se realizó esta investigación.

1.1 Resultados del Análisis Funcional

En esta sección, se resumen las definiciones y los resultados de un curso de

Análisis Funcional que se requieren para el desarrollo del trabajo. En un conjunto

arbitrario (no necesariamente con estructura algebraica) se puede definir el concepto

de métrica.

Definición 1.1. [26] Un espacio métrico es un par (X, d), donde X es un conjunto

arbitrario no vaćıo y d : X×X −→ R es una aplicación, llamada distancia o métrica,

tal que, para cualesquiera x, y, z ∈ X, se verifica:

(1) d(x, y) ≥ 0

(2) d(x, y) = 0⇐⇒ x = y

(3) d(x, y) = d(y, x)

(4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z)

Definición 1.2. [26] Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesión {xn}n∈N es de

Cauchy cuando ∀ε > 0, ∃N : d(xn, xm) < ε,∀n,m > N .

Definición 1.3. [26] (Fréchet, 1906). Un espacio métrico es completo si toda

sucesión de Cauchy es convergente.

Se denotará por X un espacio vectorial sobre un campo K, el cual será R o C.



7

Definición 1.4. [26] Un espacio normado es un par (X, ‖·‖) formado por un espacio

vectorial X y una aplicación ‖ · ‖ : X → R, llamada norma, con las siguientes

propiedades:

(1) ‖x‖ ≥ 0, para todo x ∈ X

(2) ‖x‖ = 0⇐⇒ x = 0

(3) ‖αx‖ = |α|.‖x‖, para todo x ∈ X y α ∈ K

(4) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖, para todo x, y ∈ X.

Si no se exige la condición (2), la aplicación ‖ · ‖ se llama seminorma.

Definición 1.5. [26] Sea X un espacio vectorial normado, en el que se define la

métrica d(x, y) = ‖x− y‖. Si (X, d) es completo, X se dice espacio de Banach.

Recuerde que un operador, transformación o aplicación entre espacios vecto-

riales X e Y sobre el mismo campo K, es una función T : X −→ Y .

Si X e Y son espacios topológicos se tiene la siguiente definición.

Definición 1.6. Un operador T : X −→ Y se dice continuo si la preimagen de

cualquier abierto (cerrado) de Y es abierta (cerrada) en X.

En el caso que X e Y sean espacios normados, entonces también son espacios

métricos con la metrica definida a través de la norma, lo cual permite dar una

definición de operador continuo en términos de sucesiones.

Definición 1.7. Un operador T : X −→ Y se dice continuo si para cada sucesión

{xn}n∈N en X que converge a un punto x ∈ X, la sucesión {Txn}n∈N converge a Tx

en Y .

También se puede definir un operador acotado de la siguiente manera:

Definición 1.8. Un operador T : X −→ Y se dice acotado si transforma subcon-

juntos acotados de X en subconjuntos acotados de Y .



8

Definición 1.9. Se dice que T : X −→ Y es un operador lineal si

T (αx+ βy) = αT (x) + βT (y)

para todo x, y ∈ X y todo α, β ∈ K.

En el caso que T sea lineal las definiciones de continuidad y acotamiento son

equivalentes.

Teorema 1.1. Sean X e Y dos espacios normados y T : X −→ Y un operador

lineal. Entonces T es continuo si y sólo si T es acotado.

Dado que el operador de superposición estudiado en este trabajo es no lineal,

es importante resaltar que sin linealidad el resultado anterior no es válido. Por

ejemplo la función real de variable real f(x) =
1

x
, con x ∈ (0,+∞) vista como

operador es continuo pero no acotado.

1.2 Espacio de funciones anaĺıticas

En esta sección, se resumen las definiciones y resultados de un curso de Análisis

Complejo que se requieren para el desarrollo del trabajo.

Sea C = {z = x + iy : x, y ∈ R} el conjunto de los número complejos, donde

i denota la unidad imaginaria (i2 = −1).

En lo sucesivo, salvo que se mencione lo contrario, f será una función de variable

compleja que toma valores complejos

f : C −→ C

z 7→ f(z)

Definición 1.10. Una función f se dice derivable en z0, si f esta definida en una

vecindad de z0 y el ĺımite

lim
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
:= f ′(z0)

existe.
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Definición 1.11. La función f se dice holomorfa en un conjunto abierto G de C si

es derivable en cada punto de G.

Definición 1.12. [14] Un espacio métrico (X, d) es conexo si los únicos abiertos y

cerrados son ∅ y X. Un subconjunto A de X es conexo si (A, d) es conexo.

Definición 1.13. [13] Un conjunto abierto y conexo se llama dominio.

Definición 1.14. Una función f se dice anaĺıtica en z0 ∈ C si existe ρ > 0 tal que

para todo z que cumple |z − z0| < ρ se tiene

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n,

donde los coeficientes an son números complejos.

En otras palabras f es anaĺıtica en z0 si su serie de Taylor converge a la función.

Definición 1.15. Se dice que f es anaĺıtica en un conjunto abierto G de C si es

anaĺıtica un todo punto de G.

Teorema 1.2. [13] (Teorema de Taylor) Sea f una función holomorfa en un disco

abierto |z − z0| < R0, centrado en z0 y de radio R0. Entonces, en todo punto z de

ese disco, f(z) admite representación en serie

f(z) =
∞∑
n=0

an(z − z0)n,

donde

an =
f (n)(z0)

n!
, (n = 0, 1, 2, ...).

Todav́ıa más, si K es un subconjunto compacto del disco abierto |z−z0| < R0,

entonces la convergencia es uniforme en el compacto.

También serán útiles los siguientes resultados para demostración de la completitud

de los espacios tipo Bloch.

Teorema 1.3. [14] (Principio del módulo máximo) Si f es anaĺıtica en una

región G y a es un punto en G con |f(a)| ≥ |f(z)| para toda z en G, entonces f es

una función constante.
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Teorema 1.4. [14] Si f ′(z) = 0 en cada punto de un dominio Ω, entonces f es

constante en Ω.

Definición 1.16. (Convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos)

Una sucesión de funciones {fn} definidas en un dominio Ω ⊂ D, se dice que converge

uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de Ω, si para cada subconjunto

compacto K ⊂ Ω y cada ε > 0, existe un n0 ∈ N (que depende de K y de ε) tal que

sup
z∈K
|fn(z)− f(z)| < ε

para todo n ≥ n0.

Teorema 1.5. [24] Si {fn}∞n=1 es una sucesión de funciones anaĺıticas que converge

uniformemente a una función f sobre cada subconjunto compacto de un dominio Ω,

entonces f es anaĺıtica en Ω.

Teorema 1.6. [24] Bajo las hipótesis del teorema anterior, la sucesión de derivadas

{f ′n}∞n=1 converge uniformemente a f ′ sobre cada subconjunto compacto de Ω.

Las funciones enteras juegan un papel protagónico en este trabajo, debido

a que muchas de las caracterizaciones obtenidas se expresan en términos de dichas

funciones.

Definición 1.17. [13] Una función entera f es una función que es anaĺıtica en todo

el plano complejo.

Tres resultados importantes y usados son los siguientes:

Teorema 1.7. [24] (Teorema de Liouville) Si f es entera y acotada entonces f

es constante.

Teorema 1.8. [5] Si f es entera y si, para algún entero k ≥ 0, existen constantes

positivas A y B tales que

|f(z)| ≤ A+B|z|k, |z| > R,

entonces f es un polinomio de grado a lo más k.
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El siguiente lema es clave en la demostración de varios resultados que aparecen

en los Caṕıtulos 2 y 3.

Lema 1.1. Si φ es una función entera y no constante, entonces para todo δ > 0

existe r > 0 tal que |φ′(w)| > δ siempre que r < |w| <∞.

Demostración: Si φ(w) = a0 + a1w + a2w
2 + ... + an0w

n0 , con n0 ≥ 1, entonces

φ′(w) = a1 + 2a2w+ ...+n0an0w
n0−1 y lim

w→∞
φ′(w) =∞, por lo tanto para todo δ > 0

existe r > 0 tal que |φ′(w)| > δ siempre que r < |w| <∞.
Si φ tiene la expansón en serie de potencias

φ(w) = a0 + a1w + a2w
2 + ...+ an0w

n0 + ...+ anw
n + ...

entonces

φ′(w) = a1 + 2a2w + ...+ n0an0w
n0−1 + (n0 + 1)an0+1w

n0 + ...+ nanw
n−1 + ...

Luego, si w 6= 0 se tiene que

lim
w→∞

φ′(w)

wn0
=∞,

por lo tanto para todo δ > 0 existe r > 0 tal que∣∣∣∣φ′(w)

wn0

∣∣∣∣ > δ siempre que r < |w| <∞,

lo cual implica que |φ′(w)| > δ|w|n0 siempre que r < |w| <∞.

Dado que w →∞, se puede considerar que |w| > 1 y se tiene que |φ′(w)| > δ|w|n0 >

δ|w| > δ siempre que r1 < |w| <∞, donde r1 = max{1, r}. �

Dado que muchas de las caracterizaciones obtenidas se dan en términos del

orden y del tipo de una función entera, se finaliza esta sección con la siguiente teoŕıa

la cual puede ser consultada en el texto [29].

Una función entera puede crecer de varias maneras a lo largo de diferentes

direcciones. Para una caracterización general del crecimiento, se introduce la función

Mf (r) = max
|z|=r
|f(z)|.

Se sigue del principio del Máximo que la función Mf es monótona creciente.

Surge entonces la pregunta ¿cuán rápido puede crecer la función Mf?
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Teorema 1.9. [29] Si para λ no negativo, la ecuación

lim
r→∞

inf
Mf (r)

rλ
= 0

se mantiene, entonces f(z) es un polinomio cuyo grado no excede λ.

Ahora se introduce la siguiente notación. Si una desigualdad h(r) < ϕ(r)

se mantiene para valores suficientemente grandes de r, se llamará una desigualdad

asintótica y se escribe h(r) <as ϕ(r). Si la misma desigualdad se mantiene para

alguna sucesión de valores rn →∞, entonces se escribirá h(r) <n ϕ(r).

Definición 1.18. [29] (Orden y Tipo) Una función entera f se dice de orden finito

si Mf (r) <
as exp(rk), para algún k > 0. El orden (o el orden de crecimiento) de

una función entera f es la mayor cota inferior de estos valores de k para el cual se

cumple la desigualdad asintótica.

Usualmente se denota el orden de una función entera f por ρ = ρf . Se sigue

de la definición de orden que

er
ρ−ε

<n Mf (r) <
as er

ρ+ε

.

Tomando logaritmo dos veces y dividiendo por log r se tiene que

ρ− ε <n log logMf (r)

log r
<as ρ+ ε,

de donde se tiene que

ρ = lim
r→∞

sup
log logMf (r)

log r
.

Definición 1.19. [29] Sea ρ el orden de una función entera f . Se dice que la función

f es de tipo finito si para algún A > 0 la desigualdad

Mf (r) <
as eAr

ρ

se cumple. La mayor de las cotas inferiores de estos valores de A para el cual la

desigualdad asintótica anterior se mantiene se llama el tipo σ = σf (con respecto al

orden ρ) de la función f .
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Se sigue de la definición de tipo que

e(σ−ε)r
ρ

<n Mf (r) <
as e(σ+ε)r

ρ

.

Tomando logaritmo y dividiendo por rρ se tiene

σ − ε <n logMf (r)

rρ
<as σ + ε,

y por lo tanto

σ = lim
r→∞

sup
logMf (r)

rρ
.

Proposición 1.1. [29] Si f es una función entera de orden ρ y tipo σ entonces f ′

también tiene orden ρ y tipo σ.

La siguiente definición se debe a Castillo, Ramos Fernández y Salazar (ver

[12]).

Definición 1.20. [12] Si φ es una función entera, entonces

ρ∞ = ρ∞(φ) = lim
r→∞

sup
log log logMφ(r)

log(r)

y, si ρ∞ <∞ entonces se define

τ∞ = τ∞(φ) = lim
r→∞

sup
log logMφ(r)

rρ∞
.

1.3 Los espacios µ-Bloch y ejemplos

Esta sección está dedicada a definir y establecer algunas propiedades de los

espacios tipo Bloch sobre los cuales se ha realizado la presente investigación. Con

este fin, en lo que sigue asumirá que G es un subconjunto abierto del plano complejo

C y que H(G) denota el espacio de las funciones anaĺıticas sobre G, dotado con la

métrica de la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de G.

Definición 1.21. Una función µ positiva, continua y acotada definida sobre G, se

denomina función peso simplemente peso.
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Dos tipos de peso considerados en este estudio son:

(a) Los pesos t́ıpicos µ, los cuales satisfacen la condición µ(z) → 0+ cuando z →
∂(G). Si G = D, es el disco unitario complejo, esta condición se escribe

lim
|z|→1−

µ(z) = 0.

(b) Los pesos radiales µ, los cuales cumplen la propiedad

µ(z) = µ(|z|),

para todo z ∈ G. Claramente, para que esta definición tenga sentido, se debe tener

que |z| ∈ G cuando z ∈ G.

Para un estudio más detallado sobre funciones peso se puede consultar [6].

Ejemplo 1.1. Es fácil ver que para z ∈ D, las funciones µ1(z) = (1 − |z|2)α, con

α > 0 y µ2(z) = (1 − |z|2) log
2

1− |z|2 son pesos t́ıpicos y radiales, pero la función

µ3(z) =
1

1− |z| no es un peso, pues no es acotada.

Comentario 1.1. Observe que si la función peso µ es t́ıpico y continua, entonces es

acotada.

En lo que sigue, a menos que se diga lo contrario, µ representará una función

peso.

Definición 1.22. Una función anaĺıtica f definida sobre D se dice que es una función

µ-Bloch, denotado por f ∈ Bµ, si satisface la relación

‖f‖µ := sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)| <∞.

Observe que si f, g ∈ Bµ y α ∈ C, entonces

‖αf + g‖µ = sup
z∈D

µ(z)|(αf + g)′(z)|

≤ |α| sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)|+ sup
z∈D

µ(z)|g′(z)|

= |α|‖f‖µ + ‖g‖µ <∞, (1.1)
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lo cual dice que Bµ es un subespacio del espacio de las funciones anaĺıticas sobre D,

H(D), denominado espacio µ-Bloch.

Además, se verifica que la relación ‖f‖Bµ := |f(0)|+ ‖f‖µ define una norma para el

espacio Bµ.

Comentario 1.2. Se puede ver que si µ no es un peso t́ıpico, entonces Bµ es un

subespacio de H∞, el espacio de todas las funciones holomorfas acotadas sobre D.

En efecto, sea f ∈ Bµ y δ > 0 tal que µ(z) > δ para todo z ∈ D, entonces se tiene

‖f‖µ = sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)| ≥ δ sup
z∈D
|f ′(z)| = δ||f ′||∞,

es decir, ||f ′||∞ ≤ 1
δ
‖f‖µ.

Luego,

|f(z)| ≤ |f(0)|+
∫ z

0

|f ′(s)||ds| ≤ |f(0)|+ 1

δ
‖f‖µ

para todo z ∈ D, por lo tanto ||f ||∞ <∞ y f ∈ Bµ ⊂ H∞.

A continuación se muestra que los espacios µ-Bloch son espacios de Banach

con la norma definida anteriormente. Debido a la importancia de este hecho y para

completitud del trabajo, se agregan los detalles que pueden ser consultados en [18].

Primeramente, se recuerda que para f ∈ H(D) y r ∈ (0, 1) fijo se define la dilatación

fr de f como la función definida por

fr(z) = f(rz)

con z ∈ D. Observe que para cada r ∈ (0, 1) fijo, la función fr es anaĺıtica en el disco

D(0, 1
r
) en particular fr ∈ H(D).

Estas funciones satisfacen las siguientes propiedades:

Lema 1.2. Sea µ un peso definido sobre D, entonces para f ∈ Bµ las dilataciones

fr de f satisfacen:

(1) fr converge a f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D cuando r →
1−.

(2) Para cada r ∈ (0, 1) se tiene que fr ∈ Bµ. Todav́ıa más, se satisface la desigualdad
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‖fr‖Bµ ≤ ‖f‖Bµ para todo r ∈ (0, 1).

(3) lim
r→1−

‖fr‖Bµ = ‖f‖Bµ.

Prueba: Para mostrar el item (1), dado que f y fr son anaĺıticas en D, se pueden

representar por medio de las series de potencias

f(z) = a0 + a1z + a2z
2 + a3z

3 + ... y f(rz) = a0 + a1rz + a2r
2z2 + a3r

3z3 + ...,

de donde se tiene

f(z)− f(rz) = a1(1− r)z + a2(1− r2)z2 + a3(1− r3)z3 + ...

= (1− r)(a1z + (1 + r)a2z
2 + (1 + r + r2)a3z

3 + ...)

Se observa que la función del último paréntesis es anaĺıtica y por tanto acotada sobre

subconjuntos compactos K de D. Por lo tanto existe MK > 0 tal que

sup
z∈K
|f(z)− f(rz)| ≤ (1− r)MK

para todo r ∈ (0, 1). Haciendo r → 1−, se concluye que fr → f uniformemente sobre

subconjuntos compactos de D.

Para mostrar el item (2), sea r ∈ (0, 1) fijo y r2 ∈ [0, 1) cualquiera. Por el principio

del módulo máximo (ver Teorema 1.3), se tiene que

max
|z|=rr2

|f ′(z)| ≤ max
|z|=r2

|f ′(z)|,

o equivalentemente reemplazando z por rz en el lado izquierdo de la desigualdad

anterior se tiene

max
|z|=r2

|f ′(rz)| ≤ max
|z|=r2

|f ′(z)|,

dado que µ(z) > 0 se tiene

max
|z|=r2

µ(z)|f ′(rz)| ≤ max
|z|=r2

µ(z)|f ′(z)|,

tomando supremo cuando r2 ∈ [0, 1), se tiene

sup
r2∈[0,1)

max
|z|=r2

µ(z)|f ′(rz)| ≤ sup
r2∈[0,1)

max
|z|=r2

µ(z)|f ′(z)|,
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esto es equivalente a

sup
z∈D

µ(z)|f ′(rz)| ≤ sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)|.

Luego,

‖fr‖Bµ = |fr(0)|+ sup
z∈D

µ(z)|f ′r(z)|

= |f(0)|+ r sup
z∈D

µ(z)|f ′(rz)|

≤ |f(0)|+ sup
z∈D

µ(z)|f ′(rz)|

≤ |f(0)|+ sup
z∈D

µ(z)|f ′(z)|

= ‖f‖Bµ .

(3) lim
r→1−

‖fr‖Bµ = ‖f‖Bµ .

En efecto, se satisfacen las siguientes desigualdades

| ‖fr‖Bµ − ‖f‖Bµ| ≤ ||fr − f ||Bµ = sup
z∈D

µ(z)|(fr − f)′(z)|+ |(fr − f)(0)|

≤ ||µ||∞ sup
z∈D
|rf ′(rz)− f ′(z)|

≤ ||µ||∞ sup
z∈D
|f ′(rz)− f ′(z)|.

Por lo tanto es suficiente ver que supz∈D |f ′(rz)− f ′(z)| → 0 cuando r → 1−.

Para ello, sea ε > 0, entonces existe z0 ∈ D tal que

sup
z∈D
|f ′(rz)− f ′(z)| < (1 + ε)|f ′(rz0)− f ′(z0)|.

Tomando ĺımite cuando r → 1−, dado que f ′ es continua en D(0, r), se puede

introducir el ĺımite en f ′ y se obtiene el resultado.

Ahora se puede probar la completitud del espacio.

Teorema 1.10. Bµ es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖Bµ.

Demostración: Sea ε > 0 y K un subconjunto compacto de D. Sin pérdida de

generalidad, se puede suponer que K es un disco cerrado con centro en el origen y
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radio r ∈ (0, 1). Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en (Bµ, ‖ · ‖Bµ), entonces

|fn(z)− fm(z)| ≤ |fn(0)− fm(0)|+
∫
[0,z]

|f ′n(s)− f ′m(s)||ds|

≤ |fn(0)− fm(0)|+ ‖fn − fm‖µ
∫
[0,z]

|ds|
µ(s)

(1.2)

para todo z ∈ K.

Como la función h(s) =
1

µ(s)
es continua sobre el compacto [0, z] ⊂ K, entonces

existeMK , que depende sólo del compactoK, tal que h(s) ≤MK , para todo s ∈ [0, z].

Luego, sustituyendo en (1.2), se obtiene

|fn(z)− fm(z)| ≤ |fn(0)− fm(0)|+MK‖fn − fm‖µ
≤ M̃K‖fn − fm‖Bµ ,

donde M̃K = max{1,MK}. Esto último implica que

sup
z∈K
|fn(z)− fm(z)| ≤ M̃K‖fn − fm‖Bµ ,

de donde se concluye que {fn}n∈N es uniforme de Cauchy sobre subconjuntos com-

pactos de D, luego por el Teorema 1.5, existe una función f ∈ H(D) tal que fn → f

uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, por lo tanto, supK |fn − f | → 0

cuando n→∞.

Para mostrar que f ∈ Bµ y que ‖fn − f‖Bµ → 0 cuando n → ∞, como {fn} es de

Cauchy en (Bµ, ‖·‖Bµ), dado ε > 0, se puede encontrar N ∈ N tal que ‖fn−fm‖Bµ < ε

cuando n,m ≥ N . Entonces para r < 1 considerando las dilataciones se tiene

‖(fn)r − fr‖Bµ ≤ ‖(fn)r − (fm)r‖Bµ + ‖(fm)r − fr‖Bµ

≤ ‖fn − fm‖Bµ + ‖(fm)r − fr‖Bµ

< ε+ ‖(fm)r − fr‖Bµ ,

donde en la segunda desigualdad se ha usado el item (2). Ahora, el segundo término

se aproxima a cero cuando m→∞.
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En efecto,

‖(fm)r − fr‖Bµ = sup
z∈D

µ(z)|f ′m(rz)− f ′(rz)|+ |fm(0)− f(0)|,

también se tiene por construcción, que |fm(0)− f(0)| → 0 si m→∞, y

sup
z∈D

µ(z)|f ′m(rz)− f ′(rz)| ≤ ||µ||∞ sup
z∈D
|f ′m(rz)− f ′(rz)|

= ||µ||∞ sup
w∈Dr

|f ′m(w)− f ′(w)|

≤ ||µ||∞ sup
w∈Dr

|f ′m(w)− f ′(w)|;

luego, como fm → f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, entonces

por el Teorema 1.6, se tiene que f ′m → f ′ uniformemente sobre subconjuntos

compactos de D, aśı ‖(fm)r − fr‖Bµ también se aproxima cero.

De esta manera ‖(fn)r − fr‖Bµ ≤ ε para n ≥ N y todo r < 1. Ahora si r → 1−,

entonces

lim
r→1−

‖(fn)r − fr‖Bµ ≤ ε para n ≥ N,

lo cual usando (3) implica que

‖fn − f‖Bµ ≤ ε, para n ≥ N.

Aśı, ‖fn − f‖Bµ → 0 cuando n → ∞. Además, considerando ε = 1, existe n0 ∈ N

tal que

‖fn − f‖Bµ < 1,

siempre que n ≥ n0, en particular

‖fn0 − f‖µ < 1,

entonces, h = fn0 − f ∈ Bµ. Finalmente, como Bµ es un espacio vectorial se tiene

que fn0 − f − fn0 ∈ Bµ, aśı −f ∈ Bµ y f ∈ Bµ. Esto finaliza la prueba. �

A continuación se recuerdan los ejemplos más conocidos de los espacios µ-

Bloch.



20

1. El espacio de Bloch B. Debe su nombre al gran matemático André Bloch y

se obtiene cuando µ(z) = 1−|z|2 en la definición del espacio µ-Bloch. El espacio

de Bloch aparece de manera natural en diferentes contextos, por ejemplo, una

función holomorfa f pertenece al espacio de Bloch si y sólo si existe una función

univalente g sobre D tal que f = log g′. Para un estudio detallado de este

espacio y de sus propiedades se pueden consultar [2], [31] y [32].

2. Los espacios α-Bloch. Son una generalización natural de los espacios de

Bloch y se obtienen cuando se considera el peso µ(z) = (1− |z|2)α, con α > 0

en la definición de los espacios µ-Bloch.

3. El espacio de Bloch con peso. Se obtiene cuando se considera el peso

µ(z) = (1 − |z|2) log
2

1− |z|2 . Estos espacios aparecen en Attele [4], donde se

demuestra que el operador de Hankel inducido por una función f en el espacio

de Bergman es acotado si y sólo si f ∈ Bµ.

4. Los espacios de Bloch-logaŕıtmicos. Estos espacios fueron introducidos

recientemente por Stević en [25]. Se obtienen considerando pesos de la forma

µ(z) = (1− |z|)α logβ
(

eβ/α

1− |z|

)
, t ∈ (0, 1) (1.3)

donde α > 0 y β ≥ 0 son parámetros fijos.

5. Los espacios de Bloch-Orlicz. Se definen de manera similar a como se

definen los espacios de Orlicz y fueron introducidos por Ramos-Fernández en

[21]. En su definición se emplean N -funciones, donde una N -función ψ es una

función ψ : [0,∞)→ [0,∞) convexa estrictamente creciente tal que ψ(0) = 0 y

lim
t→0+

ψ(t)

t
= lim

t→∞

t

ψ(t)
= 0. Los espacios de Bloch-Orlicz asociados a la función

ψ, denotado por Bψ, es la clase de todas funciones anaĺıticas sobre D tales que

sup
z∈D

(1− |z|2)ψ(λ|f ′(z)|) <∞

para algún λ > 0 que depende de f . Los espacios de Bloch-Orlicz Bψ son

generalizaciones de ciertos espacios tipo Bloch, en el sentido de que el espacio
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de Bloch-Orlicz es isométricamente isomorfo al espacio µψ-Bloch, donde

µψ(z) =
1

ψ−1
(

1
1−|z|2

) .
1.4 Los espacios de crecimiento

En esta sección se definen y se dan algunas propiedades de los espacios de

crecimiento, los cuales están estrechamente relacionados con los espacios µ-Bloch y

son de vital importancia en la prueba de los resultados de los siguientes caṕıtulos.

Definición 1.23. Una función anaĺıtica f definida sobre D se dice que pertenece a

la clase H∞µ , si satisface la relación

‖f‖µ := sup
z∈D

µ(z)|f(z)| <∞ (1.4)

para todo z ∈ D.

Puede notarse que H∞µ es un subespacio del espacio de las funciones anaĺıticas

sobre D, H(D). Este espacio se conoce como el Espacio de Crecimiento de Funciones

Anaĺıticas. Entre las propiedades de este espacio destaca que es un espacio de Banach

con la norma definida en (1.4).

Observe que de las definiciones de los espacios H∞µ y Bµ se tiene que

f ∈ Bµ ⇐⇒ f ′ ∈ H∞µ

además,

‖f‖µ = ‖f ′‖H∞µ .

Dos ejemplos de espacios de crecimiento importantes de mencionar son:

1. Los espacios de Korenblum. Fueron estudiados de manera exhaustiva por

el matemático B. Korenblum y se obtienen cuando el peso considerado es

µ(z) = (1− |z|2)α,

donde z ∈ D y α > 0. En este caso, el espacio de crecimiento se denota por

H∞α .
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2. Los espacios de crecimiento logaŕıtmico. Se obtienen cuando se consi-

deran pesos de la forma

µ1(z) =

(
log

2

1− |z|2
)−1

, con z ∈ D

o

µ2(z) =

(
log

e

1− |z|2
)−1

, con z ∈ D.

Para ambos pesos el espacio obtenido es el mismo con normas equivalentes, el cual

se denota por H∞log.

1.5 Operador de Superposición

En esta sección se define el operador de superpoción sobre espacios de fun-

ciones anaĺıticas y se dan algunas propiedades.

Definición 1.24. Sean X y Y dos espacios métricos de funciones anaĺıticas definidas

sobre el disco unitario y φ una función complejo-valuada en el plano. El operador de

superposición Sφ sobre X está definido por

Sφ(f) := φ ◦ f, f ∈ X.

Si Sφ(f) ∈ Y para toda f ∈ X, se dice que φ actúa por superposición de X sobre Y .

Un primer problema que se plantea sobre este operador, consiste en describir geomé-

tricamente la clase de funciones

PS(φ) = {φ ◦ f : f ∈ X} . (1.5)

Un segundo problema, consiste en encontrar qué propiedades debe satisfacer el

śımbolo φ para que Sφ(X) ⊂ Y .

El otro problema de gran interés, es averiguar qué propiedades debe disfrutar el

śımbolo φ para que el operador de superposición satisfaga propiedades de: con-

tinuidad, acotamiento, compacidad, rango cerrado; y rećıprocamente si el operador

satisface ciertas propiedades qué condiciones satisface el śımbolo φ.
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Observe que la composición φ◦ f estará definida si el dominio de φ contiene el rango

de todas la funciones f en X y para que sea anaĺıtica es necesario que φ esté definida

en todo el plano complejo y sea anaĺıtica, es decir, φ debe ser entera. Entre las

propiedades de este operador destaca que en general es un operador no lineal, pues

en general Sφ(αf + βg) 6= αSφ(f) + βSφ(g) para todo f, g ∈ X y todo α, β ∈ C.

Dado que X y Y son espacios vectoriales se puede ver que el operador Sφ es lineal

si y sólo si φ(z) = cz para alguna constante compleja c y todo z.

1.6 Resultados sobre los espacios α-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz

Se finaliza este caṕıtulo haciendo una recopilación de los resultados existentes

obtenidos por Xu en [28] y por Castillo, Ramos-Fernández y Salazar en [12].

Más precisamente, Xu en [28] consideró el operador de superposición actuando entre

los espacios α-Bloch y sus aportes fueron los siguientes teoremas:

Teorema 1.11. [28] Sea 0 < β < α y φ una función entera. Entonces el operador

de superposición Sφ aplica Bα en Bβ si y sólo si φ es una función constante.

Teorema 1.12. [28] Sea 0 < α < 1 y α ≤ β. Entonces para cualquier función entera

φ, Sφ es un operador acotado de Bα en Bβ.

Teorema 1.13. [28] Sea 1 < α ≤ β y sea φ una función entera. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:

(1) Sφ aplica Bα en Bβ

(2) Sφ es un operador acotado de Bα en Bβ

(3) φ es un polinomio de grado a lo más (β − 1)/(α− 1).

Teorema 1.14. [28] Sea β > 1 y φ una función entera. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(1) Sφ aplica B en Bβ
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(2) Sφ es un operador acotado de B en Bβ

(3) φ es una función entera de orden menor que uno, o de orden uno y tipo cero.

Por otra parte, Castillo, Ramos-Fernández y Salazar en [12] consideraron el

operador de superposición entre los espacios de Bloch-Orlicz y α-Bloch, logrando

mejorar y obtener por una v́ıa distinta los resultados obtenidos por Xu en [28].

Algunos de sus aportes fueron los siguientes:

Teorema 1.15. [12] Sea α ≥ 1 y sea φ una función entera. El operador Sφ aplica

Bα en Bψ si y sólo si φ es una función constante.

En el caso de la N -función ψ(t) = t log(1 + t), con t > 0, los autores mostraron que

el espacio de Bloch-Orlicz asociado a ψ es isometricamente isomorfo al espacio Bv,
donde

v(z) = (1− |z|) log

(
e

1− |z|

)
,

con z ∈ D (ver [12]). En este caso obtuvieron los siguientes teoremas:

Teorema 1.16. [12] Sea α ∈ (0, 1). Entonces para cualquier función entera φ, Sφ

es un operador acotado de Bα en Bv.

Teorema 1.17. [12] Sea α ∈ (0, 1) y sea φ una función entera. Entonces Sφ es un

operador acotado de Bv en Bα si y sólo si φ es constante.

Teorema 1.18. [12] Sea φ una función entera. Entonces Sφ es un operador acotado

de Bv en B si y sólo si φ es una función de orden menor que uno, o de orden uno y

tipo cero.

Teorema 1.19. [12] Sea φ una función entera y α > 1 fijo. Entonces Sφ es un

operador acotado de Bv en Bα si y sólo si ρ∞ < 1, o ρ∞ = 1 y τ∞ = 0.

Teorema 1.20. [12] Sea φ una función entera. Sφ : Bv −→ Bv es un operador

acotado si y sólo si φ es una función lineal.



CAPÍTULO 2

OPERADOR DE SUPERPOSICIÓN ENTRE LOS ESPACIOS

BLOCH LOGARÍTMICOS

En este caṕıtulo se caracterizan todas las funciones enteras φ para las cuales

el operador de superposición Sφ es acotado cuando actúa de un espacio tipo Bloch

logaŕıtmico Bα
logβ

en otro del mismo tipo. También como consecuencia de este estudio

se obtienen diversos resultados sobre el acotamiento del operador de superposición

cuando actúa entre los espacios α-Bloch y los espacios de Bloch-Orlicz. Los resultados

presentados en este caṕıtulo se deben a Malavé-Malavé y Ramos-Fernández y han

sido publicados en la revista Rendiconti del Circolo Matemático di Palermo Series 2

(ver [19]).

2.1 El peso integral y funciones especiales para Bα
logβ

En esta sección se define un peso el cual permite definir y establecer propiedades

de ciertas funciones especiales las cuales son fundamentales en la prueba de los re-

sultados obtenidos en esta investigación.

Para α, a > 0 β, b ≥ 0 se considera el peso

µα,β(z) =
(
1− |z|2

)α
logβ

(
e
β
α

1− |z|2

)
, (z ∈ D). (2.1)

Observe que este peso está relacionado con el peso definido por Stević en [25]. De

hecho, se obtiene el mismo espacio con normas equivalentes.

También, se observa que el peso µα,β es radial y que µα,β(z) = H (|z|2), donde H es

la función holomorfa sobre D definida por

H(z) = (1− z)α logβ

(
e
β
α

1− z

)
y se considera el valor principal del logaritmo.

Los siguientes resultados son de Ramos-Fernández (ver [23]) y son base para el de-

sarrollo de esta investigación:
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Lema 2.1. [23] Existe una constante Lα > 0 que depende solo de α, tal que

µα,β(z) ≤ Lα|H(āz)| (2.2)

para todo a, z ∈ D.

Demostración: Para α > 0 y β ≥ 0 fijos, la función

h(t) = tα logβ
(
eβ/α

t

)
, t ∈ (0, 1]

satisface h(0+) = 0, h(1) = (β
α

)β y es estrictamente creciente. En efecto,

h′(t) = αtα−1 logβ
(
eβ/α

t

)
+ βtα logβ−1

(
eβ/α

t

)
t

eβ/α

(
−e

β/α

t2

)
= αtα−1 logβ

(
eβ/α

t

)
− αtα−1 logβ−1

(
eβ/α

t

)
= tα−1 logβ−1

(
eβ/α

t

){
α log

(
eβ/α

t

)
− β

}
≥ 0,

para todo t ∈ (0, 1].

Por otro lado, también se satisface la desigualdad |1 − āz| ≥ 1
2
(1 − |z|2) para todo

a, z ∈ D. En efecto,

|1− āz|2 = (1− āz)(1− āz) = (1− āz)(1− az̄)

= 1− az̄ − āz + |a|2|z|2

= 1− (az̄ + az̄) + |a|2|z|2

= 1− 2Re(az̄) + |a|2|z|2

≥ 1− 2|a||z|+ |a|2|z|2

= (1− |a||z|)2

≥ (1− |z|)2,

donde se han usado los hechos que Re(z) ≤ |z| y |a| < 1. Ahora se afirma que

1 − |z| ≥ 1
2
(1 − |z|2) para todo z ∈ D. En efecto, definiendo f(t) = 1 − t y
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g(t) = 1
2
(1− t2) con t ∈ [0, 1), se tiene que

f(t)− g(t) = 1− t− 1

2
(1− t2)

=
1

2
− t+

1

2
t2

=
1

2
(t− 1)2 ≥ 0.

Por lo tanto se tiene |1− āz|2 ≥ (1− |z|)2 ≥
(
1
2
(1− |z|2)

)2
, de donde se concluye la

desigualdad. Luego, usando el hecho que h es creciente y la desigualdad anterior se

tiene

h(|1− āz|) ≥ h

(
1

2
(1− |z|2)

)
=

(
1

2
(1− |z|2)

)α
logβ

(
eβ/α

1
2
(1− |z|2)

)
=

(
1

2

)α
(1− |z|2)α logβ

(
2

eβ/α

1− |z|2
)

≥
(

1

2

)α
(1− |z|2)α logβ

(
eβ/α

1− |z|2
)

=

(
1

2

)α
µα,β(z).

Por lo tanto,

µα,β(z) ≤ 2αh(|1− āz|)

= 2α|1− āz|α logβ
(

eβ/α

|1− āz|

)
= 2α|1− āz|α

∣∣∣∣logβ
(

eβ/α

1− āz

)∣∣∣∣
= Lα|H(āz)|,

donde Lα = 2α y se ha usado el hecho que | log(w)| ≥ log |w|.

Como consecuencia inmediata del Lema anterior, se tiene que para cada a ∈
D \ {0} la función

fa(z) =
1

a

∫ z

0

ds

H (as)
=
z

a

∫ 1

0

dt

H (taz)
(2.3)
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con z ∈ D, está en Bα
logβ

. En efecto, por el Lema 2.1, se tiene

‖fa‖α,β = sup
z∈D

µα,β(z)|f ′a(z)|

= sup
z∈D

µα,β(z)
1

|a|
1

|H(āz)|

≤ sup
z∈D

Lα
|a| =

Lα
|a| < +∞.

También, dado que µα,β es estrictamente positiva, acotada y continua, se tiene que

la relación

Iα,β(a) =

∫ 1

0

dt

µα,β(
√
ta)

=

∫ 1

0

dt

H(t|a|2) = fa(a),

con a ∈ D, es una función estrictamente positiva, continua y

|Iα,β(a)| =

∣∣∣∣∫ 1

0

dt

µα,β(
√
ta)

∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∫ 1

0

dt

||µα,β||∞

∣∣∣∣ , pues µα,β(
√
ta) ≤ ||µα,β||∞

=
1

||µα,β||∞
,

en consecuencia
1

|Iα,β(a)| ≤ ||µα,β||∞,

para todo a ∈ D, lo cual dice que la función µIα,β(a) es acotada.

Por lo tanto, definiendo f0(0) := µα,β(0) la expresión

µIα,β(z) :=
1

Iα,β(z)
=

(∫ 1

0

dt

µα,β(
√
tz)

)−1
,

con z ∈ D define un peso sobre D, el cual es llamado el peso integral asociado a µα,β.

�

Comentario. El peso integral fue recientemente introducido por Ramos-Fernández

en [23], cuando estudiaba la continuidad y estimaba la norma esencial del operador

de composición con peso cuando éste actúa de un espacio Bloch Logaŕıtmico en un

espacio tipo Bloch.
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Lema 2.2. [23] Bα
logβ

está continuamente contenido en H∞µIα,β
. Más aún, existe una

constante Kα,β > 0 tal que

‖f‖H∞µIα,β
≤ Kα,β‖f‖Bα

logβ
(2.4)

para todo Bα
logβ

.

Demostración: Para f ∈ Bα
logβ

y z ∈ D, se tiene

|f(z)| ≤ |f(0)|+
∫ 1

0

|f ′ (tz)| dt ≤ |f(0)|+ ‖f‖µ
∫ 1

0

dt

µα,β(tz)

≤
(

1 +

∫ 1

0

dt

µα,β(tz)

)
‖f‖Bα

logβ
.

Luego, por el Lema 2.1, se tiene∫ 1

0

dt

µα,β (tz)
≤ LαIα,β(z)

para todo z ∈ D y dado que 1 ≤ ‖µα,β‖∞ Iα,β(z), se concluye que

|f(z)| ≤
(
‖µα,β‖∞ + Lα

)
Iα,β(z) ‖f‖Bα

logβ
=

Kα,β

µIα,β(z)
‖f‖Bα

logβ

para todo z ∈ D. Por lo tanto

µIα,β(z)|f(z)| ≤ Kα,β ‖f‖Bα
logβ

para todo z ∈ D. Esto prueba el Lema. �

Lema 2.3. [23] Sean α > 0 y β ≥ 0 dos parámetros fijos:

(1) Para (α = 1 y β ∈ [0, 1]) o (α > 1 y β ≥ 0) el peso µIα,β es t́ıpico, esto es

lim
|z|→1−

µIα,β(z) = 0.

(2) Para (α ∈ (0, 1) y β ≥ 0) o (α = 1 y β > 1) el peso µIα,β está lejos del cero, esto

es, existe una constante δ > 0 tal que µIα,β(z) ≥ δ para todo z ∈ D.

Observe que en este caso, Bα
logβ
⊂ H∞ el espacio de todas las funciones holo-

morfas acotadas sobre D.
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Demostración: Suponga que los parámetros α > 0 y β ≥ 0 son fijos. Entonces se

tiene

Iα,β(z) =

∫ 1

0

dt

µα,β(
√
tz)

=

∫ 1

0

dt

(1− t|z|2)α logβ
(

eβ/α

1−t|z|2

)
=

∫ 1

0

dt

(1− t|z|2) logβ
(

eβ/α

1−t|z|2

)
(1− t|z|2)α−1

.

Haciendo el cambio de variables

w = log

(
eβ/α

1− t|z|2
)

=
β

α
− log(1− t|z|2),

se tiene que si t = 0, entonces w = β
α

, si t = 1, entonces w = log
(

eβ/α

1−|z|2

)
, también

1− t|z|2 = exp(β
α
− w) y dw =

|z|2
1− t|z|2 .

Por lo tanto,

Iα,β(z) =
1

|z|2
∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

t−β e(β/α−t)(1−α)dt

=
e
β
α
(1−α)

|z|2
∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

t−β e(α−1)tdt,

para todo z ∈ D\{0}.
Aśı, el peso integral está dado por

µIα,β(z) = |z|2
∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

t−β e(β/α−t)(1−α)dt

−1 .
Si α = 1, entonces

I1,β(z) =
1

|z|2
∫ log

(
eβ

1−|z|2

)
β

t−β dt.

Ahora se consideran los casos:

Si β 6= 1, entonces
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I1,β(z) =
1

|z|2
t1−β

1− β

∣∣∣∣∣∣
β−log(1−|z|2)

β

=
1

1− β
1

|z|2
(

(β − log (1− |z|2))1−β − β1−β
)

Si β = 1, entonces

I1,β(z) =
1

|z|2 log(t)

∣∣∣∣∣∣
1−log(1−|z|2)

1

=
1

|z|2 log(1− log(1− |z|2)).

Por lo tanto, para α = 1 se tiene

µI1,β(z) = |z|2
 (1− β)

(
(β − log (1− |z|2))1−β − β1−β

)−1
, β 6= 1,

log−1 (1− log (1− |z|2)) , β = 1.

Tomando ĺımite se tiene

lim
|z|→1−

µI1,β(z) =

 0, si β ≤ 1,

(β − 1)ββ−1, si β > 1.

Si α > 1, entonces se tiene

Iα,β(z) ≥ e
β
α
(1−α)

|z|2 log−β
(

eβ/α

1− |z|2
)∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

e(α−1)tdt

=
e
β
α
(1−α)

(α− 1)|z|2 log−β
(

eβ/α

1− |z|2
)((

eβ/α

1− |z|2
)α−1

− e(α−1) βα
)
,

donde se ha usado el hecho que la función f(t) = t−β es decreciente en (0,+∞).

Luego, usando también el hecho que

lim
t→∞

tα−1

logβ(t)
=∞,

se concluye que µIα,β(z)→ 0 cuando |z| → 1− siempre que α > 1.

Si α ∈ (0, 1), entonces se tiene

Iα,β(z) ≤ e
β
α
(1−α)

|z|2
(
β

α

)−β ∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

e(α−1)tdt

=
e
β
α
(1−α)

(1− α)|z|2
(
β

α

)−β
,

donde se ha usado nuevamente el hecho que la función f(t) = t−β es decreciente en

(0,+∞). Luego, dado que α ∈ (0, 1) usando el hecho que

lim
t→∞

tα−1 = 0,
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se obtiene que

lim
|z|→1−

µIα,β(z) ≥ 1

1− α

(
β

α

)−β
.

El siguiente lema muestra la relación entre los espacios Bα
logβ

y Ba
logb

.

Lema 2.4. Para α, a > 0 β, b ≥ 0, los pesos µα,β y µa,b satisfacen la siguiente

relación:

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
=


0, si (α > a) o (α = a y β < b)

1, si α = a y β = b

∞, si (a > α) o (a = α y β > b).

(2.5)

Adicionalmente, se tiene que:

(1) Si (α > a) o (α = a y β < b), entonces Ba
logb
⊂ Bα

logβ
.

(2) Si (a > α) o (a = α y β ≥ b), entonces Bα
logβ
⊂ Ba

logb
.

Demostración: Primeramente se tiene que

lim
|z|→1−

log
(

eβ/α

1−|z|2

)
log
(

eb/a

1−|z|2

) = lim
|z|→1−

β
α
− log(1− |z|2)

b
a
− log(1− |z|2)

= lim
t→0+

β
α
− log(t)

b
a
− log(t)

= lim
t→0+

−1
t

−1
t

= 1,

donde se ha aplicado la regla de L’Hôpital.

De lo anterior se tiene

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim

|z|→1−

(1− |z|2)α logβ
(

eβ/α

1−|z|2

)
(1− |z|2)a logb

(
eb/a

1−|z|2

)
= lim

|z|→1−
(1− |z|2)α−a

logβ
(

eβ/α

1−|z|2

)
logb

(
eβ/α

1−|z|2

)
= lim

|z|→1−
(1− |z|2)α−a logβ−b

(
eβ/α

1− |z|2
)
.
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Ahora se analizan los diferentes casos para el ĺımite anterior.

Caso α = a:

Si α = a y β = b, entonces

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim
|z|→1−

1 = 1.

Si α = a y β < b, entonces

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim
|z|→1−

1

logb−β
(

eβ/α

1−|z|2

) = 0.

Si α = a y si β > b, entonces

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim
|z|→1−

logβ−b
(

eβ/α

1− |z|2
)

=∞.

Caso α > a:

Si α > a y β = b, entonces

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim
|z|→1−

(1− |z|2)α−a = 0.

Si α > a y β > b, entonces el resultado se concluye del hecho que

lim
t→0

tα−a logβ−b
(

1

t

)
= 0.

Si α > a y β < b, entonces el resultado se concluye del hecho que

lim
t→0

tα−a
1

logb−β
(
1
t

) = 0.

Caso α < a:

Si α < a y β = b, entonces

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= lim
|z|→1−

1

(1− |z|2)a−α =∞.

Si α < a y β > b, entonces el resultado se concluye del hecho que

lim
t→0

1

ta−α
logβ−b

(
1

t

)
=∞.
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Si α < a y β < b, entonces el resultado se concluye del hecho que

lim
t→0

1

ta−α
1

logb−β
(
1
t

) =∞.

La prueba del item (1) se concluye del hecho que

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= 0.

En efecto, por definición de ĺımite existe r ∈ (0, 1) tal que

µα,β(z) ≤ Lµa,b(z) (2.6)

para todo z ∈ D satisfaciendo r < |z| < 1.

Por otra parte, si z ∈ Dr = {z ∈ D : |z| ≤ r}, entonces usando el hecho que µa,b

es continua y estrictamente positiva sobre el compacto Dr se garantiza la existencia

de una constante positiva m = m(µa,b, r), que depende sólo de µa,b y r, tal que

µa,b(z) ≥ m para todo z ∈ Dr.

Similarmente, existe una constante M = M(µα,β) > 0, que depende sólo de µα,β, tal

que µα,β(z) ≤M para todo z ∈ Dr, por lo tanto se tiene que

µα,β(z) ≤M
m

m
≤ M

m
µa,b(z)

para todo z ∈ Dr. Esta última desigualdad junto con (2.6) muestran que existe una

constante C > 0 tal que

µα,β(z) ≤ Cµa,b(z)

para todo z ∈ D. Esto último implica que µα,β(z)|f ′(z)| ≤ Cµa,b(z)|f ′(z)| para todo

z ∈ D, por lo tanto ||f ||α,β ≤ C||f ||a,b para toda función f ∈ Ba
logb

y en consecuencia

Ba
logb
⊂ Bα

logβ
.

Para la prueba del item (2) se tiene que si α = a y β = b, entonces Ba
logb

= Bα
logβ

. Por

otra parte si (a > α) o (a = α y β > b), entonces lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
=∞ y dado que

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
=∞ si y sólo si lim

|z|→1−

µa,b(z)

µα,β(z)
= 0,
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por el item (1) se concluye que Bα
logβ
⊂ Ba

logb
.

Se culmina esta sección definiendo las siguientes funciones inspiradas en los trabajos

de Ye [30] y Ramos-Fernández [23], las cuales son fundamentales en la prueba de los

resultados de la siguiente sección.

Para cada, a ∈ D \ {0} fijo, se definen las siguientes funciones:

sa(z) = µ2
Iα,β

(a)f 3
a (z)− µIα,β(a)f 2

a (z) (2.7)

ga(z) = 3µIα,β(a)f 2
a (z)− 2µ2

Iα,β
(a)f 3

a (z) (2.8)

con z ∈ D, donde fa es la función definida en (2.3). Entonces se satisfacen las

siguientes propiedades:

Lema 2.5. [23] Para cada a ∈ D \ {0}, sa, ga ∈ Bαlogβ ,

(1) sa(0) = sa(a) = 0 y s′a(a) =
1

aµα,β(a)
,

(2) ga(0) = 0, ga(a) =
1

µIα,β(a)
y g′a(a) = 0.

Demostración: En efecto,

sa(0) = µ2
Iα,β

(a)f 3
a (0)− µIα,β(a)f 2

a (0)

= µ2
Iα,β

(a).0− µIα,β(a).0 = 0,

sa(a) = µ2
Iα,β

(a)f 3
a (a)− µIα,β(a)f 2

a (a)

= µ2
Iα,β

(a)I3α,β(a)− µIα,β(a)I2α,β(a)

= Iα,β(a)− Iα,β(a) = 0,

s′a(z) = µ2
Iα,β

(a)3f 2
a (z)f ′a(z)− µIα,β(a)2fa(z)f ′a(z)

= f ′a(z)(3µ2
Iα,β

(a)f 2
a (z)− 2µIα,β(a)fa(z))

=
1

aH(az)
(3µ2

Iα,β
(a)f 2

a (z)− 2µIα,β(a)fa(z)),
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de donde se tiene que

s′a(a) =
1

aH(|a|2)(3µ2
Iα,β

(a)f 2
a (a)− 2µIα,β(a)fa(a))

=
1

aµα,β(a)
.

Por otra parte,

ga(0) = 3µIα,β(a)f 2
a (0)− 2µ2

Iα,β
(a)f 3

a (0)

= µ2
Iα,β

(a).0− µIα,β(a).0 = 0,

ga(a) = 3µIα,β(a)f 2
a (a)− 2µ2

Iα,β
(a)f 3

a (a)

= 3Iα,β(a)− 2Iα,β(a)

= Iα,β(a) =
1

µIα,β(a)
,

g′a(z) = 3µIα,β(a)2fa(z)f ′a(z)− 2µ2
Iα,β

(a)3f 2
a (z)f ′a(z)

= 6f ′a(z)(µIα,β(a)fa(z)− µ2
Iα,β

(a)f 2
a (z))

=
6

aH(az)
(µIα,β(a)fa(z)− µ2

Iα,β
(a)f 2

a (z)),

de donde se tiene que

g′a(a) =
6

aH(|a|2)(µIα,β(a)fa(a)− µ2
Iα,β

(a)f 2
a (a))

= 0.

También por el Lema 2.1, se tiene

|fa(z)| ≤ 1

|a|

∫ 1

0

dt

|H(tāz)| ≤
Lα
|a| Iα,β(a) =

Lα
|a|µIα,β(a)

para todo z ∈ D. De esta desigualdad y el Lema 2.1, se tiene

µα,β(z)|s′a(z)| ≤ Lα|H(āz)| 1

|a||H(āz)|(3µ
2
Iα,β

(a)|f 2
a (z)|+ 2µIα,β(a)|fa(z)|)

≤ Lα
|a|

(
3µ2

Iα,β
(a)

L2
α

|a|2µ2
Iα,β

(a)
+ 2µIα,β(a)

Lα
|a|µIα,β(a)

)

=
L2
α

|a|2
(

3
Lα
|a| + 2

)
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para todo z ∈ D y sa ∈ Bαlogβ para cada a ∈ D \ {0}. Similarmente,

µα,β(z)|g′a(z)| ≤ Lα|H(āz)| 6

|a||H(āz)|(µIα,β(a)|fa(z)|+ µ2
Iα,β

(a)|f 2
a (z)|)

≤ 6Lα
|a|

(
µIα,β(a)

Lα
|a|µIα,β(a)

+ µ2
Iα,β

(a)
L2
α

|a|2µ2
Iα,β

(a)

)

=
6L2

α

|a|2
(
Lα
|a| + 1

)
para todo z ∈ D y ga ∈ Bαlogβ para cada a ∈ D \ {0}. �

2.2 Operador de superposición entre los espacios Bloch logaŕıtmicos

En esta sección, se establecen los principales resultados de esta investigación

los cuales aparecen en [19]. Más precisamente se caracterizan las funciones enteras

φ para las cuales el operador de superposición Sφ : Bα
logβ
−→ Ba

logb
es acotado. Para

ello suponga que los parámetros α, a > 0 y β, b ≥ 0 son fijos. También en vista

de las propiedades de los espacios Bα
logβ

, es conveniente dividir el estudio en dos

subsecciones: la primera, el caso (α ∈ (0, 1) y β ≥ 0) o (α = 1 y β > 1) y la segunda,

el caso (α = 1 y β ∈ [0, 1]) o (α > 1 y β ≥ 0).

2.2.1 El caso (α ∈ (0, 1) y β ≥ 0) o (α = 1 y β > 1)

En este caso, el peso integral está lejos del cero entonces el operador de su-

perposición es necesariamente acotado de Bα
logβ

en Ba
logb

. Sin embargo, se divide este

hecho en dos casos, el primero de ellos cuando Bα
logβ
⊂ Ba

logb
y el segundo cuando

Ba
logb
⊂ Bα

logβ
; más precisamente, los resultados obtenidos en esta sección son:

Teorema 2.1. [19] Suponga que los parámetros α y β son fijos y satisfacen (α ∈
(0, 1) y β ≥ 0) o (α = 1 y β > 1). Suponga que a > 0 y b ≥ 0 son tales que α < a

o (α = a y β ≥ b). Sea φ una función entera, entonces el operador de superposición

Sφ : Bα
logβ
−→ Ba

logb
es acotado.
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Demostración: Sea f ∈ Bα
logβ

y M > 0 tal que ‖f‖Bα
logβ
≤ M . De la desigualdad

(2.4) se tiene ‖f‖H∞µIα,β
≤ Kα,βM. Esto es equivalente a

sup
z∈D

µIα,β(z)|f(z)| = Kα,βM,

lo cual implica que

|f(z)| ≤ 1

µIα,β(z)
Kα,βM

≤ 1

δ
Kα,βM := Kα,β,δ,M

para todo z ∈ D, donde se ha usado la parte (1) del Lema 2.3, en la última des-

igualdad. Por otra parte, dado que φ y φ′ son funciones enteras se tiene

|φ(f(0))| ≤ M1 = max
|w|=Kα,β,δ,M

|φ(w)|

|φ′(f(z))| ≤ M2 = max
|w|=Kα,β,δ,M

|φ′(w)|

para todo z ∈ D. También, de la hipótesis α < a o (α = a y β ≥ b), por el Lema 2.4

se tiene que Bα
logβ
⊂ Ba

logb
. Por lo tanto,

‖Sφ(f)‖Ba
logb

= |φ(f(0))|+ sup
z∈D

µa,b(z)|φ′(f(z))||f ′(z)|

≤ M1 +M2 sup
z∈D

µa,b(z)|f ′(z)|

≤ M1 +M2 sup
z∈D

µα,β(z)|f ′(z)|

≤ M1 +MM2,

donde M1 y M2 dependen sólo de α, β, δ y φ. Esto completa la prueba. �

En el otro caso, se tiene:

Teorema 2.2. [19] Suponga que los parámetros α y β son fijos y satisfacen (α ∈
(0, 1) y β ≥ 0) o (α = 1 y β > 1). Suponga que a > 0 y b ≥ 0 son tales que α > a

o (α = a y β < b). Sea φ una función entera, entonces el operador de superposición

Sφ es acotado de Bα
logβ

en Ba
logb

si y sólo si φ es una función constante.
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Demostración: Si φ es una función entera y no constante, entonces por el Lema

1.1, existe una sucesión {wn} de números complejos y una constante δ1 > 0 tal que

|wn| → ∞ cuando n → ∞ y |φ′ (wn)| ≥ δ1 para todo n ∈ N. Luego, dado que

α ∈ (0, 1) y β ≥ 0 o α = 1 y β > 1, entonces por el Lema 2.3, el peso µIα,β está lejos

del cero, en consecuencia, existe una sucesión de puntos {zn} en el disco unitario

abierto D tal que |wn| ≥ µIα,β(zn) ≥ δ para todo n ∈ D.

Todav́ıa más, pasando a una subsucesión, se puede suponer que 1
2
< |zn| < 1 para

todo n ∈ N. Por (2.3), para cada n ∈ N, la función

fn(z) =
1

zn

∫ z

0

ds

H (zns)
(2.9)

con z ∈ D está en Bα
logβ

y satisface fn (zn) = Iα,β (zn). Por lo tanto, del Lema 2.5, la

función

sn(z) = µ2
Iα,β

(zn)f 3
n(z)− µIα,β(zn)f 2

n(z), (2.10)

con z ∈ D satisface:

(1) sn(0) = sn(zn) = 0, s′n(zn) =
1

znµα,β(zn)
y

(2) ‖sn‖α,β ≤
L2
α

|zn|2
(

3
Lα
|zn|

+ 2

)
≤ 8L2

α(3Lα + 1), pues
1

|zn|
< 2.

En particular, {sn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

. Similarmente, la función

gn(z) = 3µIα,β(zn)f 2
n(z)− 2µ2

Iα,β
(zn)f 3

n(z) (2.11)

con z ∈ D satisface:

(1) gn(0) = 0, gn(zn) = Iα,β(zn) =
1

µI(zn)
, g′n(zn) = 0 y

(2) ‖gn‖α,β ≤
6L2

α

|zn|2
(
Lα
|zn|

+ 1

)
≤ 24L2

α(2Lα + 1), pues
1

|zn|
< 2.

y {gn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

. Por lo tanto, definiendo la función

hn(z) = wnµIα,β(zn){gn(z) + sn(z)}, (2.12)
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satisface las siguientes propiedades:

(1) hn(0) = wnµIα,β(zn){gn(0) + sn(0)} = wnµIα,β(zn){0 + 0} = 0,

(2) hn (zn) = wnµIα,β(zn){gn(zn) + sn(zn)} = wnµIα,β(zn)

{
1

µIα,β(zn)
+ 0

}
= wn,

(3) h′n(zn) = wnµIα,β(zn){g′n(zn) + s′n(zn)}

= wnµIα,β(zn)

{
0 +

1

znµα,β(zn)

}
=
wnµIα,β(zn)

znµα,β(zn)
,

(4) ‖hn‖α,β ≤ |wn|µIα,β(zn){‖gn‖α,β + ‖sn‖α,β} ≤ 8|wn|µIα,β(zn)L2
α(9Lα + 4),

para todo n ∈ N. En particular, {hn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

para cada

n ∈ N, la cual satisface

‖Sφ (hn)‖a,b = sup
z∈D

µa,b(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µa,b (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µa,b(zn)|φ′(wn)| |wn|µIα,β(zn)

|zn|µα,β(zn)

≥ δ1δ
2 µa,b (zn)

µα,β (zn)
→∞

cuando n→∞, donde se ha usado que el hecho que

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= 0, (2.13)

dado que α > a o (α = a y β < b). Esto dice que el operador Sφ no puede ser

acotado de Bα
logβ

en Ba
logb

.

Rećıprocamente, sea φ una función constante. Suponga que f ∈ Bα
logβ

y ||f ||Bα
logβ
≤M

para alguna constante M > 0 tal que, entonces

||Sφ(f)||Ba
logb

= |(φ ◦ f)(0)|+ sup
z∈D

µa,b(z)|(φ ◦ f)′(z)|

= |(φ ◦ f)(0)|+ sup
z∈D

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

= |φ(f(0)| = K

lo cual dice que el operador Sφ : Bα
logβ
−→ Ba

logb
es acotado. �
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2.2.2 El caso (α = 1 y β ∈ [0, 1]) o (α > 1 y β ≥ 0)

En este caso, el peso µIα,β es t́ıpico. Aqúı también se divide el estudio en

varios casos, el primero cuando Ba
logb
⊂ Bα

logβ
, el segundo cuando Bα

logβ
= Ba

logb
y el

tercero cuando Bα
logβ
⊂ Ba

logb
. En el primer caso se procede como en la prueba del

Teorema 2.2 y el resultado esperado es:

Teorema 2.3. [19] Asuma que α > 0 y β ≥ 0 son tales que (α = 1 y β ∈ [0, 1]) o

(α > 1 y β ≥ 0). Suponga que a > 0 y b ≥ 0 satisfacen α > a o (α = a y β < b).

Sea φ una función entera. Entonces el operador de superposiciónSφ es acotado de

Bα
logβ

en Ba
logb

si y sólo si φ es una función constante.

Demostración: Si φ es una función entera y no constante, entonces por el Lema

1.1, existe una sucesión {wn} de números complejos y una constante δ > 0 tal que

|wn| → ∞ cuando n→∞ y |φ′ (wn)| ≥ δ para todo n ∈ N. Luego, dado que α = 1

y β ∈ [0, 1] o α > 1 y β ≥ 0, entonces por el Lema 2.3, el peso µIα,β es t́ıpico. En

consecuencia existe una sucesión de puntos {zn} en el disco unitario abierto D tal

que |zn| → 1− y

µIα,β (zn) |wn| = 1. (2.14)

Luego, como en la prueba anterior, pasando a una subsucesión tal que 1
2
< |zn| < 1

para todo n ∈ N y considerando la sucesión {hn} definida en (2.12), donde {sn}
y {gn} son las sucesiones definidas en (2.10) y (2.11) respectivamente (ver también

(2.9)), se tiene que {hn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

la cual satisface

‖Sφ (hn)‖a,b = sup
z∈D

µa,b(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µa,b (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µa,b(zn)|φ′(wn)| |wn|µIα,β(zn)

|zn|µα,β(zn)

≥ δ
µa,b (zn)

µα,β (zn)
→∞

cuando n→∞, donde se ha usado el hecho que

lim
|z|→1−

µα,β(z)

µa,b(z)
= 0, (2.15)



42

dado que α > a o (α = a y β < b). Esto dice que el operador Sφ no es acotado de

Bα
logβ

en Ba
logb

.

Es claro que si φ es una función constante, entonces el operador Sφ : Bα
logβ
→ Ba

logb

es acotado. �

Comentario 2.1. Note que la condición (2.15) implica que Ba
logb

es un subespacio

de Bα
logβ

. Por esta razón, el Teorema 2.3, es un resultado esperado.

Ahora se consideran los otros casos:

El caso α = a y β = b

El siguiente resultado muestra que si los espacios son iguales, un operador de

superposición acotado sólo es posible a través de una función af́ın.

Teorema 2.4. [19] Asuma que α > 0 y β ≥ 0 son tales que α = 1 y β ∈ [0, 1] o

α > 1 y β ≥ 0. Suponga que α = a y β = b. Sea φ una función entera. Entonces el

operador de superposición Sφ es acotado de Bα
logβ

en śı mismo si y sólo si φ es una

función af́ın.

Demostración: Suponga que φ es una función entera y no af́ın. Entonces por el

Lema 1.1, existe una sucesión {wn} de números complejos y una constante δ > 0 tal

que |wn| → ∞ y

|φ′ (wn)| ≥ δ |wn|

para todo n ∈ N. Luego, procediendo como en la prueba del Teorema 2.3, dado

que el peso µIα,β es t́ıpico, entonces existe una sucesión de puntos {zn} en el disco

unitario abierto D tal que |zn| → 1−,

µIα,β (zn) |wn| = 1 (2.16)

y 1
2
< |zn| < 1 para todo n ∈ N. Considerando la sucesión {hn} definida en (2.12),

donde {sn} y {gn} son las sucesiones definidas en (2.10) y (2.11) respectivamente (ver
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también (2.9)), se tiene que {hn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

la cual satisface

‖Sφ (hn)‖α,β = sup
z∈D

µα,β(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µα,β (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= |φ′(wn)| |wn|µIα,β(zn)

|zn|
≥ δ |wn| → ∞

cuando n→∞, donde se ha usado la relación (2.16). Esto muestra que el operador

Sφ : Bα
logβ
→ Bα

logβ
no es acotado si la función φ no es af́ın.

Rećıprocamente sea φ es una función af́ın, es decir, φ(z) = Az + B, con A,B ∈ C

y A 6= 0. Suponga que f ∈ Bα
logβ

y ||f ||Bα
logβ
≤ M para alguna constante M > 0,

entonces

||Sφ(f)||α,β = sup
z∈D

µα,β(z)|(φ ◦ f)′(z)|

= sup
z∈D

µα,β(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

= |A| sup
z∈D

µα,β(z)|f ′(z)|

= |A|||f ||α,β ≤ |A|||f ||Bα
logβ

≤ |A|M.

Por otro lado

φ(z) = φ(0) +

∫ z

0

φ′(s)ds,

lo cual implica que

φ(f(0)) = φ(0) +

∫ f(0)

0

φ′(s)ds = B +

∫ f(0)

0

Ads,

de donde se tiene que

|φ(f(0))| ≤ |B|+ |A||f(0)| ≤ |B|+ |A|||f ||Bα
logβ
≤ |B|+ |A|M.

Por lo tanto de lo anterior se concluye que

||Sφ(f)||Bα
logβ

= |φ(f(0))|+ ||Sφ(f)||α,β
≤ |B|+ |A|M + |A|M

= |B|+ 2|A|M
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Lo cual dice que el operador Sφ : Bα
logβ
−→ Bα

logβ
es acotado.

. �

El caso (a = α y β > b) o (a > α y b, β ≥ 0)

Este caso debe ser tratado con más cuidado, debido a que bajo estas condi-

ciones el espacio de llegada Ba
logb

es más grande que el espacio de partida Bα
logβ

y ello

permite que el śımbolo φ pueda crecer más que en los casos anteriores. El resultado

principal de esta sección depende de la existencia de una función especial la cual se

define a continuación.

Definición 2.1. Para α, a, β, b parámetros fijos que satisfacen (a = α y β > b) o

(a > α y b, β ≥ 0), se define la función

Ĩα,β(z) =

∫ log

(
eβ/α

1−|z|2

)
β/α

t−β e(β/α−t)(1−α)dt,

con z ∈ D.

Esta función satisface Ĩα,β(z) ∼ Iα,β(z) cuando |z| → 1− y Ĩα,β(z) = Ĩα,β(|z|)
para todo z ∈ D. Por lo tanto haciendo s = |z|, se tiene que la función real

Ĩα,β(s) =

∫ log

(
eβ/α

1−s2

)
β/α

t−β e(β/α−t)(1−α)dt, con s ∈ [0, 1), (2.17)

satisface que el integrando es una función estrictamente positiva y continua en

(0,+∞), lo cual implica que la función Ĩα,β : [0, 1) → [0,+∞) es continua, cre-

ciente y Ĩα,β(0) = 0. Por lo tanto existe la función inversa Ĩ−1α,β : [0,+∞)→ [0, 1) la

cual es continua, creciente y Ĩ−1α,β(0) = 0. En consecuencia, se puede definir la función

ϕ : [0,+∞)→ [0,+∞) por

ϕ(τ) =
(

1− [Ĩ−1α,β(τ)]2
)α−a

logβ−b

(
e

1− [Ĩ−1α,β(τ)]2

)
, (2.18)

la cual satisface ϕ(τ) = h ◦ Ĩ−1α,β(τ), donde

h(s) = (1− s2)α−a logβ−b
(

e

1− s2
)

(2.19)
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con s ∈ [0, 1). De aqúı, se tiene que ϕ(Ĩα,β(s)) = h(s) para todo s ∈ [0, 1). Ahora se

afirma que existe t0 ≥ 0 tal que ϕ es creciente en [t0,+∞). En efecto,

En el caso a = α y β > b, se tiene que

h(s) = logβ−b
(

e

1− s2
)

y

h′(s) = 2(β − b) s

1− s2 logβ−b−1
(

e

1− s2
)
≥ 0,

para todo s ∈ [0, 1), aśı h es creciente en [0,1) y por tanto también ϕ es creciente en

[0,+∞) por ser composición de funciones crecientes.

En el caso a > α y b, β ≥ 0, se tiene que

h′(s) = 2s(1− s2)α−a−1 logβ−b−1
(

e

1− s2
){

(a− α) log

(
e

1− s2
)

+ (β − b)
}
.

Si β − b ≥ 0, entonces h′(s) ≥ 0 para todo s ∈ [0, 1) y si β − b < 0, entonces existe

s0 ∈ [0, 1) tal que h′(s) ≥ 0 para todo s ∈ [s0, 1). Por tanto existe t0 ≥ 0 tal que

Ĩ−1α,β(t0) = s0 y ϕ es creciente en [t0,+∞) como se afirmó. De las propiedades de la

función ϕ también se tiene que

lim
|z|→1−

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
= lim

|z|→1−

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ(Iα,β(z))

= lim
|z|→1−

µa,b(|z|)
µα,β(|z|)ϕ(Iα,β(|z|))

= lim
s→1−

µa,b(s)

µα,β(s)
ϕ(Ĩα,β(s))

= lim
s→1−

µa,b(s)

µα,β(s)
h(s) = 1,

donde se ha usado el hecho que la función Iα,β es radial y coincide con Ĩα,β cuando

ésta es real.

Ahora se enuncia y demuestra el resultado principal de esta sección.

Teorema 2.5. [19] Asuma que α > 0 y β ≥ 0 son tales que (α = 1 y β ∈ [0, 1]) o

(α > 1 y β ≥ 0). Suponga que a > 0 y b ≥ 0 satisfacen (a = α y β > b) o a > α.
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Sea φ una función entera. Entonces el operador Sφ : Bα
logβ
→ Ba

logb
es acotado si y

sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ1 y R tal que

|φ′(w)| ≤ δ1ϕ(λ|w|) (2.20)

siempre que |w| > R.

Demostración: Suponga primero que la desigualdad (2.20) es cierta. Sea M1 > 0

y suponga que f ∈ Bα
logβ

satisface ‖f‖Bα
logβ
≤ M1. Seleccionando λ ∈ (0, 1) tal que

λM1Kα,β < 1, donde Kα,β > 0 es la constante que aparece en (2.4). Entonces existen

constantes positivas δ1 y R tales que la desigualdad (2.20) se mantiene siempre que

|w| > R. Además, se puede elegir R > 0 tal que λR > t0.

Por lo tanto, se tiene

||Sφ(f)||Ba
logb

= |(φ ◦ f)(0)|+ sup
z∈D

µa,b(z)|(φ ◦ f)′(z)|

= |(φ ◦ f)(0)|+ sup
z∈D

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

≤ |φ(f(0)|+ sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

+ sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

Ahora se procede a analizar cada término de la última desigualdad. Para el primer

término, de la desigualdad (2.4) se tiene que

|f(0)| ≤ Kα,β

µIα,β(0)
M1 := R0.

Dado que φ es continua sobre el compacto DR0 = {w ∈ C : |w| ≤ R0}, entonces es

acotada y por lo tanto, existe M0 > 0 tal que

|φ(f(0))| ≤ M0 = max
|w|=R0

|φ(w)|.

Para el segundo término, dado que (a = α y β > b) o a > α, entonces lim
|z|→1−

µa,b(z)

µα,β(z)
=

0, lo cual implica que la función
µa,b
µα,β

es acotada sobre D. En efecto, existe r0 ∈ (0, 1)

tal que
µa,b(z)

µα,β(z)
≤ ε
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para todo z ∈ D tal que r0 < |z| < 1. Mientras que sobre el compacto Dr0 = {z ∈
D : |z| ≤ r0} la continuidad de la función

µa,b
µα,β

implica que existe una constante

M2 > 0 tal que
µa,b(z)

µα,β(z)
≤M2

para todo z ∈ Dr0 . Por lo tanto, existe una constante M3 tal que

sup
z∈D

µa,b(z)

µα,β(z)
≤M3,

de donde se tiene que

S1 := sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

≤ δ1 sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µa,b(z)|f ′(z)|

= δ1 sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µa,b(z)

µα,β(z)
µα,β(z)|f ′(z)|

≤ δ1||f ||α,β sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µa,b(z)

µα,β(z)

≤ δ1||f ||α,β sup
z∈D

µa,b(z)

µα,β(z)

≤ δ1M1M3.

Para el último término dado que lim
|z|→1−

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
= 1, entonces existe

r0 ∈ (0, 1) tal que
µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
≤ 1 + ε

para todo z ∈ D tal que r0 < |z| < 1. Mientras que si z ∈ Dr0 = {z ∈ D : |z| ≤ r0}
la continuidad de la función

µa,b
µα,β

ϕ
(

1
µIα,β

)
sobre el compacto Dr0 , implica que existe

una constante M4 > 0 tal que

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
≤M4

para todo z ∈ Dr0 .

En consecuencia, existe una constante M5 > 0 tal que

sup
z∈D

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
≤M5,



48

de donde se tiene que

S2 := sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µa,b(z)|(φ′(f(z))||f ′(z)|

≤ δ1 sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µa,b(z)ϕ(λ|f(z)|)|f ′(z)|

= δ1 sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ(λ|f(z)|)µα,β(z)|f ′(z)|

≤ δ1||f ||α,β sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ(λ|f(z)|)

≤ δ1M1 sup
z∈D

µa,b(z)

µα,β(z)
ϕ

(
1

µIα,β(z)

)
≤ δ1M1M5,

donde se ha usado el Lema 2.2, la hipótesis λM1Kα,β < 1, las desigualdades t0 <

λR < λ|f(z)| < 1

µIα,β(z)
y el hecho que la función ϕ es creciente en [t0,+∞).

Finalmente, se tiene

‖Sφ (f)‖Ba
logb
≤M0 + S1 + S2

Esto muestra que el operador Sφ : Bα
logβ
→ Ba

logb
es acotado.

Rećıprocamente, si φ es una función entera y no satisface la hipótesis (2.20), entonces

existe λ0 ∈ (0, 1) y una sucesión de números complejos {wn} tal que |wn| → ∞
cuando n→∞ y

|φ′ (wn)| ≥ nϕ (λ0 |wn|)

para todo n ∈ N. Dado que el peso µIα,β es t́ıpico cuando (a = α y β > b) o a > α,

existe una sucesión de puntos {zn} ⊂ D tal que

µI (zn) =
1

λ0 |wn|

y 1
2
< |zn| < 1 para todo n ∈ N.

Ahora, se considera la sucesión de funciones hn definida en (2.12) por

hn(z) = wnµIα,β (zn) {gn(z) + sn(z)} .
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Entonces {hn} es una sucesión acotada en Bα
logβ

tal que hn(0) = 0, hn (zn) = wn y

h′n (zn) =
wnµIα,β(zn)

znµα,β(zn)

Además,

‖Sφ (hn)‖Ba
logb

≥ µa,b (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µa,b(zn) |φ′ (wn)| |wn|µIα,β (zn)

|zn|µα,β (zn)

≥ n

λ0

µa,b (zn)

µα,β (zn)
ϕ

(
1

µIα,β (zn)

)
→∞

cuando n→∞, donde se ha usado el hecho que |zn| → 1− cuando n→∞ y que

lim
n→∞

µa,b (zn)

µα,β (zn)
ϕ

(
1

µIα,β (zn)

)
= 1.

Se concluye entonces que el operador Sφ no puede ser acotado de Bα
logβ

en Ba
logb

. �

2.3 Algunas aplicaciones

El operador de superposición actuando entre espacios tipo Bloch ha sido estu-

diado por algunos autores, por ejemplo, Xu en [28] caracteriza las funciones enteras

φ que aplican un espacio α1-Bloch en un espacio α2-Bloch, luego, Castillo, Ramos-

Fernández y Salazar en [12] estudiaron cuando un espacio de Bloch-Orlicz puede

ser aplicado en un espacio α-Bloch v́ıa superposición y rećıprocamente. Ramos-

Fernández en [22] muestra que los mismos resultados se pueden obtener como conse-

cuencia del estudio del operador de superposición actuando entre espacios de creci-

miento. En esta sección se usan los Teoremas dados en la sección previa para obtener

los resultados de los autores citados anteriormente, aśı como también para caracteri-

zar cuando un espacio Bloch logaŕıtmico es aplicado en otro de la misma forma por

superposición.

2.3.1 Superposición entre espacios Bloch Logaŕıtmicos

En esta subsección se consideran algunos casos particulares del Teorema 2.5

donde es posible calcular expĺıcitamente la función ϕ.
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Corolario 2.1. Sea φ una función entera y suponga que α = a = 1 y 0 ≤ b < β = 1.

Entonces el operador de superposición Sφ aplica B1
log1

en B1
logb

si y sólo si φ es de

orden menor que 1 o de orden 1 y tipo cero.

Demostración: Considerando la función ϕ(s) = exp ((1− b)s) con s ≥ 0, se tiene

que

lim
|z|→1−

µ1,b(z)

µ1,1(z)
ϕ

(
1

µI1,1(z)

)
= 1.

En efecto,

lim
|z|→1−

µ1,b(z)

µ1,1(z)
ϕ

(
1

µI1,1(z)

)
=

lim
|z|→1−

(1− |z|2) logb
(

eb

1−|z|2

)
(1− |z|2) log

(
e

1−|z|2

) exp

{
(1− b) log(1− log(1− |z|2))

|z|2
}

= lim
|z|→1−

logb−1
(

1

1− |z|2
){

exp[log(1− log(1− |z|2))]
} 1−b
|z|2

= lim
|z|→1−

logb−1
(

1

1− |z|2
)[

1− log(1− |z|2)
]1−b

= lim
|z|→1−

logb−1
(

1

1− |z|2
)

log1−b
(

1

1− |z|2
)

= 1.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : B1
log1
→ B1

logb
es

acotado si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤ δ exp (λ(1− b)|w|) (2.21)

para todo |w| > R. De la expresión (2.21) se concluye que φ′ es de orden menor que

1 o es de orden 1 y tipo cero. En consecuencia, se tiene también que φ es de orden

menor que 1 o es de orden 1 y tipo cero. �

Corolario 2.2. Sea φ una función entera y suponga que α = a = 1 y 0 ≤ b < β < 1.

Entonces el operador de superposición Sφ : B1
logβ
→ B1

logb
es acotado si y sólo si φ es

una función polinómica de grado a lo más p+ 1 = (1− b)/(1− β).
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Demostración: Considerando la función

ϕ(s) =
[
(1− β)s+ β1−β] β−b1−β

con s ≥ 0, se tiene que

lim
|z|→1−

µ1,b(z)

µ1,β(z)
ϕ

(
1

µI1,β(z)

)
= 1.

En efecto,

lim
|z|→1−

µ1,b(z)

µ1,β(z)
ϕ

(
1

µI1,β(z)

)
=

lim
|z|→1−

(1− |z|2) logb
(

eb

1−|z|2

)
(1− |z|2) logβ

(
eβ

1−|z|2

) [(1− β)
[β − log(1− |z|2)]1−β

(1− β)|z|2 + β1−β
] β−b

1−β

= lim
|z|→1−

logb−β
(

1

1− |z|2
)[

[β − log(1− |z|2)]1−β − β1−β + β1−β] β−b1−β

= lim
|z|→1−

logb−β
(

1

1− |z|2
)[

log1−β
(

1

1− |z|2
)] β−b

1−β

= lim
|z|→1−

logb−β
(

1

1− |z|2
)

logβ−b
(

1

1− |z|2
)

= lim
|z|→1−

logb−β
(

1

1− |z|2
)

logβ−b
(

1

1− |z|2
)

= 1.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : B1
logβ
→ B1

logb
es

acotado si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤ δ
[
(1− β)|w|+ β1−β] β−b1−β (2.22)

para todo |w| > R. La expresión (2.22) es equivalente a que φ′ es una función

polinómica de grado a lo más p = (β − b)/(1− β) y en consecuencia, se tiene que φ

es una función polinómica de grado a lo más p+ 1 = (1− b)/(1− β). En efecto, sea

k ∈ (0, 1) tal que p = β−b
1−β + k y [| β−b

1−β + k|] = [| β−b
1−β |] , entonces para |w| = r > R se
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tiene

Mφ′(r)

rp
≤ δ

[
(1− β)r + β1−β] β−b1−β

r
β−b
1−β

1

rk

= δ

[
λ(1− β) +

β1−β

r

] β−b
1−β 1

rk
.

Por lo tanto,

lim
r→∞

inf
Mφ′(r)

rp
≤ 0,

del Teorema 1.9, se concluye que φ′ es un polinomio cuyo grado no excede p o equi-

valentemente φ es un polinomio de grado a lo más p+ 1 = 1−b
1−β . �

Corolario 2.3. Sea φ una función entera y suponga que 1 = α < a, 0 ≤ β < 1 y

b ≥ 0. Entonces el operador de superposición Sφ : B1
logβ
→ Ba

logb
es acotado si y sólo

si φ es de orden menor que 1
1−β o es de orden 1

1−β y tipo cero.

Demostración: Considerando la función

ϕ(s) =
[
exp{[(1− β)s+ β1−β]

1
1−β }

]a−1
[(1− β)s+ β1−β]

β−b
1−β

con s ≥ 0, se tiene que

lim
|z|→1−1

µa,b(z)

µ1,β(z)
ϕ

(
1

µI1,β(z)

)
= L > 0.

En efecto,

lim
|z|→1−

µa,b(z)

µ1,β(z)
ϕ

(
1

µI1,β(z)

)
=

lim
|z|→1−

µa,b(z)

µ1,β(z)

[
exp

{[
(1− β)

1

1− β
1

|z|2
{

[β − log(1− |z|2)]1−β − β1−β}+ β1−β
] 1

1−β
}]a−1

.

[
(1− β) 1

1−β
1
|z|2
{

[β − log(1− |z|2)]1−β − β1−β}+ β1−β
] β−b

1−β

= lim
|z|→1−1

(1− |z|2)a−1 logb−β
(

1

1− |z|2
)[

exp

{[
log1−β

(
eβ

1− |z|2
)] 1

1−β
}]a−1

.
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[
log1−β

(
eβ

1−|z|2

)] β−b
1−β

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−1 logb−β
(

1

1− |z|2
)

eβ(a−1)

(1− |z|2)a−1 logβ−b
(

1

1− |z|2
)

= lim
|z|→1−

eβ(a−1) = eβ(a−1) > 0.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : B1
logβ
→ Ba

logb
es

acotado si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤

δ
[
exp

{
[λ(1− β)|w|+ β1−β]

1
1−β

}]a−1 [
λ(1− β)|w|+ β1−β] β−b1−β (2.23)

para todo |w| > R. La expresión (2.23) es equivalente a decir que φ′ es de orden

menor que 1
1−β o es de orden 1

1−β y tipo cero. En efecto, para |w| = r > R se tiene

Mφ′(r) ≤ δ
[
exp

{
[λ(1− β)r + β1−β]

1
1−β

}]a−1 [
λ(1− β)r + β1−β] β−b1−β .

Aplicando logaritmo se tiene

logMφ′(r) ≤

log(δ) + (a− 1)
[
λ(1− β)r + β1−β] 1

1−β +
β − b
1− β log[λ(1− β)r + β1−β].

Aplicando logaritmo nuevamente y dividiendo por log(r) > 0, se tiene

log logMφ′(r)

log(r)
≤

log
{

log(δ) + (a− 1)
[
λ(1− β)r + β1−β] 1

1−β + β−b
1−β log[λ(1− β)r + β1−β]

}
log(r)

.

El lado derecho de la desigualdad tiende a 1
1−β cuando r →∞.
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En efecto, aplicando de la regla de L’Hôpital se tiene

lim
r→∞

log
{

log(δ) + (a− 1)
[
λ(1− β)r + β1−β] 1

1−β + β−b
1−β log[λ(1− β)r + β1−β]

}
log(r)

= lim
r→∞

λr
{

(a− 1)[λ(1− β)r + β1−β]
1

1−β + (β − b)[λ(1− β)r + β1−β]−1
}

log(δ) + (a− 1) [λ(1− β)r + β1−β]
1

1−β + β−b
1−β log[λ(1− β)r + β1−β]

= lim
r→∞

(a− 1)
[
λ(1− β)r + β1−β] β

1−β + (β − b)[λ(1− β)r + β1−β]−1

(a− 1) [λ(1− β)r + β1−β]
β

1−β + (β − b)[λ(1− β)r + β1−β]−1

+
r
{
λβ(a− 1)

[
λ(1− β)r + β1−β] 2β−1

1−β + λ(1− β)(b− β)
[
λ(1− β)r + β1−β]−2}

(a− 1) [λ(1− β)r + β1−β]
β

1−β + (β − b)[λ(1− β)r + β1−β]−1

= lim
r→∞

1 +
r

λ(1− β)r + β1−β
λβ(a− 1)

[
λ(1− β)r + β1−β] 1

1−β + λ(1− β)(b− β)

(a− 1) [λ(1− β)r + β1−β]
1

1−β + (β − b)


= lim

r→∞

1 +
1

λ(1− β) + β1−β

r

λβ(a− 1) + λ(1−β)(b−β)

[λ(1−β)r+β1−β]
1

1−β

a− 1 + β−b

[λ(1−β)r+β1−β]
1

1−β


= 1 +

1

λ(1− β)

λβ(a− 1)

a− 1

= 1 +
β

1− β
=

1

1− β .

Por lo tanto, se tiene

lim
r→∞

sup
log logMφ′(r)

log(r)
≤ 1

1− β .

Si el orden de φ′ es menor que 1
1−β , entonces el orden de φ también es menor que

1
1−β y la prueba está lista en este caso.

Si el orden de φ′ es igual que 1
1−β , entonces para λ ∈ (0, 1) arbitrario y |w| = r > R

se tiene

logMφ′(r)

r
1

1−β
≤

log(δ) + (a− 1)
[
λ(1− β)r + β1−β] 1

1−β + β−b
1−β log[λ(1− β)r + β1−β]

r
1

1−β

=
log(δ)

r
1

1−β
+ (a− 1)

[
λ(1− β) +

β1−β

r

] 1
1−β

+
β − b
1− β

log[λ(1− β)r + β1−β]

r
1

1−β
.
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Por lo tanto

lim
r→∞

sup
logMφ′(r)

r
1

1−β
≤ (a− 1)[λ(1− β)]

1
1−β ,

para todo λ ∈ (0, 1), haciendo λ→ 0+ se concluye que φ′ es de tipo cero y por tanto

φ es de tipo cero. �

El siguiente resultado muestra que el operador Sφ aplica el espacio B1
log1

en Ba
logb

de

manera acotada aún cuando el orden de φ sea infinito.

Corolario 2.4. Sea φ una función entera y suponga que 1 = α < a, β = 1 y b ≥ 0.

Entonces el operador de superposición Sφ : B1
log1
→ B1

logb
es acotado si y sólo si

ρ∞ < 1 o ρ∞ = 1 y τ∞ = 0.

Demostración: Considerando la función

ϕ(s) = [exp(es − 1)]a−1 exp[(1− b)s]

con s ≥ 0, se tiene que

lim
|z|→1−

µa,b(z)

µ1,1(z)
ϕ

(
1

µI1,1(z)

)
= 1.

En efecto,

lim
|z|→1−

µa,b(z)

µ1,1(z)
ϕ

(
1

µI1,1(z)

)
=

lim
|z|→1−

(1− |z|2)a logb
(

eb/a

1−|z|2

)
(1− |z|2) log

(
e

1−|z|2

) [
exp

{
exp

[
log(1− log(1− |z|2))

|z|2
]
− 1

}]a−1
.

exp
{

(1− b) log(1−log(1−|z|2))|z|2

}

= lim
|z|→1−1

(1−|z|2)a−1 logb−1
(

1

1− |z|2
)[

exp

{
log

(
1

1− |z|2
)}]a−1

log1−b
(

1

1− |z|2
)

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−1 logb−1
(

1

1− |z|2
)

1

(1− |z|2)a−1 log1−b
(

1

1− |z|2
)

= 1.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : B1
log1
→ Ba

logb
es

acotado si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤ δ
[
exp(eλ|w| − 1)

]a−1
exp[λ(1− b)|w|] (2.24)
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para todo |w| > R. La expresión (2.24) es equivalente a decir que la función φ′ es

de orden infinito menor que 1 o es de orden infinito igual a 1 y tipo infinito igual a

cero.

En efecto, para |w| = r > R se tiene

Mφ′(r) ≤ δe1−a [exp(exp(λr))]a−1 exp[λ(1− b)r].

Aplicando logaritmo, se tiene

logMφ′(r) ≤ log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r.

Lo cual implica que

log logMφ′(r) ≤ log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r].

Aplicando logaritmo nuevamente y dividiendo por log(r) > 0, se tiene

log log logMφ′(r)

log(r)
≤ log log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r]

log(r)
.

Se afirma que

lim
r→∞

log log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r]
log(r)

= 1. (2.25)

En efecto, aplicando la regla de L’Hôpital, se tiene

lim
r→∞

log log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r]
log(r)

= lim
r→∞

{ r

log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r] .

λ(a− 1) exp(λr) + λ(1− b)
log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r

}
.

Considere ahora por separado los ĺımites:

lim
r→∞

r

log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r]

y

lim
r→∞

λ(a− 1) exp(λr) + λ(1− b)
log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r .
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Aplicando la regla de L’Hôpital al primer ĺımite, se tiene

lim
r→∞

r

log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r] (2.26)

= lim
r→∞

log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r
λ(a− 1) exp(λr) + λ(1− b)

= lim
r→∞

log(δ)
exp(λr)

+ (1−a)
exp(λr)

+ (a− 1) + λ(1−b)r
exp(λr)

λ(a− 1) + λ(1−b)
exp(λr)

= lim
r→∞

a− 1

λ(a− 1)
=

1

λ

Para el segundo ĺımite, se tiene

lim
r→∞

λ(a− 1) exp(λr) + λ(1− b)
log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r

= lim
r→∞

λ(a− 1) + λ(1−b)
exp(λr)

log(δ)
exp(λr)

+ (1−a)
exp(λr)

+ (a− 1) + λ(1−b)r
exp(λr)

= lim
r→∞

λ(a− 1)

a− 1
= λ.

Los dos resultados de los ĺımites anteriores muestran la afirmación (2.25).

Por lo tanto,

ρ∞ = ρ∞(φ′) = lim
r→∞

sup
log log logMφ′(r)

log(r)
≤ 1.

Si el orden infinito de φ′ es menor que uno, entonces el orden infinito de φ es menor

que uno (ρ∞ < 1) y la prueba está lista en este caso. Si el orden infinito de φ′ es

igual a uno, entonces el orden infinito de φ es igual a uno (ρ∞ = 1).

Si ρ∞ = 1, entonces para λ ∈ (0, 1) arbitrario y |w| = r > R, se tiene

log logMφ′(r)

r
≤ log[log(δ) + (1− a) + (a− 1) exp(λr) + λ(1− b)r]

r
.

De (2.26) se tiene que

lim
r→∞

sup
log logMφ′(r)

r
≤ λ,

para todo λ ∈ (0, 1). Haciendo λ→ 0+ se concluye que φ′ es de tipo infinito igual a

cero y por tanto φ es de tipo infinito igual a cero (τ∞ = 0). �
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2.3.2 Superposición entre espacios α-Bloch

Recuerde que para α > 0, los espacios α-Bloch se obtienen de los espacios

µ-Bloch cuando la función peso es µα(z) = (1− |z|2)α con z ∈ D. Para α > 0, el

peso integral está dado por

µIα(z) =

 |z|
2 log−1

(
1

1−|z|2

)
, α = 1,

(α− 1)|z|2
(

(1− |z|2)1−α − 1
)−1

, α 6= 1.

En efecto,

Iα(z) =

∫ 1

0

dt

µα(
√
tz)

=

∫ 1

0

dt

(1− |z|2)α = − 1

|z|2
∫ 1−|z|2

1

dw

wα
,

donde se hecho el cambio de variables w = 1− t|z|2.
Si α = 1, entonces

Iα(z) = − 1

|z|2
∫ 1−|z|2

1

dw

w
= − 1

|z|2 log(w)

∣∣∣∣∣∣
1−|z|2

1

= − 1

|z|2 (log(1− |z|2)− log(1)) =
1

|z|2 log(1− |z|2)−1

=
1

|z|2 log

(
1

1− |z|2
)
.

Si 0 < α 6= 1, entonces

Iα(z) = − 1

|z|2
∫ 1−|z|2

1

w−αdw = − 1

|z|2
w1−α

1− α

∣∣∣∣∣∣
1−|z|2

1

= − 1

|z|2
1

1− α((1− |z|2)1−α − 1)

=
1

|z|2
1

α− 1
((1− |z|2)1−α − 1).

Observe que, si α ∈ (0, 1), µIα está lejos del cero y como consecuencia de los

Teoremas 2.1 y 2.2, se obtienen los Teoremas 4 y 5 de [28]:

Corolario 2.5. Sea φ una función entera y suponga que 0 < α < 1 y α ≤ a.

Entonces el operador de superposición Sφ : Bα −→ Ba es acotado.
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Corolario 2.6. Sea φ una función entera y suponga que 0 < α < 1 y α > a. El

operador de superposición Sφ : Bα −→ Ba es acotado si y sólo si φ es una función

constante.

Por otra parte, µIα es un peso t́ıpico si y sólo si α ≥ 1 y se tienen las siguientes

consecuencias:

Del Teorema 2.3, se obtiene el Teorema 4 de [28]:

Corolario 2.7. Sea φ una función entera y suponga que α ≥ 1 y a ∈ (0, α), el

operador de superposición Sφ : Bα → Ba es acotado si y sólo si φ es una función

constante.

Del Teorema 2.4, se obtiene el Teorema 6 de [28]:

Corolario 2.8. Sea φ una función entera y α = a ≥ 1. El operador de superposición

Sφ : Bα → Ba es acotado si y sólo si φ es una función af́ın.

Del Teorema 2.5, se obtiene el Teorema 6 de [28] y Teorema 4.2 de [22]:

Corolario 2.9. Sea φ una función entera y 1 < α < a. Entonces el operador de

superposición Sφ : Bα → Ba es acotado si y sólo si φ es una función polinómica de

grado a lo más p+ 1 = (a− 1)/(α− 1).

Demostración: Considerando la función ϕ(s) = sp donde p = a−α
α−1 > 0 con s > 0,

se tiene

lim
|z|→1−

µa(z)

µα(z)
ϕ

(
1

µIα(z)

)
= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a
(1− |z|2)α

1

µpIα(z)

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−α 1[
(α− 1)|z|2

(
(1− |z|2)1−α − 1

)−1]p
= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−α
(1− |z|2)(α−1)p

(1− |z|2)(α−1)p

(α− 1)p|z|2p
(
(1− |z|2)1−α − 1

)−p
= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−α−(α−1)p
(1− |z|2)(α−1)p

(
(1− |z|2)1−α − 1

)p
(α− 1)p|z|2p
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= lim
|z|→1−

(1− (1− |z|2)α−1)p
(α− 1)p|z|2p =

1

(α− 1)p
> 0.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : Bα → Ba es acotado

si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1) existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤ δλp|w|p (2.27)

para todo |w| > R.

Observe que por el Teorema 1.8, la expresión (2.27) dice que φ′ es una función

polinómica de grado a lo más p = (a − α)/(α − 1), lo cual implica que φ es una

función polinómica de grado a lo más p+ 1 = (a− 1)/(α− 1).

Del Teorema 2.5, se obtiene el Teorema 7 de [28]:

Corolario 2.10. Sea φ una función entera y 1 = α < a. Entonces el operador de

superposición Sφ : Bα → Ba es acotado si y sólo si φ es de orden menor que 1 o es

de orden 1 y tipo cero.

Demostración: Considerando la función ϕ(s) = exp ((a− 1)s) con s ≥ 0, se tiene

se tiene

lim
|z|→1−

µa(z)

µα(z)
ϕ

(
1

µIα(z)

)
= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a
(1− |z|2) exp

{
(a− 1)

1

µIα(z)

}

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−1 exp

{
(a− 1)

1

|z|2 log

(
1

1− |z|2
)}

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−1 1

(1− |z|2)
a−1

|z|2

= lim
|z|→1−

(1− |z|2)a−1−
a−1

|z|2 = 1.

Entonces por el Teorema 2.5, el operador de superposición Sφ : Bα → Ba es acotado

si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1) existen constantes positivas δ y R tales que

|φ′(w)| ≤ δ exp (λ(a− 1)|w|) (2.28)

para todo |w| > R.
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La expresión (2.28) implica que φ es de orden menor que 1 o es de orden 1 y tipo

cero.

2.3.3 Superposición entre espacios de Bloch-Orlicz

Recuerde que para unaN -función ψ, el espacio de Bloch-Orlicz Bψ es isométricamente

isomorfo al espacio µψ-Bloch, donde

µψ(z) =
1

ψ−1
(

1
1−|z|2

) .
En el caso de la N -función ψ(t) = tp, con p > 1 y t ≥ 0 se tiene que el espacio de

Bloch-Orlicz Bψ es isométricamente isomorfo al espacio Bα, donde α = 1
p
; dado que

µψ(z) =
1

ψ−1
(

1
1−|z|2

) =
1(

1
1−|z|2

)1/p = (1− |z|2)1/p.

Además, para α ≥ 1 se tiene que Bψ ⊂ Bα, µIα es t́ıpico y

lim
|z|→1−

µα(z)

µψ(z)
= lim

|z|→1−

(1− |z|2)α
(1− |z|2)1/p = lim

|z|→1−
(1− |z|2)α−1/p = 0.

Como consecuencia del Teorema 2.3, se obtiene el Teorema 3 de [12].

Corolario 2.11. Sea α ≥ 1 y sea φ una función entera. El operador de superposición

Sφ : Bα → Bϕ es acotado si y sólo si φ es una función constante.

En el caso de la N -función ψ(t) = t log(1 + t), con t > 0, el espacio de

Bloch-Orlicz Bψ es isometricamente isomorfo al espacio Bv, donde

v(z) = (1− |z|) log

(
e

1− |z|

)
,

con z ∈ D (ver [12]). También, el espacio Bv obtenido es igual al espacio Bµ con

normas esquivalentes, donde

µ(z) = (1− |z|2) log

(
e

1− |z|2
)
.

Como consecuencia de los resultados anteriores, se obtienen las siguientes conclu-

siones que aparecen en [12]:
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1. Para α < a = 1, β = 0 y b = 1 y φ una función entera, el Teorema 2.1

implica que el operador de superposición Sφ : Bα −→ Bµ es siempre acotado

(ver Teorema 7 en [12]).

2. Para α = β = 1, a ∈ (0, 1), b = 0 y φ una función entera, el Teorema 2.3

implica que el operador de superposición Sφ : Bµ −→ Ba es acotado si y sólo

si φ es una función constante (ver Teorema 9 en [12]).

3. Para α = β = 1, a = 1, b = 0 y φ una función entera, el Corolario 2.1 implica

que el operador de superposición Sφ : Bµ −→ B es acotado si y sólo si φ es de

orden menor que 1 o es de orden 1 y tipo cero (ver Teorema 10 en [12]).

4. Para a > α = 1, β = 1, b = 0 y φ una función entera, el Corolario 2.4 implica

que el operador de superposición Sφ : Bµ −→ Ba es acotado si y sólo si ρ∞ < 1

o ρ∞ = 1 y τ∞ = 0 (ver Teorema 13 en [12]).

5. Para a = α = b = β = 1 y φ una función entera, el Teorema 2.4 implica que

el operador de superposición Sφ : Bµ −→ Bµ es acotado si y sólo si φ es una

función lineal (ver Teorema 14 en [12]).



CAPÍTULO 3

OPERADOR DE SUPERPOSICIÓN ENTRE LOS ESPACIOS

µ-BLOCH

El objetivo de este caṕıtulo es generalizar los resultados obtenidos en el

caṕıtulo anterior para los espacios Bloch logaŕıtmicos a los espacios µ-Bloch, donde

µ es una función peso la cual satisface una condición especial de crecimiento. Los

resultados de este caṕıtulo son originales de Malavé-Malavé y Ramos-Fernández [20]

y se encuentran en arbitraje.

3.1 El peso integral y funciones especiales para Bµ

En esta sección se recogen algunas propiedades de los pesos que se han usado

en esta investigación.

Definición 3.1. Se dice que un peso µ satisface una condición de crecimiento si

existe una función holomorfa Hµ definida sobre D tal que

(1) µ(z) = Hµ (|z|2) para todo z ∈ D y

(2) µ(z) ≤ Lµ |Hµ (az)| para alguna constante Lµ > 0 que depende sólo de µ y para

todo a, z ∈ D.

Ejemplo 3.1. Para α > 0, β ≥ 0 fijos, el peso

µ(z) = (1− |z|2)α logβ

(
e
β
α

1− |z|2

)
,

con z ∈ D, satisface una condición de crecimiento (ver [23, Lemma 2.1]).

Además, con esta definición, se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.1. Sea µ un peso satisfaciendo una condición de crecimiento. Para cada

a ∈ D \ {0} la función

fa(z) =
1

a

∫ z

0

ds

Hµ (as)
=
z

a

∫ 1

0

dt

Hµ (taz)
(3.1)
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con z ∈ D, está en Bµ y la relación µI(z) := 1
fz(z)

con z ∈ D es un peso sobre D,

donde se define f0(0) := µ(0).

Demostración: Sea a ∈ D \ {0} fijo, entonces usando la condición (2) se tiene

‖fa‖µ = sup
z∈D

µ(z)|f ′a(z)| = sup
z∈D

µ(z)
1

|a|
1

|Hµ(az)|

≤ sup
z∈D

µ(z)
1

|a|
Lµ
µ(z)

=
Lµ
|a| <∞, (3.2)

lo cual dice que la función fa está en Bµ. También, dado que µ es estrictamente

positiva, acotada y continua, se tiene que la relación

Iµ(a) =

∫ 1

0

dt

µ(
√
ta)

=

∫ 1

0

dt

H(t|a|2) = fa(a),

con a ∈ D, es una función estrictamente positiva, continua y

|Iµ(a)| =

∣∣∣∣∫ 1

0

dt

µ(
√
ta)

∣∣∣∣
≥

∣∣∣∣∫ 1

0

dt

||µ||∞

∣∣∣∣
=

1

||µ||∞
,

pues µ(
√
ta) ≤ ||µ||∞ para todo t ∈ [0, 1] y a ∈ D. En consecuencia,

|µI(a)| = 1

|Iµ(a)| ≤ ||µ||∞,

para todo a ∈ D, lo cual dice que la función µI(a) es acotada.

Por lo tanto, la función

µI(z) :=
1

Iµ(z)
=

(∫ 1

0

dt

µ(
√
tz)

)−1
, con z ∈ D,

define un peso sobre D, el cual también será llamado el peso integral asociado a µ.

�

El espacio Bµ está continuamente contenido en H∞µI tal como se muestra en el

siguiente resultado.
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Lema 3.2. Sea µ un peso que satisface una condición de crecimiento, entonces Bµ

está continuamente contenido en H∞µI . Todav́ıa más, existe una constante Kµ > 0

que depende sólo de µ tal que

‖f‖H∞µI ≤ Kµ||f ||Bµ (3.3)

para todo f ∈ Bµ.

Demostración: Para f ∈ Bµ y z ∈ D, se tiene que

|f(z)| ≤ |f(0)|+
∫ 1

0

|f ′ (tz)| dt ≤ |f(0)|+ ‖f‖µ
∫ 1

0

dt

µ (tz)

≤
(

1 +

∫ 1

0

dt

µ (tz)

)
‖f‖Bµ .

Luego, de la condición (2) de crecimiento, se tiene que∫ 1

0

dt

µ (tz)
≤ LµIµ(z)

para todo z ∈ D y dado que 1 ≤ ‖µ‖∞ Iµ(z), se concluye que

|f(z)| ≤ (‖µ‖∞ + Lµ) Iµ(z) ‖f‖Bµ =
Kµ

µI(z)
‖f‖Bµ

para todo z ∈ D. Por lo tanto

µI(z)|f(z)| ≤ Kµ ‖f‖Bµ

para todo z ∈ D. Esto prueba el Lema. �

De manera análoga como en el Caṕıtulo 2, se definen las siguientes funciones

basadas en los trabajos de Ye [30] y Ramos-Fernández [23], las cuales son claves en

la prueba de los resultados de este caṕıtulo.

Sea µ un peso sobre D el cual satisface una condición de crecimiento y sea µI su peso

integral asociado. Para cada, a ∈ D \ {0} fijo, se definen las siguientes funciones:

sa(z) = µ2
I(a)f 3

a (z)− µI(a)f 2
a (z) (3.4)

ga(z) = 3µI(a)f 2
a (z)− 2µ2

I(a)f 3
a (z) (3.5)

con z ∈ D, donde fa es la función definida en (3.1). Entonces se tienen las siguientes

propiedades:
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Lema 3.3. Para cada a ∈ D \ {0}, sa, ga ∈ Bµ,

1. sa(0) = sa(a) = 0 y s′a(a) =
1

aµ(a)
,

2. ga(0) = 0, ga(a) =
1

µI(a)
y g′a(a) = 0.

Demostración: En efecto, para z ∈ D, se tiene que

s′a(z) =
1

aH(az)
(3µ2

I(a)f 2
a (z)− 2µI(a)fa(z)) y

g′a(z) =
6

aH(az)
(µI(a)fa(z)− µ2

I(a)f 2
a (z))

en consecuencia, de la definición de fa, µI y la desigualdad (3.2), se tiene

µ(z)|s′a(z)| ≤ L2
µ

|a|2
(

3
Lµ
|a| + 2

)
para todo z ∈ D y sa ∈ Bµ para cada a ∈ D \ {0}. Similarmente,

µ(z)|g′a(z)| ≤ 6L2
µ

|a|2
(
Lµ
|a| + 1

)
para todo z ∈ D y ga ∈ Bµ para cada a ∈ D \ {0}. �

3.2 Operador de superposición entre espacios µ-Bloch

En esta sección se caracterizan los operadores de superposición Sφ : Bµ1 → Bµ2

acotados en términos del śımbolo φ. Con el fin de establecer los resultados de esta

sección, se considera el ĺımite del cociente de los pesos involucrados. El primer

resultado muestra que si Bµ2 ⊂ Bµ1 un operador de superposición acotado es posible

sólo v́ıa una función constante.

Teorema 3.1. Sea φ una función entera y sean µ1 y µ2 dos pesos definidos sobre

D. Suponga que µ1 satisface una condición de crecimiento. Si

lim
|z|→1−

µ1(z)

µ2(z)
= 0, (3.6)

entonces Sφ : Bµ1 → Bµ2 es un operador acotado si y sólo si φ es una función

constante.
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Demostración: Si φ es una función entera y no constante, entonces por el Lema

1.1, existe una sucesión {wn} de números complejos y una constante δ1 > 0 tal que

|wn| → ∞ cuando n → ∞ y |φ′ (wn)| ≥ δ1 para todo n ∈ N. Luego, si el peso µ1I

está lejos del cero (no t́ıpico), existe una constante δ > 0 y una sucesión {zn} de

puntos en el disco unitario abierto D tal que |zn| → 1− y |wn| ≥ µ1I(zn) ≥ δ para

todo n ∈ D. Mientras que si el peso µ1I es t́ıpico, por continuidad se puede escoger

la sucesión {zn} tal que |zn| → 1− y

µ1I (zn) |wn| = 1. (3.7)

Además, pasando a una subsucesión, se puede suponer que 1
2
< |zn| < 1 para todo

n ∈ N. En cualquiera de los casos, por (3.1), para cada n ∈ N la función

fn(z) =
1

zn

∫ z

0

ds

Hµ1 (zns)
(3.8)

con z ∈ D está en Bµ1 y satisface fn (zn) = Iµ1 (zn). En consecuencia, del Lema 3.3,

la función

sn(z) = µ1
2
I(zn)f 3

n(z)− µ1I(zn)f 2
n(z), (3.9)

con z ∈ D satisface:

(1) sn(0) = sn(zn) = 0, s′n(zn) =
1

znµ1(zn)
y

(2) ‖sn‖µ1 ≤
L2
µ

|zn|2
(

3
Lµ
|zn|

+ 2

)
≤ 8L2

µ1
(3Lµ1 + 1).

En particular, {sn} es una sucesión acotada en Bµ1 para cada n ∈ N. Similarmente,

la función

gn(z) = 3µ1I(zn)f 2
n(z)− 2µ1

2
I(zn)f 3

n(z) (3.10)

con z ∈ D satisface:

(1) gn(0) = 0, gn(zn) = Iµ1(zn) =
1

µ1I(zn)
y g′n(zn) = 0,

(2) ‖gn‖µ1 ≤
6L2

µ

|zn|2
(
Lµ
|zn|

+ 1

)
≤ 24L2

µ1
(2Lµ1 + 1),
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y {gn} es una sucesión acotada en Bµ1 para cada n ∈ N. Por lo tanto, la función

hn(z) = wnµ1I(zn){gn(z) + sn(z)}, (3.11)

satisface las siguientes propiedades:

(1) hn(0) = 0,

(2) hn (zn) = wn,

(3) h′n(zn) =
wnµ1I(zn)

znµµ1(zn)
,

(4) ‖hn‖µ1 ≤ |wn|µ1I(zn){‖gn‖µ1 + ‖sn‖µ1} ≤ 8|wn|µ1I(zn)Lµ1(9Lα + 4),

es decir, {hn} es una sucesión acotada en Bµ1 para cada n ∈ N.

Si el peso µ1I está lejos del cero, se tiene

‖Sφ (hn)‖µ2 ≥ sup
z∈D

µ2(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µ2 (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µ2(zn)|φ′(wn)| |wn|µ1I(zn)

|zn|µ1(zn)

≥ δ1δ
2µ2 (zn)

µ1 (zn)
→∞

cuando n→∞, donde se ha usado la hipótesis (3.6).

En otro caso, si el peso µ1I es t́ıpico, se tiene

‖Sφ (hn)‖Bµ2 ≥ sup
z∈D

µ2(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µ2 (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µ2(zn)|φ′(wn)| |wn|µ1I(zn)

|zn|µ1(zn)

≥ δ1
µ2 (zn)

µ1 (zn)
→∞

cuando n → ∞, donde se ha usado la hipótesis (3.6) y el hecho que el peso µ1I es

t́ıpico. En ambos casos, se ha mostrado que el operador Sφ no puede ser acotado de

Bµ1 en Bµ2 .

Rećıprocamente si φ es una función constante, entonces el operador Sφ aplica

acotadamente el espacio Bµ1 en Bµ2 . �
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Comentario 3.1. Observe que, de manera análoga como en el Caṕıtulo 2, la condición

(3.6) implica que Bµ2 es un subespacio de Bµ1 . Por esta razón, el Teorema 3.1 es un

resultado esperado.

El siguiente caso muestra que si los espacios son iguales, un operador de

superposición es posible sólo a través de una función af́ın.

Teorema 3.2. Sea φ una función entera y sean µ1 y µ2 dos pesos definidos sobre D.

Suponga que µ1 satisface una condición de crecimiento. Además, suponga que existe

L > 0 tal que

lim
|z|→1−

µ1(z)

µ2(z)
= L > 0. (3.12)

Entonces el operador Sφ : Bµ1 → Bµ2 es acotado si y sólo si φ es una función af́ın.

Demostración: Primero se afirma que la condición (3.12) implica que los espacios

Bµ1 y Bµ2 son iguales y que las normas ||.||Bµ1 y ||.||Bµ2 son equivalentes.

En efecto, por definición de ĺımite existe un r ∈ (0, 1) tal que

µ1(z) ≤ 3

2
Lµ2(z) (3.13)

para todo z ∈ D satisfaciendo r < |z| < 1.

Por otra parte, si z ∈ Dr = {z ∈ D : |z| ≤ r}, entonces usando el hecho que µ2 es

continua y estrictamente positiva sobre el compacto Dr, se garantiza la existencia de

una constante positiva m = m(µ2, r), que depende sólo de µ2 y r, tal que µ2(z) ≥ m

para todo z ∈ Dr.

Similarmente, existe una constante M = M(µ1) > 0, que depende sólo de µ1, tal que

µ1(z) ≤M para todo z ∈ Dr, por lo tanto, se tiene que

µ1(z) ≤M
m

m
≤ M

m
µ2(z)

para todo z ∈ Dr. Esta última desigualdad junto con (3.13) muestran que existe

una constante C > 0 tal que

µ1(z) ≤ Cµ2(z)
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para todo z ∈ D. Esto último implica que µ1(z)|f ′(z)| ≤ Cµ2(z)|f ′(z)| para todo

z ∈ D, por lo tanto, ||f ||Bµ1 ≤ C||f ||Bµ2 para toda función f ∈ Bµ2 y en consecuencia,

Bµ2 ⊂ Bµ1 .
La otra desigualdad de la norma y la otra contención entre los espacios se sigue del

hecho que

lim
|z|→1−

µ2(z)

µ1(z)
=

1

L
> 0.

En efecto, por definición de ĺımite existe un r ∈ (0, 1) tal que

µ2(z) ≤ 2

L
µ1(z) (3.14)

para todo z ∈ D satisfaciendo r < |z| < 1.

Por otra parte, si z ∈ Dr = {z ∈ D : |z| ≤ r}, entonces usando el hecho que µ2 es

continua y estrictamente positiva sobre el compacto Dr se garantiza la existencia de

una constante positiva m = m(µ2, r), que depende sólo de µ2 y r, tal que µ2(z) ≥ m

para todo z ∈ Dr.

Similarmente, existe una constante M = M(µ1) > 0, que depende sólo de µ1, tal que

µ1(z) ≤M para todo z ∈ Dr, por lo tanto se tiene que

µ2(z) ≤M
m

m
≤ M

m
µ1(z)

para todo z ∈ Dr. Esta última desigualdad junto con (3.14) muestran que existe

una constante C > 0 tal que

µ2(z) ≤ Cµ1(z)

para todo z ∈ D. Esto último implica que µ2(z)|f ′(z)| ≤ Cµ1(z)|f ′(z)| para todo

z ∈ D, por lo tanto, ||f ||Bµ2 ≤ C||f ||Bµ1 para toda función f ∈ Bµ1 y en consecuencia

Bµ1 ⊂ Bµ2 .
Suponga que φ es una función entera y no af́ın, entonces por el Lema 1.1, existe una

sucesión {wn} de números complejos y una constante δ1 > 0 tal que |wn| → ∞ y

|φ′ (wn)| ≥ δ1 |wn|
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para todo n ∈ N. Luego, siguiendo un argumento similar como en la prueba del

Teorema 3.1, si el peso µ1I está lejos del cero, se puede encontrar una sucesión {zn}
de puntos en el disco unitario abierto D tal que |zn| → 1− y |wn| ≥ µ1I(zn) ≥ δ para

todo n ∈ D, mientras que si el peso µ1I es t́ıpico, se puede escoger la sucesión {zn}
tal que |zn| → 1− y

µ1I (zn) |wn| = 1. (3.15)

Pasando a una subsucesión de ser necesario, se puede suponer que 1
2
< |zn| < 1 para

todo n ∈ N. Considerando la sucesión {hn} definida en (3.11) se tiene, {hn} es una

sucesión acotada en Bµ1 . Además, si el peso µ1I está lejos del cero, se tiene

‖Sφ (hn)‖Bµ2 ≥ sup
z∈D

µ2(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µ2 (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µ2(zn)|φ′(wn)| |wn|µ1I(zn)

|zn|µ1(zn)

≥ δ1δ
2µ2 (zn)

µ1 (zn)
|wn| → ∞

cuando n → ∞, donde se ha usado la relación (3.12) y el hecho que |wn| → ∞
cuando n→∞. Mientras que si el peso µ1I es t́ıpico, se tiene

‖Sφ (hn)‖Bµ2 ≥ sup
z∈D

µ2(z) |φ′ (hn(z))| |h′n(z)|

≥ µ2 (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)|

= µ2(zn)|φ′(wn)| |wn|µ1I(zn)

|zn|µ1(zn)

≥ δ1
µ2 (zn)

µ1 (zn)
|wn| → ∞

cuando n → ∞, donde se ha usado la relación (3.15) y el hecho que |wn| → ∞
cuando n→∞. Esto prueba que el operador Sφ : Bµ1 → Bµ2 no puede ser acotado

si la función φ no es af́ın.

Rećıprocamente, si φ es una función af́ın, entonces Sφ es un operador acotado de Bµ1

en Bµ2 . �

El caso cuando

lim
|z|→1−

µ1(z)

µ2(z)
=∞,
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es más delicado.

Si el peso µ1 no es t́ıpico, entonces de la desigualdad (3.3) se tiene que Bµ1 ⊂
H∞, el espacio de las funciones holomorfas acotadas sobre D. En este caso, si φ

es una función entera, entonces el operador de superposición Sφ : Bµ1 → Bµ2 es

necesariamente acotado.

Teorema 3.3. Sea φ una función entera y sean µ1 y µ2 dos pesos definidos sobre D.

Suponga que µ1 satisface una condición de crecimiento y que su peso integral µ1I es

no t́ıpico. Si

lim
|z|→1−

µ1(z)

µ2(z)
=∞, (3.16)

entonces el operador de superposición Sφ : Bµ1 → Bµ2 es acotado.

Demostración: Sean f ∈ Bµ1 y M > 0 tales que ‖f‖Bµ1 ≤M . De la desigualdad

(3.3) se tiene ‖f‖H∞µ1I ≤ Kµ1M. Esto implica que

|f(z)| ≤ 1

µ1I(z)
Kµ1M ≤

1

δ
Kµ1M = Kµ1,δ,M

para todo z ∈ D, donde se ha usado el hecho que el peso integral es no t́ıpico en la

última desigualdad. Además, dado que φ y φ′ son funciones enteras se tiene

|φ(f(0))| ≤ M1 = max
|w|=Kµ1,δ,M

|φ(w)|

|φ′(f(z))| ≤ M2 = max
|w|=Kµ1,δ,M

|φ′(w)|

para todo z ∈ D. Por lo tanto,

‖Sφ(f)‖Bµ2 = |φ(f(0))|+ sup
z∈D

µ2(z)|φ′(f(z))||f ′(z)|

≤ M1 +M2 sup
z∈D

µ2(z)|f ′(z)|

≤ M1 +M2 sup
z∈D

µ1(z)|f ′(z)|

≤ M1 +MM2,

donde se ha usado el hecho que la condición (3.16) implica que Bµ1 ⊂ Bµ2 . Esto

completa la prueba. �
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El caso cuando el peso µ1 es t́ıpico es más interesante debido a que analizando la

taza de crecimiento de la función peso µ2 cuando |z| → 1−, se pueden encontrar

condiciones sobre la función φ, para caracterizar cuándo el operador Sφ : Bµ1 → Bµ2

es acotado.

Teorema 3.4. Sea φ una función entera, y sean µ1 y µ2 dos pesos definidos sobre

el disco D. Suponga que el peso µ1 satisface una condición de crecimiento y que su

peso integral µ1I es t́ıpico. Suponga también que existe una constante L > 0 tal que

lim
|z|→1−

µ2(z)

µ1(z)
ϕ

(
1

µ1I(z)

)
= L > 0, (3.17)

donde ϕ : (0,∞) → (0,∞) es una función creciente y continua. El operador Sφ :

Bµ1 → Bµ2 es acotado si y sólo si para cada λ ∈ (0, 1), existen constantes positivas δ

y R tales que

|φ′(w)| ≤ δϕ(λ|w|) (3.18)

siempre que |w| > R.

Demostración: Suponga primero que la condición (3.18) es cierta, se mostrará que

el operador Sφ : Bµ1 → Bµ2 es acotado. Considere M1 > 0 y suponga que f ∈ Bµ1

satisface ‖f‖Bµ1 ≤ M1. Seleccionando λ ∈ (0, 1) tal que λM1Kµ < 1, donde Kµ > 0

es la constante del Lema 3.2. Entonces existen constantes positivas δ y R tales que

la desigualdad (3.18) se mantiene siempre que |w| > R. Por lo tanto, dado que el

conjunto DR = {w ∈ C : |w| ≤ R} es compacto y la función φ′ es continua, se puede

suponer que

|φ′(w)| ≤ δ

para todo w ∈ DR. Se puede suponer también que |φ(w)| ≤ δ para todo |w| ≤M1.

De la hipótesis (3.17) y el hecho que µ1I es un peso t́ıpico, implica que ϕ(t) → ∞
cuando t→∞ y

lim
|z|→1−

µ2(z)

µ1(z)
= 0.



74

En particular, la función
µ2

µ1

es acotada sobre D. En consecuencia, para cada z ∈ D

tal que |f(z)| ≤ R se tiene

µ2(z) |φ′ (f(z))| |f ′(z)| ≤ δ ‖f‖Bµ1
µ2(z)

µ1(z)
≤ δM1

∥∥∥∥µ2

µ1

∥∥∥∥
∞
.

Por lo tanto

S1 := sup
{z∈D:|f(z)|≤R}

µ2(z) |φ′ (f(z))| |f ′(z)| ≤ δM1

∥∥∥∥µ2

µ1

∥∥∥∥
∞
. (3.19)

Por otro lado, para cada z ∈ D tal que |f(z)| > R se obtiene

µ2(z) |φ′ (f(z))| |f ′(z)| ≤ δµ2(z)ϕ (λ |f(z)|) |f ′(z)|

≤ δ ‖f‖Bµ1
µ2(z)

µ1(z)
ϕ

(
λ

Kµ

µ1I(z)
‖f‖Bµ1

)
≤ δM1

µ2(z)

µ1(z)
ϕ

(
1

µ1I(z)

)
,

donde se ha usado que la función ϕ es creciente y el hecho que λM1Kµ < 1. Por lo

tanto dado que el ĺımite en (3.17) existe, se concluye que existe una constante C > 0

tal que

S2 := sup
{z∈D:|f(z)|>R}

µ2(z) |φ′ (f(z))| |f ′(z)| ≤ δM1C. (3.20)

Finalmente, se tiene

‖Sφ (f)‖Bµ2 ≤ |φ (f(0))|+ S1 + S2 ≤ δ + S1 + S2,

dado que |f(0)| ≤M1. Esto muestra que el operador Sφ : Bµ1 → Bµ2 es acotado.

Rećıprocamente, si φ es una función entera y se satisface la hipótesis (2.20), entonces

existe λ0 ∈ (0, 1) y una sucesión de números complejos {wn} tal que |wn| → ∞
cuando n→∞ y

|φ′ (wn)| ≥ nϕ (λ0 |wn|)

para todo n ∈ N. Por lo tanto, dado que el peso µ1I es t́ıpico se puede encontrar

una sucesión de puntos {zn} ⊂ D tal que |zn| → 1− y

µ1I (zn) =
1

λ0 |wn|
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para todo n ∈ N. Pasando a una subsucesión, se puede suponer que 1
2
< |zn| < 1

para todo n ∈ N.

Ahora, se considera la función hn definida en (3.11) por

hn(z) = wnµ1I (zn) {gn(z) + sn(z)} .

Entonces {hn} es una sucesión acotada en Bµ1 tal que hn(0) = 0, hn (zn) = wn y

h′n (zn) =
wnµ1I(zn)

znµ1(zn)

Además,

‖Sφ (hn)‖Bµ2 ≥ µ2 (zn) |φ′ (hn (zn))| |h′n (zn)| = µ2(zn) |φ′ (wn)| |wn|µ1I (zn)

|zn|µ1 (zn)

≥ n

λ0

µ2 (zn)

µ1 (zn)
ϕ

(
1

µ1I (zn)

)
→∞

cuando n → ∞, donde se ha usado la hipótesis (3.17) y el hecho que |zn| → 1−

cuando n → ∞. Se concluye entonces que el operador Sφ no puede ser acotado de

Bµ1 en Bµ2 . �

Comentario 3.2. En el trabajo de Boyd y Rueda [7] acerca del operador de su-

perposición actuando entre espacios de Banach de funciones anaĺıticas los autores

mostraron que si X y Y son espacios de funciones holomorfas sobre un conjunto U

y el funcional evaluación δx , x ∈ U , está en Y ′, entonces si Sφ es acotado implica

que es continuo (de hecho holomorfo). Observe que las desigualdades (2.4) y (3.3)

dicen que el funcional evaluación es continuo, esto último junto con el acotamiento

del operador Sφ implican la continuidad del mismo.

3.3 Problemas abiertos

En esta ĺınea de investigación queda pendiente abordar los siguientes problemas:

• Caracterizar la continuidad y compacidad del operador de superposición ac-

tuando sobre los espacios Bloch logaŕıtmicos y los espacios µ- Bloch.
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• Mejorar los resultados obtenidos en el Caṕıtulo 3, para una función peso

cualquiera sin condición de crecimiento.

• El operador de superposición está relacionado con el operador multiplicación.

Más precisamente, si X e Y son dos espacios métricos de funciones anaĺıticas,

u una función anaĺıtica que tiene el mismo dominio que las funciones de X y

si u · f ∈ Y para toda función f ∈ X, entonces u induce un operador lineal

Mu : X → Y , llamado operador multiplicación definido por

Mu(f) := u · f.

Para funciones anaĺıticas u : D→ C y φ : C→ C se puede definir el operador

no lineal Su,φ : H(D)→ H(D) por

Su,φ(f) := u.(φ ◦ f)

llamado operador de superposición con peso. Observe que Su,φ = Mu◦Sφ, donde

Mu es el operador multiplicación. El problema en este caso seŕıa extender los

resultados de los caṕıtulos anteriores para el caso del operador de superposición

con peso Su,φ.



CONCLUSIONES

En este trabajo de investigación en el cual se estudia el Operador de Super-

posición actuando sobre espacios de funciones anaĺıticas se obtuvieron las siguientes

conclusiones:

• El peso integral definido en el Caṕıtulo 2, introducido por Ramos-Fernández

en [23] es una herramienta muy útil, puesto que éste permite definir ciertas

funciones especiales las cuales son claves en el estudio del acotamiento del

operador Sφ cuando actúa entre los espacios Bloch Logaŕıtmicos.

• Las funciones enteras juegan un papel fundamental en este trabajo, ya que las

caracterizaciones obtenidas se expresan en términos de éstas, de su orden y de

su tipo.

• Se logró dar nuevas caracterizaciones para el acotamiento del operador Sφ

cuando actúa entre los espacios Bloch Logaŕıtmicos, éstos resultados gene-

ralizan los obtenidos por Xu en [28] para los espacios α-Bloch. También como

casos particulares se obtienen la mayoŕıa de los resultados que aparecen en [12].

• El peso integral y las funciones especiales que aparecen en el Caṕıtulo 3, per-

mitieron generalizar todos los resultados del Caṕıtulo 2 para una función peso

µ general que satisface una condición de crecimiento.
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Abstract We characterize all entire functions φ that maps a logarithmic Bloch-type space
Bα

logβ into another of the same kind by superposition. As consequences of our study, we

obtain several results about the boundedness of superposition operators acting between α-
Bloch spaces, Bloch–Orlicz spaces among others.
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1 Introduction

For α > 0 and β ≥ 0 fixed, the logarithmic Bloch space, denoted by Bα

logβ , was introduced

by Stević [20] in 2009, when he studied functions with Hadamard gaps in certain Bloch-
type spaces. This space consists of all complex-valued functions f ∈ H (D), the space of
all analytic functions on the open unit disk D of the complex plane C, equipped with the
topology of uniform convergence on compact subsets of D, such that

‖ f ‖α,β := sup
z∈D

vα,β(z)
∣
∣ f ′(z)

∣
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1 Introduction

Bloch-type spaces Bµ appear in natural way when we study properties of
operators acting on spaces of holomorphic functions. They consist of all the
functions f ∈ H(D), the space of all holomorphic functions on the unit open
disk D of the complex plane C, such that

|f ′(z)| ≤ λf
µ(z)

,

where µ : D→ R is a weight, that is, a continuous, positive, bounded and radial
(i.e. µ(|z|) = µ(z) for all z ∈ D) function; and λf is a constant depending on
f and µ. It is known that Bµ is a Banach space with the norm

‖f‖Bµ = |f(0)|+ ‖f‖µ ,
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E-mail: jcramos@udo.edu.ve

Manuscript Click here to download Manuscript super-mu-Bloch-
springer.pdf

Click here to view linked References

 1 
 2 
 3 
 4 
 5 
 6 
 7 
 8 
 9 
10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 
17 
18 
19 
20 
21 
22 
23 
24 
25 
26 
27 
28 
29 
30 
31 
32 
33 
34 
35 
36 
37 
38 
39 
40 
41 
42 
43 
44 
45 
46 
47 
48 
49 
50 
51 
52 
53 
54 
55 
56 
57 
58 
59 
60 
61 
62 
63 
64 
65 



HOJA DE METADATOS



Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 1/6

T́ıtulo
Operador de superposición generalizado sobre espacios de fun-

ciones anaĺıticas
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