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RESUMEN

En estetrabajo, estudiamos lasfunciones (o, ) débilmente continuas y mostramos como resultado principal una
generalizacion delosobtenidosen e trabajo realizado por Rosas y Vielma(1999).
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ABSTRACT

Inthis paper, westudy theweakly continuous (, 4) functionsand our main resultisageneralization of theresults

given by RosasandVielma(1999).

Key worps: Weakly continuous, i ntersection operator, Mutually dual operators.

INTRODUCCION

Rosas y Vielma (1999) introdujeron el concepto de
funcion (e, s) débilmente continuay mostraron que este
concepto generalizalasnociones de funcidn débilmente

continua dado por Levine (1961) y de expansién con-
tinua en e sentido de Tong (1994). También mostraron

ellos, que unafuncion f es («,id) débilmente continua
siysolos fes (a,p8) Y (a,ﬂ*) débilmente continua,

donde s y g* operadores mutuamente duales.

En este trabajo, damos unageneralizacion delades
composicion de funciones (¢, ) débilmente continuas y
mostramosbajo que condiciones unafuncion f es (a,5)
y (a, ﬁ*) debilmente continua, con g Yy p*son operado-
res mutuamente duales.

PRELIMINARES

Las siguientes definiciones son basicas a lo largo
del desarrollo del presente trabajo.
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Definicion 1. Sean (X,r) un espacio topologico y
a:P(X)— P(X) una funcion.

Decimos que «es un operador asociado a  Si

paracada uer.

Ejemplo 1. Sean (x,7) un espacio topoldgico y defi-
namos « : P(X)— P(X) como:

a) «U)=(Fr(u))*, paratodo subconjunto u dex ;

b) a(U)=ci(u), paratodo subconjunto u dex ;

C) «(U)=IntCI(U), paratodo subconjunto u dex ;

d) a(U)=Ker(U),paratodo subconjuntou dex ;
donde Ker(U) =N{V:VerV cU}.

€) f:X —Yunafuncidnentreespacios topoldgicos,
a:P(X)— P(X)definido por o(U)=f 1(f(U))

Observe que en cualquiera de los casos anteriores
a €sun operador asociado a
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Definicion 2. Sean Yy (Y,0) espaciostopol 6gicos,
a«'y  operadores asociados a las topologias = vy
respectivamente. Decimos que unafuncién es
(e,8) débilmente continua si y solo si para cada
subconjunto o - abierto  eny,

al )< 1ntt (V) -

Observacion 1. Supongaseque f : X - Y €S (o, 5) dé-
bilmente continua. Entonces:

1. Sig=idy g=id,lafuncién f escontinuaenel
sentido usual.

2. S g=id y p es€ operador clausura, la fun-
cion  esdébilmente continua enel sentido de
Levine.

3. Sia=idy p escuaquier operador . Lafuncion
f escontinuaen el sentido expansivo de Tong.

4. EXxisten operadores «y  los cuaes son muy
restrictivos para permitir la existencia de fun-
ciones («,) débilmente continuas. Por gem-
plo: s tomamos (v)=(Fr(v)° para cualquier
subconjuntov de x y g =id , entonces no hay fun-
ciones f: X —Yquesean («,s) débilmente con-
tinuas. Sin embargo si exigimos al operador «
que satisfagalacondicion =4, entonceslas
funciones constantes siempre son («,s) débil-
mente continuas para cualquier operador 4.

Definicion 3 . Sea(x,z) un espacio topoldgico . Un
par deoperadores o y  sobre » son mutuamente duales
S paracada v er.

Ejemplo 2. . Sea (x,r) un espacio topoldgico, ay
operadores sobre ¢ definidos como siguen :

y plv)=ci(v),

es fécil mostrar que « y  son operadores mutuamente
duales.

Ejemplo 3. S « escuaquier operador sobre
entonces  definidocomo p(v)=v ua(v)® esmutuamente
dual con «.
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Observemos que si es un espacio topolégico y
a, son operadores asociadosa + , podemos obtener un
nuevo operador sobre x definido como
sigue: a A p\v)=alv)n plv). Este nuevo operador eslla-
mado el operador interseccion de o y

También podemosver quesi « y  son operadores
mutuamente duales, entonces a A g =id,id restringido a
r,donde  esel operador identidad.

El siguiente teorema es el resultado principal de este
trabajo.

Teoremal. Sean (X,7)y (Y,o) espacios topologicos,
a unoperador sobre 'y operadores sobre o . En-
tonces una funcion es (a, BA ﬁ*) debilmente

continua s y sdlos fes (a,8) VY (a,/;*) débilmente
continua.

Demostracion . Supdngase que f es (a,ﬁ/\ﬂ*) dé
bilmente continua, entonces para cada conjunto abierto
V e o, tendremos

alt W) nt(t 2 1 5 W)= 10t 250 ) nel £ 25" ()

Concluyéndose deesto Ultimo que f €S («,4) ¥ (a, B )
débilmente continua.

Reciprocamente, supdngase que f €S (,8) Y (a, /3*)
débilmente continua, entonces para cada conjunto abier-
to Vv e, tendremos:

ol 1)< mlr 2o00) Y alr ) (s 2o v)-
De esto se concluye que
ol 1)< 1 v ) (s s )
Por lo tanto  es (¢, 51 5| débilmente continua.
Como consecuencia del teorema anterior, obtene-
mos el siguiente corolario, que es el resultado princi-

pal dado en Rosasy Vielma ( 1999). Mas aln, el teo-
rema anterior también generaliza todas las nociones
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de funciones débilmente continua y funciones
expansivas conocidas en la literatura.

Corolario 1. Sean (X,7) Yy (Y,o) espaciostopol dgicos,

y
duales sobre o . Entonces unafuncién

e un operador sobre operadores mutuamente
€s (a,id)
debilmente continua siy sdlos fes («,8) Y (a,p*) dé
bilmente continua.

En general, no es cierto que si f: X — Y es una fun-
cion continua entonces f sea necesariamente (a,4) Y

(a, p*) débilmente continua, donde « sea un operador

sobre y operadores duales sobre o, como se
muestra en los siguientes gjempl os.

Ejemplo 4. Sea
finidacomo f(x)=x, para todo xe R, donder denotala
rectareal con su topologia usual. Definamos operadores

una funcién constante, de-

a,pY B COMO siguen:

alv)=(Fr(v)F, plv)=Cilv) ¥ 5 (v)=(Fr(v)F-

Sea v cualquier conjunto abierto en r entonces:

el 3N ) fE e d ey
V)= IW); f'l(ﬁ(V))={i 3 Xxf;i/;((‘\’/));
s ‘1(15(V)))={f2 i Xx(;ii((\\//));
3
R B )

Sigue de esto, que f es unafuncién continua que no
es (@8) Ni (") débilmente continua

Ejemplo 5. Sea f : R— Runafuncion constante, defi-
nidacomo f(x)=x, para todo xeR,donde r denotala
recta real con su topologia usual. Sean « es cualquier
operador sobre que satisfaga lacondicion a(g) = ¢,
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y B, p° operadores duaes. Es fécil mostrar que f es

unafuncion («,8) y (a, p*)débilmente continua.

El siguiente gjemplo muestra gque existen funciones
f:X->Yque son («,8) Yy (a,/;*) débilmente continuas,

By g operadores mutuamente duales, pero que no son
continuas.

Ejemplo 6. Sean x = {a,b,c},Y = {a,b,c},
cl,{a.clY}.

7 =1g.{a), b}, fa.bj, X}.o = {9 fal |

Definamos « : P(X ) - P(X) COMO Sigue:

A, s beA
a(A):{Int(A) . s bgA

6.5 :PY)>P(y) se definen como p(a)=ci(a) y
5 (A)=1a(A).

Sea f:X —» Y, definida por:

Observe que f no esunafuncion continua, pero f

es (a,p8) Y (a, /3*) débilmente continua. Lapruebaesla
siguiente:

¢ , S V=9 ¢ , S V=9
{a,b} , s V:{a} {a,b} , S V:{a}
pV)=1bef . s v=icf HAV)=1lc} . s V=lac)
Y , s V=a,c}' X s Vz{a,c}'
Y s V=Y X s V=Y
¢ , s V=4
{a,b} , S V:{a}
iv)=16 8 vl
X s V={a,c}'
X s V=Y
¢ , s V=4
{a,b} , s V:{a}
i W)={g . 8 v-idf
X s V={a,c}'
X s V=Y
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¢ , 8 V=¢

fab} , s v={a}
i 2(s0)-1¢ . & v={c)

X , s V={ac}-

X s V=Y

De esto, concluimos que paratodo conjunto abierto

Veo, a(f _1(V))g Int(f _1(,8(\/)))1

Luego f es («, ) débilmentecontinua. Por otrapar-

te,
¢, s V= ¢, s V=¢
) . s v=lal b . s v=laf
FV-f s v=id el s vl
acl , s V={ac} X , s v={ac}
Y , s V=Y X , 8 V=Y
¢ . s V=4
fabl , s v={a}
a(f‘l(v)): ¢ . § V={
X , s vV={fac}:
X s V=Y
s -t
aby , s V=4
|nt(f-1(,3*(v)))= g . 8 V={
X , s V={ac}-
X s V=Y

Concluimos de esto que para todo conjunto abierto

Veo, alt1v))c nt(f (5" (v))- Por lotanto f es (4, 5°)
débilmente continua.

El siguiente teorema nos da una relacion entre las
nocionesde («, ) débilmente continuay continuidad para

una funcién f: X - v enlacual e operador « asociado
a la topologia considerada sobre  satisface la condi-
cion adicional Ac a(A), paratodo Ac X.

Teorema 2. Sean (X
a unoperador sobre 'y

7)Y (Y,o) espaciostopol 6gicos
operadores mutuamente

&S (@) Y |a.p") débilmen-
para todo Ac X, entonces

dualessobre o . Si

te continua y Aca(A)
f:X Y escontinua

Demostracion. Sea v un conjunto abierto en vy, en-
tonces por hipotesis:

73

alt 1)) mt(f2(50) Y alf 1) 25 ),
concluyéndose de aqui que ;

alf *\V))c Int\f *(BA L XV)}}

pero, , asi obtenemos usando el hecho que,

Aca(A) paratodo Ac X,
1) ol 1)) < int(f 1)< 1 2),

por lo cua
cuencia f es unafuncién continua.

f-1(v) s un conjunto abierto y en conse-

El siguiente jemplo muestralaexistenciade una fun-
cion f:X »Y y deoperadores «,p y g tales que: «
es un operador sobre el cual satisface la condicion

paratodo Ac X,y p,s" sonoperadores mutua-
mente duales sobre o, pero es unafuncion que

N0 €s («,) Ni (a, 5" ) débilmente continua.

Ejemplo7. Sean x =
7 ={¢.{al b} fa.b} X .o =

{a.b,c}Y ={ab,c},

o.a} e} ta.cj v}

Definamos « : P(X) - P(X) como sigue «(A)=clI(A) ¥

BB P(X)—> P(X) por p(A)=Cl(A) Y p"(A)=(Fr(A)°. Sea
f:X »Y lafuncion dada por

. {a s xefab}

X)I=1b s x=c

Observe que f esunafuncion continua, Ac «(A) para

todo Ac X, Pero f:X—Y noes (,4) Ni (u,4°) débil-
mente continua, como se exhibe a continuacion.

Considérese el abierto v={a} en o, entonces

o et a)-atabh=x . Ala)-fanl,
(s(a})-fa} € imlr(g((a)))- e} Observe que
a(f '1({a})) no est4 contenido Int(f - (ﬂ({a}))), por lo tanto,
f noes («,4) ni débilmente continua. Note ademas que

int(t (5" (fa})) = fa.b}, por locual f tampocoes (¢, 5*) dé-
bilmente continua.
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