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INESTABILIDAD POR PRIMERA APROXIMACION
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RESUMEN: En este trabajo se expone un teorema de inestabilidad para la solucion trivial del sistema x'(2) = A(t)x(t) + f(t.x(1).

Este resultado se apoya en propiedades dicotomicas del sistema lineal y'(¢) = A(¢)x(¢) . El teorema principal complementa resultados

anteriores de O. Perror y W.A. Coppel.

PALABRAS cLAVES: Inestabilidad, dicotomias ordinarias.

ABSTRACT: In this paper, we give a theorem of instability for the null solution of the equation x'(?) = A(¢)x(t) + f{tx(t). This

result relies on the dichotomic properties of the linear system y'(¢) = A(¢)x(¢) . The obtained result complements those of O. Perror

and W.A. Coppel.
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INTRODUCCION

La teoria de inestabilidad de las soluciones de
ecuaciones diferenciales ordinarias comienza su desarro-
llo a principios de este siglo, fundamentalmente, por los
aportes de Liapounov, quien mediante el uso de formas
cuadraticas definidas positivas (hoy con mas generalidad,
por el método directo de las funciones de Liapounov) es-
tablecid un criterio general de inestabilidad de la solucion
nula del sistema no lineal

x'= f(¢t,x), £(¢,0)=0.

Bajo esta metodologia, se han descubierto posteriormente
otros resultados de inestabilidad, entre los cuales el méto-
do de los sectores de inestabilidad de Chetaiev (Rouchet,
Habets y Laloy, 1977) se cuenta entre los mas exitosos.

La dificultad esencial del método de Liapounov con-
siste en encontrar una funcién de Liapounov apropiada
para el sistema que se estudia. En casos concretos €sta no
es una tarea sencilla. Por esta razon, el mismo Liapounov,
y posteriormente otros matematicos, investigaron asidua-
mente la inestabilidad mediante el llamado método de la
primera aproximacion, que considera el sistema

x'=A)x+ f(t,x),Vt=>0 (1)

Recibido: Mayo 1999. Aprobado: Julio 2000.
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donde suponemos f'(¢,0) = 0. Liapounov y Perron estu-
diaron la inestabilidad de este sistema para el caso

A(t) = constante. El resultado central se resume en el si-
guiente

Teorema A. Consideremos el sistema 1, donde supone-
mos que A(t) es una matriz constante. Supongamos ade-
mas que f : [ 0,7 o) X V— V, (V representarda el espacio
), es continua y satisfa-

R "o C"con alguna norma fija | .
ce la condicion

tim L9 _ g

x>0 | x|

uniformemente respecto a t. Bajo estas condiciones, si la
matriz A admite al menos un valor propio con parte real
positiva, entonces la solucion nula de (1) es inestable.

Un segundo resultado en esta direccién pertenece a
Coppel, quien considera el sistema lineal

x'=4 ()x. (2)

donde la funcion A(z) no es constante y f'(z,x) cumple la
siguiente condicion: dado € >0, existe 6 =8 (g) >0y

T (e ) tal que para todo |x|<8,yt2 T
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|f(tx)| <elx|. 3)

Teorema B. Supongamos la condicion (3). Supongamos,
ademdas la existencia de una matriz de proyeccion P 1y

una constante K positiva tal que para t> t,se cumple

jt O ()P DI(s) ds +
w to (4)
L D)1~ P)D(5)|ds < K,

donde @ es a matrtz fundamental del sitema lineal (2)
(notacion que conservaremos en el resto del trabajo). Bajo
estas condicioncs la solucion trival de (1) es inestable en
el sentido de Liapounav.

Enel caso A = constante, la demostracion del Teore-
ma A (Coddington y Levinson, 1976) se deduce del Teo-
rema B (Coppel, 1969).

La inestabilidad del sistema (1) es una tarea interesan-
te y un problema que mantiene su actualidad, ésto se debe
a la complejidad del sistema lineal (2). El resultado de
Coppel tiene dos caracteristicas importantes que lo distin-
guen del resultado de Perron: No usa funciones de Lia-
pounov y el sistema (2) no es autonomo.

No obstante la importancia de los Teoremas Ay B,ellos
no dan respuesta al problema de inestabilidad para una
gran clase de sistemas. Haciendo uso del concepto de
h-inestabilidad y de resultados obtenidos recientemente el
el campo de la equivalencia asintotica (Brauer y Wong,
1969), (Naulin y Pinto 1994), Naulin consigue nuevos re-
sultados sobre inestabilidad para el sistema (1) (Naulin,
1998). En este trabajo demostraremos un teorema de ines-
tabilidad en el cual usaremos la nocién de dicotomia ordi-
naria (Coppel, 1978).

DEFINICIONES

. , ., 1
En lo que sigue se usara lanotacion /=[0,e). L deno-
tara al conjunto de funciones integrables sobre /. Anotare-
mos

= yloo = supi|x(®) —y(¥)] : t>1,}.

Para un nimero p > 0, la bola con centro en cero y radio
p en el espacio V se distinguira por la notacion B[0,p].

Definicion 1 Diremos que el sisterna (2) admite una
dicotomia ordinaria, siy solo si existe una matriz de pro-
yeccion Py una constante K < 1 tal que

D) PD(s) [<K,125,
D) -P)D(s) < K,s>t.

(&)
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Del coeficiente fsupondremos la siguiente condicion:
(L) Existe un nimero positivo p, tal que paratodo |x |, [y | <p

f@6x)=fLY)<y Ofx-y

2

dondey € L'

La condicion (L) es menos general que (3). Pero el
objetivo de este articulo es mostrar como las técnicas de
las dicotomias pueden ser usadas en la teoria de inestabili-
dad del sistema (1) donde (2) tienen un comportamiento
dicotémico mas general. Estas ideas ya han sido explota-
das por otros autores ( Avis, 1996), (Muldowney, 1984),
(Naulin 1998) (Naulin y Pinto, 1994).

RESULTADO PRINCIPAL

Supongamos la siguiente condicion:

K j:y (s)ds <1. (6)

Teorema 1. Supongamos que el sistema (2) admite la di-
cotomia ordinaria (5). Si la funcion f satisface la condicion
(L) y (6) es vdlida, entonces la solucion nula de (1) es
inestable si la ecuacion (2) admite una solucion no aco-
tada

Demostracion. Supongamos que la soluciéon nula de
la ecuacion (1) es estable. Entonces para €=p existe un &
positivo tal que|yo| <38 implica|y(, ¢, y,)|<p,Vt=t,
Mostraremos que esto es imposible.

Consideremos el operador
T() = [ AP fis.v(s)ds
= [ @)U = PYO(s) f (5. (s)ds.
La estimacion
T ()O<K [ /s, p(s))ds+
K[ f(s.y(s)]ds <K v (s)dsp

implica T: B[0, p] — B[0, p]. Ademas tenemos la esti-
macién

(7)

IT((O-T ()0

Kj:y(s)ds |y = X - (8)



Inestabilidad por primera aproximacion

Para | yo | <, consideremos la funcion

x(t) = y(tatoryo) - T(y(at():yo))(t),

Es facil ver que x(?) es una solucion acotada de la ecuacion
(2). Por lo tanto x(z,) € V|, donde V, denota el espacio de
las condiciones iniciales de la ecuacion (2) que generan las
soluciones acotadas de esta ecuacion. Podemos conside-

rar que x(z)) € V, = P[V] (Proposicién 2.2 en (Coppel,

1978)). Sea y(y una condicion inicial que cumple las pro-

9

piedades
yOE(I_P)[VL 0< b/0| <90

De la definicion de la funcion x(z) obtenemos

xttg)=yorl - P)f " @7\s)

Sy, t,, v,))dse A-P)[V']

lo que implica x(¢,) = 0. Pero en este caso y(.,f, yp)

satisface la ecuacion integral
y(-10:0) = T(¥(-£0,y0))

Asi, cualquier solucion y (., ¢, y,) que satisfaga (9) es un
punto fijo de el operador dicotémico T. Pero de (7) y (8)
vemos que el operador T es una contraccion que actiia de
B[O, v enB[0,r ].Ademas T (0) =0, por lo tanto

y(,tg.yp) =0, que contradice y,=y(t,.t,,¥o) # 0.

COMENTARIOS

El Teorema 1 demostrado en este trabajo no puede ser
considerado mas general que el Teorema B. El punto im-
portante radica en la idea de su demostracion, que puede
ser extendida, por ejemplo, a ecuaciones en diferencias fi-
nitas (Lezama 1996).

Por otro lado, la demostracion del Teorema 1, puede
ser extendida a coeficientes mas generales los considera-
dos en la condicion (L), por ejemplo si [f{z,x)]| < g(t, |x]),
donde g(%,7) es continua y creciente en la variable » para
cada t fijo (Brauer y Wong, 1969), (Naulin y Pinto, 1994),
(Avis, 1996), (Naulin, 1998).

Para concluir nuestro trabajo comentamos el siguiente
ejemplo

(x)'_(—l/z 0
y) VL0 1/t

)+ £ @x, ),
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donde f{t, x, y) satisface la condicion (L) de nuestro arti-
culo. Es claro que la parte lineal del sistema posee una
dicotomia ordinaria, y también posee soluciones no acota-
das. La solucidn trivial de este sistema no es estable. Este
resultado no puede ser obtenido del Teorema B, pues @,
la matriz fundamental del sistema

R

no cumple la condicién integral (4).

0
1/t
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