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RESUMEN

En este trabajo se estudiaron algunas propiedades topoldgicas de los espacios
de funciones analiticas a-Bloch, Dirichlet con peso y (), entre ellas, se establecid
que estos espacios son de Banach, asi, como también las relaciones de contencion
existente entre ellos. Ademads, se caracterizaron los operadores de composicion
continuos cuando actiian sobre estos espacios en términos de la continuidad del
mismo sobre sus respectivas clases hiperbdlicas.
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INTRODUCCION

En las ultimas décadas se ha venido haciendo un intenso trabajo de investi-
gacion en el campo de la teoria de operadores en espacios de Banach, en particular,
en espacios de funciones analiticas sobre el disco unitario D, del plano complejo C,
el cual se denota por H(DD). En este sentido, si (X, || ||x)y (Y;] - |ly), son sub-
espacios de Banach de H(D), se denota B(D) = {h € H(D) : |h(z)| < 1,z € D};
y se tiene una funcién ¢ € B(D), entonces se define el operador de composicién
C,: X — Y, con simbolo ¢, como aquella transformacién (lineal) que aplica una
funcién f € X en otra nueva funcién h = Cy,(f) = fop en Y. Uno de los objeti-
vos, cuando se estudia este tipo de operadores, es analizar sus propiedades tales
como: acotacion, compacidad, norma, entre otras; haciendo uso de las propieda-
des funcionales del simbolo ¢ y reciprocamente, de la inmersiéon por el operador
de un espacio en otro, obtener propiedades del simbolo ¢ que lo induce. Un as-
pecto que hace interesante el estudio de estos operadores lo constituye el hecho
de que esta teoria construye un puente entre la teoria de operadores y la teoria
de funciones, esta fusion ha producido una cantidad de resultados como puede
verse, por ejemplo, en la base de datos de la Sociedad Americana de Matematica

(AMS, www.ams.org/mathscinet).

Hasta ahora, no se ha podido dotar al espacio H (D) de una norma que lo con-
vierta en un espacio de Banach; pero existe una extensa teoria sobre subespacios
de él, que son de Banach, y quienes siguen esta linea de investigacion se esfuerzan
dia a dia por crear nuevos subespacios de H (D) o generalizar los que ya existen
y ver que propiedades heredan, tal es el caso de los espacios con los cuales se
trabaja en esta Tesis (Capitulo 2) y que se describen a continuacién. En primer

lugar, el espacio a-Bloch, con o > 0, denotado por B, el cual esta constituido



por aquellas funciones f € H(D) que satisfacen

17l = sup{(1 = |21 ()1

Estos espacios son generalizaciones del espacio clasico de Bloch, el cual se obtiene
cuando el parametro « es igual a 1 y se denota por B. A pesar de que a simple
vista los espacios B, y el espacio B son muy semejantes, en muchos casos las
demostraciones de las propiedades inherentes a cada uno de ellos requieren de un
tratamiento distinto; més aun, existen propiedades que se cumplen en el espacio
B y no en el espacio B,, como por ejemplo la invarianza por automorfismos del
disco. Similarmente, para s > —1, el espacio de Dirichlet con peso, D, consiste

de las funciones f € H(D) tal que

11, = ( [ 17 (bﬁ)sdmz))% <o, 1)

donde dA(z) = 7 ldzdy = ra~tdrdf, con z = x + iy = re?, es la medida
bidimensional normalizada de Lebesgue. En la tercera seccion del Capitulo 2 de

este trabajo, se establecera que estos espacios son de Banach con la norma

1fllo = 1)+ 171

Ds-

El espacio @, con s > 0, consiste de las funciones f € H(D) tal que

2

£l = (sup [ 7P o0 da() < )

donde

a—z

=1
9(z,a) 0g |7 =

es la funcién de Green sobre el dominio . También se sabe que la relacién (2)
define una seminorma para el espacio (); y que éste es un subespacio del espacio

de D, y que es Banach con la norma

1flle =[SO+ le.-
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La expresion que aparece en el argumento de la funcién logaritmo que define a
la funciéon de Green, es el conocido automorfismo del disco, estas aplicaciones
determinan un grupo, el cual se denota por Aut(ID). Ademads, se puede observar
que la funcién de Green es conformemente invariante por automorfismos del disco,

lo cual significa que
g(z,w) =g(o(2),0(w)), zweD,
para todo o € Aut(D). En consecuencia,

[flle. = [1f e olle.,

para todo o € Aut(D) y toda f € Q,. Por tal motivo, se dice que los espacios (s

son conformente invariantes por automorfismos del disco.

Los espacios que se han nombrado hasta ahora estan definidos en términos
de la primera derivada de la funcién, este hecho se puede aprovechar para crear
un nuevo tipo de conjunto de funciones analiticas, denominado clase hiperbdlica,
que no es mas que un subconjunto de B(D) que se obtiene al colocar la llamada
derivada hiperbdlica, en el lugar de la derivada ordinaria en la expresion que

define el espacio.

En este trabajo se estudian algunas propiedades topologicas de los espacios
a-Bloch, Dirichlet con peso y ()5 vy también se estudia la continuidad del opera-
dor de composicién con simbolo ¢, C,, cuando actiia entre estos espacios o entre
sus respectivas clases hiperbodlicas. En tal sentido, la primera y segunda seccion
de Capitulo I, se recuerdan las definiciones y resultados de los cursos de Analisis
Funcional y Teoria de la Medida que se precisan, como por ejemplo la desigualdad
de Holder, la desigualdad de Minkowski y el Teorema de Representacién de Riesz,
entre otros. En la tercera seccién del Capitulo I, se introducen los conceptos y

teoremas referentes a las funciones analiticas, entre los resultados que resaltan en



esta seccion, se puede nombrar el teorema de la férmula integral de Cauchy, asi
como también las ecuaciones de Cauchy-Riemann y el Lema de Schwarz-Pick. La
cuarta seccion en el Capitulo I, proporciona los resultados que se requieren acerca
de los automorfismos del disco y de la métrica pseudohiperbdlica. La quinta y
ultima seccion del Capitulo I, se refiere a las funciones subarmédnicas, que son de
mucha utilidad en este trabajo; en esta seccién, entre otras cosas, se da la defi-

nicion de funcién subarmonica y se enuncia algunos criterios de subarmonicidad.

En el Capitulo II, se estudian las propiedades caracteristicas de los espacios
B, Ds v Qs. La primera secciéon esta dedicada a establecer que los espacios a-
Bloch son de Banach y, ademas, analizar su relaciéon con el espacio H*, de las
funciones analiticas acotadas sobre el disco unitario . En la segunda seccion se
definen los espacios a-Bloch pequeno y se establece que es un subespacio cerrado
de B,, y més aun, que B, es la clausura de los polinomios en B,. En la tercera
y cuarta seccion, se estudian respectivamente los espacios de Dirichlet con peso y
los espacios (), y se dan las técnicas de demostracion que permiten establecer que
estos espacios son de Banach. Este capitulo finaliza en la quinta seccion, donde
se asienta las relaciones de contencion entre los espacios de funciones analiticas
que se estan estudiando y también se enuncian algunos resultados referentes a las

series de Hadamard.

El tercer capitulo es, sin duda el mas importante, en él, se plasman con detalle
los interesantes resultados que se presentan el articulo de Li, Pérez-Gonzélez y
Réttya (2006). En la primera seccién de este capitulo se define el operador de
composicion y se estudia sus propiedades cuando actia entre espacios de fun-
ciones analiticas, en la segunda seccién se caracterizan aquellos operadores de
composicion que aplican continuamente algin espacio a-Bloch en algin espacio
Qs, resultado que en la cuarta seccion se extiende a las clases hiperbdlicas asocia-

das a los espacios de funciones analiticas estudiados en el Capitulo II. Los detalles



que se precisan en torno a la derivada hiperbdlica, se estudian en la tercera seccion

del Capitulo III.



CAPITULO 1
NOCIONES PRELIMINARES

Este capitulo ha sido concebido, para ofrecer al lector las herramientas necesa-
rias para el desarrollo de los capitulos posteriores. En las dos primeras secciones,
se presenta un breve resumen de las definiciones y resultados concernientes a las
transformaciones lineales continuas en espacios de Banach, asi como un breve re-
paso sobre los espacios L” y el célebre teorema de representacion de Riesz. En la
tercera seccion, se recuerda brevemente lo concerniente a los espacios de funcio-
nes analiticas H (D) que se utilizan en el transcurso de este trabajo. En la cuarta
seccion se profundiza en las propiedades de los automorfismos del disco, herra-
mienta fundamental para trabajar con espacios de funciones analiticas definidas
sobre el disco unitario . Finaliza el capitulo ddndose un resumen sobre los con-

ceptos y los resultados que se estardn necesitando sobre funciones subarmonicas.

1.1 Elementos de Analisis Funcional

En esta seccidn, se resume las definiciones y los resultados de un curso de
Analisis Funcional requeridos en el transcurso del siguiente trabajo. Las defini-
ciones y resultados que se presentan en esta seccién pueden ser consultados en

los excelentes textos de Kreyszig (1978) y Kubrusly (2001).

Se denotara por X un espacio vectorial sobre un campo K, el cual serd R o
C. Recuerde que una funcién || - || : X — R* U {0} se dice una seminorma sobre

X si verifica las siguientes condiciones:
(1) Para todo z,y € X, se cumple ||z + y| < [|z|| + [|y]|-

(2) Paratodo z € X y a € K| |laz| = |al||z|.



Si ademas || - || verifica la condicién adicional ”||z|| = 0 implica x = 0 7, entonces

|| -|| se llama una norma sobre X y en este caso se dice que (X, ||-||) es un espacio
normado.
Dado un espacio normado (X, || - ||), se dice que la sucesion {z, }nen en X es

una sucesion de Cauchy, si para cada € > 0, existe N € N tal que ||z, — zn|| < €
siempre que n,m > N. Se define un espacio de Banach como un espacio normado

donde cada sucesién de Cauchy {z, },en converge a un elemento = € X.

Un operador lineal T entre espacios vectoriales X e Y, es una aplicacién

T: X — Y que cumple,
T(ax+pPy) = aT(z)+ BT(y),

para todo o, € Ky z,y € X. Si (X,|-|lx)y (Y,] - |y) son dos espacios
normados, entonces se dice que T : X — Y es acotado o continuo si existe una

constante M > 0 tal que,
[Ty < Mllz]lx, (1.1)

para todo x € X. Si no existe una constante que cumpla (1.1) para todo = € X,
se dice que T no es acotado. El conjunto de todas las transformaciones lineales
continuas de X en Y se denota por L(X,Y) y en el caso que Y = X, se escribe
L(X). El infimo de los nimeros positivos que satisface (1.1) se le conoce como
la norma del operador Ty se denota por ||T||. Es conocido que la norma de un

operador se puede calcular mediante las siguientes expresiones:

1T = sup{|[T]ly : z € X, [lz]x =1}

= sup{||Tx|y :z € X, ||z||x <1}

T
p{“ x“Y:xEX,a:#O}.

1)l x

Ademas, se tiene la siguiente desigualdad,
ITzlly < T[]

7



Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal, entonces se

define el nicleo del operador T por,
Ker(T)={r e X : Tz =0}.
Entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1. Un operador lineal T : X — Y es inyectivo (¢ uno a uno) si y

sélo si Ker(T) = {0}.

1.2 Elementos de la Teoria de la Medida

En esta seccién se presenta un breve repaso sobre los resultados de un curso
de Teoria de la Medida que sera de gran utilidad en el transcurso de este trabajo.
Las notaciones, definiciones y resultados que se muestran en esta seccién han sido

tomado de los texto Lang (1993) y Royden (1968).

Recuerde que, dado dos espacios medibles (X, 9) y (Y, M), una funcién f :
X — Y se dice medible si para cada B € M, el conjunto f~!(B) es un elemento
de M. De la definicién anterior, es claro que una funcién real f definida sobre un
espacio medible (X,90) es medible si y sélo si f~'(a, 00) € M para todo a € R;
mientras que una funcién compleja h = f+ig definida un espacio medible (X, 9)
es medible si y s6lo si sus componentes f y g son medibles sobre (X, 91).

Sea X un espacio medible y 9 la coleccion de sus conjuntos medibles. Una

medida (positiva) sobre M es una funcién p : M — [0, oo] que satisface:

2. Si {A,} es una sucesién de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces

2 (GAH> = iﬂ(An)



Si A es medible, la cantidad p(A) se llama la medida de A. Aqui se conviene que

0-co=00-0=0.

Dado un espacio medible (X, 9), una medida p definida sobre 9ty p > 0 se
define el espacio LP(X,du) como el conjunto de las funciones f medibles (reales

o complejas) sobre X tales que,

i1, =/ Iflpdu); <. (12)

Aqui se considera que dos funciones f y g son iguales si son iguales en casi todas
partes; es decir, si f(z) = g(x) para todo x € X \ A, donde A es un conjunto con
medida cero. Para p = 0o, se define L>°(X, du) como el conjunto de las funciones

medibles f sobre X tales que,

11l = esssuplf] < oo. (1.3)

Los resultados sobre espacios LP(X, du) que se requieren se pueden resumir en el

siguiente teorema (véase pag. 244 de Royden (1968)).

Teorema 1.2.1. Para 1 < p < o0, los espacios LP(X,du) son de Banach. Si
feLlr(X,du), g€ LUX,du), con i + é =1, entonces fg € LY (X, du) y

[ 1ol < 171, o, (1.4)
Comentarios.

1. La desigualdad triangular de la relacién || - ||, con 1 < p < oo se conoce

como la desigualdad de Minkowsks.
2. La desigualdad en (1.4) es conocida como desigualdad de Hélder.

3. El teorema que establece que los espacios LP(X,du) con 1 < p < oo son

Banach se conoce como el Teorema de Riesz-Fischer.



Se sigue de la desigualdad de Holder que cada g € L9(X, du) define un fun-

cional lineal y acotado F' sobre LP(X,du), mediante la expresién:

F(f)zi[;fgdu7

donde %%—% = 1; ademds, se cumple ||| = |lg||,. Reciprocamente, se tiene
el siguiente resultado, donde o-finita significa que existe una sucesiéon {X,,} de

conjuntos en M tal que X = J X, v u(X,) < oc.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea F' un funcional
lineal acotado sobre LP(X,du), 1 < p < oo, donde p es una medida o-finita.

Entonces existe una unica funcion g en LY(X,dp), }—17 + % =1, tal que,

ﬂﬁ:/MW~
X
Ademds || F|| = ||g|l4-

Comentarios.

1. Para p > 1 se puede omitir la hipdtesis que u es o-finita (ver pag. 248 de
Royden (1968)).

2. El teorema de de representacion de Riesz, junto con el comentario que lo
precede dice que el espacio dual de LP(X,du) con 1 < p < oo es LI(X,du)

1 1 _
con - + i 1.
Esta seccién finaliza recordando el célebre Lema de Fatou.

Lema 1.2.1 (Lema de Fatou). Si f, : X — [0,400| es medible, para cada

entero positivo n, entonces

/ (hm inf fn> dp < lim inf/ frndpe.
X n—oo n—oo X

10



1.3 Funciones Analiticas

En virtud, de que los espacios vectoriales objeto de estudio en este trabajo son
espacios de funciones analiticas, se hace necesario introducir esta seccion. Aqui
se exhibe de manera resumida el contenido requerido de un curso de Anélisis
Complejo. Las nociones y resultados que se presentan en esta seccion han sido

tomados de los textos Churchill (1992), Conway (1978) y Rudin (1974).

Se denota y define por C = {z = x4y : z,y € R} el conjunto de los niimeros
complejos. Es conocido que este conjunto forma un espacio de Banach con la

norma definida a través del modulo
|z| = V2Z,

donde si z = x 41y con z,y € R, el conjugado de z viene dado por z = x —iy. El
disco abierto con centro a € C y radio r > 0 en el plano complejo, se denota por
D(a,r). Cuando a = 0, el origen, y r = 1, se obtiene el disco unitario abierto, y

en este caso se denota por D; es decir,
D={zeC:|z| <1}.

Se recuerda también, que un conjunto abierto y conexo en el plano complejo se
llama dominio o region y que un conjunto abierto {2 C C es conexo siy sélo si cada
par de puntos z; y 2, en él, se pueden unir por una linea poligonal, consistente
de un nimero finito de segmentos sucesivos totalmente contenidos en (2.

Una funcién compleja de variable compleja definida sobre un dominio 2 se
dice diferenciable en zy € €2 si el limite

o 1) = £(0)

=20 Z — 20

existe. En este caso, el limite se denota por f'(zg) y se llama la derivada de f en

2. e dice que una funcion f es analitica u holomorfa en un punto zy, si existe

11



un entorno abierto, D(zg,7) de zy tal que f es diferenciable en cada punto de
D(zg, 7). De igual manera, se dice que f es analitica u holomorfa en un conjunto
2 si f es analitica en cada punto z de ). Una funcién f analitica en todo el plano
complejo C, se llama funcion entera. El conjunto de las funciones analiticas sobre
el conjunto €2 se denota por H(£2) y debido a las reglas de derivacion es claro que

éste es un espacio vectorial sobre el campo de los nimeros complejos.

Teorema 1.3.1 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Suponga que

f(2) = u(z,y) +iv(z,y)

y que f'(zo) existe en un punto zg = xo+1iye. Entonces, las derivadas parciales de
primer orden de u y v deben ezistir en (zo,yo) y deben satisfacer las ecuaciones

de Cauchy-Riemann a saber

U (20, Yo) = vy(zo, Yo),

uy(l'Oa yO) - —’Ux(.l’g, y0)7

donde u, y u, denotan las derivadas parciales de la funcidn w con respecto a las

variables x e y, respectivamente. Ademds, f'(z0) = u.(xo, yo) + v (0, Yo)-

Note que si u y v no satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un
punto, entonces la funcién f = wu + v no es diferenciable en ese punto; pero
existen funciones u y v que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un

punto sin que la funciéon f sea diferenciable en ese punto.

El siguiente resultado es otra propiedad importante de las funciones analiticas

que se estara usando repetidas veces en el préximo capitulo.

Teorema 1.3.2. Si f'(z) = 0 en todos los puntos de un dominio 2, entonces f

es una funcion constante en ).

12



Un resultado que se debe tener presente cuando se trabaja en espacios de
funciones analiticas, es el famoso teorema de la férmula integral de Cauchy. Antes
de enunciarlo, se debe recordar algunos conceptos sobre integracion compleja.
En primer lugar, recuerde que un contorno parametrizado v no es mas que una
funcién compleja definida en un intervalo [a,b] la cual es continua en [a,b] y
diferenciable a trozos; es decir, tal que existe un conjunto finito de numeros
a; < as < --- < ag el cual satisface a; = a y ar = b y con la propiedad que para
cada 1 < j < k — 1, la funcién v restringida al intervalo (a;,a;;1) es una curva
de clase C, es decir, con derivada continua en (a;, a;11). Si el contorno 7 es una
funcién inyectiva, entonces se dice simple; mientras que si y(a) = v(b), entonces
el contorno se llama cerrado; si el contorno «y es cerrado y 7|5 €s inyectiva,

entonces se le dice sitmple y cerrado.

La integral de una funciéon continua f de valores complejos definida en un

dominio €2 que contiene a un contorno v se define por

Af(Z)dz = /abf(’y(t))»y’(t)dt_

Note que el lado derecho de esta expresién es la integral de una funcién compleja
de variable real. Similarmente, la integral de f sobre v con respecto a la longitud

de arco viene dada por

/f(z) 2] :/ F®) 1Y @) dt.

La integral sobre un contorno y la integral con respecto a la longitud de arco se

relacionan mediante la expresion

/7 F(2)dz

También es conocido que si f es analitica un dominio simplemente conexo {2

< / ()] ldz] (15)

(ver Rudin (1974) para la definicién y propiedades de los dominios simplemente

13



conexos) y 21, 22 € €1, entonces

fz2)— f(a) = / f'(s)ds, (1.6)

para todo contorno y contenido en €2 con punto inicial en z; y punto final z;.

Con esta introduccién, ahora se puede enunciar el célebre teorema de la

formula integral de Cauchy.

Teorema 1.3.3 (Férmula integral de Cauchy). Sea f analitica en el interior
y en los puntos de un contorno cerrado simple C, orientado positivamente (en

sentido contrario a las agujas del reloj). Si zy es un punto interior a C, entonces

feo) = = [ £, (1.7)

2m Jo 2 — 2

y en general para cada n € NU {0} se cumple

™ (z) = n_!/c%dz. (1.8)

2 Z— 2p
La expresion en (1.8) se conoce como la formula integral de Cauchy para las
derivadas de la funcién holomorfa f. Como consecuencia inmediata del resultado
anterior surge que si f es analitica en un abierto €2, entonces la derivada f’

también es analitica en €; es decir,
feH Q)= f e HQ);

de manera entonces que toda funcién analitica sobre un abierto €2 pertenece a la
clase C*(2) de las funciones infinitamente y continuamente diferenciables en .
Ademas, estas funciones coinciden con su serie de Taylor tal como se establece

en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Taylor). Si f € H(Q2) con Q un subconjunto

abierto de C. Entonces para cada a € 2, existe R > 0 tal que

0 £(n)
f) =3 LW gy (1.9)

para todo z € D(a, R).
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Otra consecuencia importante de la férmula integral de Cauchy, es el principio

del maximo el cual reza lo siguiente.

Teorema 1.3.5 (Principio del médulo maximo). Sea Q@ C C y f € H(D).
Si existe un punto zo € Q tal que |f(z0)| > |f(2)| para todo =z € 2, entonces f es

constante.

Como consecuencia importante y 1til del principio del maximo se puede men-
cionar el conocido Lema de Schwarz-Pick, herramienta fundamental que permite
hacer acotaciones precisas de ciertos operadores sobre ciertos espacios de funcio-

nes analiticas que se estudiaran en los capitulos posteriores.

Teorema 1.3.6 (Lema de Schwarz-Pick). Si ¢ : D — D es una funcion

analitica, entonces

' p(w) — ¢(2)
1 —@(w)e(z)
y si se obtiene la igualdad para cualquier z # w entonces @ es un automorfismo

‘w—z

1 —wz

del disco; es decir, una funcion biyectiva y analitica del disco D en si mismo.

Otros resultados que se precisan referentes a las propiedades de las funciones
analiticas son: el Teorema de la aplicacion abierta y el Principio de Identidad de

Weierstrass que se enuncian a continuacion.

Teorema 1.3.7 (Teorema de la aplicacién abierta). Si Q es una region y si

f es analitica en Q, entonces f(Q2) es otra region o un punto.

Teorema 1.3.8 (Principio de Identidad de Weierstrass). Sea f analitica

en una region ) del plano complejo y sea
Z(f) = {a € Q: fa) = 0}.

Entonces o Z(f) = Q, o Z(f) no tiene puntos de acumulacion en Q2. En el ultimo

caso, a cada a € Z(f) corresponde un unico entero positivo m = m(a) tal que
f(z2) = (z—a)"g(z) (2€Q),
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donde g es analitica en Q) y g(a) # 0; ademds, Z(f) es a lo mas contable.

Finalmente, se hace una breve introduccion referente a la convergencia uni-
forme sobre subconjuntos compactos. Recuerde que una sucesién {f,} de fun-
ciones definidas en un conjunto €2, se dice que converge uniformemente a una
funcién f sobre subconjuntos compactos K C () si para todo € > 0 existe un

nimero natural N = N(K ¢) tal que,

[fulz) = f(2)] <€
para todo z € K y siempre que n > N.

Por ejemplo, la sucesién {z"} converge a la funcién idénticamente nula (f = 0)
sobre subconjuntos compactos del disco unitario D, pero la convergencia no es

uniforme en todo el disco D.

El siguiente aserto dice que el espacio de las funciones analiticas sobre una
region €2, es un espacio métrico completo con la métrica de la convergencia uni-

forme sobre compactos.

Teorema 1.3.9. Sea {f,} una sucesion de funciones analiticas sobre un dominio
Q y tal que f, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de . Enton-
ces [ es analitica en Q. Ademds, f, — f' uniformemente sobre subconjuntos

compactos de 2.

1.4 Automorfismos del disco y la Métrica Pseudohiperbdlica

Entre las funciones analiticas definidas sobre el disco unitario D, es de parti-
cular interés estudiar aquellas que aplican biyectivamente el disco D en si mismo,
es decir, los denominados "automorfismos del disco”, que por su extenso nimero

de propiedades serda de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo. En
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esta seccion, se repasa brevemente las propiedades de los automorfismos del disco
y de la métrica pseudohiperbdlica, las definiciones y resultados que se presentan
aqui han sido tomado del trabajo de Ramos (2002), también se puede consultar

el texto de Zhu (1990).

En primer lugar, se recuerda que para a € D, la funcién ¢, : D — D definida

por
a—z

va(2) = [, z €D, (1.10)
es una funcién biyectiva del disco en si mismo. Ademads, se tiene que éstas fun-

ciones verifican
Pa (Soa (Z ) ) =z

lo cual nos dice que son autoinversas; en sfmbolos esto es, ¢;! = ¢,. Otras
propiedades que se desprenden de manera inmediata de la definicién, son las que

se presentan a continuacion.

Proposicién 1.4.1. Para a € D la funcion ¢, definida en (1.10) satisface:
(1) ¢a(0) = a, ¢a(a) = 0.
(2) 1ea(0)] =1 —lal, [g(a)] = (1 —[af*)~"

(3) Para z € D se cumple

(1 — o)1 = [2[*)

11— 2ap

L= Ja(2)[* = (1 = [2[*)l(2)] = (1.11)

(4) El jacobiano de ¢, evaluado en z € D satisface

(1 —lal*)”

J .
|1 — zal*

pa(2) =l (2)]* =

(5) Formula del cambio de variable

/f )dA(z /f 1_’“‘2@ dA(2).
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Resulta, como una consecuencia del Lema de Schwarz-Pick, que las funciones
¢, (salvo rotaciones de ellas), con a € D son las tinicas aplicaciones biyectivas del

disco D en si mismo. Esta afirmacién esta formalizada en el teorema siguiente.

Teorema 1.4.1. Sea f: D — D una funcion analitica y biyectiva del disco en st
mismo y supongase que f(a) =0, con o € D. Entonces eziste una constante X,
con |\ =1, tal que

f(2) = Apal(2)

para todo z € .

El conjunto de los automorfismos del disco se denota por Aut(D); y es cono-
cido, que éste forma un grupo con la operacién composicién de funciones. Ademés,
a partir de los automorfismos del disco se define una nueva funcién sobre D, la
cual satisface las condiciones de una métrica. Mas precisamente, para z,w € D

se define la relacion
z—w

p(z,w) = [p.(w)| =

1 —zw

esta relacién define una métrica sobre D llamada la métrica pseudohiperbilica.

Entre las propiedades de esta métrica, resalta la invarianza por automorfismos

del disco. Es decir, la relacion p satisface

ple(2), p(w)) = p(z, w) (1.12)

para todo ¢ € Aut(D) y todo z,w € D. Es de notar que la expresién (1.12)
confirma que los automorfismos del disco son las funciones con las que se logra la

igualdad en el Lema de Schwarz-Pick (véase el Teorema 1.3.6).

Para a € Dy r € (0,1); el disco pseudohiperbélico con centro (pseudohi-

perbdlico) a y radio (pseudohiperbdlico) r se define y denota por
A(a,r) ={z€: pla,z) <r}.
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Resulta que el disco pseudohiperbélico A(a,r) es un disco euclideo tal como se

establece a continuacion.

Teorema 1.4.2. Paraa €D yr € (0,1), A(a,r) es un disco euclideo con centro

C y radio R dados por

1—r? 1— |al?
= —-—— R: _— .
1 —7“2](1\2& 1 —r2|a]2r

C

Para ilustrar el uso de las propiedades de los automorfismos del disco y de
la métrica pseudohiperbdlica, se finaliza esta seccién enunciando y demostrando
una propiedad que se usa repetidas veces en el Capitulo 3 de este trabajo. A
partir de ahora, el simbolo ~ se emplea para denotar cantidades equivalentes; es
decir, a ~ b (a y b son cantidades equivalentes) si existen dos constantes positivas

K1, K5, que no dependen ni de a ni de b, tal que
Kia <b < Kaa.

Proposicién 1.4.2. Para p(z,w) <1 conr € (0,1) se tiene la equivalencia
1—|wl ~1-—]z].

Demostracién: Sear € (0,1) y z,w € D tales que p(z,w) < r. Por la propiedad
(1.11) de los automorfismos del disco y de la desigualdad triangular aplicada a la
expresion |1 — Zw| se puede escribir

(1~ w*) (@ — |2)

1— |g0z(w)|2 = 11— wz|?
1|2
< (1- !w|2)m

(1 + [w]) (@ + [2) (T = |2])
1= [w|
1 - |7]
1= |w|’
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Por otro lado, como |p,(w)| < r, se tiene
1—r?<1—|p.(w)?

de donde se obtiene la primera de las desigualdades buscadas, a saber
1—72

4

(1 —Jwl) <1 -1z

La otra desigualdad se puede obtener al considerar la simetria de la funcién p,

intercambiando los papeles de z y w. |

1.5 Funciones subarmonicas

En esta seccion se da la definicién de funciéon subarmonica junto con sus pro-
piedades, especificamente, las exigidas en este trabajo. Este tipo de funciones
seran de gran utilidad al momento de establecer desigualdades en las demostra-
ciones de algunos de los teoremas principales del tltimo capitulo. Las nociones
presentadas aqui han sido tomadas del trabajo de Garcia (2008), también se

puede consultar el texto de Ransford (1995).

Definicién 1.5.1 (Funcién subarménica). Sea u(z) = f(z,y) con z = x + iy,
una funcién real continua definida en un dominio €2 del plano complejo. La

funcion u se dice subarmoénica en €2, si y sélo si satisface la relacién

1 2m )
u(a) < %/0 u(a +re')do

para cada a €  y para cualquier radio r > 0 tal que el disco D(a,r) esté

contenido completamente en ).

Si U es un conjunto abierto y a € U, entonces existe p > 0 tal que el disco

de centro a y radio p, D(a, p) estd totalmente contenido en U. Entonces, si f es

analitica en U, claramente, |f| es continua en U, de la férmula integral de Cauchy

a) = L f(z) dz. )
f(a) /| (1.13)

270 Jsmg=p 2 — @

se sigue
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Luego, haciendo la parametrizacién z = a + pe?, con 0 < # < 27 se obtiene la

igualdad del valor medio para funciones analiticas;
1 2

f(a) fla+re?)dg (1.14)

de donde al tomar mdédulo, se sigue que (véase (1.5))

1

27 )
@) < 52 [ 1t reas

lo que prueba que la funcién u = | f| es subarménica en U si f es analitica en U.

Por otro lado, si p > 1 entonces de la desigualdad de Holder se sigue

27 ' 1
| f(a)| S/O |f(a+7"ew)|%d0

27 . 1 1/p 27 1 1/q
i0\|p_— 19—
</0 |f(a+re?) 27rd9> (/o Zﬂde)
27 ‘ 1 1/p
= (/0 |f(a—|—rew)|p%d0> :

Luego, elevando ambos lados a la potencia p > 1, se tiene

IA

27
|f(a)]? < L/0 | f(a+ re?)[Pdo.

27
Lo anterior permite establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. Si f es analitica en un conjunto abierto U, entonces para p > 1

la funcion u = |f|P es subarmdnica sobre U.

Observacién. Realmente, el teorema anterior es vélido para p > 0; es decir,
si p > 0y la funcién f es analitica en el conjunto abierto U, entonces la funcién

u = | f|P es subarménica en el conjunto abierto U. (Véase Ransford (1995))

Volviendo a la expresién (1.14), en virtud de su independencia del radio r, se

puede multiplicar ambos lados de la igualdad por rdr, luego integrar con respecto
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a r desde r = 0 hasta r = R y aplicar el Teorema de Fubini y asi obtener

R R pr2rm
f(a)/o rdr = %/ﬂ /0 f(a+ re®)dordr

1 R p2m )
- g/o /0 f(a+re®)rdodr

1 .
— fla+ re’e)rdrde.

2m D(a,R)
Luego, de resolver la integral del miembro izquierdo y acomodar algunos elemen-

tos resulta
1

= - f(a+ re®)rdrdb; (1.15)

f(a)
asi, denotando por
1
dA(2) = —dady = _drds
T T

la medida bidimensional normalizada de Lebesgue sobre D con z = z + iy = re'?,

se obtiene
1

fla) = —/ f(2)dA(z),
( ) A(D<Q7R)) D(a,R) ( ) ( )
donde A(FE) es la medida del subconjunto medible £ de D. Luego, al tomar

modulo, se tienen la desigualdad siguiente

1
O S T ) fo o FEIAG) (116

También, como consecuencia de la desigualdad de Holder se establece

» 1
[f@” < 7

BT A (117

para p > 1. Es conocido que esta tltima desigualdad también se verifica para

0<p<l.

Existen varios criterios que permiten establecer la subarmonicidad de una

funcién, pero en virtud, de que los objetivos de este trabajo no estan enfocados
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en este tipo de funciones, solo se mencionan dos criterios de interés. Recuerde
que, dada una funcién real f definida en un conjunto abierto 2 C C tal que
sus derivadas parciales de segundo orden f,, y f,, existen en todo punto de €2,

entonces el Laplaciano de f esta dado por

Af = fz,x + fy,y~

Note que, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene

Af = 400f, (1.18)

5_1 g_zg 5_1 £+Z£
- 2\ox  oy)’ Y975\ or oy )

Ahora, se enuncia un primer criterio de subarmonicidad que se usara en el

donde

Capitulo 3.

Teorema 1.5.2. Sea Q un subconjunto abierto de C y sea u € C*(U), es decir,
todas las derivadas parciales de sequndo orden de u existen y son continuas en

U. Entonces u es subarmonica en U si y solo si Au >0 en U.

El préximo criterio de subarmonicidad, esta relacionado con las funciones

convexas, por este motivo, se da su definicién y algunas de sus propiedades.

Definicién 1.5.2. Una funcién ¢ : (a,b) — R, con —oo < a < b < o0, se dice

conveza, si para cada t1,ts € (a,b) y A € [0, 1], se verifica la relacién
(1= Nty + M2) < (1 = N(t) + \(t2)
Las funciones convexas satisfacen la siguiente desigualdad.

Teorema 1.5.3 (Desigualdad de Jensen). Sea ¢ : (a,b) — R wuna funcion
conveza con —oo < a < b < 0o, considere (2, ) un espacio medible con pu(§2) = 1

y sea f:Q — (a,b) una funcion integrable. Entonces

w(/ﬂfdu) S/QwOfdu
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Este resultado permite demostrar el siguiente criterio.

Teorema 1.5.4. Sea u: U — [a,b) una funcion subarmdnica sobre un conjunto
U de C, donde —o00 < a <b< oo ysea): (a,b) — R una funcion creciente y

conveza. Entonces 1 ou es subarmonica sobre U, donde se define

Y(a) = lim ().

t—a™t

Otra propiedad importante que hay que tomar en cuenta cuando se trabaja
con funciones subarménicas lo constituye el famoso Principio del Médulo Maximo

que se enuncia a continuacién.

Teorema 1.5.5 (Principio del Médulo Maximo Para Funciones Subar-

moénicas). Suponga que u es una funcion subarmdénica sobre el disco D.
1. Siu tiene un mdximo en D, entonces u es constante.
2. Silim,_. u(z) < 0 para todo ¢ en la frontera de D, entonces u > 0 sobre D.

Como consecuencia del principio del maximo se puede mencionar el siguiente

resultado.

Teorema 1.5.6. Para una funcion subarmonica u definida en el disco unitario

Dy0<r<1, la funcion promedio de u en D,

1 2w )
P,(r) / u(re)ds,
0

" or

es una funcion creciente de r.
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CAPITULO 2
ESPACIOS DE FUNCIONES ANALITICAS

Este capitulo constituye uno de los méas importantes de este trabajo, ya que en
él se estudia de manera detallada las propiedades y caracteristicas de los espacios
de funciones holomorfas donde posteriormente se analizara la continuidad del
operador de composicion. Mas precisamente, entre otras propiedades, se establece
que los espacios a-Bloch, a-Bloch pequeno, Dirichlet con peso y ()5 son espacios
de Banach (con sus respectivas normas). El capitulo se completa con una seccién
donde se estudian las relaciones entre estos espacios y analizando bajo cudles

condiciones las series de Hadamard o lacunarias pertenecen a estos espacios.

2.1 Los espacios a-Bloch

Dado « un pardametro positivo, una funciéon analitica f definida sobre I se

dice que pertenece a la clase a-Bloch, denotado por f € B,, si satisface la relacion

[flle := Szlelg{(l — [z (2)]} < oo (2.1)

Se puede notar que si f,g € B, y A € C, entonces se verifica

INf +glla = sup{(1 = [2[*)*[(Af +9)'(2)[}

z€D
< [Asup{(1 - |21)°1f' ()]} + sup{(1 — |21)%1g' ()1}
= Al + llglla < o0, (2.2)

lo cual dice que B, es un subespacio del espacio de las funciones analiticas sobre

D, H(D), denominado espacio a-Bloch.

A continuacién se muestran algunos ejemplos de funciones que estdan en estos

espacios.
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(1) Las funciones constantes sobre D estan en B,.
(2) La identidad i4(z) = z estd en B,.
En efecto,

fiale = sup{(1 = [=)°1i4(=)]}

= sup{(1 —|z[*)*} =1,
zeD

pues a > 0. Asi, ||i4]|la = 1, por tanto ig € B,.

Ahora se prueba que los automorfismos del disco son elementos del espacio

B.,.

Proposicién 2.1.1. Sea a € D y a > 0, entonces ¢, € B,.

Demostracién. Seaa € Dy ¢,(2) = £==, un automorfismo del disco, entonces

de la desigualdad triangular, se sigue que,

lealla = sup{(1 = |2*)71el ()]}

IN

sup{| 0, (2)}

zeD

1—[af”
= su -
ze]g |1 _EZP

1—[af?
(1 lal)?
1+ |al
1 — |af

ya que a € D es fijo. [ |

De hecho, el siguiente resultado muestra que toda funcién analitica y acotada

sobre D esta en el espacio @ — Bloch cuando a > 1.

Proposicién 2.1.2. Sia > 1, entonces H* C By, mds aun, || f|la < ||flle para

toda f en H®.
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Demostracién. Sea f analitica y acotada, y se considera r € (0,1). Entonces
por la férmula integral de Cauchy para la derivada (véase el Teorema 1.3.3), se
tiene que

po) = = [

271 52

|s|=r

tomando modulo se obtiene

LRV NTICTI

27 |s|=r |8|2

- 5/ )1

1
< _ld
< 5o [ Wl las

|/(0)]

IN

Tomando limite cuando r — 1~ se obtiene |f’(0)| < ||f||~ para toda f € H*.

En particular, para cada z € D, la funciéon h = f oy, € H*, y por tal motivo, se

puede escribir [1/(0)| < ||h|]e; pero |R/(0)] = (1 —|21*)|f'(2)| ¥

[lleo = sup {]f (= (W)} = sup {IF )]} = [If]lee

donde se ha usado que ¢, (D) = D. Por tanto, sustituyendo y usando el hecho

que a > 1, se obtiene
Q=121 < Q= =P 1] < 1 flloo
para cada z € . Lo cual demuestra la proposicién. [ |
También se verifica la siguiente proposicion.

Proposicién 2.1.3. La relacion || - ||o es una seminorma para el espacio B,.
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Demostracién. Sean f, g € B,, entonces de la relacién (2.2) con A = 1 se tiene

If+glla < Nflla+ gl

También, es facil ver que

A flloa = (Al
para toda f € B, y A € C. Luego, solamente se debe verificar que
| flla = 0siysélosif es constante.
En efecto,
[flla =0 siy solo si Szlelg{(l = =) ()]} =0,
siysélosi |f'(z)]=0, paratodazeD,

siysélosi f'(z) =0, paratoda z €D,

lo cual ocurre, en virtud del Teorema 1.3.2, si y sélo si f es constante, pues D es

un dominio. |
Se puede aprovechar que || - ||, es una seminorma para convertir a B, en un
espacio normado.
Proposicién 2.1.4. La relacion
1. = 1fOI+[flla; | €Ba, (2.3)

define una norma para B,.

Demostraciéon. Sean f,g € B, y A € C, entonces

1.) De la relacién (2.3) es claro que,

If +9lls. = 1(f +9) O+ +gla
< 1FOL+ [ flla + 190 + llglla
= [Ifllz. +ll9lls.,
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para toda f,g € B,.
2.) Similarmente por (2.3)

Al = 1N O]+ Al
= IFO) + Al
= s

para toda f € B, y A € C.

3.) Finalmente, si ||f||g, = 0 entonces |f(0)| + ||f|la = 0; esto implica que
1£(0)] =0y que |[f]la =0, es decir, f(0) =0y f es constante en D, lo cual dice
que f(z) = 0 para toda z € D. [ |

Teorema 2.1.1. B, es un espacio de Banach con la norma || - |5, -

Demostracién. Sea ¢ > 0, K un subconjunto compacto de D y {f,} una
sucesion de Cauchy en (B,, | - ||5,), entonces por la definicién de la seminorma

en B,, se sabe que,
(1= R < M flla
para toda z € D y toda funcién f € B,. En particular, esta desigualdad se

cumple para la funcion f,, — f,,, por lo tanto, se tiene la relacién

|fo(2) = [ (2)] < m”fn ~ fulla

para toda z € D. Ahora bien, si z € K, entonces como la funcién h(z) =
(1 —|2]*)~ es continua sobre el compacto K, existe una constante Cx > 0, tal
que,

[2(2) = [ ()] < Ckllfo = finlla

para todo z € K. lo que dice que la sucesion {f,} es uniformemente de Cau-
chy sobre subconjuntos compactos de D. Entonces como una consecuencia del

Teorema 1.3.9, existe una funcién g € H(D) tal que f, — ¢ cuando n — oo
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uniformemente sobre subconjuntos compactos de ID. Ademas, como la sucesion
{f.} es de Cauchy en (B,,| - ||5.) entonces la sucesion {f,(0)} también es de
Cauchy pero en C, asi, existe A € C tal que f,,(0) — A cuando n — oco. Se define

entonces la funcién
f(z) =X —i—/ g(s)ds, =z €D
0

la cual es analitica en D y satisface f(0) = Ay f'(z) = g(z) para todo z € D.
Para establecer que f € B, y que ||f, — flls, — 0 cuando n — oo primero
considérese la dilatacién f,.(z) = f(rz), entonces por la definicién de la norma se

tiene que,

1frllBa = Szlelg{(l—|Z|2)a|f£(2)|}+|fr(0)|ITigg{(l—IZ\Q)alf’(TZ)I}Hf(O)I‘

Se puede notar que || f,||z, crece a la norma | f|s, cuando r crece a 1, en

virtud del principio del méximo (Vease el Teorema 1.3.5). En simbolos, esto es

T |£,l15, = I1f]1s. (2.4)

Ademas, como {f,} es de Cauchy en (B,, || - ||z,), dado € > 0, existe N tal que

| fn — fml| < & cuando n,m > N. Entonces para r < 1 se tiene

1) = fells. < N(Fa)r = (fn)ellBa + [1(fin)r — frlla
1o = fmllBa + 1 (fm)r = frllBa
€+ ||(fm>r - frHBa

IN

A

siempre que n > N.
Se afirma que el segundo término se aproxima a cero cuando m — oo. En

efecto,

1(fm)e = frllBa = ilelg{(l — [z fm(rz) = F/(r2)[} + 1 fn(0) = F(O)],
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también se tiene, por construccién, que |f,,(0) — f(0)| — 0 si m — oo, y

szlelg{(l — [2’)| fr(rz) = f'(r2)]} < iggﬂf&(%) — f'(r2)|}
= sup {|/f5,(w) — f(w)[}

’LUEDT

sup {1, (w) — f(w)]}:

UJEDT

IN

luego, como f,,, — f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, entonces
por el Teorema 1.3.9, se tiene que f/ — f’ uniformemente sobre subconjuntos

compactos de D, ast ||(fm)r — fr|l5, también se aproxima cero.

De esta manera ||(f,)r — frlls, < € paran > N y todo r < 1. Ahora si

r — 17, se puede usar la expresién (2.4) y obtener que
i (F), ~ s, < & pman>N
es decir;
\fo— flls. < e, paran>N,

asi || fn — flla, — 0 cuando n — oo. Ademaés, considerando € = 1, se puede

encontrar ny € N tal que,

||fn_f||Bo¢ < 17

siempre que n > ng, en particular

ano - fHa < 17

entonces, h = f,, — f € B,. Finalmente, como B, es un espacio vectorial se tiene

que frno — f — fno € Ba, asi —f € B, v f € B,. Esto finaliza la prueba. [ |

Comentario. En lo que resta de este trabajo, cuando o = 1, se obtiene el espacio

clasico de Bloch y seré denotado por B.
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2.2 El espacio a-Bloch pequeno

Ahora se centra la atencién en un subespacio del espacio o« — Bloch que sera
de gran utilidad para estudiar ciertas propiedades del operador de composicion

actuando en el espacio o — Bloch (véase la segunda seccién del Capitulo 3).

Definicién 2.2.1. Se dice que una funcién analitica f definida en el disco D,

pertenece a la clase B, g si

lim (1= sPe1f )] =0, (2:5)
Entonces se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.2.1. B, es un subespacio cerrado de B,.

Demostracién. Primero se prueba que B,y C B,. Con este fin, sea f € B,
entonces limy, ;- (1 — |2[*)*|f'(z)| = 0, es decir, dado € > 0, se puede encontrar

ro € (0,1) tal que la funcién

g(z) = (1= [21*)°1f'(2)]

satisface g(z) < e siempre que ry < |z| < 1.
Por otro lado si |z| < rg , entonces la funcién g es continua sobre el compacto
D,, = {2z € D : |z] < ro}, luego existe M > 0 tal que g(z) < M, para todo

z € D,,. Asi, se tiene que
(1= [2)°1f'(2)] < méx{e, M} = M

para todo z € D. Tomando supremo sobre todos los z € D, se obtiene que
17 = sup{(1 = [=f2)°1 (2]} < M

y f € B,.
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Ahora se prueba que B, es subespacio de B,. Sean f,g € B,y , A € C.

i (1= )0 +9Y (@) <l (L= =PI+ T (1= |21l )
= ] B (1= [#PP1 )+ dim (1= [2)lg ()
=0

Por lo tanto A\f + ¢ € B,y -

Finalmente, se prueba que B, es un subconjunto cerrado de B,. Con este

fin, sea f € B,, entonces existe una sucesién { f,} C By tal que

i (14, = flls, = 0. (26)

En particular {f,} es una sucesién de elementos de B, el cual es completo, por

tal motivo, se afirmar que f € B, y asi; f € H(D). Falta demostrar que

lim (1—12*)"|f'(2)] = 0. (2.7)

|z]—1—
Con tal fin, sea € > 0, entonces de la expresién (2.6) se garantiza que existe
no € N tal que ||f, — fllz, < €. Asi, por la definicién de la norma del espacio

a — Bloch se debe tener que,
(1= |2P)" [ £ (2) = F(2)] <e,
para todo z € D; esto ultimo junto con la desigualdad triangular implica que,
(L= =P)"1f ) < (= [=P)" | £, (2)] + ¢
para todo z € D. Por lo tanto, tomando limite cuando |z| — 1~ se concluye que,

0< lim (1—1]2»)%|f(2) <e

2| =1~ N

y la prueba sigue de la arbitrariedad de ¢. ]

Ahora se vera que las funciones en el pequeno espacio de Bloch se pueden

aproximar por sus dilataciones.
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Teorema 2.2.2. Sea f € B,, entonces f € Bapo si y solo si ||fy — flla — O
(r — 17), donde f.(z) = f(rz) para toda z € D y r € (0,1).

Demostracién. Observe que cada f,. es analitica en D por lo tanto f, también
serd analitica en D, en particular, f/ es continua sobre el compacto D, entonces

existe una constante M > 0 tal que |f(z)] < M para toda z € D; luego se tiene

lim (1 [2P)fL)] < lim (1 [2P)*M =0,

2| —1~ |2[—1~
por lo tanto f, € B,o. Ahora como B, es cerrado en B, si ||f, — flla — 0
entonces f € By .
Reciprocamente, sea f € B, o, entonces para algin € > 0 existe una 6 € (0, 1)

tal que (1 — |z[*)*|f'(2)| < € para toda § < |z| < 1. Considere
1fr = flla = sup{(L = [2[*)*|rf'(rz) — f'(2)| : z € D}
< sup{(1 = [e])rf'(rz) = f'(2)] : 6 < |2 < 1}

+sup{(1 — [2[*)|rf'(rz) = f'(2)] : [2] < 0}

El segundo término se aproxima a cero cuando r — 17 ya que rf'(rz) — f'(2)
uniformemente sobre el compacto |z| < 6. Sid <r <1y d <|z|] <1, entonces

62 < r|z| < 1y por lo tanto,
1=z f'(r2)] < (=722 f (r2)| <e.
De esta manera se tiene

Ife = flla < sup{(1 = [z]*)%[rf'(rz) = f'(2)] : 6 < |2| < 1}
< sup{(1 — [z))|rf'(rz)| : 0% < r|z| < 1}

+sup{ (1 — |z f'(2)] : 6 < |2| < 1} < 2¢
para toda § < r < 1, y se tiene
lim ||f, — flla < 2e.
r—1-
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Como ¢ es arbitrario, se concluye que ||f. — f|la — 0 (r — 17) siempre que

f € Bayo. [ |

Ahora se establecerd que las funciones en B, se pueden aproximar por poli-

nomios.
Corolario 2.2.1. B, es la clausura de los polinomios en B,.

Demostracion. Sea f € B,oy € > 0, entonces por el Teorema 2.2.2 se tiene
que

Hm || f; = flla =0,

r—1-

£
2

de aqui que existe 79 € (0,1) tal que || f, — fllo < 5 siempre que 1 —rg < r < 1.
Ahora, si r € (1 -7, 1) es fijo, entonces como la funcién f, es analitica en D, por
el Teorema 1.3.4, existe ng € N tal que
€
1 = Paglloo < sup |fr(2) = Pug(2)] < 5,
zeD
donde P,, es el polinomio de Taylor de grado ng de la funcién f,. Ahora, como
I+ lla < 11 lle s concluye que
€
”fr‘ - Pno”a < 5

Finalmente, para el r dado y el ny encontrado, se tiene

€ €
Hf_PnoHa < Hf_frHa"’ Hfr _PnoHoz < 5"" B =€

que era lo que se queria demostrar. |
Comentario. Del resultado anterior, se puede observar que para cada o > 0,
el espacio B, es separable pues, es claro que cada polinomio analitico se puede

aproximar por polinomios con coeficientes cuyas parte real e imaginaria sean

racionales.
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2.3 Los espacios de Dirichlet con peso

Para s > —1, se define D, como el conjunto formado por aquellas funciones

f € H(D) para el cual

</|f (log |) dA(z))1/2<+oo

donde dA(z) = %dxdy = Zdrdf denota la medida de drea de Lebesgue sobre D y
2 =x+iy =re’.
Para f,g € Dy, y A € C la desigualdad triangular y la desigualdad de Hélder

implican

IAf + g

b= 10+ 9/@I0S +9C) (zog|1|

Y
< [IWEINE +d6) (zOgﬁ)sdA@)
+ [19E1A )+ (100 ) dac)

< [Af]

A+ 4|

Dy Ds + Hg‘ Ds

= (M, + Ngllo) AN + gllo,)-

Asi, se tiene que,

o, < Al fllo, +llgllp, < oo, (2.8)

de donde se concluye que D, es un subespacio del espacio de las funciones analiticas

sobre D.
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Definicién 2.3.1. Para s > —1, el espacio D, se conoce como el espacio de

Dirichlet con peso.

Entre las funciones que se encuentran en este tipo de espacio se pueden men-

cionar,
(1) Las funciones constantes sobre D estan en D;.

(2) La identidad i4(z) = z estd en D;.

En efecto, usando coordenadas polares, se tiene que,

. 1Y\°
D 1(log—) dA(:)
D 2]
1 2m S
- / / <1og1) L dodr
1 1 S
= 2/ (log—) rdr
0 r
= 2/ moe Tdr = 2T'(s + 1),
0

donde en la penultima igualdad se ha usado el cambio 7 = log% y ['(s) es
la funcién Gamma (véase Apostol (1981), para la definicién y propiedades

de la funcién Gamma).
Proposicién 2.3.1. La relacion || - ||p, define una seminorma en el espacio Ds.

Demostraciéon. Sean f,g € Dy y A € C, entonces es claro que,

[ fllp, =0

y también es facil ver que
[AfllD, = (A £

Ademas, de la relacion (2.8) con A = 1 se sigue que

D, (2.9)

If + gllo. < [[fllp. + llgllp.- (2.10)

Por 1ltimo, falta verificar que,
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p, = 0 si y sélo si f es constante.

o= (i () aac) <o

1
||

En efecto,

si y solo si

siysélosi |f'(2)]? (log > =0, paratodaz €D,

siysolosi |f(2)]> =0, paratoda z €D,

siysolosi f(z) =0 paratoda z € D.

Lo cual ocurre si y sélo si f es constante, en virtud del Teorema 1.3.2 pues, DD es
un dominio.

A partir de la seminorma establecida se define una nueva funcién que hace
de D, un espacio normado tal como se pudo observar en la demostracién de la

Proposicién 2.1.4; formalmente, se tiene.

Proposicion 2.3.2. La relacion

£l = [£O)] +[I.f]

define una norma para D;.

v, [ €D (2.11)

Demostracién. Véase la demostracién de la Proposicion 2.1.4. |

La norma definida en la proposicion anterior convierte a D, en un espacio de

Banach. Para demostrar esta afirmacion, se requiere del siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. Sean s > —1 y K cualquier subconjunto compacto de . En-

tonces existe una constante positiva C' = C(K) > 0 tal que

sup | f(2)] <
z€EK
para toda f € D;.
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Demostracion. Sea K un subconjunto compacto en ID. Sin perder generalidad,

se puede suponer que
K=D0,r)={2€C:|z| <r}

para algin r € (0, 1); puesto que cualquier compacto en D puede ser encerrado
en un disco del tipo considerado.
Sea f € Dy y R € (r,1). Entonces, por la férmula integral de Cauchy (véase
Teorema 1.3.3) se puede escribir
/
CEr= T g,
para todo z € K. Luego, parametrizando, w = Re? y dw = iRe~"df. Asf,

27 g1 10
o L [T e

= : Re a6
271 Jo Reit —, " ’

ahora, tomando mdédulo, se obtiene
L[ |f'(Re”)]
! < — ~———— Rdf 2.12
< | e (2.12)
para toda z € K y todo R € (r,1).
Si se selecciona

3r+1

R >
- 4 )

entonces como z € K, se obtiene que

[Re” — 2| > |Re| || = |R| = || = R—r

3 _
S 3 +1 . 1 r’
- 4 4
de donde se encuentra la acotacion

1 <1—r
|Re? — 2| — 4

Sustituyendo esta ultima expresién en (2.12) produce

Pl < -2 ) / |7 (Re") | Rdb (2.13)

“r(l—r
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para toda z € K y todo R > ﬁ.

3”1 < R < 1, entonces para s > —1

Ahora, usando el hecho que 0 < r <
se tiene (log }—%) > (), como esta expresion no depende del pardmetro 6 entonces

(2.13) se puede escribir

e (o3 ) < w1 (1og ) s

Luego, al integrar con respecto a R desde Ry = % hasta Ry = %, y de la

desigualdad de Holder se obtiene

[, 1 (s g) an < [ e (1os ) Lavar
-/ 1<Iw|<R2|f’(w)ldu(w)
) T

< [/|f )Pp(w ]”T/Dclu(w)rg

= |44

Ds
donde du(w) = <log ﬁ)s dA(w) = <log ﬁ)s Ld0dR.

Si s >0y como R < Ry entonces, por ser la funcion logaritmo creciente se

[, e () n = 1rc (s )

sigue que

De esta ultima desigualdad y la obtenida anteriormente, se obtiene

1, ., 1\’ [1-r 2 .
— - < .
2|f (Z)‘ (log RQ) ( 2 > — 1 _THZd’DS f‘Ds?
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lo que es equivalente a escribir

[f(2)] < Chllf]

. (2.14)

donde

Aliallp,
(log R%) (1 —r)?

De aqui, el resultado sigue al tomar supremo en la expresién (2.14).

01: >0

Ahora, si —1 < s < 0y como R > R;, entonces por un razonamiento similar

al anterior se tiene que,

sup | f'(2)] < Co /]
zeEK

Ds

donde

Aliallp,
<log R%) (1 —r)?

Por lo tanto, cualquier sea el valor de s > —1 se tiene

02: > 0.

sup | f'(2)| < C||flp,

zeK
para alguna constante positiva C' = méx{Cy, Cs}, como se afirmé. [ |
Teorema 2.3.2. D; es un espacio de Banach con la norma || - ||p.

Demostracién. Sea {f,},en una sucesién de Cauchy en Dy, ¢ > 0y K un

subconjunto compacto de D. Entonces existe N, € N tal que

||fn - meD = |fn(0) - fm(O)l + ||fn - fm|

p, < & siempre que n,m > N,
de donde se obtiene

|fn(0) — f(0)] <& siempre que n,m > N.. (2.15)

[fn = fmllp, <&  siempre que n,m > N, (2.16)
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De (2.15) se deduce que {f,(0)},en es una sucesién de Cauchy en C, por tanto
converge a un wy € C. También, por el Teorema 2.3.1 existe una constante

Ck > 0 tal que

sup | f,,(2) = [, (2)] < Ckll fo = fonl

zeK

p, paratodo z € K.

Por lo tanto, la sucesion { f} }nen es uniformemente de Cauchy sobre subconjuntos
compactos de D. Asi, por el Teorema 1.3.9, existe una funcién g € H(D) tal que

fI'— g cuando n — oo sobre subconjuntos compactos de D. Por tanto, definiendo

6 =+ [ g(s)ds,

con z € Dj se tiene que f € H(D), f(0) = wo y f'(2) = g(2). Por otro lado si

m > N, se tiene por el Lema de Fatou (véase Teorema 1.2.1) que

I = tullo. = [ 1) = e (10w ) e
S NACEACT (M RXE
= [ s 150 - g (rog ) aace)

n—~oo

= [ 1) - PR (s ) aac)

n—oo

< timint [ [720) - £ (1o é)sd/x(z)

= liminf||f, — fllp, <€
n—oo

De aqui que, lim,,, . || f— fimllp, = 0; también, de esta relacién se tiene que f— f.
esta en D, que es espacio vectorial, de donde se sigue que (f — f,,) + fin = f esté

también en D,. Lo que concluye la demostracion. |
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Comentario. De las relaciones —2logt > 1—t*cont € (0,1] y —logt < 4(1—t?)

para t € (}l, 1) se puede ver que f € Dy siy sélo si

/D (2P — 22 dA(z) < oo,

es decir, D; coincide con el espacio de Besov, B;. Para mas detalles acerca de
las propiedades de los espacios de Besov, se recomienda consultar el trabajo de

Arzolay (2006) y el texto de Zhu (1990).

2.4 Los espacios ),

Para a, z € D, la funciéon de Green sobre D se define como

9(a,z) = —log|pa(2)],

donde ¢, es un automorfismo del disco D definido en la Secciéon 1.4. Entre la
propiedades mas importantes de la funcion de Green, resalta, como consecuencia
de la expresién (1.12), que ésta es invariante por automorfismos del disco. En

efecto, si . € Aut(D), entonces se tiene que,

9(pe(a), pe(2)) = —log p(pcla), pe(z)) = —log p(a, 2) = g(a, 2)

Para todo a,z € . Para un estudio mas detallado de las funciones de Green se

puede consultar el texto de Ransford (1995).

De aqui en adelante, por comodidad, se utilizara la notacién a < b con a,b €

R, para indicar que a < Cb para alguna constante C', que no depende ni de a ni

de b.

Para s > 0 se define ()5 como el conjunto formado por aquellas funciones

analiticas f sobre D que satisfacen

sup E,(f,a) < oo,
acD
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donde "
Bt = [11GFe e )

Otra descripcién equivalente y 1til de los conjuntos @) lo da el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sea s € [0,00) y f € H(D). Entonces f € Qs si y sdlo si

/]

0, =sup Fi(f,a) < oo,
acD

donde 12
Eia = ([ IFOP0- le@Prae)

Para la demostracién de este resultado se requiere el siguiente Lema.

Lema 2.4.1. Si f € H(D); entonces se cumple que

[1searia = [ 1fERa - sRyaae)
T D\D(0,1/4)
donde T es la frontera de DD.

Demostracién. Sea f € H(DD), entonces por el Teorema 1.3.3 se sabe que
J’ € H(D), luego por el Teorema 1.5.1 se tiene que la funcién |f’|? es subarménica
en D asi,
27 )
[l = [ 17eet)pdo =220, e .)
T 0
Dado que, la funcién Py es una funcién creciente de r (véase Teorema 1.5.6), se
tiene
1

PP S P, re(GD)

Luego, al multiplicar por 7(1—7?)* e integrar con respecto a r desde 7, = i hasta

r9 = 1 se obtiene

Pl 11_2sd <1 ! 27!'/ i021_2s£d6d
() [, =ryrde <5 [ en) L= %) Lagar
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de donde,

1 A | - N
25+ 1) (E) Pr(7) = /D\D(O@\f(z)! (1 —|2[*)*dA(z)

y asi,
1 / 1 / ! S
7P (D) = 17 G <K [ PR [P dAG)
T D\D(0,3)

con

Esto finaliza la prueba del Lema.
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Ahora, se procede a demostrar el teorema enunciado anteriormente.
Demostracién del Teorema 2.4.1. Sean s € [0,00) y f € Qs. Dado que
|0a(2)] < 1 para todo z € Dy todo ¢, € Aut(D), de la expresiéon —2logt > 1 —t*

con t € (0, 1] se sigue que,
(1= 1pa(2)]?)" < (—=2l0g|pa(2)])°, (2.17)
de donde, al multiplicar por |f/(2)]?* e integrar sobre D, resulta
25F\(f.0) < Ei(f.0)

para todo ¢, € Aut(D). Luego, al tomar supremo sobre los a € D y dado que

f € Qy se sigue

sup Fy(f,a) < 2% sup Ey(f,a) < o0
acD a€bD

Ahora, sea f € H(D), tal que sup,cp Fs(f,a) < co. Se quiere probar que

f € Q,; para esto basta verificar que

(Es(f,0))* < (Fu(f,0))

pues, el resultado buscado se sigue de sustituir en esta tltima expresion la funcion

f por f oy, Entonces, se puede escribir

' (2)]*g"(2,0)dA(2) +/ f'(2)]*g"(2,0)dA(2)

D\D(0,7)

(E(1.0)" = [

D(0,7)

N

y se afirma que;

1) / F/(2)Pg° (2. 0)dA(z) < Fi(}.0),
D\D(0,%)

@ [ PR 0dAR) 2 B0,
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En efecto, de la desigualdad —log¢ < 4(1 — ¢?) con ¢ € (4, 1) se tiene

[ P0G = [ 7 @R loglel) A
D\D(0, D\D(0,1)

)
< / PP — [2P)dA(2)
D\D(0,%)

< Kl (Fs(f7 0))2 ’

esto prueba la afirmacién (1) con K; = 4P.

Ahora, se demuestra la afirmacién (2). Como consecuencia del Lema 2.4.1, se

tiene que

[ rergeoae - | |f'<z>|(logi) 4A(:)
D(0,3) D(0,}) ||
i L 1\’ r
_ /0/0 L (rei®) 2 (log;) Zdodr
1\° 1 [ A
= /0 (log;) T(%/o |f’(7’eza)|2d0)dr

1 1\?
= 2/ Py(r) (log —) rdr
0 r
1. Y4 1\°
< 2Pf(1)/0 (log;) rdr

~ 1
< 2Kpf(1)

PN

< K / PP — |#2)°dA(2),
D\D(0,

1)

K'K
pra

lo cual es lo afirmado en (2) con Ky =
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Ahora, de las afirmaciones (1) y (2) se sigue que,

EL0)? < (K + ) / PP - 2P dA(z)

= (Kl + KQ) (Fs(fv O))2 )

es decir,
(Eo(f,0)* = (FL(£,0))°.
Luego, al considerar la funcién f o ¢, con ¢, € Aut(D) y haciendo el cambio

w = @,(z) se tiene que z = g, (w) pues p, = ;' y dA(w) = Jac(p.(2)) =
|0l (2)|*dA(2), entonces como la funcién de Green es invariante por automorfismos

del disco se tiene que,

Efopn0) = [ 1@l (0040
_ / ()29 (pa(w), 0)dA(w)
- / () Pg* (20 w), ¢a(0))dA(w)

= (BEy(f )

mientras que por otro lado, con un procedimiento similar al anterior, se puede
escribir (Fy(f o ¢a,0))* = (Fy(f,a))?. Por lo tanto, E,(f,a) < Fy(f,a) para todo
a € D. Asi, al tomar supremo sobre los a € D y utilizar la hipotesis, se obtiene

que sup,cp Fs(f, a) < oo. Esto completa la demostracion del teorema. |

De la desigualdad triangular y la desigualdad de Holder, se deduce que los

conjuntos (), tienen estructura de espacio vectorial, en efecto, para f,g € Qs y
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reC

IAf+ 9]

2 = sup / OF + 9 (P (1 gul2) ) dA(2)

a€D

— sup / (A + ) (O + 9 ()] (1 [0al2)2)° dA(2)

a€D

< suwp [ FEING) + 9 (1= [ea)P) 44

a€D JD

1 sup / G IAF(2) +d(2)] (1= [pa(=))" dA(2)

a€eD JD
< Mg A + gllg. + lglla. N + glle.
= (Mlflla. + lglle) (1M + gllay).
Entonces se tiene que
IAf + glle. < M lla. + llgllg, < o0 (2.18)

Por lo tanto, )5 es también un subespacio del espacio de las funciones analiticas

sobre D, H(D).

Teorema 2.4.2. Para s > 0, los espacios Qs son invariantes por automorfismos

del disco, es decir, satisfacen que
1f o eulla, = [Iflle.

para toda f € Qs y todo ¢, € Aut(D).

Demostracién. Sean f € Q,y ¢, € Aut(D), entonces haciendo el cambio de va-

riable w = ¢y(2), se tiene que z = py(w) y dA(w) = Jac(pp(2)) = |, (2)|2dA(2),
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de donde

£l = swp [ 1o P~ ()Y dAC)
= Sup/ £/ (u(2))P1en(2)]*(1 = [a(2)*)*dA(z)
aeD JD
= sup [ 7 @P( = ealan()PdAG)
a€eD JD
= sup [ IF @)1= fe(w))Praalz)
ceD JD
= |I/IIG.-
Esto completa la demostracién del Teorema. |
Proposicién 2.4.1. La relacion || - ||, define una seminorma en el espacio Q).

Demostracién. Sean f,g € Q, y A € C. Entonces es evidente que

1fllg. =0 (2.19)
y que
[Afllo. = A1l (2.20)
Ademas,
If + 9llo. < Iflle. + llglle. (2.21)

se obtiene de la expresion (2.18) con A = 1 que

1f1

1/2
0. =0 sivsiosi [flo, =suwp ([ 1FGIF (1= lnaP) aA) - =0,
a D

es decir,

| fllo, =0 siy sélo si / 1F(2)]” (1 = |¢a(2)]?)° dA(z) = 0, para todo a € D.
D
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Luego,

/]

0. =0 siysolosi [f'(2)]* (1 —|pa(2)]?)" =0, paratodaa,z €D,

siysélosi |f'(2)]? =0, paratoda z €D,

siysolosi f'(z) =0 paratoda z € D,

y esto ocurre si y sélo si f es constante (véase Teorema 1.3.2). Esto completa la

demostracion de la Proposicion. [ |

En términos de la seminorma anterior se define una nueva funcién que con-

vierte a ()5 en un espacio normado.

Proposiciéon 2.4.2. La relacion

[flle = LFOI+flle.  fe€Qs (2.22)

define una norma para Q).
Demostracién. Véase la demostracion de la Proposicién 2.1.4. |

Se procede a establecer que los espacios (Qs, || - [|¢) son de Banach, pero para

esto se requiere de los dos resultados siguientes.

Teorema 2.4.3. Si s > 0 entonces Qs es subespacio de Dy. Mas aun, se tiene

p, < |If]

la relacion || f| 0, para toda f € Q).

Demostracion. Sea f € (), por definicion de supremo se tiene que,

sup E(f,a) = (Sup/D|f’(2)|295(27a>d14(2))§

a€D a€D

v

Ds

(f !f’(Z)IQQS(z,())dA(z))é —1if
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Lo que es equivalente a escribir,

[£llo, < sup Eo(f, a) < [[flle, < o0 (2.23)
ac

de donde se deduce que f estd en Dy, lo que concluye la prueba. |

Teorema 2.4.4. Sea s > 0 y K cualquier subconjunto compacto de D. Entonces

existe una constante positiva C' = C(K) > 0 tal que

sup|f'(2)| < Cllfllo.
zeK

para toda f € Q.

Demostraciéon. Sea f € (), y K un subconjunto compacto de D, entonces por el
Teorema 2.4.3 se tiene que f € Dy, por lo tanto, como consecuencia del Teorema

2.3.1 se puede escribir

sup | f'(2)] < M| f||p,
zeK

para alguna constante positiva M. Asi, de esta tltima expresion y de la relacion

(2.23) se obtiene

sup | f'(2)] < Cllfllq.

zeEK
con C' = M. Esto finaliza la demostracion. |
Teorema 2.4.5. Q5 es un espacio de Banach con la norma || - ||o-
Demostracién. La prueba de que la relacién || - || define una norma en el

espacio (s, se sigue facilmente del Teorema 2.4.1 y la demostracion de que Q)
es de Banach con esta norma, se obtiene de un procedimiento similar al de la
prueba del Teorema 2.3.2 pues, el teorema anterior es una version del Teorema

2.3.1 para el espacio Q). |
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2.5 Relaciones entre espacios de funciones analiticas y series de Ha-

damard

En esta seccion se establece algunas relaciones entre los espacios que se han
estudiado en este capitulo. La primera relacién de contencion se enuncio en el
Teorema 2.4.3 donde se establecié que ()5 esta contenido en Dy. Mas atn, en la

proposicion siguiente se demuestra que ()5 es subespacio del espacio de Bloch.

Proposicién 2.5.1. Para s > 0, el espacio Qs es subespacio del espacio de Bloch

B.

Demostracion. Sea g € (),, en particular g es analitica en D, por lo tanto, la
funcién |¢'|? es subarménica, en virtud del Teorema 1.5.1. En consecuencia, se

satisface
1

9 OF < 1507 /D )

Asi, sustituyendo g por f o ¢, se obtiene

[(fow) (O = [ (:(0)l¢L(0)
= |f()F( -2

1
f’gpzs 2@252dAs

= ADO.1) /o

donde A(D(0,r)) = mr?. Luego, para r = % se tiene

[f P =) < %/D(O |f'(:(5)) [P (s)[*dA(s)

1 3)

_ 4 /A . | (w) [2dA(w), (2.24)

donde se ha hecho el cambio de variable w = ¢.(s) y se ha usado que ¢.(D(0, 3)) =
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A(z,1) (disco pseudohiperbélico de centro z y radio 1); pero

wehzg) & lew)l<g
1
2 f—
& leaw) <7
& 1-le)P >
s 3.,
& (1-lp@)P) > (),

para s > 0, asi, se llega a la desigualdad

3
()P =222 < 4 "(w)|? (1 = |, (w)|?) dA(w).
(17 =) ||>_/A(z,;)|f()|( |o:(w)[?)" dA(w)

Ahora, como A(z, %) C D, se tiene que para todo z € D
10NI2 a2 4 10\ [2 25
[F P = [2F)" < =+ D\f(w)\ (1= Jp=(w)*)” dA(w).

Luego, al tomar raiz y supremo sobre los a en D) en el miembro derecho de la

desigualdad y sobre los z en D en el miembro izquierdo, se sigue que,

1flls < M||f]

Qs < 00,

s+1

H

|

con M = 45— Lo que concluye la prueba. [ |

(S

3

Ahora se estudia cudndo una serie de Hadamard pertenece a los espacios que
se ha definidos en este Capitulo. En primer lugar, se recuerda que una funcion
holomorfa f sobre D se dice que es una serie lacunaria o de Hadamard si existe una
sucesion {ny} de nimeros naturales y una constante ¢ > 1 tal que ngyq/ng > ¢

para todo k € Ny

[e.9]

f(z) = Z agz"*.

k=0
El conjunto de las funciones holomorfas que son series de Hadamard se denotara

por HG y en el siguiente teorema se dan condiciones necesarias y suficientes para
que estas funciones estén en los espacios de Bloch, Dirichlet con peso y en los

espacios ().
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Teorema 2.5.1. Sea s € [0,1] y f(2) = > po,axz™ en HG. Entonces

(i) [ € Qs siy sdlo si f € Ds siy solo si

[e.o]

D M N g < oo (2.25)

k=0 2k <pj<2k+1

(i) f € B siy sdlo si
sup |ax| < oo. (2.26)
k

Demostracién. (i) El caso s = 0 es evidente por la definicién de los espacios
Qs y Ds. Asi, se considera el caso s € (0,1]. Primero se supone que se cumple la
expresion (2.25). Sea w € Dy para k € N se toma I = {n € N:2¥ <n < 2k},
entonces por la desigualdad de Holder y algunas estimaciones elementales, se

obtiene

Eroy < | 1 (fj nr\) ([ - toutropyiact) ar

1 [/ 2 s
< [ (anw"k—l) ([a-totoriac) ar
0 \k=0 T
1 oo 2
< / (anlaﬂrnk_l) (1 —r)%dr
0 \k=0
2
= D 2D njlal
k=0 n;€ly
2
=

2070 [ 37 1oy
k=0

njEIk

Luego, como f € HG, existe una constante ¢ > 1 tal que el nimero de

coeficientes de Taylor a; (de f) cuando n; € I es a lo sumo 1 mas que la parte
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entera [log, 2] de log, 2. Esto implica que

(R 23209 3 a2
k=0

anIk

y asi f € Q.

2
/] jdc] | (1= r?)*rdr

Por otro lado, si f € @, entonces f € D,, y por lo tanto,
> ngar(r)™

1
Bl
0 Tk:O

o
=y ol
k=0

- 3 S

k=0 TLjEIk

0o

E : k(l—s § : 2
= 2 ( ) ’a]‘ )

k=0 n;€ly

y asi, (2.25) se cumple.

Ahora se demuestra (ii). Sea f € B. Entonces para cualquier r € (0,1), se

tiene

/1l

_ r)”k—l :

]‘ ! 1— k
mlasl = 51| [ o00ermad| =
Luego, seleccionando r = 1 — n,;l, se tiene de la expresién anterior que |ag| < 1

para todo k € N, lo cual implica (2.26).
Reciprocamente, supéngase que sup,ey |ax| < 0o y sea
K = K,, = max{k : nj, < n},

entonces como f € HG, existe una constante ¢ > 1 tal que,




por tal motivo, se puede escribir

M = (Zw) (g;nj|z|"j> = i DR Rl %

n=1 n;<n

de donde se sigue que f € B. [ |

Ahora se analiza cudando una serie de Hadamard pertenece a los espacios a-

Bloch. El siguiente resultado, generaliza la parte (ii) del teorema anterior.

Teorema 2.5.2. Sea a € (0,00) y f(2) = > 2, a;2" perteneciente a HG. En-
tonces f € B, sty solo st

—x

sup |aj|n < 0. (2.27)

jEN
Demostracién. Se puede observar, de la demostracion de la segunda parte del
Teorema 2.5.1, que si f € B, N HG, entonces la expresion (2.27) se cumple. Asi
que basta demostrar el reciproco.

Con este fin, se supone que supycy |ax|n, ® < oo, y, como antes, sea
K = K(n) = max{k : n;, <n},

entonces se tiene

Por lo tanto

o0
||
=D DIEE E (1— |2+
n=1 n;<n
de donde se obtiene que f € B, [ |
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CAPITULO 3
OPERADOR DE COMPOSICION Y CLASES HIPERBOLICAS

En este capitulo se describen los operadores de composicion continuos ac-
tuando sobre los espacios que se han definidos en el capitulo anterior. Mas preci-
samente, se estudian en detalles los resultados que se presentan en el articulo de
X. Li, F. Pérez-Gonzalez y J. Réttya (2006); asi como los preliminares necesarios
para establecer sus demostraciones. En primer lugar, en la primera seccién del
presente capitulo, se estudia la definicién y algunas propiedades del operador de
composiciéon actuando sobre los espacios de funciones analiticas. En la segunda
seccién, se caracterizan aquellos operadores de composicion que aplican continua-
mente el espacio de Bloch en algun espacio (). Este resultado serd extendido en
la cuarta seccién, es decir, se daran caracterizaciones de continuidad del operador
de composiciéon cuando actia entre los espacios de a-Bloch, Dirichlet y Q)5 con
s > 0, en términos de la continuidad de estos operadores cuando actia sobre sus

respectivas clases hiperbdlicas, que se definen e la tercera seccion.

3.1 Operador de composicién sobre el espacio de funciones analiticas

Dada cualquier funcién analitica ¢ que aplica el disco unitario D en si mismo,
el operador de composicion inducido por ¢, actuando sobre el espacio de las
funciones analiticas sobre D, denotado por C,, es la funciéon C, : H(D) — H(D)

definida por
Cof = fowp,

donde f € H(D). Claramente, para f,g € H(D) y A € C se cumple

Co(Af+9) =ACyf +Coyg
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y por tal motivo, el operador de composicién es una transformacién lineal sobre
H (D). Dos referencias obligatorias para el estudio del operador de composicién
en espacios de funciones analiticas son los textos de Cowen y Maccluer (2000) y
Shapiro (1993).

Se observa que si ¢ : D — D es constante, es decir, si para a € D fijo, p(2) = a

para todo z € D, entonces

Cof(2) = [ (p(2)) = f(a)

para todo z € D y asi, en este caso, el operador de composicién coincide con el
funcional evaluacion en el punto a € D, actuando sobre el espacio de las funciones
analiticas H (D). Mientras, que si la funcién ¢ : D — D es analitica y no es cons-
tante, entonces, el operador de composiciéon C, es una transformacion inyectiva.

En efecto, sea ¢ : D — D analitica y no constante, entonces, por el Teorema
1.3.7, el rango de esta funcién ¢(D) es una region, es decir, un conjunto abierto
y conexo. De manera entonces que si f € Ker(C,), el nicleo del operador C,,
se debe tener que Cy(f(2)) = 0 para todo z € D. Esto significa que f(¢(z)) =0
para todo z € D, o equivalentemente que f(w) = 0 para todo w € p(D). Asi, la
funcién analitica f se anula en un conjunto G = ¢(ID) C D que es abierto y no
vacio, luego, este conjunto G debe contener al menos un punto de acumulacion
(de hecho, tiene infinito), entonces se puede invocar el Principio de Identidad de
Weierstrass (ver Teorema 1.3.8) para concluir que f es la funcién nula sobre
D. Esto dice que Ker(C,) = {0} y por tanto el operador de composicién C,, es
inyectivo, en virtud del Teorema 1.1.1.

Formalmente, se ha establecido el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Sea ¢ : D — D una funcion analitica y no constante, entonces
Cy, el operador de composicion inducido por ¢, actuando sobre el espacio de las

funciones analiticas H(D) es inyectivo.
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Con la finalidad de establecer otras propiedades del operador de composicion,
como por ejemplo, la continuidad, es necesario restringir el dominio de C,, sobre
ciertos subespacios de H (D) que sean normados. Es por esto, que en este capitulo
se dan caracterizaciones de operadores de composicién continuos actuando sobre

los espacios By, D, v Qs definidos en el capitulo anterior.

3.2 Operador de composicion continuo entre los espacios de Bloch y

Qs

El objetivo de esta seccién es caracterizar aquellos operadores de composicién
que aplican continuamente el espacio de Bloch sobre algin espacio (s, con s >
0. El siguiente resultado serd de gran importancia para demostrar el teorema

principal de esta seccién (véase el Teorema 3.2.2).

Teorema 3.2.1. Sea o € (0,00). Entonces existen dos funciones fi, fo € H(D)

tal que
[Fi(2)] + 1 fa(2)] = (1= [~ (3.1)

para todo z € D.

Demostracién. Se considera para o € (0,1) y ¢ € N (el cual serd un nimero

suficientemente grande que se seleccionard después), la funcién analitica
o0 .
o) = Y, e
5=0

Entonces, como una consecuencia del Lema 2.5.2 con a; = ¢(®™Y y n; = ¢’ se

obtiene que
(L= 2P falx)] =1
para todo z € D.

Se afirma que para g € N lo suficientemente grande, cualquier k¥ € N y
L—q* <o <1 —g 2
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se verifica la siguiente relacion

(1= =) fal2)] = 1. (3:2)

En efecto, en primer lugar, se observa que, debido a la desigualdad triangular,

para cualquier z € D, se cumple

|foa(2)| = Th — Ty — T, (3.3)
donde
Tl - qka|z|qk’
k—1 ‘
o= a"l"
=0
y

o0
= >
j=k+1

El objetivo sera acotar de manera adecuada las expresiones para 1,715 y T5.

Para esto, se fija un punto z € D tal que 1 — ¢ % < |2| <1 — ¢ **+¥/2) donde

k € Nyseax=|z|9. Entonces se obtiene la desigualdad

q-1/2
1-g¢h <2< [(1 - q_(’““/Q))"M/Q} ;

y por tal motivo, para ¢ lo suficientemente grande, y para cualquier k£ € N se

<z < (%) o (3.4)

1
T1_§ a'

cumple

Wl =

lo cual claramente implica que

La suma en T se puede acotar usando la férmula para la suma de una pro-

gresion geométrica; es decir,




Ahora, se acota la expresién en T3. Es de notar, que como |z| < 1, entonces

para n > k + 1 se cumple

2] @1 < |z|at @D

Ademas, se puede observar que en la expresion para T3 el cociente de dos términos
consecutivos no es mayor que el cociente entre los primeros dos términos, es decir,
para j > k + 1 se cumple

; G+1)
q(3+1)a|z|q i qa‘z|qf(q71)

@) 2| @

IN

qa‘z|q(k+1)(q71)

q'

k+2)a|Z|q(’€+2)
q(k+1)a|z|q(k+1) ;

por tal motivo, se tiene que la serie T3 estd dominada por la serie geométrica que

tiene los mismos primeros dos términos. Asi, se puede escribir

> j
T, < q(l<:+1)oa’Z|q’“Jrl Z (Qa‘z|(q’“+2—q’““))

=0

q(k+1)a|z|qk+1

1 — qa‘z’(qk+2*qk+l)

qkaqaxq
1— qax(QQ—Q)

qkaqa27q1/2

1— an_(q3/2_ql/2)
donde se han usado las acotaciones en (3.4).
Sustituyendo las acotaciones precedentes para T7,T» y T3 en (3.3) se obtiene

(qa)k+1/2 - 1
4gor T AgeA(1 — |2])

ka
q
/ >4 _
de donde se concluye lo afirmado en (3.2).
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De una manera completamente similar se puede demostrar que si ¢ es un
| tural suficient t d jemplo ¢ = m? dond
numero natural suficientemente grande, por ejemplo ¢ m* donde m es un

nimero natural grande, y si
ga(2) = Z CARICE P S )]
=0
entonces
(1= |2P)lga(=)] =1

para todo z € D (debido al Lema 2.5.2) y que si 1 — ¢~ *+1/2) < |z| <1 — ¢g~*+D
con k € N, entonces

(1—|2[*)gL(2)| = 1. (3.5)

Luego, de (3.2) y (3.5) se obtiene (3.1) a menos que ocurra que f/, y ¢/, compartan
un cero en {z € D : |z] < 1—¢ '}, en este caso, se reemplaza g, con g,((z) para

un valor apropiado de ¢ € T. [ |
Ahora se puede enunciar y demostrar el resultado principal de esta seccién.

Teorema 3.2.2. Sean 0 < o < 00, 0 < s < o0 y ¢ € B(D). Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:
(1) C,: B, — Qs es acotado;

(2) C,: Bao— Qs es acotado;

' (2)1?
(3) su 529" (2, a)dA(z) < oo;
), (L= leP)"

()P -

(4) sup s (1= lpa(2)[) dA(2) < o0,
a€D Jp (1 — |o(2)[7)

Demostraciéon. Para establecer este resultado, se sigue la siguiente secuencia

H=2)=0B)=@=1
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La primera implicacién es evidente, pues al considerar C, : B, — @ acotado,

por definicion existe K > 0 tal que

1C(Nlle, < Kl fllsa (3.6)

para toda f € B,, en particular (3.6) se cumple para toda f € B, o pues Byo C
B,, en virtud del Teorema 2.2.1, de donde se concluye que Cy, : B,y — Qs es

acotado. Esto finaliza la demostracién de la implicacién (1) = (2).

Siguiendo la secuencia de la demostracién, considere que Cy, : By — Qs es
acotado, se quiere establecer (3), con tal fin, sea f,, con w € D fijo, la antiderivada

L _ con z € Dy tal que f,(0) = 0. Es decir,

de la funcion oo

, B 1
fol®) = Ty

esta funcién satisface que

=[P _ (1= ]eP)e
=zl = (1= [u])e

(1= 12 fu(2)] =

y es claro que ((11__‘@7)): — 0 cuando |z| — 17 pues w € D es fijo, por lo tanto,

fuw € Ba,o entonces por hipétesis, existe una constante C' > 0 tal que

sup / ()26 (2. a)dA(z) < O fulls

a€D

lo que es equivalente a escribir

@
igg/ﬂ)mg (2,a)dA(z) < C| fulls- (3.7)

Por otro lado, se tiene que

su ' (2) [ S0y a )
aeg/ﬂ) (1— |g0(2)‘2)2ag( 3 )dA( )

< sup/Dlsﬁ’(Z)Pgs(Z’a) ( sup ;> dA(2) (3.8)

a€bD wep(D) |1 - w(p(z)‘Qa
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para z € D fijo. Ahora bien, por definicion de supremo, dado ¢ > 0 existe

wo € (D) (que puede depender de €, p y 2) tal que

1 1
sup — < — Tt e
wepm) |1 = We(2)P* — [1 —wop(2)[*
Asi, de esta tltima expresion en (3.8) se tiene
(=)
sup/ 9°(z,a)dA(z) < esup |gp g% (2, a)dA(2)
aeb Jp (1 — |p(2)[?)2 a€D

—l—sup/|1 ooz |2ags(z,a)dA(z)

pero, por hipétesis C, : Byp — Qs es acotado y la funcién identidad en D
estd en B, , por lo tanto el primer sumando del miembro derecho de la tltima

desigualdad es finito, de esto con wy = ¢(z) y de (3.7) se sigue que existe C; > 0

tal que
&' ()
su (z,a)dA(z) < €Cr+ C| fuwlls. o
8 J, T TR (A < Gt Ol
_ 2\«
R T Ul

zeD ’1 - sz‘a

1 — af «
o+ Cup LD 12D
b (-

IN

< 601 + C2% < >0
lo que concluye la demostracién de la implicacién (2) = (3).

Ahora, se quiere demostrar (4) teniendo como hipétesis (3). Al suponer (3)

cierto, se tiene que existe una constante M tal que

€' (=)
su 5=9°(2,a)dA(z) < M < oo. (3.9)
G
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" (2)1

Por otro lado, al multiplicar la expresién (2.17) por (o™ > 0 e integrar
(=

sobre DD se tiene que

YR . PP
—[pa(2)]7) dA(z) < —5=2°9°(2,a)dA(2)
/ ( (1~ leutaI) /Da— e

)P
= 2° 5=9°(2,a)dA(2)
/n»(1—|so<z>!2) !

para todo a € D. Luego, de tomar supremo en ambos lados de la iltima des-

igualdad y de (3.9) se sigue que,

EC S
su s (L= lwa(2)|7) dA(z) < 2°M < oo
) (EFCE AL

es decir, se cumple (4).

Para finalizar, se demuestra la implicacién (4) = (1). Si (4) es cierto, entonces

para establecer que existe K > 0 tal que,

[F (0D +[1f ol

Q. = 1G]

Q. < Klflls. = KIS O)] + [ flla}

para toda f € B,. Es suficiente probar que

1S ol

Q. < Kllflla (3.10)

para alguna constante K > 0.

En efecto, de las definiciones de las seminormas para los espacios Q)5 y By, se
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tiene

Ifogld < sup / PP P (- leal2)2) dA(2)

a€D

2 |/ (2)” (1= la(2)*)”
(1 = [p(2)[2)%

= swp [ (£ (DI~ ePP) 4A(2)

a€eD JD

, e @R (A=l
<o [ <;SI€)D|f(90(Z))|(1 |90(Z)|)> e
e R P
< s [ (suplria - ) e )

= Iy [EORLICD )

acD ‘2)20{
donde, en la primera igualdad se ha multiplicado y dividido por la expresion
(1 — |p(2)]*)**. Luego al tomar raiz y de la hipétesis se concluye (3.10) con
/2
&' (2)I” 25 1
K = Sup/ 1 —|pa(2)]7) dA(2) < 00.
(s [ = e )

Esto finaliza la demostracién del teorema. [ |

3.3 Clases hiperbdlicas

Se denota por B(ID) al conjunto de todas las funciones analiticas h € H (D)

que satisfacen |h(z)| < 1 para todo z € D, es decir,
BD)={hec HD) : ||hlle < 1},

donde
[hllec = sup {|A(2)| : = € D}.

Es de notar que B(ID) no tiene estructura de espacio vectorial, pues basta tomar

f(z) = g(z) = 3 para todo z € D, y es claro que f + g = 1 no estd en B(D).
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La clase hiperbolica X* de un espacio de funciones analiticas X, definido a
través de ciertas expresiones que involucran la primera derivada de estas funciones
analiticas, nace al sustituir la derivada ordinaria, en la expresion que define el
espacio, por la llamada derivada hiperbolica, la cual se define y denota por

YR L]

= TP (3.11)

donde h € B(D). Es de notar que, la clase hiperbdlica correspondiente a cada
espacio no es un espacio vectorial pues, B(D) no lo es. Entre las propiedades més

importantes de la derivada hiperbdlica, se puede mencionar la siguiente.

Teorema 3.3.1. Para h € B(D), la derivada hiperbélica (h*)? es una funcidn

subarmdnica sobre D.

Demostracién. Sea h € B(D), entonces basta con verificar la subarmonicidad
de h*, pues, por el Teorema 1.5.4; al considerar la funcién convexa f(z) = 2% se
tiene el resultado deseado, a saber, f o h* = (h*)? es subarménica.

Para demostrar que h* es subarmoénica, se considera el criterio de subarmoni-

cidad establecido en el Teorema 1.5.2, es decir, es suficiente probar que
AR* = 400h* > 0.

Con tal fin; en primer lugar se tiene de la expresion (3.11) y de las reglas de
derivacion que

9

9 w2y = =P (@)} A = h(2)]*) — [P (2)| {1 — (=)}

(1 —|A(=)]?)°

derivando esta expresion ahora con respecto a z se tiene que,

68



(1= )P o 1 (2))

1 , 2 9 (1. d 2
= (FAED (1= R + S5 - P

o IWED {1~ WP = WAL - AP ) (1 )P’
“2(1= 1)) (1 = W (D (1= 1))
I~ 1)) )

Luego, desarrollando las derivadas y simplificando utilizando las identidades

f(2) ) ﬁ 2| = W /(5
s @ v g eI =550

0
=l ()] =
se puede escribir
B ()] (1= [h(2)]2)" A{h*(2)}
= (1-|h(=)P) (|h"<z>|2 (1 —[A(2)]?) — 2h(2)(H(2))*R" (=)

Foh(2) )R ) + 4|h/<z>|4) R () (h'(z)h"—cz) (1 [h(=)P)

TN )R
= WP (1 [(2)R)? + AR I ()} (1= [h()P) + 4 ()]
AP ()
(170 + AR TP ) + A )

v

RPN ) (L= 1))
Ahora, para concluir, se afirma que
0(2) P + ARe(h() TP ()} + AW I + AREPIR G 2 0
o equivalentemente;
WP+ AR+ AP > AR AP () (3.12)
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En efecto; como
2
(In"(2)] = 2[n()||W (2)]?) + 4| (2)[* > 0
la afirmacion se sigue al desarrollar esta ultima expresion y de la relacién
[4Re{R(2) (W()H" ()} | < 4IR() I (2) P11 (2)]

de donde se concluye que Ah*(z) > 0 para todo z € D y asi, el Teorema 1.5.2

permite establecer que h* es subarmoénica. |

Una consecuencia inmediata de la definicion de funciones subarmoénica y del

resultado anterior es el siguiente.

Corolario 3.3.1. Sea p > 1 y h € B(D), entonces la funcion (h*)" satisface la

relacion
1

0@ < B Sy BT A

Ahora se procede a definir las clases hiperbdlicas correspondientes a los espa-

cios estudiados en el capitulo IT y a enumerar algunas de sus propiedades.

Definicién 3.3.1. Para a > 0 las clases hiperbdlicas correspondiente a los espa-

cios a— Bloch, se denota por B} y esta dado por el conjunto de aquellas funciones

h € B(D) para la cual

1%

By = Szlelg{(l — [2[)" h*(2)} < <. (3.13)

Si o = 1 entonces se tiene la clase hiperbdlica del clasico espacio de Bloch y se
denotara por B*. Similarmente, la clase hiperbdlica correspondiente al pequeno
o — Bloch, se denota por B}, ; y esté constituido por las funciones h € B(D) tales
que

lim (1 —|z*)%h*(2) = 0. (3.14)

2| =1~

Si a =1 entonces el pequeno espacio de Bloch hiperbdlico se denotard por Bj.
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En primer lugar, se demostrara, como una consecuencia del Lema de Schwarz-
Pick, que para a > 1, la clase de Bloch hiperbdlica B}, coincide con el conjunto

B(D).
Teorema 3.3.2. Si o > 1, entonces B, = B(D).

Demostracion. En efecto, por definiciéon de la clase de a-Bloch hiperbdlica,
es claro que B! C B(D). Ahora, si se considera una funcién h € B(D) y a > 1,
entonces del Lema de Schwarz-Pick (Teorema 1.3.6), se sigue que

1 — h(w)h(z)

1 —wz

’h(Z) — h(w)

<
Z—w

para todo z,w € . Luego, al tomar el limite cuando w — z, se tiene

1 — |h(2)[?
h’ < vl
W) < 7
para todo z € D, o, equivalentemente,
()| 1

<
L—[h(z)? — 1—|z?
para todo z € . Asi, de la definicién de derivada hiperbdlica y al multiplicar
esta tiltima expresién por (1 — [2]?)® > 0 se obtiene

W (2)(1 = [2)* < (L= |27

pero (1 —|z|*)*7! < 1 pues a — 1 > 0. Por tanto, al tomar supremo sobre los

z € D se encuentra que,

15l

BZ<]~7

es decir, h € B, y de donde se concluye que B(D) C Bf. Esto culmina la

demostracion de este resultado. [ ]

En virtud del resultado anterior, la clase hiperbdlica del espacio o — Bloch

sera considerada sélo cuando 0 < o < 1. También, se requiere el siguiente aserto.
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Teorema 3.3.3. Para a € (0,1), se cumple que B}, C B},

*

* o, usando un procedimiento similar a la

Demostracion. En efecto, sea h € B

primera parte de la demostracion del Teorema 2.2.1, se tiene que si

0(2) = (1= oyt (e) = L PR

entonces g es continua en D pues, |h(z)] < 1 para todo z € D. Luego, como
lim,)—1- (1 — |2[*)*|h*(2)| = 0, dado € > 0, se puede encontrar o € (0,1) tal que
g(z) < e siempre que ry < |z| < 1; mientras que si |z| < ry , entonces la funcién
g es continua sobre el compacto D,, = {z € D : |z| < 1y}, luego existe M > 0 tal

que g(z) < M, para todo z € D,,,. Asi, se tiene que
(1 — |2[)2[n*(2)| < max{e, M} = M
para todo z € D; es decir, se obtiene que h € B. [ ]

Otras clases hiperbdlicas que se estaran usando en este capitulo son las si-

guientes:

1. La clase Dirichlet hiperbdlica. Para s > —1, la clase hiperbdlica del
espacio de Dirichlet Dy, se denota por D! y se define como el conjunto de

las funciones h € B(D) que satisfacen

MZ<AW@WO%%YWWOW<w.

Del Lema de Schwarz-Pick también se deduce que para s > 1, Df = B(D).

15l

Por lo tanto, la clase hiperbdlica de este espacio es considerada solo cuando

—1<s<1.

2. La clase @), hiperbdlica. Para 0 < s < 00, la clase hiperbdlica del espacio

Qs, se define como el conjunto de las funciones h € B(D) que satisfacen

1P, = (Sup/ﬂ)(h*(Z))QgS(Z’a)dA(Z))l/2 < oo,

a€D

72



Como consecuencia, también de Lema de Schwarz-Pick se tiene que para
s > 1 la clase Q% coincide con B(ID). Por lo tanto, como en los casos
anteriores, la clase hiperbdlica de este espacio es considerada sélo cuando

0<s<l.

La misma relacion de contencién entre los espacios que aqui se analizan, ge-
neralmente se da entre las respectivas clases hiperbdlicas, pero solo se abordara

aquellas contenciones de interés, por tal motivo se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. Para 0 < s < 00 y ¢ € B(D) se cumple que Q% C B*. Mas ain,
s < C(s)[Ihll,

existe una constante C(s) > 0 que depende solo de s tal que ||hl

Demostracién. Sea h € Qf y z € D fijo. Como (h*)? es subarménica en D

(véase el Teorema 3.3.1), por definicién se tiene que,
1 21 ]
(h*(2))* < —/ (R*(z 4 re'))2do
21 Jo
y esto se cumple para todo r > 0 tal que D(z,r) C ID. Luego, al multiplicar por

1-|7|
2

r e integrar con respecto a r desde r = 0 hasta r = , resulta

1—|z| 1—

[T e < L[

1 * 2
- 3 /D . (h* (w))2d A(w)

Ed 27
/ (h* (2 4 re'))*rdodr
0

Pero, como (1 — |z|?)? < 4(1 — |2])?; entonces al desarrollar la integral del lado

izquierdo queda

1—|z|
2

(" () Prdr = = (0" (2))2(1 = |2])? =

0 3 S ()P0 = |22

por lo tanto, se tiene la relacién

(= PP < 16 | iy (0 2A@ (315
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Ahora, si w € D <z, I%M) entonces |w — z| < %M; asi, por la desigualdad

triangular se tiene
|lw — 2| - 1
— 1z 2

w—z
1

e

de donde,
s 3\°
(- le.w)) > (})

con s > 0. Luego, multiplicando esta tltima expresién por 16(h*(w))? > 0 e

1—|z|

integrando sobre el disco D (z, 5

) junto con (3.15) se tiene

16 /D(Z,l—y)(h*(w))2 (1= |- (w)2)* dA(w) > 16 <Z) /D(Z,l_;)(h*(w))sz(w)

> (3) oty

de donde, al acomodar algunos términos, y tomar raiz, se obtiene

4s+2

35

1/2
<h*<z>><1—|z|2>s( / gy (7 <1—|¢z<w>|2)sdA<w>>

y luego al tomar supremo sobre los z € D se establece que

15

2 (3.16)

s+2
472

con K = “= > 0. Pero, por hipdtesis A

o+ < 00 en consecuencia, ||hl/g+ < 0o

de donde se concluye que QF C B*. Esto culmina la demostracion del teorema.

Cuando se estudian operadores lineales intuitivamente se sabe que existen
espacios vectoriales entre las cuales éste actia, pero en vista de que la clase
hiperbdlica no tiene estructura de espacio vectorial, es necesario introducir la

siguiente definicién.

Definicién 3.3.2. Sean X* y Y* las clases hiperbdlicas correspondientes a los

espacios normados (X, || - [|x) v (Y,|| - |ly) respectivamente. Un operador de
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composicion C, : (X*, || - [|x+) — (Y%, || - [|y~) se dice acotado si existe una

constante positiva C' tal que
1Co(R)[ly+ < ClA]|x-
para todo h € X*.

Del estudio del operador de composicion entre clases hiperbdlicas se obtie-
nen resultados importantes de este operador cuando actiia entre los respectivos

espacios vectoriales. Tal como se establece en las siguientes secciones.

3.4 Operador de composicion continuo y clases hiperbdlicas

En esta seccion se estudian varias caracterizaciones del operador de compo-
sicion acotado cuando actia sobre los espacios de a-Bloch, Dirichlet y ()5 con
s > 0, en términos de la continuidad de estos operadores cuando actiia sobre sus
respectivas clases hiperbdlicas. Para una mejor lectura de estos resultados, se
ha colocado cada caracterizacion junto con los lemas previos requeridos en una

subseccion.

3.4.1 Operador de composicién continuo entre clases de Bloch y Q)

En esta subseccién se caracteriza los operadores de composicion que aplican
continuamente el espacio de Bloch sobre algin espacio @)%, donde el pardmetro
s € [0,1]. La caracterizacién que se presenta en esta subseccién serd dada
en términos de la continuidad de este operador sobre sus respectivas clases hi-

perbdlicas.

Teorema 3.4.1. Seca 0 <a<1,0<s<1ypec B(D). Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) C,: B, — Qs es acotado;
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(2) C,: B — Q es acotado;
(8) Cy: B}y — Qf es acotado;

Demostracion. Para demostrar este resultado, se procede de la siguiente ma-
nera.

=2 =B =),
[(1) = (2)] Considere que C, : B, — @, es un operador acotado, es decir, que
el inciso (1) es cierto y sea h € B}, entonces por la definicién de la derivada

hiperbdlica se puede escribir

P & 4 .
[ o @ e maac) = [ R TG0 e aaae)

luego, al multiplicar y dividir el integrando del miembro derecho por (1 — |¢(2)[2)*

y como (D) C D se tiene que
[ @oer (g i)

_ [ PA-le@D™ PGP
/ﬂ» - hGE) P (- fpep! &0

, [P
< Wills [ e AC)

para todo a € D. Aplicando el Teorema 3.2.2, se puede encontrar una constante

K >0 tal que

/D (1 JST;[E(ZSP)MQS(Z,G)dA(z) <K,

de donde se obtiene que
/D((h 0 p)" (2)"9°(z,a)dA(z) < K|hl|%,
Por tanto, al tomar raiz cuadrada en ambos lados de la desigualdad y usando la

definicién de supremo sobre los a en D, se tiene la expresion

1Ce ()]

@: < KA 5,
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lo cual demuestra (2).

[(2) = (3)] Considere ahora que C, : B — @ es un operador acotado. Esto

significa que existe una constante K > 0 tal que

ICe ()]

Q: < KJ|h|

B (3.17)

para toda funcién h € Bj; pero, por el Teorema 3.3.3, se tiene que B}, ; es un
subconjunto de B%. En particular, la expresién (3.17) se cumple para toda funcién
h € B}, lo que es equivalente a decir que el operador Cy, : B, ; — QF es acotado

y la implicacién (2) = (3) estd demostrada.

[(3) = (1)] Suponga ahora que el operador C, : B}, ; — Q7 es acotado. Se estudia
por separados los casos « = 1y a € (0,1). Considere primero que o = 1. Para
b € D, se tiene la funcion

hb(z) - bZ7
donde z € D. Entonces, es claro que
|he(2)| = |bz| < 1

para todo z,b € D, lo cual significa que h, € B(ID) para cualquier b € D. Ademés,

por la definicién de la derivada hiperbdlica, se tiene

Hile) = L = bl (1= bsP)

de donde se obtiene que

lim hi(2) (1 - |2*) =0,

2| =1~

para todo b € D fijo. Por lo tanto, h, € B, , = B;. Asi, por la hipétesis, existe
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una constante C' > 0 tal que

Ihyogld, = sup / ((hy 0 @) (2))? g (2. a)dA(2)

a€D

[ REP
[ G e iA)

< Clhl3; < CPP

para todo b € D. Luego, al tomar limite cuando |b| — 17, y usando el Lema de
Fatou, (Lema 1.2.1) se obtiene

Rl
ilel]g/]]) mg (z,a)dA(z) < C < 0. (3.18)

Esta ultima expresion y el Teorema 3.2.2 implican que el operador C,, : B — Q)

es acotado. La implicacién (3) = (1) esta probado para el caso o = 1.

Considere ahora el caso a € (0,1). Se estd suponiendo que el operador

C, 1 B,y — Q5 estd acotado. Esto significa que existe una constante M > 0 tal

que
sup |f/( (Z))|2| I(Z)|2 5(z,a)dA(z M sup (1 — |z|? a—| /<Z)| 3.19
a€D JD (1 — |f ((0(2))‘2)2 g ( ’ ) ( ) S zE]]I)?( | | ) 1-— |f(Z)|2 ( )

para toda funcién f € B} . La idea es considerar una sucesion de funciones

fnt C B!, de tal manera que al sustituir en (3.19) se obtenga la expresion
a,0

(3.18). Con este fin, para n € N, se definen las funciones analiticas g, € H(D)

tales que
gn(z) _ Z 2k(a—1)(bnz)2k’
k=0

donde {b,} C Dy |b,| — 1 cuando n — oco. Entonces, como una aplicacién de la

desigualdad triangular, se puede ver que existe una constante C'(«) > 0 tal que
|9a(2)] <Y 24D = C(a) < o0
k=0
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para todo n € N pues a € (0,1). En particular, esto implica que g, € Bap.

1
2C(«x

Luego, si se define las funciones h,,(z) = gn(z) con z € D, es claro que

=

N | —

[n(2))]

IA

para todo z € D y n € N, y por tanto

hn(2) = [, (2))]

*
a,0

para todo z € D y para todo n € N. Asi, se obtiene que h,, € B ,, lo cual junto
con la hipétesis (3.19) dice que existe una constante K > 0, que depende sélo de

a, tal que

W, () 10 )P
su 59°(2,a)dA(z) < K. (3.20)
p/ (1 b (o)D)

Por otra parte, se observa que las funciones g, que se han definidos en esta
parte de la demostracién coincide con la definicién de las funciones f, (con ¢ = 2)
en la demostracién del Teorema 3.2.1; y por tal motivo, de la relacién (3.2) se
obtiene que

(1= 121"y ()] = 1,

para |z| cercano a 1 y para n suficientemente grande. Por tanto, combinando

estas informaciones, se tiene que

/ﬂ)%gs@@‘m(z) < lm Dlh;(w(Z))IQ\w’(Z)IQQS(Z,a)dA(z)

< C lim GO W?)f 9°(z,a)dA(2)

< CK.

Esto culmina la demostracién del Teorema. |

3.4.2 Operador de composicién continuo entre clases de Bloch y B,

Ahora se caracterizan los operadores de composicion que aplican continua-

mente el espacio de Bloch sobre algiin espacio a-Bloch, donde, como ya se ha
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comentado antes, el pardmetro a € (0,1]. La caracterizaciéon que se presenta en
esta seccion sera dada en términos de la continuidad de este operador sobre sus

respectivas clases hiperbdlicas; pero antes, se precisa de los siguientes dos lemas.

Lema 3.4.1. FEziste 5y € (0,1) tal que

Blalll —az""" _ Bla]
1—1—(1—a2)’)2  1—az|

para todo a,z € D y para todo 0 < < .

Demostracién. Sea € (0,1) y sea a € D fijos. Se quiere encontrar constantes
positivas K y Ky tales que

_qgz|8-1
flal . Blall—alt ol
1—az] — 1—|1—(1—az)5]? |1 —az|

K

o equivalentemente que

|1 —az|®
K < <K
i —a)ip

para todo z € D.

En primer lugar, se observa, de la definicién del modulo de un complejo, que

Re(z) < |z| para todo z € C. Este simple hecho, implica que

1—[1-(1-a)" = 1-(1—(1-a2)" (W)
= 1—(1—2Re(1—az)’ + |1 —az|*)
= 2Re(l —a2)” — |1 —az*
< 201 —a2)|)? — |1 —az*
= [1-a2)]’ (21 —az|")

pero, también se tiene la relacién 2 — |1 — a@z|? < 2 de donde se sigue que

1—|1—(1—a2)’? <21 —azl’
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es decir,

11 —az|?
> K
1—|1—(1—az)fp ="'

con Ky = % Para establecer la otra desigualdad, se debe encontrar una constante

K positiva tal que

2Re(1 —az)’ — |1 —az|* > K|1 — az|’ (3.21)
o equivalentemente

2Re(1 —az)’? > |1 —az[*’ + K1 —az|’ (3.22)

en tal sentido, se considera los siguientes dos casos:

Caso 1. Si |1 —az| < 1 entonces |1 — az|** < |1 —@z|? de donde se sigue que
1 —az|* + K|1 —az|’ < (K + 1)1 —az)? (3.23)

para algin K > 0. Ahora bien, haciendo w = (1 — @z)”; se afirma que

2
K+1

lw| < Re(w)

En efecto, pues, dado que w esta en el disco D(1,|a|) entonces Re(w) > 0, de

donde se tiene que
|lw| = |Re(w) + ilm(w)| < Re(w) + [Im(w)| < Re(w) + [Im(w)|
asi de las relaciones
Re(w) = [w| cos(Barg(w)) y  |[Im(z)| = [w]sen(Barg(w))
se tiene que

[Im(2)] < MRe(w) < tan(Barg(w)) < M <1

& Barg(w) < tan” (M)
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entonces, al seleccionar ( bastante pequeno se tiene lo deseado; a saber

2

lw| < Re(w) + [Im(w)] < (1 4+ M)Re(w) = o1

Asi, volviendo al valor original de w, lo que se ha establecido es que
(M +1)]1 —az|® < 2Re(1 —az)
de esta tltima expresién junto con la relacién (3.23) se sigue que
2Re(1 —a@z)’ — |1 —az/* > K|1 —az|’
que era lo que se queria demostrar.
Caso 2. Si |1 —az| > 1 entonces |1 —@z|*® > |1 —az|?; de aqui que
K|l —az|’ + 1 —az® < (K + 1)1 — az|* (3.24)

para alguna constante positiva K. Nuevamente tomando w = (1 — az)?, en-
tonces basta demostrar que 2Re(w) > (K + 1)lw|? o lo que es equivalente
lw|? < KLHRe(w), pero esto es cierto, pues como |1 — az| < 2 se tiene que
lw| < 27, ademas del caso anterior se tiene que |w| < (1 + M)Re(w), asf;

lw|* < 2°(1 + M) Re(w)

luego, haciendo 2°(1 + M) = R’LH se tiene que K + 1 = fjr—_]\i el cual esta bien
definido, pues, si K — 0 entonces 1 + M — 2'=% es decir, M — 2% > 0. Por
lo tanto, sustituyendo w en la expresién 2Re(w) > (K + 1)|w|? y de la relacién

(3.24) se obtiene
2Re(1 —az)? > |1 —az)*’ + K|1 —az|’

que es, para el caso 2, el resultado deseado.
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Finalmente, cualquiera sea el caso se concluye que existe una constante posi-

tiva K’ tal que
1—|1—(1—a2)"’?=2Re(1 —az)’ — |1 —az|*® > K'|1 —az|

es decir,

|1 —az|
<K
1—|1—(1—az)f2 = 72

con Ky = % Que era la otra desigualdad buscada. Esto finaliza la demostraciéon

del Lema. [

El siguiente Lema es una versién un poco mas general de un resultado que
aparece el texto de Zhu (1990) (Lema 3.10) los detalles de la demostracién del
mismo se puede consultar en Malavé (2007). Aqui se incluye un esbozo de la

prueba.

Lema 3.4.2. Sea 0 < s <1 ya,b €. Entonces existe una constante positiva

C tal que
/ . T P
|1—bz|25|1—a2]2 |1 —abl*

Demostracién. En efecto, en primer lugar, se recuerda (véase Malavé (2007))

que si ¢ < 0, entonces la relacion

(L — |w[*)"
/ ‘1 U}Z|2+a+CdA(w>

con z € D, define una funcién acotada. Por tal motivo, se sigue que, si |b] < %

entonces por la desigualdad triangular, se tiene que |1 — bz| > 1 — |b| > % y asi,

(1—1z*)°
dA(z),
/| _az‘2+8 S ()

lo cual implica, por la informacién dada anteriormente, que existe una constante
Ci(s) > 0, que depende sélo de s € (0,1), tal que I < C1(s). También, es claro
que |1 —ab|® < 2% por lo que se obtiene

2 _ G2

ISGs)5 < o
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lo cual implica el resultado en este caso.

Similarmente, si [a| < 3, entonces |1 —a@z| > £ y por tanto

L— |2
I< 22/ ( — dA(z);
D |1 . bz‘2+s—|—(s—2)

luego, como s € (0, 1), la integral del lado derecho esta acotada; y con un proce-

dimiento similar al caso [b] < 3 se concluye que existe otra constante C(s) > 0

tal que

25 Cy(s
I < 01(8)§ < ﬁ

y el resultado también es cierto en este caso.

De todo lo anterior, se puede suponer que |a| > % y que |b| > % Entonces de

la relacién
1 T+
(1—w) Bl ; nll'(n) o

vélida para A > 0y |w| < 1, es claro que

1 B 1 1 _OO Oor(j‘i‘s)r(k‘*‘s)—jkzjzkz
(B P TR

y, similarmente,

1 SR DI+ DI(HA+1) 4y, N =\l H NH
Loy s MU Dy = S Y @ ),

|1 —az| 1=0 H=0

donde se ha usado la identidad I'(m) = (m — 1)!, valida para m € N.
Usando coordenadas polares y sustituyendo estas expresiones en la definicién

de la integral I, se obtiene que

1_ S
I = // ) _—dfdr
}1—br629| |1 —are?|” ™

= / /27r ] + 5 k + 8) (b)]bk( )laHe (]*H*k*H)Q'

GIEIT2(s)
Tkl H=0

(1 —r ) 7’3+k+l+H+1d9dr;
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pero

2 o —
/ AGH—R—H) g _ 2, sig+l=k+ H,
0 0, otros casos,
por lo que la expresién para la integral I queda

_ . P+ sk +5) rin i m [ 2\ 2(j+1)+1
I= 2' Z FTHT2(s) (b)'b"(a)'a /0 (1—r)"r?V dr.
7,k LH=0:+l=k+H

También por calculo elemental, se tiene que

1 1
s 9 1 .

/ (1 —7?)" 20t ¥lgy = —/ (1—7) " rdr

0 2 Jo

1 .

I0(s + DI +1+1)
2 T(s+j+1+2)

Y

donde B es la funcién beta (véase Apostol (1981) , para mas propiedades de la
funcién beta). Asi, la integral I queda
;o i L(j+s)T(k+s)D(s+ 1) +1+1)
B G1kIT2(s) P(s+j+1+2)

(b)0" (@)'a";

Gkl H=0:j+=k-+H

pero de la condicién j + 1 =k + H, es claro que

Y (@a™ = (a)'bla (5)"H By

= (@)tha” B)" 2.

Luego, se puede escribir

I = Z Z S(], b)r(l + 8/2>F(H + 5/2) (a)lblaH(l_))H,

i IIHIT?(s/2)
donde
=T HSIG I H+s) T(s+1)(j+1)! ILHIT2(s/2)
SGb) = ];J G +I—H)2(s) L(s+j+1+2)T(+s/2T(H+s/2)
|b[20—H)
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y jo = % (|IH — 1|+ (H —1)). Por tanto, como

1 B 1 F(n+s/2)L(m~+5/2) ~min mion
|1_ab|5 - (1_5 )5/2( 5/2 ZZ n'm'F2 8/2) (b) b"a (a) )

n=0 m=0

el resultado sigue si se puede encontrar una constante C'(s) > 0, que depende
sélo de s € (0,1), tal que S(j,b) < C(s). Esto se logra de manera similar a la
prueba del Lema 2.2 que se encuentra en el trabajo de Malave (2007), usando las

identidades I'(z + 1) = 2I'(2) y la férmula de Stirling que establece que

F(?’L + C) c—1
n!
cuando n — o0. |
Comentario. Realmente es valido un resultado mas general que el que se

ha presentado en el lema anterior. M4és precisamente (véase Fébrega y Ortega

(1996)), para s > —1, rt >0y r+t— s> 2 se tiene

I,
()
/ ‘I—Cz ll—Cw’

( C

r+t—s—27 T_S?t_8<27

|1 — Zw|

IN

, t—s<2<r-—s,
(=127 1 =z
C C

+ ;
(=P =zl (1= fw) Lzl

r—s,t—s>2.

Este tipo de acotaciones se le suelen llamar estimaciones de Forelli- Rudin (véase

Perez-Gonzalez y Réttyé (2006)).
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Ahora se puede enunciar y demostrar el resultado principal de esta subseccion.

Teorema 3.4.2. Seca 0 <a<1,0<s<1ypec B(D). Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:
(1) C,: B — B, es acotado;
(2) C,: B* — B, es acotado;
(3) C,: Qt — B es acotado;

(4) ¢ € B,

Demostracién. Para establecer este resultado, se seguira la siguiente secuencia
B)=04), 4 =02),2=0B)y1) <M.

[(3) = (4)] Considere que el operador de composicién C,, : Q% — B es acotado,
donde 0 < s <1y 0 < a <1 son valores fijo. Se quiere establecer que la funcion
¢ es un elemento de la clase B’. Con este fin, se analiza por separado los casos

s€(0,1]ys=0.
Primero, se supone que s € (0,1], y se fija 0 < < 1, a € D y se considera la
funcién
bpa(2) =1— (1 —az)’.
Entonces, de la serie del binomio, se puede observar que
(1 T az)ﬂ = Z C(ﬁa n) (_1)716%2”7
n=0
donde
1 n—1
CBm) = [ (3=
k=0
luego, como |a] < 1y |z| < 1 se obtiene que

(1—6,2)6—1‘ <N @B =2"-1<1
n=1
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pues 5 € (0,1); asi ¢35, € B(D). Ademas, su derivada es

Fpalz) = Pa(l—az)"".

De aqui, por la definicién de la derivada hiperbdlica, y, en virtud del Lema 3.4.1
se sigue que para € (0,1) suficientemente pequenio se cumple

Bla|lt —az]"t Bla|

1—|1—(1—az)’ 2~ [1—az|’

Ppa(2) =

para todo z € D. Ademas, por (1.11) y el Lema 3.4.2 se puede escribir

fenero=iawnrae = [(2g) (i) e
= la]* (1—1[b]?) /’1 iﬂf' bZPSdA(z)
C2ﬁ2| |2( |b|

1 — abl*
< Cifal2",

IN

donde C; es una constante positiva y b € D. También, en la ultima desigualdad

se us6 el hecho que
1— b
|1 — ab|

para todo a,b € D. En efecto, de la desigualdad triangular se tiene

<2

2|1 —ab| > 2(1— |a||b]).
Luego, como 2 > 1+ |[b| pues b € D, y 1 — |a||b] > 0 se tiene
2(1 = lal[pl) > (1 + [b)(1 = lal[b]).

Ademés, como también a € D, entonces 1 — |a||b] > 1 — |b]; de donde se obtiene
que

(14 [6[)(1 — lal[b]) = (1 = [6[)(1 + |0]),
lo cual implica que 2|1 — ab| > 1 — [b|?> como se afirmé.
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Lo anterior establece que, para (3 € (0, 1) suficientemente pequenoy 0 < s < 1

se cumple

/D (05.0(2))" (1 = len(2)[?)" dA(2) = C25°|af*2° a,b € D.

Luego, al tomar raiz cuadrada a ambos lados de la desigualdad y considerando el

supremo sobre los b € ID se obtiene que

6sallo: < C1Blal2? < oo (3.25)

es decir; ¢p, € QF Asi, de la hipdtesis y la desigualdad (3.25), existe una

constante Cy > 0 tal que,

sup{(¢p.a 0 9)" (2) (1 = [2*)"} < Cullgpallay < CuBla2°? <00, (3.26)

zeD

Por otro lado, aplicando el Lema 3.4.1, se puede encontrar otra constante

Cs3 > 0 tal que,

| (d5a0¢) (2)]
1—[(¢pace)(2)]?

<¢B,a © 90)* (Z>

Blalll — ap(2)|[¢'(2)]
L= 1= (1 —ap(z)" |

Blall¢'(z)]
11— ap(2)]
para todo a € D. Luego, al multiplicar esta tiltima desigualdad por (1 — |z|*)* > 0

Cs

se obtiene la expresion
Blall¢'(2)|
11— ap(z)|

la cual es valida para todo a,b € D. Por tanto, al escoger a = p(z) y tomar el

Cs (1= 1) < (@0 @) (2) (1= 12)",

supremo sobre todos los z en D en ambos lados de la desigualdad; se sigue de
(3.26) que

- C10525/2 _
r S ———— <0
By > Cs

el
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de donde se concluye que ¢ € B. Esto demuestra la implicacién (3) = (4) para

el caso 0 < s < 1.

Considere ahora el caso s = 0. Para a € D fijo se escoge la funcién

1 _1a—z

27 =510

donde z € D y se procede de manera similar al caso anterior. En primer lugar,
2 2 1 . 214 * *
se observa que la funcién 5, es un elemento de la clase hiperbdlica Q} = Qg.

En efecto, como |¢,(z)| < 1 para todo z en D entonces

1 _d
1—glea(2))> 3

En consecuencia, se puede escribir

[ (3o a = [ (3L aaco
< [(Gren) )

< / o (2)PdA(z) = / dA(z) = A(D) = 1,

donde se ha usado las férmulas de cambio de variables (véase las propiedades (4)

y (5) de la Proposicién 1.4.1). Asi, 3¢, € Q% = Q} como se afirmé.

Como el operador de composiciéon C, : Qf — B}, es acotado, se tiene que

existe una constante C' > 0 tal que ||3¢, 0 ¢l|g: < C|l53%allqz; luego el resultado

deseado sigue, si se establece que |||

K > 0.

g: < K||3¢4 0 ¢||s: para alguna constante
Con este fin, se observa que 1 — 1]p,(2)|* < 1 para todo a, z € D, de aqui, es

claro que
1

1= Zlea(2)P?

90

> 1.



Se sigue que

(37oe) @ = (m00) = 2T

Y A O)] ) N N
= (e 7 2P I

1 (1 —lal*)

= 5’@'(2)\m-

En particular, escogiendo a = ¢(z) se obtiene que

L LIl
(9"“ 90) B ey

2
Luego, al multiplicar ambos miembros de la desigualdad por (1 — |2]?)® y al

()]
1—[e(z)*

1
2

considerar el supremo sobre todos los z en D, se obtiene

1
Bz < ||§90a O (,0 Bg. (327)

S|
2 @
Esto completa la demostracién de la implicacién (3) = (4) para todos los valores

de s € [0,1].

Con el fin de demostrar la implicacion (4) = (2), sea ¢ € B se debe demostrar
que C, : B* — B}, es acotado. En este sentido, sea h € B*, entonces por la

definicién de derivada hiperbdlica se tiene

[(h ()| _ F(e(2) ¢ (2)]

(ho@) () = TGN~ 1= The@)
W (0(2)) [9/2)] (1 o))
= Th@@) ) (1= o))

1 (p(2) [ = lp(2)") ¥ (2)]
(L =1rle(z) ) (1 =le(2)P?)

91



Luego, haciendo el cambio w = ¢(z) se puede escribir

* A (w)] o l¢'(2)]
(hop) (2) W(l — |wl )W
< Ml 25

Ahora, multiplicando por (1 — |z]*)* queda

(ho@)" (2)(1=|2)* < A|

L e
ST TP D

de donde, al tomar supremo sobre los z € D y usar el hecho de que h € B*

conjuntamente con la hipdtesis, se tiene

ICo ()| h

g = K||h|

sr < |lollss B*

Con K = [¢|

B Asi, se ha encontrado una constante K > 0 tal que

1Ce ()]

5y < K| A5

para h en B*. Como h es una funcién arbitraria, se concluye que Cy, : B* — B},

es acotado. Esto finaliza la demostracién de la implicacién (4) = (2).

Ahora, se demuestra (2) = (3). Sea C, : B* — B} acotado, entonces existe

una constante K > 0 tal que

ICo (M)l < K|l (3.28)

para toda funcién h en B*. En particular, se cumple para toda h € Q% en virtud

del Teorema 3.3.4. Entonces de las relaciones (3.16) y (3.28) se sigue que

ICe ()]

s: < Ckllh]|q:

para toda h € Q% y Cx = KK >0. Lo que permite concluir que C, : Q% — B,

es acotado. La demostracion de la implicacion (2) = (3) estd completa.
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Ahora se demuestra la implicacién (1) = (4). Suponga que se cumple (1),
es decir, que el operador C, : B — B, es acotado, y sea zy € D fijo, tal que

w = ¢(zp). Entonces se escoge la funcién

fu(z) = %log(l —wz),

y se afirma que f,, € B.
En efecto, por la definiciéon de la seminorma en Bloch y de la desigualdad

triangular, se tiene

fulls = sup{(L = [zP)I ()

1 o

mll—@,ﬂ
1

1—|z]

}

= sup{(1 — |z*)
zeD

}

< ilelg{(l + 12D = 2])

= ilelg{(l +1z2)} <2

Luego, de la hipoétesis, es claro que

1C(fw)lls. < Clifwlls < o0

para alguna constante positiva C'. Por otra parte,

1C(fu)llBa = Ifw(sO(O))leSZlelg{(l—|Z|2)a|f;(<ﬁ(2))!}

= Ufu () |+ sup{(1 = B 5 )
> (1 - |ZO|2>a1 190’,9(0?(’20’)’2
= (1 - [20)*¢"(20)

v

Lol
2 (10 627

de donde se obtiene que ¢ € B}. Esto concluye la demostracion de la implicacién

(1) = (4).
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Finalmente, la demostraciéon de este teorema concluye con la prueba de la
implicacién (4) = (1). Sea ¢ € B; se quiere verificar que el operador C,, : B —
B, es acotado, con esta intencion, sea f € B. Entonces, por la definicién de la

seminorma en a-Bloch y de las propiedades del supremo se tiene

ICo(Hlla = sup{|(f o 9) ()I(1 —[2*)*}

= su ' z (2 — 1z]? O‘M

= (I eI - B S

= sup(E D)1 el (1 - )
w1~ R b7 D (1~ )

pero, por hipdtesis, se sabe que ¢ € B es decir, existe una constante positiva M

tal que

EEL e N
sup{ 7ol = 12)7) < M <

por lo tanto, al considerar al cambio w = ¢(z) se puede escribir

ICo(Flla < M sup {[f'(w)|(1 —[w]*)"}

wep(D)

< M flla

lo cual significa que el operador C, : B — B, es acotado. Esto finaliza la

demostracion del teorema. [ ]

3.4.3 Operador de composicién continuo entre clases de Dirichlet y

Qs

En esta subseccion, se caracterizan aquellos operadores de composicién que
aplican continuamente algin espacio de Dirichlet en algtin espacio ()s. El resul-

tado que se presenta es el siguiente.
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Teorema 3.4.3. Sea —1 < 51 < 00, 0 < $9 < 00 y ¢ € B(D). Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El operador Cy, : Dy, — Qs, es acotado;

(2) s / 6 (0(2)) 2110 (2) Pg (2, B)dA(z) < oo;
(3) s / 24 (9(2)) P10 () (1= [n(2)]2) ™ dA(2) < oo;

Mas ain, si s;1 <0 y se <1, entonces (1)-(3) son equivalentes a
(4) El operador C, : D} — Q3. es acotado.

Demostracién. Se establece primero la implicacién (2) = (1). En efecto, para

a € D fijo, se tiene, por un cambio de variable, que
/ [(f o) (2)2g™ (2 a)dA(z / (02 19 () 6% (2 a)dA(2)
[ 17U w)dAw)
D

donde
U((Paaa 527w) = Z g82(27 CL),

zep~ ({w})

con w € D\ {p(0)}. Luego, por la desigualdad del valor promedio que aparece

(2.24), existe una constante positiva C; tal que

/ (Fop (PGt < 6 [ (oo [ (w71/2)\f’(z)!2dz4(2)) Qpo(10),

donde dpg s, (w) = Uy, a, so, w)dA(w); pero de la simetria de las funciones ca-

racteristicas sobre el disco pseudohiperbélico es claro que

XD(z.m (w) = XD(w, (Z)

Con esta informacion y aplicando el teorema de Fubini se obtiene

/ (f 0 @) (2)[20™ (2, a)dA(2) < C /D ()2 ( /A " %) dA(=(3.20)
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También de la Proposicién 1.4.2; se tiene que 1 — |w|*> ~ 1 — |z|* para todo
w € A(z,1/2); por lo cual, en virtud de (3.29), para que el operador C,, : Dy, —

Qs, sea acotado, es suficiente establecer que existe una constante C' > 0 tal que

I= / dua,s2(w) < C (]— - |Z|2)2+S1 :
A(z,1/2)

Para esto, se puede observar de la relacién

(1= ) [¢L(w)] = 1~ |.(w)]”,

y de la Proposicién 1.4.2 que

(1= 12%) [l (w)] =1 (3.30)

para todo w € A(z,1/2); por lo que se puede escribir

I = / 1.U(p,a, s, w)dA(w)
(2,1/2)

12

(LR [ ) U o, A
=< — 2+81/\ 2+51 Ulp,a, s, w)dA(w)
= (= BRI O g s

< (1= )P sup / 6 ()P |2 () 9%(s, a)dA(s)

b,aeD

< C(1- 2P,

donde se usé6 la equivalencia (3.30) en la segunda linea, se devolvié el cambio
de variable en la cuarta linea y la hipétesis (2) en la ultima desigualdad. Esto

concluye la prueba de la implicacién (2) = (1).

Suponga ahora que el operador C, : Dy, — g, es acotado, es decir, que se

cumple la condicién (1). Para a € D, se define la funcién analitica

falz) = /0 (¢ (w)) "2 duw.
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Entonces por las estimaciones de Forelli-Rudin (Lema 3.4.2), se puede encontrar

una constante positiva C4, que depende sélo de s, tal que

(1 —|z))™
p |1 —az|*=

||fa| A(Z) SCl

b, = (1= e

para toda a € D. Asf la familia de funciones {f, : a € D} estd uniformemente
acotada sobre D;,. Ademaés, como el operador C,, : Dy, — @Qs, es acotado, existe

una constante positiva Cy tal que

sup/D|<P;(¢(Z))I2+51ISO’(Z)I2 (1= leo(=)[*) ™ dA(2)

beD

2
Qs,
2DS1 < 010,

= [[fao el
< 02||fa|

para toda a € D. Esto demuestra la implicacién (1) = (2); y por tanto, se ha

establecido que (1) y (2) son equivalentes.
De la demostracién del Teorema 2.4.1, es claro que (2) y (3) son equivalentes.

Por tanto, se procede a considerar el caso hiperbdlico; es decir, se quiere
establecer la implicacién (2) = (4). Con tal fin, sea s1 < 0y so < 1. Si (2)
es cierto, como la funcién (h*)? es subarmoénica sobre D, en virtud del Teorema
3.3.1, se puede utilizar el mismo argumento de la demostracion de la implicacién

(2) = (1) para concluir que el operador C,, : Dy, — @, es acotado.

Se supone ahora que la proposicién (4) es cierta, es decir, que el operador

1

C, : D;, — QF, es acotado. Paraa € Dy 5 <y < 1 considere las funciones

analiticas
z (1 - |a"2)’y
fun(2) = / () dw = a(l —27)
0

z, a=20,

((1 —az) 7 — 1), a € D\{O}’(S.Sl)
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y definamos las funciones

(2y—1)a

bl =4, 6 r e T 3:32)
— a=0.
27

Entonces, es claro que, ||hqyllo < § para todo a € D, y por lo tanto h_(z) ~
h! _(2)| en D. Luego, aplicando el mismo razonamiento en la demostraciéon de la
a,”y g p

implicacién (1) = (2) con la funcién

1+s)a [~ s
e e = AT

se concluye que la proposicion (2) es cierta. La demostracién del Teorema 3.4.3

esta concluida. [ |

Este capitulo finaliza con un ejemplo que ilustra como se puede aplicar el

Teorema 3.4.3.

Ejemplo 3.4.1. Se considera un pardmetro p € [0,00) y se define la funcién

(p+2)
(p+1)

Vp(2) =

Entonces 1, es una aplicacién conforme el cual envia el disco unitario D sobre el
disco de centro z% y radio zﬁ' De la demostracion del Teorema 2.4.1, se puede

ver que existe una constante C' > 0 tal que

|f ol

0, < Clfoelp <Clflp

para toda funciéon f € Dy toda ¢ € B(ID), asi, en particular, Cy, : D — Q,,
es un operador acotado. Un razonamiento similar prueba que Cy, : D* — QF,
es también acotado. Sin embargo, un argumento geométrico o un calculo directo
basado en la identidad

p(l—a)+1—-az
p+1

1 —ayy(z) =

98



prueba que |1 — ayp,(z)| < |1 — az| para todo z € Dy a € (0,1), y por tanto

sup/ls@; (Wp(2) PF 0 (2)* (1 = [in(2)[?) ™ dA(2)

a,beD JD

2 s1+s s
> lim (1 —af)mor / — |~ dA(z) = lim (1 — a®)™*
T oasl (p —l— 1)? 11— a¢p |2(2+51)|1 — az|?? a—1

del cual se sigue por el Teorema 3.4.3 que Cy, : D,, — Qs, no es un operador

acotado si el parametro s; es positivo.
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CONCLUSIONES

En el transcurso de esta investigacion se ha podido dotar a cada uno de los
espacios de funciones analiticas B,, Ds y Qs de una norma que los convierte en
espacios de Banach. Se caracterizaron los operadores de composicién continuos
cuando actian entre estos espacios en términos de la continuidad del mismo

cuando actia entre sus respectivas clases hiperbdlicas.
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