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RESUMEN

En este trabajo se estudiaron algunas propiedades topológicas de los espacios
de funciones anaĺıticas α-Bloch, Dirichlet con peso y Qs, entre ellas, se estableció
que estos espacios son de Banach, aśı, como también las relaciones de contención
existente entre ellos. Además, se caracterizaron los operadores de composición
continuos cuando actúan sobre estos espacios en términos de la continuidad del
mismo sobre sus respectivas clases hiperbólicas.
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INTRODUCCIÓN

En las últimas décadas se ha venido haciendo un intenso trabajo de investi-

gación en el campo de la teoŕıa de operadores en espacios de Banach, en particular,

en espacios de funciones anaĺıticas sobre el disco unitario D, del plano complejo C,

el cual se denota por H(D). En este sentido, si (X, ‖ · ‖X) y (Y, ‖ · ‖Y ), son sub-

espacios de Banach de H(D), se denota B(D) = {h ∈ H(D) : |h(z)| < 1, z ∈ D};
y se tiene una función ϕ ∈ B(D), entonces se define el operador de composición

Cϕ : X → Y , con śımbolo ϕ, como aquella transformación (lineal) que aplica una

función f ∈ X en otra nueva función h = Cϕ(f) = f ◦ϕ en Y . Uno de los objeti-

vos, cuando se estudia este tipo de operadores, es analizar sus propiedades tales

como: acotación, compacidad, norma, entre otras; haciendo uso de las propieda-

des funcionales del śımbolo ϕ y rećıprocamente, de la inmersión por el operador

de un espacio en otro, obtener propiedades del śımbolo ϕ que lo induce. Un as-

pecto que hace interesante el estudio de estos operadores lo constituye el hecho

de que esta teoŕıa construye un puente entre la teoŕıa de operadores y la teoŕıa

de funciones, esta fusión ha producido una cantidad de resultados como puede

verse, por ejemplo, en la base de datos de la Sociedad Americana de Matemática

(AMS, www.ams.org/mathscinet).

Hasta ahora, no se ha podido dotar al espacio H(D) de una norma que lo con-

vierta en un espacio de Banach; pero existe una extensa teoŕıa sobre subespacios

de él, que son de Banach, y quienes siguen esta linea de investigación se esfuerzan

d́ıa a d́ıa por crear nuevos subespacios de H(D) o generalizar los que ya existen

y ver que propiedades heredan, tal es el caso de los espacios con los cuales se

trabaja en esta Tesis (Caṕıtulo 2) y que se describen a continuación. En primer

lugar, el espacio α-Bloch, con α > 0, denotado por Bα el cual está constituido
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por aquellas funciones f ∈ H(D) que satisfacen

‖f‖α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(z)|}.

Estos espacios son generalizaciones del espacio clásico de Bloch, el cual se obtiene

cuando el parámetro α es igual a 1 y se denota por B. A pesar de que a simple

vista los espacios Bα y el espacio B son muy semejantes, en muchos casos las

demostraciones de las propiedades inherentes a cada uno de ellos requieren de un

tratamiento distinto; más aún, existen propiedades que se cumplen en el espacio

B y no en el espacio Bα, como por ejemplo la invarianza por automorfismos del

disco. Similarmente, para s > −1, el espacio de Dirichlet con peso, Ds consiste

de las funciones f ∈ H(D) tal que

‖f‖Ds =

(∫

D
|f ′(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

) 1
2

< ∞, (1)

donde dA(z) = π−1dxdy = rπ−1drdθ, con z = x + iy = reiθ, es la medida

bidimensional normalizada de Lebesgue. En la tercera sección del Caṕıtulo 2 de

este trabajo, se establecerá que estos espacios son de Banach con la norma

‖f‖D = |f(0)|+ ‖f‖Ds .

El espacio Qs, con s ≥ 0, consiste de las funciones f ∈ H(D) tal que

‖f‖Qs =

(
sup
a∈D

∫

D
|f ′(z)|2 (g(z, a))s dA(z)

) 1
2

< ∞, (2)

donde

g(z, a) = − log

∣∣∣∣
a− z

1− az

∣∣∣∣
es la función de Green sobre el dominio D. También se sabe que la relación (2)

define una seminorma para el espacio Qs y que éste es un subespacio del espacio

de Ds y que es Banach con la norma

‖f‖Q = |f(0)|+ ‖f‖Qs .
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La expresión que aparece en el argumento de la función logaritmo que define a

la función de Green, es el conocido automorfismo del disco, estas aplicaciones

determinan un grupo, el cual se denota por Aut(D). Además, se puede observar

que la función de Green es conformemente invariante por automorfismos del disco,

lo cual significa que

g(z, w) = g (σ(z), σ(w)) , z, w ∈ D,

para todo σ ∈ Aut(D). En consecuencia,

‖f‖Qs = ‖f ◦ σ‖Qs ,

para todo σ ∈ Aut(D) y toda f ∈ Qs. Por tal motivo, se dice que los espacios Qs

son conformente invariantes por automorfismos del disco.

Los espacios que se han nombrado hasta ahora están definidos en términos

de la primera derivada de la función, este hecho se puede aprovechar para crear

un nuevo tipo de conjunto de funciones anaĺıticas, denominado clase hiperbólica,

que no es más que un subconjunto de B(D) que se obtiene al colocar la llamada

derivada hiperbólica, en el lugar de la derivada ordinaria en la expresión que

define el espacio.

En este trabajo se estudian algunas propiedades topológicas de los espacios

α-Bloch, Dirichlet con peso y Qs y también se estudia la continuidad del opera-

dor de composición con śımbolo ϕ, Cϕ, cuando actúa entre estos espacios o entre

sus respectivas clases hiperbólicas. En tal sentido, la primera y segunda sección

de Caṕıtulo I, se recuerdan las definiciones y resultados de los cursos de Análisis

Funcional y Teoŕıa de la Medida que se precisan, como por ejemplo la desigualdad

de Hölder, la desigualdad de Minkowski y el Teorema de Representación de Riesz,

entre otros. En la tercera sección del Caṕıtulo I, se introducen los conceptos y

teoremas referentes a las funciones anaĺıticas, entre los resultados que resaltan en
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esta sección, se puede nombrar el teorema de la fórmula integral de Cauchy, aśı

como también las ecuaciones de Cauchy-Riemann y el Lema de Schwarz-Pick. La

cuarta sección en el Caṕıtulo I, proporciona los resultados que se requieren acerca

de los automorfismos del disco y de la métrica pseudohiperbólica. La quinta y

última sección del Caṕıtulo I, se refiere a las funciones subarmónicas, que son de

mucha utilidad en este trabajo; en esta sección, entre otras cosas, se da la defi-

nición de función subarmónica y se enuncia algunos criterios de subarmonicidad.

En el Caṕıtulo II, se estudian las propiedades caracteŕısticas de los espacios

Bα, Ds y Qs. La primera sección está dedicada a establecer que los espacios α-

Bloch son de Banach y, además, analizar su relación con el espacio H∞, de las

funciones anaĺıticas acotadas sobre el disco unitario D. En la segunda sección se

definen los espacios α-Bloch pequeño y se establece que es un subespacio cerrado

de Bα, y más aún, que Bα,0 es la clausura de los polinomios en Bα. En la tercera

y cuarta sección, se estudian respectivamente los espacios de Dirichlet con peso y

los espacios Qs y se dan las técnicas de demostración que permiten establecer que

estos espacios son de Banach. Este caṕıtulo finaliza en la quinta sección, donde

se asienta las relaciones de contención entre los espacios de funciones anaĺıticas

que se están estudiando y también se enuncian algunos resultados referentes a las

series de Hadamard.

El tercer caṕıtulo es, sin duda el más importante, en él, se plasman con detalle

los interesantes resultados que se presentan el articulo de Li, Pérez-González y

Ráttyä (2006). En la primera sección de este caṕıtulo se define el operador de

composición y se estudia sus propiedades cuando actúa entre espacios de fun-

ciones anaĺıticas, en la segunda sección se caracterizan aquellos operadores de

composición que aplican continuamente algún espacio α-Bloch en algún espacio

Qs, resultado que en la cuarta sección se extiende a las clases hiperbólicas asocia-

das a los espacios de funciones anaĺıticas estudiados en el Caṕıtulo II. Los detalles
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que se precisan en torno a la derivada hiperbólica, se estudian en la tercera sección

del Caṕıtulo III.
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CAPÍTULO 1

NOCIONES PRELIMINARES

Este caṕıtulo ha sido concebido, para ofrecer al lector las herramientas necesa-

rias para el desarrollo de los caṕıtulos posteriores. En las dos primeras secciones,

se presenta un breve resumen de las definiciones y resultados concernientes a las

transformaciones lineales continuas en espacios de Banach, aśı como un breve re-

paso sobre los espacios Lp y el célebre teorema de representación de Riesz. En la

tercera sección, se recuerda brevemente lo concerniente a los espacios de funcio-

nes anaĺıticas H(D) que se utilizan en el transcurso de este trabajo. En la cuarta

sección se profundiza en las propiedades de los automorfismos del disco, herra-

mienta fundamental para trabajar con espacios de funciones anaĺıticas definidas

sobre el disco unitario D. Finaliza el caṕıtulo dándose un resumen sobre los con-

ceptos y los resultados que se estarán necesitando sobre funciones subarmónicas.

1.1 Elementos de Análisis Funcional

En esta sección, se resume las definiciones y los resultados de un curso de

Análisis Funcional requeridos en el transcurso del siguiente trabajo. Las defini-

ciones y resultados que se presentan en esta sección pueden ser consultados en

los excelentes textos de Kreyszig (1978) y Kubrusly (2001).

Se denotará por X un espacio vectorial sobre un campo K, el cual será R o

C. Recuerde que una función ‖ · ‖ : X → R+ ∪ {0} se dice una seminorma sobre

X si verifica las siguientes condiciones:

(1) Para todo x, y ∈ X, se cumple ‖x + y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖.

(2) Para todo x ∈ X y α ∈ K, ‖αx‖ = |α|‖x‖.
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Si además ‖ · ‖ verifica la condición adicional ”‖x‖ = 0 implica x = 0 ”, entonces

‖ ·‖ se llama una norma sobre X y en este caso se dice que (X, ‖ ·‖) es un espacio

normado.

Dado un espacio normado (X, ‖ · ‖), se dice que la sucesión {xn}n∈N en X es

una sucesión de Cauchy, si para cada ε > 0, existe N ∈ N tal que ||xn− xm|| < ε

siempre que n,m ≥ N . Se define un espacio de Banach como un espacio normado

donde cada sucesión de Cauchy {xn}n∈N converge a un elemento x ∈ X.

Un operador lineal T entre espacios vectoriales X e Y , es una aplicación

T : X −→ Y que cumple,

T (αx + βy) = αT (x) + βT (y),

para todo α, β ∈ K y x, y ∈ X. Si (X, ‖ · ‖X) y (Y, ‖ · ‖Y ) son dos espacios

normados, entonces se dice que T : X −→ Y es acotado o continuo si existe una

constante M > 0 tal que,

‖Tx‖Y ≤ M‖x‖X , (1.1)

para todo x ∈ X. Si no existe una constante que cumpla (1.1) para todo x ∈ X,

se dice que T no es acotado. El conjunto de todas las transformaciones lineales

continuas de X en Y se denota por L(X, Y ) y en el caso que Y = X, se escribe

L(X). El ı́nfimo de los números positivos que satisface (1.1) se le conoce como

la norma del operador T y se denota por ‖T‖. Es conocido que la norma de un

operador se puede calcular mediante las siguientes expresiones:

‖T‖ = sup{‖Tx‖Y : x ∈ X, ‖x‖X = 1}
= sup{‖Tx‖Y : x ∈ X, ‖x‖X ≤ 1}
= sup

{‖Tx‖Y

‖x‖X

: x ∈ X, x 6= 0

}
.

Además, se tiene la siguiente desigualdad,

‖Tx‖Y ≤ ‖T‖‖x‖X .

7



Sean X e Y espacios normados y T : X → Y un operador lineal, entonces se

define el núcleo del operador T por,

Ker(T ) = {x ∈ X : Tx = 0}.

Entonces se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.1.1. Un operador lineal T : X → Y es inyectivo (ó uno a uno) si y

sólo si Ker(T ) = {0}.

1.2 Elementos de la Teoŕıa de la Medida

En esta sección se presenta un breve repaso sobre los resultados de un curso

de Teoŕıa de la Medida que será de gran utilidad en el transcurso de este trabajo.

Las notaciones, definiciones y resultados que se muestran en esta sección han sido

tomado de los texto Lang (1993) y Royden (1968).

Recuerde que, dado dos espacios medibles (X, M) y (Y, N), una función f :

X → Y se dice medible si para cada B ∈ N, el conjunto f−1(B) es un elemento

de M. De la definición anterior, es claro que una función real f definida sobre un

espacio medible (X, M) es medible si y sólo si f−1(α,∞) ∈ M para todo α ∈ R;

mientras que una función compleja h = f +ig definida un espacio medible (X, M)

es medible si y sólo si sus componentes f y g son medibles sobre (X, M).

Sea X un espacio medible y M la colección de sus conjuntos medibles. Una

medida (positiva) sobre M es una función µ : M → [0,∞] que satisface:

1. µ(∅) = 0,

2. Si {An} es una sucesión de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces

µ

( ∞⋃
n=1

An

)
=

∞∑
n=1

µ (An) .

8



Si A es medible, la cantidad µ(A) se llama la medida de A. Aqúı se conviene que

0 · ∞ = ∞ · 0 = 0.

Dado un espacio medible (X, M), una medida µ definida sobre M y p > 0 se

define el espacio Lp(X, dµ) como el conjunto de las funciones f medibles (reales

o complejas) sobre X tales que,

‖f‖p =

(∫

X

|f |pdµ

) 1
p

< ∞. (1.2)

Aqúı se considera que dos funciones f y g son iguales si son iguales en casi todas

partes; es decir, si f(x) = g(x) para todo x ∈ X \A, donde A es un conjunto con

medida cero. Para p = ∞, se define L∞(X, dµ) como el conjunto de las funciones

medibles f sobre X tales que,

‖f‖∞ = ess sup |f | < ∞. (1.3)

Los resultados sobre espacios Lp(X, dµ) que se requieren se pueden resumir en el

siguiente teorema (véase pag. 244 de Royden (1968)).

Teorema 1.2.1. Para 1 ≤ p ≤ ∞, los espacios Lp(X, dµ) son de Banach. Si

f ∈ Lp(X, dµ), g ∈ Lq(X, dµ), con 1
p

+ 1
q

= 1, entonces fg ∈ L1(X, dµ) y

∫

X

|fg| dµ ≤ ‖f‖p ‖g‖q . (1.4)

Comentarios.

1. La desigualdad triangular de la relación ‖ · ‖p con 1 ≤ p ≤ ∞ se conoce

como la desigualdad de Minkowski.

2. La desigualdad en (1.4) es conocida como desigualdad de Hölder.

3. El teorema que establece que los espacios Lp(X, dµ) con 1 ≤ p ≤ ∞ son

Banach se conoce como el Teorema de Riesz-Fischer.
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Se sigue de la desigualdad de Hölder que cada g ∈ Lq(X, dµ) define un fun-

cional lineal y acotado F sobre Lp(X, dµ), mediante la expresión:

F (f) =

∫

X

fgdµ,

donde 1
p

+ 1
q

= 1; además, se cumple ‖F‖ = ‖g‖q. Rećıprocamente, se tiene

el siguiente resultado, donde σ-finita significa que existe una sucesión {Xn} de

conjuntos en M tal que X =
⋃

Xn y µ(Xn) < ∞.

Teorema 1.2.2 (Teorema de Representación de Riesz). Sea F un funcional

lineal acotado sobre Lp(X, dµ), 1 ≤ p < ∞, donde µ es una medida σ-finita.

Entonces existe una única función g en Lq(X, dµ), 1
p

+ 1
q

= 1, tal que,

F (f) =

∫

X

fgdµ.

Además ‖F‖ = ‖g‖q.

Comentarios.

1. Para p > 1 se puede omitir la hipótesis que µ es σ-finita (ver pag. 248 de

Royden (1968)).

2. El teorema de de representación de Riesz, junto con el comentario que lo

precede dice que el espacio dual de Lp(X, dµ) con 1 ≤ p ≤ ∞ es Lq(X, dµ)

con 1
p

+ 1
q

= 1.

Esta sección finaliza recordando el célebre Lema de Fatou.

Lema 1.2.1 (Lema de Fatou). Si fn : X → [0, +∞] es medible, para cada

entero positivo n, entonces

∫

X

(
lim inf
n→∞

fn

)
dµ ≤ lim inf

n→∞

∫

X

fndµ.
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1.3 Funciones Anaĺıticas

En virtud, de que los espacios vectoriales objeto de estudio en este trabajo son

espacios de funciones anaĺıticas, se hace necesario introducir esta sección. Aqúı

se exhibe de manera resumida el contenido requerido de un curso de Análisis

Complejo. Las nociones y resultados que se presentan en esta sección han sido

tomados de los textos Churchill (1992), Conway (1978) y Rudin (1974).

Se denota y define por C = {z = x+ iy : x, y ∈ R} el conjunto de los números

complejos. Es conocido que este conjunto forma un espacio de Banach con la

norma definida a través del módulo

|z| =
√

zz,

donde si z = x+ iy con x, y ∈ R, el conjugado de z viene dado por z = x− iy. El

disco abierto con centro a ∈ C y radio r > 0 en el plano complejo, se denota por

D(a, r). Cuando a = 0, el origen, y r = 1, se obtiene el disco unitario abierto, y

en este caso se denota por D; es decir,

D = {z ∈ C : |z| < 1} .

Se recuerda también, que un conjunto abierto y conexo en el plano complejo se

llama dominio o región y que un conjunto abierto Ω ⊆ C es conexo si y sólo si cada

par de puntos z1 y z2 en él, se pueden unir por una linea poligonal, consistente

de un número finito de segmentos sucesivos totalmente contenidos en Ω.

Una función compleja de variable compleja definida sobre un dominio Ω se

dice diferenciable en z0 ∈ Ω si el ĺımite

ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0

existe. En este caso, el ĺımite se denota por f ′(z0) y se llama la derivada de f en

z0. Se dice que una función f es anaĺıtica u holomorfa en un punto z0, si existe
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un entorno abierto, D(z0, r) de z0 tal que f es diferenciable en cada punto de

D(z0, r). De igual manera, se dice que f es anaĺıtica u holomorfa en un conjunto

Ω si f es anaĺıtica en cada punto z de Ω. Una función f anaĺıtica en todo el plano

complejo C, se llama función entera. El conjunto de las funciones anaĺıticas sobre

el conjunto Ω se denota por H(Ω) y debido a las reglas de derivación es claro que

éste es un espacio vectorial sobre el campo de los números complejos.

Teorema 1.3.1 (Ecuaciones de Cauchy-Riemann). Suponga que

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

y que f ′(z0) existe en un punto z0 = x0 + iy0. Entonces, las derivadas parciales de

primer orden de u y v deben existir en (x0, y0) y deben satisfacer las ecuaciones

de Cauchy-Riemann a saber





ux(x0, y0) = vy(x0, y0),

uy(x0, y0) = −vx(x0, y0),

donde ux y uy denotan las derivadas parciales de la función u con respecto a las

variables x e y, respectivamente. Además, f ′(z0) = ux(x0, y0) + ivx(x0, y0).

Note que si u y v no satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un

punto, entonces la función f = u + iv no es diferenciable en ese punto; pero

existen funciones u y v que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un

punto sin que la función f sea diferenciable en ese punto.

El siguiente resultado es otra propiedad importante de las funciones anaĺıticas

que se estará usando repetidas veces en el próximo caṕıtulo.

Teorema 1.3.2. Si f ′(z) = 0 en todos los puntos de un dominio Ω, entonces f

es una función constante en Ω.
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Un resultado que se debe tener presente cuando se trabaja en espacios de

funciones anaĺıticas, es el famoso teorema de la fórmula integral de Cauchy. Antes

de enunciarlo, se debe recordar algunos conceptos sobre integración compleja.

En primer lugar, recuerde que un contorno parametrizado γ no es más que una

función compleja definida en un intervalo [a, b] la cual es continua en [a, b] y

diferenciable a trozos; es decir, tal que existe un conjunto finito de números

a1 < a2 < · · · < ak el cual satisface a1 = a y ak = b y con la propiedad que para

cada 1 ≤ j ≤ k − 1, la función γ restringida al intervalo (aj, aj+1) es una curva

de clase C1, es decir, con derivada continua en (aj, aj+1). Si el contorno γ es una

función inyectiva, entonces se dice simple; mientras que si γ(a) = γ(b), entonces

el contorno se llama cerrado; si el contorno γ es cerrado y γ|[a,b) es inyectiva,

entonces se le dice simple y cerrado.

La integral de una función continua f de valores complejos definida en un

dominio Ω que contiene a un contorno γ se define por

∫

γ

f(z)dz =

∫ b

a

f (γ(t)) γ′(t)dt.

Note que el lado derecho de esta expresión es la integral de una función compleja

de variable real. Similarmente, la integral de f sobre γ con respecto a la longitud

de arco viene dada por

∫

γ

f(z) |dz| =
∫ b

a

f (γ(t)) |γ′(t)| dt.

La integral sobre un contorno y la integral con respecto a la longitud de arco se

relacionan mediante la expresión

∣∣∣∣
∫

γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤
∫

γ

|f(z)| |dz| . (1.5)

También es conocido que si f es anaĺıtica un dominio simplemente conexo Ω

(ver Rudin (1974) para la definición y propiedades de los dominios simplemente
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conexos) y z1, z2 ∈ Ω, entonces

f (z2)− f (z1) =

∫

γ

f ′(s)ds, (1.6)

para todo contorno γ contenido en Ω con punto inicial en z1 y punto final z2.

Con esta introducción, ahora se puede enunciar el célebre teorema de la

fórmula integral de Cauchy.

Teorema 1.3.3 (Fórmula integral de Cauchy). Sea f anaĺıtica en el interior

y en los puntos de un contorno cerrado simple C, orientado positivamente (en

sentido contrario a las agujas del reloj). Si z0 es un punto interior a C, entonces

f(z0) =
1

2πi

∫

C

f(z)

z − z0

dz; (1.7)

y en general para cada n ∈ N ∪ {0} se cumple

f (n)(z0) =
n!

2πi

∫

C

f(z)

(z − z0)
n+1dz. (1.8)

La expresión en (1.8) se conoce como la fórmula integral de Cauchy para las

derivadas de la función holomorfa f . Como consecuencia inmediata del resultado

anterior surge que si f es anaĺıtica en un abierto Ω, entonces la derivada f ′

también es anaĺıtica en Ω; es decir,

f ∈ H(Ω) ⇒ f ′ ∈ H(Ω);

de manera entonces que toda función anaĺıtica sobre un abierto Ω pertenece a la

clase C∞(Ω) de las funciones infinitamente y continuamente diferenciables en Ω.

Además, estas funciones coinciden con su serie de Taylor tal como se establece

en el siguiente resultado.

Teorema 1.3.4 (Teorema de Taylor). Si f ∈ H(Ω) con Ω un subconjunto

abierto de C. Entonces para cada a ∈ Ω, existe R > 0 tal que

f(z) =
+∞∑
n=0

f (n)(a)

n!
(z − a)n (1.9)

para todo z ∈ D(a,R).
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Otra consecuencia importante de la fórmula integral de Cauchy, es el principio

del máximo el cual reza lo siguiente.

Teorema 1.3.5 (Principio del módulo máximo). Sea Ω ⊆ C y f ∈ H(Ω).

Si existe un punto z0 ∈ Ω tal que |f(z0)| ≥ |f(z)| para todo z ∈ Ω, entonces f es

constante.

Como consecuencia importante y útil del principio del máximo se puede men-

cionar el conocido Lema de Schwarz-Pick, herramienta fundamental que permite

hacer acotaciones precisas de ciertos operadores sobre ciertos espacios de funcio-

nes anaĺıticas que se estudiarán en los caṕıtulos posteriores.

Teorema 1.3.6 (Lema de Schwarz-Pick). Si ϕ : D → D es una función

anaĺıtica, entonces ∣∣∣∣
ϕ(w)− ϕ(z)

1− ϕ̄(w)ϕ(z)

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣

w − z

1− w̄z

∣∣∣∣
y si se obtiene la igualdad para cualquier z 6= w entonces ϕ es un automorfismo

del disco; es decir, una función biyectiva y anaĺıtica del disco D en si mismo.

Otros resultados que se precisan referentes a las propiedades de las funciones

anaĺıticas son: el Teorema de la aplicación abierta y el Principio de Identidad de

Weierstrass que se enuncian a continuación.

Teorema 1.3.7 (Teorema de la aplicación abierta). Si Ω es una región y si

f es anaĺıtica en Ω, entonces f(Ω) es otra región o un punto.

Teorema 1.3.8 (Principio de Identidad de Weierstrass). Sea f anaĺıtica

en una región Ω del plano complejo y sea

Z(f) = {a ∈ Ω : f(a) = 0}.

Entonces o Z(f) = Ω, o Z(f) no tiene puntos de acumulación en Ω. En el último

caso, a cada a ∈ Z(f) corresponde un único entero positivo m = m(a) tal que

f(z) = (z − a)mg(z) (z ∈ Ω),
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donde g es anaĺıtica en Ω y g(a) 6= 0; además, Z(f) es a lo mas contable.

Finalmente, se hace una breve introducción referente a la convergencia uni-

forme sobre subconjuntos compactos. Recuerde que una sucesión {fn} de fun-

ciones definidas en un conjunto Ω, se dice que converge uniformemente a una

función f sobre subconjuntos compactos K ⊂ Ω si para todo ε > 0 existe un

número natural N = N(K, ε) tal que,

|fn(z)− f(z)| < ε

para todo z ∈ K y siempre que n > N .

Por ejemplo, la sucesión {zn} converge a la función idénticamente nula (f ≡ 0)

sobre subconjuntos compactos del disco unitario D, pero la convergencia no es

uniforme en todo el disco D.

El siguiente aserto dice que el espacio de las funciones anaĺıticas sobre una

región Ω, es un espacio métrico completo con la métrica de la convergencia uni-

forme sobre compactos.

Teorema 1.3.9. Sea {fn} una sucesión de funciones anaĺıticas sobre un dominio

Ω y tal que fn → f uniformemente sobre subconjuntos compactos de Ω. Enton-

ces f es anaĺıtica en Ω. Además, f ′n → f ′ uniformemente sobre subconjuntos

compactos de Ω.

1.4 Automorfismos del disco y la Métrica Pseudohiperbólica

Entre las funciones anaĺıticas definidas sobre el disco unitario D, es de parti-

cular interés estudiar aquellas que aplican biyectivamente el disco D en śı mismo,

es decir, los denominados ”automorfismos del disco”, que por su extenso número

de propiedades será de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo. En
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esta sección, se repasa brevemente las propiedades de los automorfismos del disco

y de la métrica pseudohiperbólica, las definiciones y resultados que se presentan

aqúı han sido tomado del trabajo de Ramos (2002), también se puede consultar

el texto de Zhu (1990).

En primer lugar, se recuerda que para a ∈ D, la función ϕa : D→ D definida

por

ϕa(z) =
a− z

1− az
, z ∈ D, (1.10)

es una función biyectiva del disco en śı mismo. Además, se tiene que éstas fun-

ciones verifican

ϕa(ϕa(z)) = z

lo cual nos dice que son autoinversas; en śımbolos esto es, ϕ−1
a = ϕa. Otras

propiedades que se desprenden de manera inmediata de la definición, son las que

se presentan a continuación.

Proposición 1.4.1. Para a ∈ D la función ϕa definida en (1.10) satisface:

(1) ϕa(0) = a, ϕa(a) = 0.

(2) |ϕ′a(0)| = 1− |a|2, |ϕ′a(a)| = (1− |a|2)−1.

(3) Para z ∈ D se cumple

1− |ϕa(z)|2 = (1− |z|2)|ϕ′a(z)| = (1− |a|2)(1− |z|2)
|1− za|2 . (1.11)

(4) El jacobiano de ϕa evaluado en z ∈ D satisface

Jϕa(z) = |ϕ′a(z)|2 =
(1− |a|2)2

|1− za|4 .

(5) Fórmula del cambio de variable

∫

D
f(z)dA(z) =

∫

D
f(ϕa(z))

(1− |a|2)2

|1− az|4 dA(z).
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Resulta, como una consecuencia del Lema de Schwarz-Pick, que las funciones

ϕa (salvo rotaciones de ellas), con a ∈ D son las únicas aplicaciones biyectivas del

disco D en śı mismo. Esta afirmación está formalizada en el teorema siguiente.

Teorema 1.4.1. Sea f : D→ D una función anaĺıtica y biyectiva del disco en śı

mismo y supongase que f(α) = 0, con α ∈ D. Entonces existe una constante λ,

con |λ| = 1, tal que

f(z) = λϕα(z)

para todo z ∈ D.

El conjunto de los automorfismos del disco se denota por Aut(D); y es cono-

cido, que éste forma un grupo con la operación composición de funciones. Además,

a partir de los automorfismos del disco se define una nueva función sobre D, la

cual satisface las condiciones de una métrica. Más precisamente, para z, w ∈ D
se define la relación

ρ(z, w) := |ϕz(w)| =
∣∣∣∣

z − w

1− zw

∣∣∣∣
esta relación define una métrica sobre D llamada la métrica pseudohiperbólica.

Entre las propiedades de esta métrica, resalta la invarianza por automorfismos

del disco. Es decir, la relación ρ satisface

ρ(ϕ(z), ϕ(w)) = ρ(z, w) (1.12)

para todo ϕ ∈ Aut(D) y todo z, w ∈ D. Es de notar que la expresión (1.12)

confirma que los automorfismos del disco son las funciones con las que se logra la

igualdad en el Lema de Schwarz-Pick (véase el Teorema 1.3.6).

Para a ∈ D y r ∈ (0, 1); el disco pseudohiperbólico con centro (pseudohi-

perbólico) a y radio (pseudohiperbólico) r se define y denota por

∆(a, r) = {z ∈: ρ(a, z) < r}.
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Resulta que el disco pseudohiperbólico ∆(a, r) es un disco eucĺıdeo tal como se

establece a continuación.

Teorema 1.4.2. Para a ∈ D y r ∈ (0, 1), ∆(a, r) es un disco eucĺıdeo con centro

C y radio R dados por

C =
1− r2

1− r2|a|2a y R =
1− |a|2

1− r2|a|2 r.

Para ilustrar el uso de las propiedades de los automorfismos del disco y de

la métrica pseudohiperbólica, se finaliza esta sección enunciando y demostrando

una propiedad que se usa repetidas veces en el Caṕıtulo 3 de este trabajo. A

partir de ahora, el śımbolo ' se emplea para denotar cantidades equivalentes; es

decir, a ' b (a y b son cantidades equivalentes) si existen dos constantes positivas

K1, K2, que no dependen ni de a ni de b, tal que

K1a ≤ b ≤ K2a.

Proposición 1.4.2. Para ρ(z, w) < r con r ∈ (0, 1) se tiene la equivalencia

1− |w| ' 1− |z|.

Demostración: Sea r ∈ (0, 1) y z, w ∈ D tales que ρ(z, w) < r. Por la propiedad

(1.11) de los automorfismos del disco y de la desigualdad triangular aplicada a la

expresión |1− zw| se puede escribir

1− |ϕz(w)|2 =
(1− |w|2)(1− |z|2)

|1− wz|2

≤ (1− |w|2) 1− |z|2
(1− |w|2)

=
(1 + |w|)(1 + |z|)(1− |z|)

1− |w|
≤ 4

1− |z|
1− |w| .
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Por otro lado, como |ϕz(w)| < r, se tiene

1− r2 < 1− |ϕz(w)|2

de donde se obtiene la primera de las desigualdades buscadas, a saber

1− r2

4
(1− |w|) ≤ 1− |z|

La otra desigualdad se puede obtener al considerar la simetŕıa de la función ρ,

intercambiando los papeles de z y w. ¥

1.5 Funciones subarmónicas

En esta sección se da la definición de función subarmónica junto con sus pro-

piedades, espećıficamente, las exigidas en este trabajo. Este tipo de funciones

serán de gran utilidad al momento de establecer desigualdades en las demostra-

ciones de algunos de los teoremas principales del último caṕıtulo. Las nociones

presentadas aqúı han sido tomadas del trabajo de Garćıa (2008), también se

puede consultar el texto de Ransford (1995).

Definición 1.5.1 (Función subarmónica). Sea u(z) = f(x, y) con z = x + iy,

una función real continua definida en un dominio Ω del plano complejo. La

función u se dice subarmónica en Ω, si y sólo si satisface la relación

u(a) ≤ 1

2π

∫ 2π

0

u(a + reiθ)dθ

para cada a ∈ Ω y para cualquier radio r > 0 tal que el disco D(a, r) esté

contenido completamente en Ω.

Si U es un conjunto abierto y a ∈ U , entonces existe ρ > 0 tal que el disco

de centro a y radio ρ, D(a, ρ) está totalmente contenido en U . Entonces, si f es

anaĺıtica en U , claramente, |f | es continua en U , de la fórmula integral de Cauchy

se sigue

f(a) =
1

2πi

∫

|z−a|=ρ

f(z)

z − a
dz. (1.13)
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Luego, haciendo la parametrización z = a + ρeiθ, con 0 ≤ θ < 2π se obtiene la

igualdad del valor medio para funciones anaĺıticas;

f(a) =
1

2π

∫ 2π

0

f(a + reiθ)dθ (1.14)

de donde al tomar módulo, se sigue que (véase (1.5))

|f(a)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a + reiθ)|dθ

lo que prueba que la función u = |f | es subarmónica en U si f es anaĺıtica en U .

Por otro lado, si p > 1 entonces de la desigualdad de Hölder se sigue

|f(a)| ≤
∫ 2π

0

|f(a + reiθ)| 1

2π
dθ

≤
(∫ 2π

0

|f(a + reiθ)|p 1

2π
dθ

)1/p (∫ 2π

0

1q 1

2π
dθ

)1/q

=

(∫ 2π

0

|f(a + reiθ)|p 1

2π
dθ

)1/p

.

Luego, elevando ambos lados a la potencia p > 1, se tiene

|f(a)|p ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f(a + reiθ)|pdθ.

Lo anterior permite establecer el siguiente resultado.

Teorema 1.5.1. Si f es anaĺıtica en un conjunto abierto U , entonces para p ≥ 1

la función u = |f |p es subarmónica sobre U .

Observación. Realmente, el teorema anterior es válido para p > 0; es decir,

si p > 0 y la función f es anaĺıtica en el conjunto abierto U , entonces la función

u = |f |p es subarmónica en el conjunto abierto U . (Véase Ransford (1995))

Volviendo a la expresión (1.14), en virtud de su independencia del radio r, se

puede multiplicar ambos lados de la igualdad por rdr, luego integrar con respecto
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a r desde r = 0 hasta r = R y aplicar el Teorema de Fubini y aśı obtener

f(a)

∫ R

0

rdr =
1

2π

∫ R

0

∫ 2π

0

f(a + reiθ)dθrdr

=
1

2π

∫ R

0

∫ 2π

0

f(a + reiθ)rdθdr

=
1

2π

∫

D(a,R)

f(a + reiθ)rdrdθ.

Luego, de resolver la integral del miembro izquierdo y acomodar algunos elemen-

tos resulta

f(a) =
1

πR2

∫

D(a,R)

f(a + reiθ)rdrdθ; (1.15)

aśı, denotando por

dA(z) =
1

π
dxdy =

r

π
drdθ

la medida bidimensional normalizada de Lebesgue sobre D con z = x+ iy = reiθ,

se obtiene

f(a) =
1

A(D(a,R))

∫

D(a,R)

f(z)dA(z),

donde A(E) es la medida del subconjunto medible E de D. Luego, al tomar

módulo, se tienen la desigualdad siguiente

|f(a)| ≤ 1

A(D(a,R))

∫

D(a,R)

|f(z)|dA(z). (1.16)

También, como consecuencia de la desigualdad de Hölder se establece

|f(a)|p ≤ 1

A(D(a, R))

∫

D(a,R)

|f(z)|pdA(z) (1.17)

para p ≥ 1. Es conocido que esta última desigualdad también se verifica para

0 < p < 1.

Existen varios criterios que permiten establecer la subarmonicidad de una

función, pero en virtud, de que los objetivos de este trabajo no están enfocados
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en este tipo de funciones, solo se mencionan dos criterios de interés. Recuerde

que, dada una función real f definida en un conjunto abierto Ω ⊆ C tal que

sus derivadas parciales de segundo orden fxx y fyy existen en todo punto de Ω,

entonces el Laplaciano de f está dado por

∆f = fx,x + fy,y.

Note que, como consecuencia de las ecuaciones de Cauchy-Riemann se tiene

∆f = 4∂∂f, (1.18)

donde

∂ =
1

2

(
∂

∂x
− i

∂

∂y

)
, y ∂ =

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)
.

Ahora, se enuncia un primer criterio de subarmonicidad que se usará en el

Caṕıtulo 3.

Teorema 1.5.2. Sea Ω un subconjunto abierto de C y sea u ∈ C2(U), es decir,

todas las derivadas parciales de segundo orden de u existen y son continuas en

U . Entonces u es subarmónica en U si y sólo si ∆u ≥ 0 en U .

El próximo criterio de subarmonicidad, esta relacionado con las funciones

convexas, por este motivo, se da su definición y algunas de sus propiedades.

Definición 1.5.2. Una función ψ : (a, b) → R, con −∞ ≤ a < b ≤ ∞, se dice

convexa, si para cada t1, t2 ∈ (a, b) y λ ∈ [0, 1], se verifica la relación

ψ((1− λ)t1 + λt2) ≤ (1− λ)ψ(t1) + λψ(t2)

Las funciones convexas satisfacen la siguiente desigualdad.

Teorema 1.5.3 (Desigualdad de Jensen). Sea ψ : (a, b) → R una función

convexa con −∞ ≤ a < b ≤ ∞, considere (Ω, µ) un espacio medible con µ(Ω) = 1

y sea f : Ω → (a, b) una función integrable. Entonces

ψ

(∫

Ω

fdµ

)
≤

∫

Ω

ψ ◦ fdµ
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Este resultado permite demostrar el siguiente criterio.

Teorema 1.5.4. Sea u : U → [a, b) una función subarmónica sobre un conjunto

U de C, donde −∞ ≤ a < b ≤ ∞ y sea ψ : (a, b) → R una función creciente y

convexa. Entonces ψ ◦ u es subarmónica sobre U , donde se define

ψ(a) = ĺım
t→a+

ψ(t).

Otra propiedad importante que hay que tomar en cuenta cuando se trabaja

con funciones subarmónicas lo constituye el famoso Principio del Módulo Máximo

que se enuncia a continuación.

Teorema 1.5.5 (Principio del Módulo Máximo Para Funciones Subar-

mónicas). Suponga que u es una función subarmónica sobre el disco D.

1. Si u tiene un máximo en D, entonces u es constante.

2. Si ĺımz→ζ u(z) ≤ 0 para todo ζ en la frontera de D, entonces u ≥ 0 sobre D.

Como consecuencia del principio del máximo se puede mencionar el siguiente

resultado.

Teorema 1.5.6. Para una función subarmónica u definida en el disco unitario

D y 0 ≤ r < 1, la función promedio de u en D,

Pu(r) =
1

2π

∫ 2π

0

u(reiθ)dθ,

es una función creciente de r.
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CAPÍTULO 2

ESPACIOS DE FUNCIONES ANALÍTICAS

Este caṕıtulo constituye uno de los más importantes de este trabajo, ya que en

él se estudia de manera detallada las propiedades y caracteŕısticas de los espacios

de funciones holomorfas donde posteriormente se analizará la continuidad del

operador de composición. Más precisamente, entre otras propiedades, se establece

que los espacios α-Bloch, α-Bloch pequeño, Dirichlet con peso y Qs son espacios

de Banach (con sus respectivas normas). El caṕıtulo se completa con una sección

donde se estudian las relaciones entre estos espacios y analizando bajo cuáles

condiciones las series de Hadamard o lacunarias pertenecen a estos espacios.

2.1 Los espacios α-Bloch

Dado α un parámetro positivo, una función anaĺıtica f definida sobre D se

dice que pertenece a la clase α-Bloch, denotado por f ∈ Bα, si satisface la relación

‖f‖α := sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(z)|} < ∞. (2.1)

Se puede notar que si f, g ∈ Bα y λ ∈ C, entonces se verifica

‖λf + g‖α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|(λf + g)′(z)|}

≤ |λ| sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(z)|}+ sup

z∈D
{(1− |z|2)α|g′(z)|}

= |λ|‖f‖α + ‖g‖α < ∞, (2.2)

lo cual dice que Bα es un subespacio del espacio de las funciones anaĺıticas sobre

D, H(D), denominado espacio α-Bloch.

A continuación se muestran algunos ejemplos de funciones que están en estos

espacios.
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(1) Las funciones constantes sobre D están en Bα.

(2) La identidad id(z) = z está en Bα.

En efecto,

‖id‖α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|i′d(z)|}

= sup
z∈D
{(1− |z|2)α} = 1,

pues α > 0. Aśı, ‖id‖α = 1, por tanto id ∈ Bα.

Ahora se prueba que los automorfismos del disco son elementos del espacio

Bα.

Proposición 2.1.1. Sea a ∈ D y α > 0, entonces ϕa ∈ Bα.

Demostración. Sea a ∈ D y ϕa(z) = a−z
1−az

, un automorfismo del disco, entonces

de la desigualdad triangular, se sigue que,

‖ϕa‖α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|ϕ′a(z)|}

≤ sup
z∈D
{|ϕ′a(z)|}

= sup
z∈D

{
1− |a|2
|1− az|2

}

≤ 1− |a|2
(1− |a|)2

=
1 + |a|
1− |a| < ∞

ya que a ∈ D es fijo. ¥

De hecho, el siguiente resultado muestra que toda función anaĺıtica y acotada

sobre D está en el espacio α−Bloch cuando α ≥ 1.

Proposición 2.1.2. Si α ≥ 1, entonces H∞ ⊂ Bα, más aún, ‖f‖α ≤ ‖f‖∞ para

toda f en H∞.
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Demostración. Sea f anaĺıtica y acotada, y se considera r ∈ (0, 1). Entonces

por la fórmula integral de Cauchy para la derivada (véase el Teorema 1.3.3), se

tiene que

f ′(0) =
1

2πi

∫

|s|=r

f(s)

s2
ds,

tomando módulo se obtiene

|f ′(0)| ≤ 1

2π

∫

|s|=r

|f(s)|
|s|2 |ds|

=
1

2πr2

∫

|s|=r

|f(s)| |ds|

≤ 1

2πr2

∫

|s|=r

||f ||∞ |ds|

=
1

2πr2
||f ||∞2πr

=
||f ||∞

r
.

Tomando ĺımite cuando r → 1− se obtiene |f ′(0)| ≤ ||f ||∞ para toda f ∈ H∞.

En particular, para cada z ∈ D, la función h = f ◦ϕz ∈ H∞, y por tal motivo, se

puede escribir |h′(0)| ≤ ||h||∞; pero |h′(0)| = (1− |z|2)|f ′(z)| y

‖h‖∞ = sup
w∈D

{|f (ϕz(w))|} = sup
t∈D

{|f(t)|} = ‖f‖∞,

donde se ha usado que ϕz (D) = D. Por tanto, sustituyendo y usando el hecho

que α ≥ 1, se obtiene

(
1− |z|2)α |f ′(z)| ≤ (

1− |z|2) |f ′(z)| ≤ ‖f‖∞

para cada z ∈ D. Lo cual demuestra la proposición. ¥

También se verifica la siguiente proposición.

Proposición 2.1.3. La relación ‖ · ‖α es una seminorma para el espacio Bα.
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Demostración. Sean f, g ∈ Bα, entonces de la relación (2.2) con λ = 1 se tiene

‖f + g‖α ≤ ‖f‖α + ‖g‖α.

También, es fácil ver que

‖λf‖α = |λ|‖f‖α,

para toda f ∈ Bα y λ ∈ C. Luego, solamente se debe verificar que

‖f‖α = 0 si y sólo si f es constante.

En efecto,

‖f‖α = 0 si y sólo si sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(z)|} = 0,

si y sólo si |f ′(z)| = 0, para toda z ∈ D,

si y sólo si f ′(z) = 0, para toda z ∈ D,

lo cual ocurre, en virtud del Teorema 1.3.2, si y sólo si f es constante, pues D es

un dominio. ¥

Se puede aprovechar que ‖ · ‖α es una seminorma para convertir a Bα en un

espacio normado.

Proposición 2.1.4. La relación

‖f‖Bα = |f(0)|+ ‖f‖α, f ∈ Bα, (2.3)

define una norma para Bα.

Demostración. Sean f, g ∈ Bα y λ ∈ C, entonces

1.) De la relación (2.3) es claro que,

‖f + g‖Bα = |(f + g)(0)|+ ‖f + g‖α

≤ |f(0)|+ ‖f‖α + |g(0)|+ ‖g‖α

= ‖f‖Bα + ‖g‖Bα ,
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para toda f, g ∈ Bα.

2.) Similarmente por (2.3)

‖λf‖Bα = |(λf)(0)|+ ‖λf‖α

= |λ||f(0)|+ |λ|‖f‖α

= |λ|‖f‖Bα ,

para toda f ∈ Bα y λ ∈ C.

3.) Finalmente, si ‖f‖Bα = 0 entonces |f(0)| + ‖f‖α = 0; esto implica que

|f(0)| = 0 y que ‖f‖α = 0, es decir, f(0) = 0 y f es constante en D, lo cual dice

que f(z) = 0 para toda z ∈ D. ¥

Teorema 2.1.1. Bα es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖Bα.

Demostración. Sea ε > 0 , K un subconjunto compacto de D y {fn} una

sucesión de Cauchy en (Bα, ‖ · ‖Bα), entonces por la definición de la seminorma

en Bα, se sabe que,

(1− |z|2)α|f ′(z)| ≤ ‖f‖α

para toda z ∈ D y toda función f ∈ Bα. En particular, esta desigualdad se

cumple para la función fn − fm, por lo tanto, se tiene la relación

|f ′n(z)− f ′m(z)| ≤ 1

(1− |z|2)α
‖fn − fm‖α

para toda z ∈ D. Ahora bien, si z ∈ K, entonces como la función h(z) =

(1 − |z|2)−α es continua sobre el compacto K, existe una constante CK > 0, tal

que,

|f ′n(z)− f ′m(z)| ≤ CK‖fn − fm‖α

para todo z ∈ K. lo que dice que la sucesión {fn} es uniformemente de Cau-

chy sobre subconjuntos compactos de D. Entonces como una consecuencia del

Teorema 1.3.9, existe una función g ∈ H(D) tal que f ′n → g cuando n → ∞
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uniformemente sobre subconjuntos compactos de D. Además, como la sucesión

{fn} es de Cauchy en (Bα, ‖ · ‖Bα) entonces la sucesión {fn(0)} también es de

Cauchy pero en C, aśı, existe λ ∈ C tal que fn(0) → λ cuando n →∞. Se define

entonces la función

f(z) = λ +

∫ z

0

g(s)ds, z ∈ D;

la cual es anaĺıtica en D y satisface f(0) = λ y f ′(z) = g(z) para todo z ∈ D.

Para establecer que f ∈ Bα y que ‖fn − f‖Bα → 0 cuando n → ∞ primero

considérese la dilatación fr(z) = f(rz), entonces por la definición de la norma se

tiene que,

‖fr‖Bα = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′r(z)|}+ |fr(0)| = r sup

z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(rz)|}+ |f(0)|.

Se puede notar que ‖fr‖Bα crece a la norma ‖f‖Bα cuando r crece a 1, en

virtud del principio del máximo (Vease el Teorema 1.3.5). En śımbolos, esto es

ĺım
r→1−

‖fr‖Bα = ‖f‖Bα . (2.4)

Además, como {fn} es de Cauchy en (Bα, ‖ · ‖Bα), dado ε > 0, existe N tal que

‖fn − fm‖ < ε cuando n,m ≥ N . Entonces para r < 1 se tiene

‖(fn)r − fr‖Bα ≤ ‖(fn)r − (fm)r‖Bα + ‖(fm)r − fr‖Bα

≤ ‖fn − fm‖Bα + ‖(fm)r − fr‖Bα

< ε + ‖(fm)r − fr‖Bα

siempre que n ≥ N .

Se afirma que el segundo término se aproxima a cero cuando m → ∞. En

efecto,

‖(fm)r − fr‖Bα = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′m(rz)− f ′(rz)|}+ |fm(0)− f(0)|,
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también se tiene, por construcción, que |fm(0)− f(0)| → 0 si m →∞, y

sup
z∈D
{(1− |z|2)|f ′m(rz)− f ′(rz)|} ≤ sup

z∈D
{|f ′m(rz)− f ′(rz)|}

= sup
w∈Dr

{|f ′m(w)− f ′(w)|}
≤ sup

w∈Dr

{|f ′m(w)− f ′(w)|};

luego, como fm → f uniformemente sobre subconjuntos compactos de D, entonces

por el Teorema 1.3.9, se tiene que f ′m → f ′ uniformemente sobre subconjuntos

compactos de D, aśı ‖(fm)r − fr‖Bα también se aproxima cero.

De esta manera ‖(fn)r − fr‖Bα ≤ ε para n ≥ N y todo r < 1. Ahora si

r → 1−, se puede usar la expresión (2.4) y obtener que

ĺım
r→1−

‖(fn)r − fr‖Bα ≤ ε, para n ≥ N

es decir;

‖fn − f‖Bα ≤ ε, para n ≥ N,

aśı ‖fn − f‖Bα → 0 cuando n → ∞. Además, considerando ε = 1, se puede

encontrar n0 ∈ N tal que,

‖fn − f‖Bα < 1,

siempre que n ≥ n0, en particular

‖fn0 − f‖α < 1,

entonces, h = fn0 − f ∈ Bα. Finalmente, como Bα es un espacio vectorial se tiene

que fn0 − f − fn0 ∈ Bα, aśı −f ∈ Bα y f ∈ Bα. Esto finaliza la prueba. ¥

Comentario. En lo que resta de este trabajo, cuando α = 1, se obtiene el espacio

clásico de Bloch y será denotado por B.
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2.2 El espacio α-Bloch pequeño

Ahora se centra la atención en un subespacio del espacio α− Bloch que será

de gran utilidad para estudiar ciertas propiedades del operador de composición

actuando en el espacio α−Bloch (véase la segunda sección del Caṕıtulo 3).

Definición 2.2.1. Se dice que una función anaĺıtica f definida en el disco D,

pertenece a la clase Bα,0 si

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|f ′(z)| = 0. (2.5)

Entonces se tiene el siguiente resultado

Teorema 2.2.1. Bα,0 es un subespacio cerrado de Bα.

Demostración. Primero se prueba que Bα,0 ⊂ Bα. Con este fin, sea f ∈ Bα,0,

entonces ĺım|z|→1−(1− |z|2)α|f ′(z)| = 0, es decir, dado ε > 0 , se puede encontrar

r0 ∈ (0, 1) tal que la función

g(z) = (1− |z|2)α|f ′(z)|

satisface g(z) < ε siempre que r0 < |z| < 1.

Por otro lado si |z| ≤ r0 , entonces la función g es continua sobre el compacto

Dr0 = {z ∈ D : |z| ≤ r0}, luego existe M > 0 tal que g(z) ≤ M , para todo

z ∈ Dr0 . Aśı, se tiene que

(1− |z|2)α|f ′(z)| ≤ máx{ε,M} = M̃

para todo z ∈ D. Tomando supremo sobre todos los z ∈ D, se obtiene que

‖f‖α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′(z)|} ≤ M̃

y f ∈ Bα.
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Ahora se prueba que Bα,0 es subespacio de Bα. Sean f, g ∈ Bα,0 , λ ∈ C.

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|(λf + g)′(z)| ≤ ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|(λf)′(z)|+ ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|g′(z)|
= |λ| ĺım

|z|→1−
(1− |z|2)α|f ′(z)|+ ĺım

|z|→1−
(1− |z|2)α|g′(z)|

= 0

Por lo tanto λf + g ∈ Bα,0 .

Finalmente, se prueba que Bα,0 es un subconjunto cerrado de Bα. Con este

fin, sea f ∈ Bα,0, entonces existe una sucesión {fn} ⊂ Bα,0 tal que

ĺım
n→∞

‖fn − f‖Bα
= 0. (2.6)

En particular {fn} es una sucesión de elementos de Bα, el cual es completo, por

tal motivo, se afirmar que f ∈ Bα y aśı; f ∈ H(D). Falta demostrar que

ĺım
|z|→1−

(
1− |z|2)α |f ′(z)| = 0. (2.7)

Con tal fin, sea ε > 0, entonces de la expresión (2.6) se garantiza que existe

n0 ∈ N tal que ‖fn0 − f‖Bα < ε. Aśı, por la definición de la norma del espacio

α−Bloch se debe tener que,

(
1− |z|2)α ∣∣f ′n0

(z)− f ′(z)
∣∣ < ε,

para todo z ∈ D; esto último junto con la desigualdad triangular implica que,

(
1− |z|2)α |f ′(z)| < (

1− |z|2)α ∣∣f ′n0
(z)

∣∣ + ε

para todo z ∈ D. Por lo tanto, tomando ĺımite cuando |z| → 1− se concluye que,

0 ≤ ĺım
|z|→1−

(
1− |z|2)α |f ′(z)| ≤ ε

y la prueba sigue de la arbitrariedad de ε. ¥

Ahora se verá que las funciones en el pequeño espacio de Bloch se pueden

aproximar por sus dilataciones.

33



Teorema 2.2.2. Sea f ∈ Bα, entonces f ∈ Bα,0 si y sólo si ||fr − f ||α → 0

(r → 1−), donde fr(z) = f(rz) para toda z ∈ D y r ∈ (0, 1).

Demostración. Observe que cada fr es anaĺıtica en D por lo tanto f ′r también

será anaĺıtica en D, en particular, f ′r es continua sobre el compacto D, entonces

existe una constante M > 0 tal que |f ′r(z)| ≤ M para toda z ∈ D; luego se tiene

ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)α|f ′r(z)| ≤ ĺım
|z|→1−

(1− |z|2)αM = 0,

por lo tanto fr ∈ Bα,0. Ahora como Bα,0 es cerrado en Bα si ||fr − f ||α → 0

entonces f ∈ Bα,0.

Rećıprocamente, sea f ∈ Bα,0, entonces para algún ε > 0 existe una δ ∈ (0, 1)

tal que (1− |z|2)α|f ′(z)| < ε para toda δ < |z| < 1. Considere

||fr − f ||α = sup{(1− |z|2)α|rf ′(rz)− f ′(z)| : z ∈ D}
≤ sup{(1− |z|2)α|rf ′(rz)− f ′(z)| : δ < |z| < 1}

+ sup{(1− |z|2)α|rf ′(rz)− f ′(z)| : |z| ≤ δ}.

El segundo término se aproxima a cero cuando r → 1− ya que rf ′(rz) → f ′(z)

uniformemente sobre el compacto |z| ≤ δ. Si δ < r < 1 y δ < |z| < 1, entonces

δ2 < r|z| < 1 y por lo tanto,

(1− |z|2)α|rf ′(rz)| ≤ (1− r2|z|2)α|f ′(rz)| < ε.

De esta manera se tiene

||fr − f ||α ≤ sup{(1− |z|2)α|rf ′(rz)− f ′(z)| : δ < |z| < 1}
≤ sup{(1− |z|2)α|rf ′(rz)| : δ2 < r|z| < 1}

+ sup{(1− |z|2)α|f ′(z)| : δ < |z| < 1} < 2ε

para toda δ < r < 1, y se tiene

ĺım
r→1−

||fr − f ||α ≤ 2ε.
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Como ε es arbitrario, se concluye que ||fr − f ||α → 0 (r → 1−) siempre que

f ∈ Bα,0. ¥

Ahora se establecerá que las funciones en Bα,0 se pueden aproximar por poli-

nomios.

Corolario 2.2.1. Bα,0 es la clausura de los polinomios en Bα.

Demostración. Sea f ∈ Bα,0 y ε > 0, entonces por el Teorema 2.2.2 se tiene

que

ĺım
r→1−

‖fr − f‖α = 0,

de aqúı que existe r0 ∈ (0, 1) tal que ‖fr − f‖α < ε
2

siempre que 1− r0 < r < 1.

Ahora, si r ∈ (1− r0, 1) es fijo, entonces como la función fr es anaĺıtica en D, por

el Teorema 1.3.4, existe n0 ∈ N tal que

‖fr − Pn0‖∞ ≤ sup
z∈D

|fr(z)− Pn0(z)| < ε

2
,

donde Pn0 es el polinomio de Taylor de grado n0 de la función fr. Ahora, como

‖ · ‖α ≤ ‖ · ‖∞ se concluye que

‖fr − Pn0‖α <
ε

2
.

Finalmente, para el r dado y el n0 encontrado, se tiene

‖f − Pn0‖α ≤ ‖f − fr‖α + ‖fr − Pn0‖α <
ε

2
+

ε

2
= ε

que era lo que se queŕıa demostrar. ¥

Comentario. Del resultado anterior, se puede observar que para cada α > 0,

el espacio Bα,0 es separable pues, es claro que cada polinomio anaĺıtico se puede

aproximar por polinomios con coeficientes cuyas parte real e imaginaria sean

racionales.
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2.3 Los espacios de Dirichlet con peso

Para s > −1, se define Ds como el conjunto formado por aquellas funciones

f ∈ H(D) para el cual

‖f‖Ds :=

(∫

D
|f ′(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

)1/2

< +∞

donde dA(z) = 1
π
dxdy = r

π
drdθ denota la medida de área de Lebesgue sobre D y

z = x + iy = reiθ.

Para f, g ∈ Ds y λ ∈ C la desigualdad triangular y la desigualdad de Hölder

implican

‖λf + g‖2
Ds

=

∫

D
|(λf + g)′(z)||(λf + g)′(z)|

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

≤
∫

D
|λf ′(z)||λf ′(z) + g′(z)|

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

+

∫

D
|g′(z)||λf ′(z) + g′(z)|

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

≤ ‖λf‖Ds‖λf + g‖Ds + ‖g‖Ds‖λf + g‖Ds

= (|λ|‖f‖Ds + ‖g‖Ds)(‖λf + g‖Ds).

Aśı, se tiene que,

‖λf + g‖Ds ≤ |λ|‖f‖Ds + ‖g‖Ds < ∞, (2.8)

de donde se concluye queDs es un subespacio del espacio de las funciones anaĺıticas

sobre D.
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Definición 2.3.1. Para s > −1, el espacio Ds se conoce como el espacio de

Dirichlet con peso.

Entre las funciones que se encuentran en este tipo de espacio se pueden men-

cionar,

(1) Las funciones constantes sobre D están en Ds.

(2) La identidad id(z) = z está en Ds.

En efecto, usando coordenadas polares, se tiene que,

‖id‖2
Ds

=

∫

D
1

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

=

∫ 1

0

∫ 2π

0

(
log

1

r

)s
r

π
dθdr

= 2

∫ 1

0

(
log

1

r

)s

rdr

= 2

∫ ∞

0

τ se−τdτ = 2Γ(s + 1),

donde en la penúltima igualdad se ha usado el cambio τ = log 1
r

y Γ(s) es

la función Gamma (véase Apostol (1981), para la definición y propiedades

de la función Gamma).

Proposición 2.3.1. La relación ‖ · ‖Ds define una seminorma en el espacio Ds.

Demostración. Sean f, g ∈ Ds y λ ∈ C, entonces es claro que,

‖f‖Ds ≥ 0

y también es fácil ver que

‖λf‖Ds = |λ|‖f‖Ds (2.9)

Además, de la relación (2.8) con λ = 1 se sigue que

‖f + g‖Ds ≤ ‖f‖Ds + ‖g‖Ds . (2.10)

Por último, falta verificar que,
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‖f‖Ds = 0 si y sólo si f es constante.

En efecto,

‖f‖Ds = 0 si y sólo si ‖f‖Ds =

(∫

D
|f ′(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

)1/2

= 0,

si y sólo si |f ′(z)|2
(

log
1

|z|
)s

= 0, para toda z ∈ D,

si y sólo si |f ′(z)|2 = 0, para toda z ∈ D,

si y sólo si f ′(z) = 0 para toda z ∈ D.

Lo cual ocurre si y sólo si f es constante, en virtud del Teorema 1.3.2 pues, D es

un dominio.

A partir de la seminorma establecida se define una nueva función que hace

de Ds un espacio normado tal como se pudo observar en la demostración de la

Proposición 2.1.4; formalmente, se tiene.

Proposición 2.3.2. La relación

‖f‖D = |f(0)|+ ‖f‖Ds , f ∈ Ds (2.11)

define una norma para Ds.

Demostración. Véase la demostración de la Proposición 2.1.4. ¥

La norma definida en la proposición anterior convierte a Ds en un espacio de

Banach. Para demostrar esta afirmación, se requiere del siguiente resultado.

Teorema 2.3.1. Sean s > −1 y K cualquier subconjunto compacto de D. En-

tonces existe una constante positiva C = C(K) > 0 tal que

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ C‖f‖Ds

para toda f ∈ Ds.
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Demostración. Sea K un subconjunto compacto en D. Sin perder generalidad,

se puede suponer que

K = D(0, r) = {z ∈ C : |z| ≤ r}

para algún r ∈ (0, 1); puesto que cualquier compacto en D puede ser encerrado

en un disco del tipo considerado.

Sea f ∈ Ds y R ∈ (r, 1). Entonces, por la fórmula integral de Cauchy (véase

Teorema 1.3.3) se puede escribir

f ′(z) =
1

2πi

∫

|w|=R

f ′(w)

w − z
dw

para todo z ∈ K. Luego, parametrizando, w = Reiθ y dw = iRe−iθdθ. Aśı,

f ′(z) =
1

2πi

∫ 2π

0

f ′(Reiθ)

Reiθ − z
iRe−iθdθ,

ahora, tomando módulo, se obtiene

|f ′(z)| ≤ 1

2π

∫ 2π

0

|f ′(Reiθ)|
|Reiθ − z|Rdθ (2.12)

para toda z ∈ K y todo R ∈ (r, 1).

Si se selecciona

R ≥ 3r + 1

4
,

entonces como z ∈ K, se obtiene que

|Reiθ − z| ≥ |Reiθ| − |z| = |R| − |z| ≥ R− r

≥ 3r + 1

4
− r =

1− r

4
,

de donde se encuentra la acotación

1

|Reiθ − z| ≤
1− r

4
.

Sustituyendo esta última expresión en (2.12) produce

|f ′(z)| ≤ 2

π(1− r)

∫ 2π

0

|f ′(Reiθ)|Rdθ (2.13)
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para toda z ∈ K y todo R ≥ 3r+1
4

.

Ahora, usando el hecho que 0 < r < 3r+1
4

≤ R < 1, entonces para s > −1

se tiene
(
log 1

R

)s
> 0, como esta expresión no depende del parámetro θ entonces

(2.13) se puede escribir

|f ′(z)|
(

log
1

R

)s

≤ 2

π(1− r)

∫ 2π

0

|f ′(Reiθ)|
(

log
1

R

)s

Rdθ.

Luego, al integrar con respecto a R desde R1 = 3r+1
4

hasta R2 = r+3
4

, y de la

desigualdad de Hölder se obtiene
∫ R2

R1

|f ′(z)|
(

log
1

R

)s

dR ≤ 2

(1− r)

∫ R2

R1

∫ 2π

0

|f ′(Reiθ)|
(

log
1

R

)s
R

π
dθdR

=
2

(1− r)

∫

R1<|w|<R2

|f ′(w)|
(

log
1

|w|
)s

dA(w)

=
2

(1− r)

∫

R1<|w|<R2

|f ′(w)|dµ(w)

≤
[∫

R1<|w|<R2

|f ′(w)|2dµ(w)

]1/2 [∫

R1<|w|<R2

dµ(w)

]1/2

≤
[∫

D
|f ′(w)|2dµ(w)

]1/2 [∫

D
dµ(w)

]1/2

= ‖id‖Ds‖f‖Ds

donde dµ(w) =
(
log 1

|w|

)s

dA(w) =
(
log 1

|R|

)s
R
π
dθdR.

Si s ≥ 0 y como R ≤ R2 entonces, por ser la función logaritmo creciente se

sigue que
∫ R2

R1

|f ′(z)|
(

log
1

R

)s

dR ≥ |f ′(z)|
(

log
1

R2

)s ∫ R2

R1

dR

= |f ′(z)|
(

log
1

R2

)s

(R2 −R1)

= |f ′(z)|
(

log
1

R2

)s (
1− r

2

)
.

De esta última desigualdad y la obtenida anteriormente, se obtiene

1

2
|f ′(z)|

(
log

1

R2

)s (
1− r

2

)
≤ 2

1− r
‖id‖Ds‖f‖Ds ;
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lo que es equivalente a escribir

|f ′(z)| ≤ C1‖f‖Ds (2.14)

donde

C1 =
4‖id‖Ds(

log 1
R2

)s

(1− r)2
> 0

De aqúı, el resultado sigue al tomar supremo en la expresión (2.14).

Ahora, si −1 < s < 0 y como R ≥ R1, entonces por un razonamiento similar

al anterior se tiene que,

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ C2‖f‖Ds

donde

C2 =
4‖id‖Ds(

log 1
R1

)s

(1− r)2
> 0.

Por lo tanto, cualquier sea el valor de s ≥ −1 se tiene

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ C‖f‖Ds

para alguna constante positiva C = máx{C1, C2}, como se afirmó. ¥

Teorema 2.3.2. Ds es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖D.

Demostración. Sea {fn}n∈N una sucesión de Cauchy en Ds, ε > 0 y K un

subconjunto compacto de D. Entonces existe Nε ∈ N tal que

‖fn − fm‖D = |fn(0)− fm(0)|+ ‖fn − fm‖Ds < ε siempre que n,m ≥ Nε

de donde se obtiene

|fn(0)− fm(0)| < ε siempre que n,m ≥ Nε. (2.15)

y

‖fn − fm‖Ds < ε siempre que n,m ≥ Nε (2.16)
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De (2.15) se deduce que {fn(0)}n∈N es una sucesión de Cauchy en C, por tanto

converge a un w0 ∈ C. También, por el Teorema 2.3.1 existe una constante

CK > 0 tal que

sup
z∈K

|f ′n(z)− f ′m(z)| ≤ CK‖fn − fm‖Ds para todo z ∈ K.

Por lo tanto, la sucesión {f ′n}n∈N es uniformemente de Cauchy sobre subconjuntos

compactos de D. Aśı, por el Teorema 1.3.9, existe una función g ∈ H(D) tal que

f ′n → g cuando n →∞ sobre subconjuntos compactos de D. Por tanto, definiendo

f(z) = w0 +

∫ z

0

g(s)ds,

con z ∈ D; se tiene que f ∈ H(D), f(0) = w0 y f ′(z) = g(z). Por otro lado si

m > Nε se tiene por el Lema de Fatou (véase Teorema 1.2.1) que

‖f − fm‖Ds =

∫

D
|f ′(z)− f ′m(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

=

∫

D
| ĺım

n→∞
f ′n(z)− f ′m(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

=

∫

D
ĺım

n→∞
|f ′n(z)− f ′m(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

=

∫

D
lim inf
n→∞

|f ′n(z)− f ′m(z)|2
(

log
1

|z|
)s

dA(z)

≤ lim inf
n→∞

∫

D
|f ′n(z)− f ′m(z)|2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

= lim inf
n→∞

‖fn − fm‖Ds < ε

De aqúı que, ĺımm→∞ ‖f−fm‖Ds = 0; también, de esta relación se tiene que f−fNε

esta en Ds que es espacio vectorial, de donde se sigue que (f − fm)+ fm = f está

también en Ds. Lo que concluye la demostración. ¥
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Comentario. De las relaciones −2 log t ≥ 1−t2 con t ∈ (0, 1] y − log t ≤ 4(1−t2)

para t ∈ (1
4
, 1) se puede ver que f ∈ Ds si y sólo si

∫

D
|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z) < ∞,

es decir, Ds coincide con el espacio de Besov, Bs
2. Para más detalles acerca de

las propiedades de los espacios de Besov, se recomienda consultar el trabajo de

Arzolay (2006) y el texto de Zhu (1990).

2.4 Los espacios Qs

Para a, z ∈ D, la función de Green sobre D se define como

g(a, z) = − log |ϕa(z)|,

donde ϕa es un automorfismo del disco D definido en la Sección 1.4. Entre la

propiedades mas importantes de la función de Green, resalta, como consecuencia

de la expresión (1.12), que ésta es invariante por automorfismos del disco. En

efecto, si ϕc ∈ Aut(D), entonces se tiene que,

g(ϕc(a), ϕc(z)) = − log ρ(ϕc(a), ϕc(z)) = − log ρ(a, z) = g(a, z)

Para todo a, z ∈ D. Para un estudio más detallado de las funciones de Green se

puede consultar el texto de Ransford (1995).

De aqúı en adelante, por comodidad, se utilizará la notación a ¹ b con a, b ∈
R, para indicar que a ≤ Cb para alguna constante C, que no depende ni de a ni

de b.

Para s ≥ 0 se define Qs como el conjunto formado por aquellas funciones

anaĺıticas f sobre D que satisfacen

sup
a∈D

Es(f, a) < ∞,
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donde

Es(f, a) =

(∫

D
|f ′(z)|2gs(z, a)dA(z)

)1/2

.

Otra descripción equivalente y útil de los conjuntos Qs lo da el siguiente teorema.

Teorema 2.4.1. Sea s ∈ [0,∞) y f ∈ H(D). Entonces f ∈ Qs si y sólo si

‖f‖Qs := sup
a∈D

Fs(f, a) < ∞,

donde

Fs(f, a) =

(∫

D
|f ′(z)|2(1− |ϕa(z)|2)sdA(z)

)1/2

.

Para la demostración de este resultado se requiere el siguiente Lema.

Lema 2.4.1. Si f ∈ H(D); entonces se cumple que

∫

T
|f ′(rz)|2|dz| ¹

∫

D\D(0,1/4)

|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z)

donde T es la frontera de D.

Demostración. Sea f ∈ H(D), entonces por el Teorema 1.3.3 se sabe que

f ′ ∈ H(D), luego por el Teorema 1.5.1 se tiene que la función |f ′|2 es subarmónica

en D aśı,

∫

T
|f ′(rz)|2|dz| =

∫ 2π

0

|f ′(reiθ)|2dθ = 2πPf (r), r ∈ (0, 1)

Dado que, la función Pf es una función creciente de r (véase Teorema 1.5.6), se

tiene

Pf (
1

4
) ≤ Pf (r), r ∈ (

1

4
, 1).

Luego, al multiplicar por r(1−r2)s e integrar con respecto a r desde r1 = 1
4

hasta

r2 = 1 se obtiene

Pf (
1

4
)

∫ 1

1
4

(1− r2)srdr ≤ 1

2

∫ 1

1
4

∫ 2π

0

|f ′(reiθ)|2(1− r2)s r

π
dθdr
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de donde,

1

2(s + 1)

(
15

16

)s+1

Pf (
1

4
) ≤

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z)

y aśı,

2πPf (
1

4
) =

∫

T

|f ′(1
4
z)|2|dz| ≤ K ′

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z)

con

K ′ = 2π(s + 1)

(
15

16

)−(s+1)

.

Esto finaliza la prueba del Lema. ¥
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Ahora, se procede a demostrar el teorema enunciado anteriormente.

Demostración del Teorema 2.4.1. Sean s ∈ [0,∞) y f ∈ Qs. Dado que

|ϕa(z)| < 1 para todo z ∈ D y todo ϕa ∈ Aut(D), de la expresión −2 log t ≥ 1− t2

con t ∈ (0, 1] se sigue que,

(
1− |ϕa(z)|2)s ≤ (−2 log |ϕa(z)|)s , (2.17)

de donde, al multiplicar por |f ′(z)|2 e integrar sobre D, resulta

2
p
2 Fs(f, a) ≤ Es(f, a)

para todo ϕa ∈ Aut(D). Luego, al tomar supremo sobre los a ∈ D y dado que

f ∈ Qs se sigue

sup
a∈D

Fs(f, a) ≤ 2
p
2 sup

a∈D
Es(f, a) < ∞

Ahora, sea f ∈ H(D), tal que supa∈D Fs(f, a) < ∞. Se quiere probar que

f ∈ Qs; para esto basta verificar que

(Es(f, 0))2 ¹ (Fs(f, 0))2

pues, el resultado buscado se sigue de sustituir en esta última expresión la función

f por f ◦ ϕa. Entonces, se puede escribir

(Es(f, 0))2 =

∫

D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z) +

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z)

y se afirma que;

(1)

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z) ¹ Fs(f, 0),

(2)

∫

D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z) ¹ Fs(f, 0).
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En efecto, de la desigualdad − log t ≤ 4(1− t2) con t ∈ (1
4
, 1) se tiene

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z) =

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2(− log |z|)sdA(z)

≤ 4p

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z)

≤ K1 (Fs(f, 0))2 ,

esto prueba la afirmación (1) con K1 = 4p.

Ahora, se demuestra la afirmación (2). Como consecuencia del Lema 2.4.1, se

tiene que

∫

D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z) =

∫

D(0, 1
4
)

|f ′(z)|
(

log
1

|z|
)s

dA(z)

=

∫ 1
4

0

∫ 2π

0

|f ′(reiθ)|2
(

log
1

r

)s
r

π
dθdr

=

∫ 1
4

0

(
log

1

r

)s

r

(
1

2π

∫ 2π

0

|f ′(reiθ)|2dθ

)
dr

= 2

∫ 1
4

0

Pf (r)

(
log

1

r

)s

rdr

≤ 2Pf (
1

4
)

∫ 1/4

0

(
log

1

r

)s

rdr

≤ 2K̃Pf (
1

4
)

≤ K2

∫

D\D(0, 1
4
)

|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z),

lo cual es lo afirmado en (2) con K2 = K′K̃
π

.
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Ahora, de las afirmaciones (1) y (2) se sigue que,

(Es(f, 0))2 ≤ (K1 + K2)

∫

D
|f ′(z)|2(1− |z|2)sdA(z)

= (K1 + K2) (Fs(f, 0))2 ;

es decir,

(Es(f, 0))2 ¹ (Fs(f, 0))2 .

Luego, al considerar la función f ◦ ϕa con ϕa ∈ Aut(D) y haciendo el cambio

w = ϕa(z) se tiene que z = ϕa(w) pues ϕa = ϕ−1
a y dA(w) = Jac(ϕa(z)) =

|ϕ′a(z)|2dA(z), entonces como la función de Green es invariante por automorfismos

del disco se tiene que,

(Es(f ◦ ϕa, 0))2 =

∫

D
|f ′(ϕa(z))|2|ϕ′a(z)|2gs(z, 0)dA(z)

=

∫

D
|f ′(w)|2gs(ϕa(w), 0)dA(w)

=

∫

D
|f ′(w)|2gs(ϕa(w), ϕa(0))dA(w)

= (Es(f, a))2 ;

mientras que por otro lado, con un procedimiento similar al anterior, se puede

escribir (Fs(f ◦ ϕa, 0))2 = (Fs(f, a))2. Por lo tanto, Es(f, a) ¹ Fs(f, a) para todo

a ∈ D. Aśı, al tomar supremo sobre los a ∈ D y utilizar la hipótesis, se obtiene

que supa∈D Fs(f, a) < ∞. Esto completa la demostración del teorema. ¥

De la desigualdad triangular y la desigualdad de Hölder, se deduce que los

conjuntos Qs tienen estructura de espacio vectorial, en efecto, para f, g ∈ Qs y
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λ ∈ C

‖λf + g‖2
Qs

= sup
a∈D

∫

D
|(λf + g)′(z)|2 (

1− |ϕa(z)|2)s
dA(z)

= sup
a∈D

∫

D
|(λf + g)′(z)||(λf + g)′(z)| (1− |ϕa(z)|2)s

dA(z)

≤ sup
a∈D

∫

D
|λf ′(z)||λf ′(z) + g′(z)| (1− |ϕa(z)|2)s

dA(z)

+ sup
a∈D

∫

D
|g′(z)||λf ′(z) + g′(z)| (1− |ϕa(z)|2)s

dA(z)

≤ ‖λf‖Qs‖λf + g‖Qs + ‖g‖Qs‖λf + g‖Qs

= (|λ|‖f‖Qs + ‖g‖Qs)(‖λf + g‖Qs).

Entonces se tiene que

‖λf + g‖Qs ≤ |λ|‖f‖Qs + ‖g‖Qs < ∞ (2.18)

Por lo tanto, Qs es también un subespacio del espacio de las funciones anaĺıticas

sobre D, H(D).

Teorema 2.4.2. Para s ≥ 0, los espacios Qs son invariantes por automorfismos

del disco, es decir, satisfacen que

‖f ◦ ϕb‖Qs = ‖f‖Qs

para toda f ∈ Qs y todo ϕb ∈ Aut(D).

Demostración. Sean f ∈ Qs y ϕb ∈ Aut(D), entonces haciendo el cambio de va-

riable w = ϕb(z), se tiene que z = ϕb(w) y dA(w) = Jac(ϕb(z)) = |ϕ′b(z)|2dA(z),
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de donde

‖f ◦ ϕb‖2
Qs

= sup
a∈D

∫

D
|(f ◦ ϕb)

′(z)|2(1− |ϕa(z)|2)sdA(z)

= sup
a∈D

∫

D
|f ′(ϕb(z))|2|ϕ′b(z)|2(1− |ϕa(z)|2)sdA(z)

= sup
a∈D

∫

D
|f ′(w)|2(1− |ϕa(ϕb(w))|2)sdA(z)

= sup
c∈D

∫

D
|f ′(w)|2(1− |ϕc(w))|2)sdA(z)

= ‖f‖2
Qs

.

Esto completa la demostración del Teorema. ¥

Proposición 2.4.1. La relación ‖ · ‖Qs define una seminorma en el espacio Qs.

Demostración. Sean f, g ∈ Qs y λ ∈ C. Entonces es evidente que

‖f‖Qs ≥ 0 (2.19)

y que

‖λf‖Qs = |λ|‖f‖Qs (2.20)

Además,

‖f + g‖Qs ≤ ‖f‖Qs + ‖g‖Qs (2.21)

se obtiene de la expresión (2.18) con λ = 1 que

‖f‖Qs = 0 si y sólo si ‖f‖Qs = sup
a∈D

(∫

D
|f ′(z)|2 (

1− |ϕa(z)|2)s
dA(z)

)1/2

= 0,

es decir,

‖f‖Qs = 0 si y sólo si

∫

D
|f ′(z)|2 (

1− |ϕa(z)|2)s
dA(z) = 0, para todo a ∈ D.
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Luego,

‖f‖Qs = 0 si y sólo si |f ′(z)|2 (
1− |ϕa(z)|2)s

= 0, para toda a, z ∈ D,

si y sólo si |f ′(z)|2 = 0, para toda z ∈ D,

si y sólo si f ′(z) = 0 para toda z ∈ D,

y esto ocurre si y sólo si f es constante (véase Teorema 1.3.2). Esto completa la

demostración de la Proposición. ¥

En términos de la seminorma anterior se define una nueva función que con-

vierte a Qs en un espacio normado.

Proposición 2.4.2. La relación

‖f‖Q := |f(0)|+ ‖f‖Qs f ∈ Qs (2.22)

define una norma para Qs.

Demostración. Véase la demostración de la Proposición 2.1.4. ¥

Se procede a establecer que los espacios (Qs, ‖ · ‖Q) son de Banach, pero para

esto se requiere de los dos resultados siguientes.

Teorema 2.4.3. Si s > 0 entonces Qs es subespacio de Ds. Más aún, se tiene

la relación ‖f‖Ds ≤ ‖f‖Qs para toda f ∈ Qs.

Demostración. Sea f ∈ Qs, por definición de supremo se tiene que,

sup
a∈D

Es(f, a) =

(
sup
a∈D

∫

D
|f ′(z)|2gs(z, a)dA(z)

) 1
2

≥
(∫

D
|f ′(z)|2gs(z, 0)dA(z)

) 1
2

= ‖f‖Ds
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Lo que es equivalente a escribir,

‖f‖Ds ≤ sup
a∈D

Es(f, a) ≤ ‖f‖Qs < ∞ (2.23)

de donde se deduce que f está en Ds, lo que concluye la prueba. ¥

Teorema 2.4.4. Sea s > 0 y K cualquier subconjunto compacto de D. Entonces

existe una constante positiva C = C(K) > 0 tal que

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ C‖f‖Qs

para toda f ∈ Qs.

Demostración. Sea f ∈ Qs y K un subconjunto compacto de D, entonces por el

Teorema 2.4.3 se tiene que f ∈ Ds, por lo tanto, como consecuencia del Teorema

2.3.1 se puede escribir

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ M‖f‖Ds

para alguna constante positiva M . Aśı, de esta última expresión y de la relación

(2.23) se obtiene

sup
z∈K

|f ′(z)| ≤ C‖f‖Qs

con C = M . Esto finaliza la demostración. ¥

Teorema 2.4.5. Qs es un espacio de Banach con la norma ‖ · ‖Q.

Demostración. La prueba de que la relación ‖ · ‖Q define una norma en el

espacio Qs, se sigue fácilmente del Teorema 2.4.1 y la demostración de que Qs

es de Banach con esta norma, se obtiene de un procedimiento similar al de la

prueba del Teorema 2.3.2 pues, el teorema anterior es una versión del Teorema

2.3.1 para el espacio Qs. ¥
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2.5 Relaciones entre espacios de funciones anaĺıticas y series de Ha-

damard

En esta sección se establece algunas relaciones entre los espacios que se han

estudiado en este caṕıtulo. La primera relación de contención se enunció en el

Teorema 2.4.3 donde se estableció que Qs está contenido en Ds. Más aún, en la

proposición siguiente se demuestra que Qs es subespacio del espacio de Bloch.

Proposición 2.5.1. Para s > 0, el espacio Qs es subespacio del espacio de Bloch

B.

Demostración. Sea g ∈ Qs, en particular g es anaĺıtica en D, por lo tanto, la

función |g′|2 es subarmónica, en virtud del Teorema 1.5.1. En consecuencia, se

satisface

|g′(0)|2 ≤ 1

A(D(0, r))

∫

D(0,r)

|g′(z)|2dA(z).

Aśı, sustituyendo g por f ◦ ϕz se obtiene

|(f ◦ ϕz)
′(0)|2 = |f ′(ϕz(0))|2|ϕ′z(0)|2

= |f ′(z)|2(1− |z|2)2

≤ 1

A(D(0, r))

∫

D(0,r)

|f ′(ϕz(s))|2|ϕ′z(s)|2dA(s)

donde A(D(0, r)) = πr2. Luego, para r = 1
2

se tiene

|f ′(z)|2(1− |z|2)2 ≤ 1
1
4

∫

D(0, 1
2
)

|f ′(ϕz(s))|2|ϕ′z(s)|2dA(s)

= 4

∫

∆(z, 1
2
)

|f ′(w)|2dA(w), (2.24)

donde se ha hecho el cambio de variable w = ϕz(s) y se ha usado que ϕz(D(0, 1
2
)) =
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∆(z, 1
2
) (disco pseudohiperbólico de centro z y radio 1

2
); pero

w ∈ ∆(z,
1

2
) ⇔ |ϕz(w)| < 1

2

⇔ |ϕz(w)|2 <
1

4

⇔ 1− |ϕz(w)|2 >
3

4

⇔ (
1− |ϕz(w)|2)s

> (
3

4
)s,

para s > 0, aśı, se llega a la desigualdad

(
3

4
)s|f ′(z)|2(1− |z|2)2 ≤ 4

∫

∆(z, 1
2
)

|f ′(w)|2 (
1− |ϕz(w)|2)s

dA(w).

Ahora, como ∆(z, 1
2
) ⊆ D, se tiene que para todo z ∈ D

|f ′(z)|2(1− |z|2)2 ≤ 4s+1

3s

∫

D
|f ′(w)|2 (

1− |ϕz(w)|2)s
dA(w).

Luego, al tomar ráız y supremo sobre los a en D en el miembro derecho de la

desigualdad y sobre los z en D en el miembro izquierdo, se sigue que,

‖f‖B ≤ M‖f‖Qs < ∞,

con M = 4
s+1
2

3
s
2

. Lo que concluye la prueba. ¥

Ahora se estudia cuándo una serie de Hadamard pertenece a los espacios que

se ha definidos en este Caṕıtulo. En primer lugar, se recuerda que una función

holomorfa f sobre D se dice que es una serie lacunaria o de Hadamard si existe una

sucesión {nk} de números naturales y una constante c > 1 tal que nk+1/nk ≥ c

para todo k ∈ N y

f(z) =
∞∑

k=0

akz
nk .

El conjunto de las funciones holomorfas que son series de Hadamard se denotará

por HG y en el siguiente teorema se dan condiciones necesarias y suficientes para

que estas funciones estén en los espacios de Bloch, Dirichlet con peso y en los

espacios Qs.
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Teorema 2.5.1. Sea s ∈ [0, 1] y f(z) =
∑∞

k=0 akz
nk en HG. Entonces

(i) f ∈ Qs si y sólo si f ∈ Ds si y sólo si

∞∑

k=0

2k(1−s)
∑

2k≤nj<2k+1

|aj|2 < ∞. (2.25)

(ii) f ∈ B si y sólo si

sup
k
|ak| < ∞. (2.26)

Demostración. (i) El caso s = 0 es evidente por la definición de los espacios

Qs y Ds. Aśı, se considera el caso s ∈ (0, 1]. Primero se supone que se cumple la

expresión (2.25). Sea w ∈ D y para k ∈ N se toma Ik = {n ∈ N : 2k ≤ n < 2k+1},
entonces por la desigualdad de Hölder y algunas estimaciones elementales, se

obtiene

{Fs(f, w)}2 ≤
∫ 1

0

( ∞∑

k=0

nk|ak|rnk−1

)2 (∫

T
(1− |σw(rζ)|2)s|dζ|

)
dr

¹
∫ 1

0

( ∞∑

k=0

nk|ak|rnk−1

)2 (∫

T
(1− |σw(rζ)|2)|dζ|

)s

dr

¹
∫ 1

0

( ∞∑

k=0

nk|ak|rnk−1

)2

(1− r)sdr

¹
∞∑

k=0

2−k(1+s)


 ∑

nj∈Ik

nj|aj|



2

¹
∞∑

k=0

2k(1−s)


 ∑

nj∈Ik

|aj|



2

.

Luego, como f ∈ HG, existe una constante c > 1 tal que el número de

coeficientes de Taylor aj (de f) cuando nj ∈ Ik es a lo sumo 1 más que la parte
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entera [logc 2] de logc 2. Esto implica que

{Fs(f, w)}2 ¹
∞∑

k=0

2k(1−s)
∑

nj∈Ik

|aj|2

y aśı f ∈ Qs.

Por otro lado, si f ∈ Qs entonces f ∈ Ds, y por lo tanto,

‖f‖Qs ≥
∫ 1

0




∫

T

∣∣∣∣∣
∞∑

k=0

nkak(rζ)nk

∣∣∣∣∣

2

|dζ|

 (1− r2)srdr

º
∞∑

k=0

n1−s
k |ak|2

º
∞∑

k=0

∑
nj∈Ik

n1−s
j |aj|2

º
∞∑

k=0

2k(1−s)
∑

nj∈Ik

|aj|2,

y aśı, (2.25) se cumple.

Ahora se demuestra (ii). Sea f ∈ B. Entonces para cualquier r ∈ (0, 1), se

tiene

nk|ak| = 1

2π

∣∣∣∣
∫

T
f ′(rζ)(rζ)1−nk |dζ|

∣∣∣∣ ¹
‖f‖B

nk(1− r)nk−1
.

Luego, seleccionando r = 1 − n−1
k , se tiene de la expresión anterior que |ak| ¹ 1

para todo k ∈ N, lo cual implica (2.26).

Rećıprocamente, supóngase que supk∈N |ak| < ∞ y sea

K = Kn = máx{k : nk ≤ n},

entonces como f ∈ HG, existe una constante c > 1 tal que,

1

n

∑
nj≤n

nj =
nK

n

K−1∑
n=0

nK−n

nK

≤ c

c− 1
,
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por tal motivo, se puede escribir

|zf ′(z)|
1− |z| ¹

( ∞∑

k=0

|z|k
)( ∞∑

j=0

nj|z|nj

)
¹

∞∑
n=1


∑

nj≤n

nj


 |z|n ¹ |z|

(1− |z|)2

de donde se sigue que f ∈ B. ¥

Ahora se analiza cuándo una serie de Hadamard pertenece a los espacios α-

Bloch. El siguiente resultado, generaliza la parte (ii) del teorema anterior.

Teorema 2.5.2. Sea α ∈ (0,∞) y f(z) =
∑∞

j=1 ajz
nj perteneciente a HG. En-

tonces f ∈ Bα si y sólo si

sup
j∈N

|aj|n1−α
j < ∞. (2.27)

Demostración. Se puede observar, de la demostración de la segunda parte del

Teorema 2.5.1, que si f ∈ Bα ∩HG, entonces la expresión (2.27) se cumple. Aśı

que basta demostrar el rećıproco.

Con este fin, se supone que supk∈N |ak|n1−α
k < ∞, y, como antes, sea

K = K(n) = máx{k : nk ≤ n},

entonces se tiene

1

nα

∑
nj≤n

nα
j =

(nK

n

)α
K−1∑
j=0

(
nK−j

nK

)α

¹ 1.

Por lo tanto

|zf ′(z)|
1− |z| ¹

( ∞∑

k=0

|z|k
)( ∞∑

j=0

nα
j |z|nj

)

¹
∞∑

n=1


∑

nj≤n

nα
j


 |z|n ¹ |z|

(1− |z|)1+α

de donde se obtiene que f ∈ Bα ¥
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CAPÍTULO 3

OPERADOR DE COMPOSICIÓN Y CLASES HIPERBÓLICAS

En este caṕıtulo se describen los operadores de composición continuos ac-

tuando sobre los espacios que se han definidos en el caṕıtulo anterior. Más preci-

samente, se estudian en detalles los resultados que se presentan en el art́ıculo de

X. Li, F. Pérez-Gonzalez y J. Rättyä (2006); aśı como los preliminares necesarios

para establecer sus demostraciones. En primer lugar, en la primera sección del

presente caṕıtulo, se estudia la definición y algunas propiedades del operador de

composición actuando sobre los espacios de funciones anaĺıticas. En la segunda

sección, se caracterizan aquellos operadores de composición que aplican continua-

mente el espacio de Bloch en algún espacio Qs. Este resultado será extendido en

la cuarta sección, es decir, se darán caracterizaciones de continuidad del operador

de composición cuando actúa entre los espacios de α-Bloch, Dirichlet y Qs con

s > 0, en términos de la continuidad de estos operadores cuando actúa sobre sus

respectivas clases hiperbólicas, que se definen e la tercera sección.

3.1 Operador de composición sobre el espacio de funciones anaĺıticas

Dada cualquier función anaĺıtica ϕ que aplica el disco unitario D en śı mismo,

el operador de composición inducido por ϕ, actuando sobre el espacio de las

funciones anaĺıticas sobre D, denotado por Cϕ, es la función Cϕ : H(D) → H(D)

definida por

Cϕf = f ◦ ϕ,

donde f ∈ H(D). Claramente, para f, g ∈ H(D) y λ ∈ C se cumple

Cϕ (λf + g) = λCϕf + Cϕg
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y por tal motivo, el operador de composición es una transformación lineal sobre

H(D). Dos referencias obligatorias para el estudio del operador de composición

en espacios de funciones anaĺıticas son los textos de Cowen y Maccluer (2000) y

Shapiro (1993).

Se observa que si ϕ : D→ D es constante, es decir, si para a ∈ D fijo, ϕ(z) = a

para todo z ∈ D, entonces

Cϕf(z) = f (ϕ(z)) = f(a)

para todo z ∈ D y aśı, en este caso, el operador de composición coincide con el

funcional evaluación en el punto a ∈ D, actuando sobre el espacio de las funciones

anaĺıticas H(D). Mientras, que si la función ϕ : D→ D es anaĺıtica y no es cons-

tante, entonces, el operador de composición Cϕ es una transformación inyectiva.

En efecto, sea ϕ : D → D anaĺıtica y no constante, entonces, por el Teorema

1.3.7, el rango de esta función ϕ(D) es una región, es decir, un conjunto abierto

y conexo. De manera entonces que si f ∈ Ker(Cϕ), el núcleo del operador Cϕ,

se debe tener que Cϕ(f(z)) = 0 para todo z ∈ D. Esto significa que f(ϕ(z)) = 0

para todo z ∈ D, o equivalentemente que f(w) = 0 para todo w ∈ ϕ(D). Aśı, la

función anaĺıtica f se anula en un conjunto G = ϕ(D) ⊆ D que es abierto y no

vaćıo, luego, este conjunto G debe contener al menos un punto de acumulación

(de hecho, tiene infinito), entonces se puede invocar el Principio de Identidad de

Weierstrass (ver Teorema 1.3.8) para concluir que f es la función nula sobre

D. Esto dice que Ker(Cϕ) = {0} y por tanto el operador de composición Cϕ es

inyectivo, en virtud del Teorema 1.1.1.

Formalmente, se ha establecido el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Sea ϕ : D→ D una función anaĺıtica y no constante, entonces

Cϕ, el operador de composición inducido por ϕ, actuando sobre el espacio de las

funciones anaĺıticas H(D) es inyectivo.

59



Con la finalidad de establecer otras propiedades del operador de composición,

como por ejemplo, la continuidad, es necesario restringir el dominio de Cϕ sobre

ciertos subespacios de H(D) que sean normados. Es por esto, que en este caṕıtulo

se dan caracterizaciones de operadores de composición continuos actuando sobre

los espacios Bα, Ds y Qs definidos en el caṕıtulo anterior.

3.2 Operador de composición continuo entre los espacios de Bloch y

Qs

El objetivo de esta sección es caracterizar aquellos operadores de composición

que aplican continuamente el espacio de Bloch sobre algún espacio Qs, con s >

0. El siguiente resultado será de gran importancia para demostrar el teorema

principal de esta sección (véase el Teorema 3.2.2).

Teorema 3.2.1. Sea α ∈ (0,∞). Entonces existen dos funciones f1, f2 ∈ H(D)

tal que

|f ′1(z)|+ |f ′2(z)| ' (1− |z|2)−α (3.1)

para todo z ∈ D.

Demostración. Se considera para α ∈ (0, 1) y q ∈ N (el cual será un número

suficientemente grande que se seleccionará después), la función anaĺıtica

fα(z) =
∞∑

j=0

qj(α−1)zqj

, z ∈ D.

Entonces, como una consecuencia del Lema 2.5.2 con aj = qj(α−1) y nj = qj se

obtiene que

(1− |z|2)|f ′α(z)| ¹ 1

para todo z ∈ D.

Se afirma que para q ∈ N lo suficientemente grande, cualquier k ∈ N y

1− q−k ≤ |z| ≤ 1− q−(k+1/2)

60



se verifica la siguiente relación

(1− |z|2)α|f ′α(z)| º 1. (3.2)

En efecto, en primer lugar, se observa que, debido a la desigualdad triangular,

para cualquier z ∈ D, se cumple

|f ′α(z)| ≥ T1 − T2 − T3, (3.3)

donde

T1 = qkα|z|qk

,

T2 =
k−1∑
j=0

qjα|z|qj

,

y

T3 =
∞∑

j=k+1

qjα|z|qj

.

El objetivo será acotar de manera adecuada las expresiones para T1, T2 y T3.

Para esto, se fija un punto z ∈ D tal que 1− q−k ≤ |z| ≤ 1− q−(k+1/2), donde

k ∈ N y sea x = |z|qk
. Entonces se obtiene la desigualdad

(1− q−k)qk ≤ x ≤
[
(1− q−(k+1/2))qk+1/2

]q−1/2

;

y por tal motivo, para q lo suficientemente grande, y para cualquier k ∈ N se

cumple

1

3
≤ x ≤

(
1

2

)−1/2

(3.4)

lo cual claramente implica que

T1 ≥ 1

3
qkα.

La suma en T2 se puede acotar usando la fórmula para la suma de una pro-

gresión geométrica; es decir,

T2 ≤
k−1∑
j=0

qjα ≤ qkα

qα − 1
.
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Ahora, se acota la expresión en T3. Es de notar, que como |z| < 1, entonces

para n ≥ k + 1 se cumple

|z|qn(q−1) ≤ |z|qk+1(q−1).

Además, se puede observar que en la expresión para T3 el cociente de dos términos

consecutivos no es mayor que el cociente entre los primeros dos términos, es decir,

para j ≥ k + 1 se cumple

q(j+1)α|z|q(j+1)

qjα|z|qj = qα|z|qj(q−1)

≤ qα|z|q(k+1)(q−1)

=
q(k+2)α|z|q(k+2)

q(k+1)α|z|q(k+1)
;

por tal motivo, se tiene que la serie T3 está dominada por la serie geométrica que

tiene los mismos primeros dos términos. Aśı, se puede escribir

T3 ≤ q(k+1)α|z|qk+1
∞∑

j=0

(
qα|z|(qk+2−qk+1)

)j

=
q(k+1)α|z|qk+1

1− qα|z|(qk+2−qk+1)

=
qkαqαxq

1− qαx(q2−q)

≤ qkαqα2−q1/2

1− qα2−(q3/2−q1/2)

donde se han usado las acotaciones en (3.4).

Sustituyendo las acotaciones precedentes para T1,T2 y T3 en (3.3) se obtiene

|f ′α(z)| ≥ qkα

4
=

(qα)k+1/2

4qα/2
≥ 1

4qα/2(1− |z|)α
,

de donde se concluye lo afirmado en (3.2).
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De una manera completamente similar se puede demostrar que si q es un

número natural suficientemente grande, por ejemplo q = m2 donde m es un

número natural grande, y si

gα(z) =
∞∑

j=0

q(j+1/2)(α−1)zqj

, z ∈ D,

entonces

(1− |z|2)α|g′α(z)| ¹ 1

para todo z ∈ D (debido al Lema 2.5.2) y que si 1− q−(k+1/2) ≤ |z| ≤ 1− q−(k+1)

con k ∈ N, entonces

(1− |z|2)α|g′α(z)| º 1. (3.5)

Luego, de (3.2) y (3.5) se obtiene (3.1) a menos que ocurra que f ′α y g′α compartan

un cero en {z ∈ D : |z| < 1− q−1}, en este caso, se reemplaza gα con gα(ζz) para

un valor apropiado de ζ ∈ T. ¥

Ahora se puede enunciar y demostrar el resultado principal de esta sección.

Teorema 3.2.2. Sean 0 < α < ∞, 0 ≤ s < ∞ y ϕ ∈ B(D). Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Cϕ : Bα → Qs es acotado;

(2) Cϕ : Bα,0 → Qs es acotado;

(3) sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z) < ∞;

(4) sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α

(
1− |ϕa(z)|2)s

dA(z) < ∞.

Demostración. Para establecer este resultado, se sigue la siguiente secuencia

(1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) ⇒ (1)
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La primera implicación es evidente, pues al considerar Cϕ : Bα → Qs acotado,

por definición existe K > 0 tal que

‖Cϕ(f)‖Qs ≤ K‖f‖Bα (3.6)

para toda f ∈ Bα, en particular (3.6) se cumple para toda f ∈ Bα,0 pues Bα,0 ⊂
Bα, en virtud del Teorema 2.2.1, de donde se concluye que Cϕ : Bα,0 → Qs es

acotado. Esto finaliza la demostración de la implicación (1) ⇒ (2).

Siguiendo la secuencia de la demostración, considere que Cϕ : Bα,0 → Qs es

acotado, se quiere establecer (3), con tal fin, sea fw con w ∈ D fijo, la antiderivada

de la función 1
(1−wz)α con z ∈ D y tal que fw(0) = 0. Es decir,

f ′w(z) =
1

(1− wz)α

esta función satisface que

(1− |z|2)α|f ′w(z)| = 1− |z|2
|1− wz|α ≤

(1− |z|2)α

(1− |w|)α

y es claro que (1−|z|2)α

(1−|w|)α → 0 cuando |z| → 1− pues w ∈ D es fijo, por lo tanto,

fw ∈ Bα,0 entonces por hipótesis, existe una constante C > 0 tal que

sup
a∈D

∫

D
|f ′w(ϕ(z))|2gs(z, a)dA(z) ≤ C‖fw‖B

lo que es equivalente a escribir

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
|1− wϕ(z)|2α

gs(z, a)dA(z) ≤ C‖fw‖B. (3.7)

Por otro lado, se tiene que

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α

gs(z, a)dA(z)

≤ sup
a∈D

∫

D
|ϕ′(z)|2gs(z, a)

(
sup

w∈ϕ(D)

1

|1− wϕ(z)|2α

)
dA(z) (3.8)
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para z ∈ D fijo. Ahora bien, por definición de supremo, dado ε > 0 existe

w0 ∈ ϕ(D) (que puede depender de ε, ϕ y z) tal que

sup
w∈ϕ(D)

1

|1− wϕ(z)|2α
≤ 1

|1− w0ϕ(z)|2α
+ ε

Aśı, de esta última expresión en (3.8) se tiene

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α

gs(z, a)dA(z) ≤ ε sup
a∈D

∫

D
|ϕ′(z)|2gs(z, a)dA(z)

+ sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
|1− w0ϕ(z)|2α

gs(z, a)dA(z)

pero, por hipótesis Cϕ : Bα,0 → Qs es acotado y la función identidad en D

está en Bα,0, por lo tanto el primer sumando del miembro derecho de la última

desigualdad es finito, de esto con w0 = ϕ(z) y de (3.7) se sigue que existe C1 > 0

tal que

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α

gs(z, a)dA(z) ≤ εC1 + C‖fw0‖Bα,0

= εC1 + C sup
z∈D

(1− |z|2)α

|1− w0z|α

≤ εC1 + C sup
z∈D

(1− |z|)α(1 + |z|)α

(1− |z|)α

≤ εC1 + C2α < ∞

lo que concluye la demostración de la implicación (2) ⇒ (3).

Ahora, se quiere demostrar (4) teniendo como hipótesis (3). Al suponer (3)

cierto, se tiene que existe una constante M tal que

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z) ≤ M < ∞. (3.9)
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Por otro lado, al multiplicar la expresión (2.17) por |ϕ′(z)|2
(1−|ϕ(z)|2)2α ≥ 0 e integrar

sobre D se tiene que

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α

(
1− |ϕa(z)|2)s

dA(z) ≤
∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α 2sgs(z, a)dA(z)

= 2s

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z)

para todo a ∈ D. Luego, de tomar supremo en ambos lados de la última des-

igualdad y de (3.9) se sigue que,

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2(
1− |ϕ(z)|2)2α

(
1− |ϕa(z)|2)s

dA(z) ≤ 2sM < ∞

es decir, se cumple (4).

Para finalizar, se demuestra la implicación (4) ⇒ (1). Si (4) es cierto, entonces

para establecer que existe K > 0 tal que,

|f(ϕ(0))|+ ‖f ◦ ϕ‖Qs = |||Cϕ(f)|||Qs ≤ K‖f‖Bα = K{|f(0)|+ ‖f‖α}

para toda f ∈ Bα. Es suficiente probar que

‖f ◦ ϕ‖Qs ≤ K‖f‖α (3.10)

para alguna constante K > 0.

En efecto, de las definiciones de las seminormas para los espacios Qs y Bα, se
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tiene

‖f ◦ ϕ‖2
Qs

≤ sup
a∈D

∫

D
|f ′(ϕ(z))|2|ϕ′(z)|2 (

1− |ϕa(z)|2)s
dA(z)

= sup
a∈D

∫

D

(|f ′(ϕ(z))|(1− |ϕ(z)|2)α
)2 |ϕ′(z)|2 (

1− |ϕa(z)|2)s

(1− |ϕ(z)|2)2α
dA(z)

≤ sup
a∈D

∫

D

(
sup

ϕ(z)∈D
|f ′(ϕ(z))|(1− |ϕ(z)|2)α

)2 |ϕ′(z)|2 (
1− |ϕa(z)|2)s

(1− |ϕ(z)|2)2α
dA(z)

≤ sup
a∈D

∫

D

(
sup
η∈D

|f ′(η)|(1− |η|2)α

)2 |ϕ′(z)|2 (
1− |ϕa(z)|2)s

(1− |ϕ(z)|2)2α
dA(z)

= ‖f‖2
α sup

a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2 (
1− |ϕa(z)|2)s

(1− |ϕ(z)|2)2α
dA(z),

donde, en la primera igualdad se ha multiplicado y dividido por la expresión

(1− |ϕ(z)|2)2α. Luego al tomar ráız y de la hipótesis se concluye (3.10) con

K =

(
sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α

(
1− |ϕa(z)|2)s

dA(z)

)1/2

< ∞.

Esto finaliza la demostración del teorema. ¥

3.3 Clases hiperbólicas

Se denota por B(D) al conjunto de todas las funciones anaĺıticas h ∈ H(D)

que satisfacen |h(z)| < 1 para todo z ∈ D, es decir,

B(D) = {h ∈ H(D) : ‖h‖∞ < 1} ,

donde

‖h‖∞ = sup {|h(z)| : z ∈ D} .

Es de notar que B(D) no tiene estructura de espacio vectorial, pues basta tomar

f(z) = g(z) = 1
2

para todo z ∈ D, y es claro que f + g ≡ 1 no está en B(D).
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La clase hiperbólica X∗ de un espacio de funciones anaĺıticas X, definido a

través de ciertas expresiones que involucran la primera derivada de estas funciones

anaĺıticas, nace al sustituir la derivada ordinaria, en la expresión que define el

espacio, por la llamada derivada hiperbólica, la cual se define y denota por

h∗(z) =
|h′(z)|

1− |h(z)|2 , (3.11)

donde h ∈ B(D). Es de notar que, la clase hiperbólica correspondiente a cada

espacio no es un espacio vectorial pues, B(D) no lo es. Entre las propiedades más

importantes de la derivada hiperbólica, se puede mencionar la siguiente.

Teorema 3.3.1. Para h ∈ B(D), la derivada hiperbólica (h∗)2 es una función

subarmónica sobre D.

Demostración. Sea h ∈ B(D), entonces basta con verificar la subarmonicidad

de h∗, pues, por el Teorema 1.5.4; al considerar la función convexa f(x) = x2 se

tiene el resultado deseado, a saber, f ◦ h∗ = (h∗)2 es subarmónica.

Para demostrar que h∗ es subarmónica, se considera el criterio de subarmoni-

cidad establecido en el Teorema 1.5.2, es decir, es suficiente probar que

∆h∗ = 4∂∂h∗ ≥ 0.

Con tal fin; en primer lugar se tiene de la expresión (3.11) y de las reglas de

derivación que

∂

∂z
{h∗(z)} =

∂
∂z
{|h′(z)|} (1− |h(z)|2)− |h′(z)| ∂

∂z
{1− |h(z)|2}

(1− |h(z)|2)2

derivando esta expresión ahora con respecto a z se tiene que,
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(
1− |h(z)|2)4 ∂

∂z

∂

∂z
{h∗(z)}

=

(
1

4
∆{|h′(z)|} (

1− |h(z)|2) +
∂

∂z
{|h′(z)|} ∂

∂z
{1− |h(z)|2}

− ∂

∂z
{|h′(z)|} ∂

∂z
{1− |h(z)|2} − |h′(z)|1

4
∆{1− |h(z)|2}

) (
1− |h(z)|2)2

−2
(
1− |h(z)|2) ∂

∂z
{1− |h(z)|2}

(
∂

∂z
{|h′(z)|} (

1− |h(z)|2)

−|h′(z)| ∂

∂z
{1− |h(z)|2}

)

Luego, desarrollando las derivadas y simplificando utilizando las identidades

∂

∂z
|f(z)| = f(z)

2|f(z)|f
′(z) y

∂

∂z
|f(z)| = f(z)

2|f(z)|f
′(z)

se puede escribir

|h′(z)| (1− |h(z)|2)3
∆{h∗(z)}

=
(
1− |h(z)|2)

(
|h′′(z)|2 (

1− |h(z)|2)− 2h(z)(h′(z))2h′′(z)

+2h(z)(h′(z))2h′′(z) + 4|h′(z)|4
)

+ 2h(z)h′(z)

(
h′(z)h′′(z)

(
1− |h(z)|2)

+4h(z)h′(z)|h′(z)|2
)

= |h′′(z)|2 (
1− |h(z)|2)2

+ 4Re{h(z)(h′(z))2h′′(z)} (
1− |h(z)|2) + 4|h′(z)|4

+4|h(z)|2|h′(z)|4

≥
(
|h′′(z)|2 + 4Re{h(z)(h′(z))2h′′(z)}+ 4|h′(z)|4

+4|h(z)|2|h′(z)|4
) (

1− |h(z)|2)2

Ahora, para concluir, se afirma que

|h′′(z)|2 + 4Re{h(z)(h′(z))2h′′(z)}+ 4|h′(z)|4 + 4|h(z)|2|h′(z)|4 ≥ 0

o equivalentemente;

|h′′(z)|2 + 4|h′(z)|4 + 4|h(z)|2|h′(z)|4 ≥ −4Re{h(z)(h′(z))2h′′(z)} (3.12)
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En efecto; como

(|h′′(z)| − 2|h(z)||h′(z)|2)2

+ 4|h′(z)|4 ≥ 0

la afirmación se sigue al desarrollar esta última expresión y de la relación

∣∣∣4Re{h(z)(h′(z))2h′′(z)}
∣∣∣ ≤ 4|h(z)||h′(z)|2|h′′(z)|

de donde se concluye que ∆h∗(z) ≥ 0 para todo z ∈ D y aśı, el Teorema 1.5.2

permite establecer que h∗ es subarmónica. ¥

Una consecuencia inmediata de la definición de funciones subarmónica y del

resultado anterior es el siguiente.

Corolario 3.3.1. Sea p ≥ 1 y h ∈ B(D), entonces la función (h∗)p satisface la

relación

(h∗(a))p ≤ 1

A(D(a,R))

∫

D(a,R)

(h∗(z))p dA(z)

Ahora se procede a definir las clases hiperbólicas correspondientes a los espa-

cios estudiados en el caṕıtulo II y a enumerar algunas de sus propiedades.

Definición 3.3.1. Para α > 0 las clases hiperbólicas correspondiente a los espa-

cios α−Bloch, se denota por B∗α y está dado por el conjunto de aquellas funciones

h ∈ B(D) para la cual

‖h‖B∗α = sup
z∈D
{(1− |z|2)α

h∗(z)} < ∞. (3.13)

Si α = 1 entonces se tiene la clase hiperbólica del clásico espacio de Bloch y se

denotará por B∗. Similarmente, la clase hiperbólica correspondiente al pequeño

α−Bloch, se denota por B∗α,0 y está constituido por las funciones h ∈ B(D) tales

que

ĺım
|z|→1−

(
1− |z|2)α

h∗(z) = 0. (3.14)

Si α = 1 entonces el pequeño espacio de Bloch hiperbólico se denotará por B∗0.
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En primer lugar, se demostrará, como una consecuencia del Lema de Schwarz-

Pick, que para α > 1, la clase de Bloch hiperbólica B∗α coincide con el conjunto

B(D).

Teorema 3.3.2. Si α > 1, entonces B∗α = B(D).

Demostración. En efecto, por definición de la clase de α-Bloch hiperbólica,

es claro que B∗α ⊂ B(D). Ahora, si se considera una función h ∈ B(D) y α > 1,

entonces del Lema de Schwarz-Pick (Teorema 1.3.6), se sigue que

∣∣∣∣
h(z)− h(w)

z − w

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣
1− h(w)h(z)

1− wz

∣∣∣∣∣

para todo z, w ∈ D. Luego, al tomar el ĺımite cuando w → z, se tiene

|h′(z)| ≤ 1− |h(z)|2
1− |z|2

para todo z ∈ D, o, equivalentemente,

|h′(z)|
1− |h(z)|2 ≤

1

1− |z|2

para todo z ∈ D. Aśı, de la definición de derivada hiperbólica y al multiplicar

esta última expresión por (1− |z|2)α > 0 se obtiene

h∗(z)(1− |z|2)α ≤ (1− |z|2)α−1;

pero (1 − |z|2)α−1 < 1 pues α − 1 > 0. Por tanto, al tomar supremo sobre los

z ∈ D se encuentra que,

‖h‖B∗α < 1,

es decir, h ∈ B∗α, y de donde se concluye que B(D) ⊂ B∗α. Esto culmina la

demostración de este resultado. ¥

En virtud del resultado anterior, la clase hiperbólica del espacio α − Bloch

será considerada sólo cuando 0 < α < 1. También, se requiere el siguiente aserto.
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Teorema 3.3.3. Para α ∈ (0, 1), se cumple que B∗α,0 ⊂ B∗α.

Demostración. En efecto, sea h ∈ B∗α,0, usando un procedimiento similar a la

primera parte de la demostración del Teorema 2.2.1, se tiene que si

g(z) = (1− |z|2)α(h∗(z)) =
(1− |z|2)α|h′(z)|

1− |h(z)|2 ,

entonces g es continua en D pues, |h(z)| < 1 para todo z ∈ D. Luego, como

ĺım|z|→1−(1− |z|2)α|h∗(z)| = 0, dado ε > 0, se puede encontrar r0 ∈ (0, 1) tal que

g(z) < ε siempre que r0 < |z| < 1; mientras que si |z| ≤ r0 , entonces la función

g es continua sobre el compacto Dr0 = {z ∈ D : |z| ≤ r0}, luego existe M > 0 tal

que g(z) ≤ M , para todo z ∈ Dr0 . Aśı, se tiene que

(1− |z|2)α|h∗(z)| ≤ máx{ε,M} = M̃

para todo z ∈ D; es decir, se obtiene que h ∈ B∗α. ¥

Otras clases hiperbólicas que se estarán usando en este caṕıtulo son las si-

guientes:

1. La clase Dirichlet hiperbólica. Para s > −1, la clase hiperbólica del

espacio de Dirichlet Ds, se denota por D∗
s y se define como el conjunto de

las funciones h ∈ B(D) que satisfacen

‖h‖D∗s =

(∫

D
(h∗(z))2

(
log

1

|z|
)s

dA(z)

)1/2

< ∞.

Del Lema de Schwarz-Pick también se deduce que para s > 1, D∗
s = B(D).

Por lo tanto, la clase hiperbólica de este espacio es considerada sólo cuando

−1 < s ≤ 1.

2. La clase Qs hiperbólica. Para 0 ≤ s < ∞, la clase hiperbólica del espacio

Qs, se define como el conjunto de las funciones h ∈ B(D) que satisfacen

‖h‖Qs :=

(
sup
a∈D

∫

D
(h∗(z))2 gs(z, a)dA(z)

)1/2

< ∞.
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Como consecuencia, también de Lema de Schwarz-Pick se tiene que para

s > 1 la clase Q∗
s coincide con B(D). Por lo tanto, como en los casos

anteriores, la clase hiperbólica de este espacio es considerada sólo cuando

0 < s ≤ 1.

La misma relación de contención entre los espacios que aqúı se analizan, ge-

neralmente se da entre las respectivas clases hiperbólicas, pero sólo se abordará

aquellas contenciones de interés, por tal motivo se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.3.4. Para 0 ≤ s < ∞ y ϕ ∈ B(D) se cumple que Q∗
s ⊆ B∗. Más aún,

existe una constante C(s) > 0 que depende solo de s tal que ‖h‖B∗ ≤ C(s)‖h‖∗Qs

Demostración. Sea h ∈ Q∗
s y z ∈ D fijo. Como (h∗)2 es subarmónica en D

(véase el Teorema 3.3.1), por definición se tiene que,

(h∗(z))2 ≤ 1

2π

∫ 2π

0

(h∗(z + reiθ))2dθ

y esto se cumple para todo r > 0 tal que D(z, r) ⊆ D. Luego, al multiplicar por

r e integrar con respecto a r desde r = 0 hasta r = 1−|z|
2

, resulta

∫ 1−|z|
2

0

(h∗(z))2rdr ≤ 1

2π

∫ 1−|z|
2

0

∫ 2π

0

(h∗(z + reiθ))2rdθdr

=
1

2

∫

D(z,
1−|z|

2 )
(h∗(w))2dA(w)

Pero, como (1 − |z|2)2 ≤ 4(1 − |z|)2; entonces al desarrollar la integral del lado

izquierdo queda

∫ 1−|z|
2

0

(h∗(z))2rdr =
1

8
(h∗(z))2(1− |z|)2 ≥ 1

32
(h∗(z))2(1− |z|2)2

por lo tanto, se tiene la relación

(h∗(z))2(1− |z|2)2 ≤ 16

∫

D(z,
1−|z|

2 )
(h∗(w))2dA(w) (3.15)
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Ahora, si w ∈ D
(
z, 1−|z|

2

)
entonces |w − z| < 1−|z|

2
; aśı, por la desigualdad

triangular se tiene

|ϕz(w)| =
∣∣∣∣

w − z

1− zw

∣∣∣∣ ≤
|w − z|
1− |z| <

1

2

de donde,
(
1− |ϕz(w)|2)s

>

(
3

4

)s

con s > 0. Luego, multiplicando esta última expresión por 16(h∗(w))2 > 0 e

integrando sobre el disco D
(
z, 1−|z|

2

)
junto con (3.15) se tiene

16

∫

D(z,
1−|z|

2 )
(h∗(w))2

(
1− |ϕz(w)|2)s

dA(w) ≥ 16

(
3

4

)s ∫

D(z,
1−|z|

2 )
(h∗(w))2dA(w)

≥
(

3

4

)s

(h∗(z))2(1− |z|2)2

de donde, al acomodar algunos términos, y tomar ráız, se obtiene

(h∗(z))(1− |z|2) ≤
(

4s+2

3s

∫

D(z,
1−|z|

2 )
(h∗(w))2

(
1− |ϕz(w)|2)s

dA(w)

)1/2

y luego al tomar supremo sobre los z ∈ D se establece que

‖h‖B∗ ≤ K‖h‖Q∗s (3.16)

con K = 4
s+2
2

3
s
2

> 0. Pero, por hipótesis ‖h‖Q∗s < ∞ en consecuencia, ‖h‖B∗ < ∞
de donde se concluye que Q∗

s ⊆ B∗. Esto culmina la demostración del teorema.

¥

Cuando se estudian operadores lineales intuitivamente se sabe que existen

espacios vectoriales entre las cuales éste actúa, pero en vista de que la clase

hiperbólica no tiene estructura de espacio vectorial, es necesario introducir la

siguiente definición.

Definición 3.3.2. Sean X∗ y Y ∗ las clases hiperbólicas correspondientes a los

espacios normados (X, ‖ · ‖X) y (Y, ‖ · ‖Y ) respectivamente. Un operador de
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composición Cϕ : (X∗, ‖ · ‖X∗) → (Y ∗, ‖ · ‖Y ∗) se dice acotado si existe una

constante positiva C tal que

‖Cϕ(h)‖Y ∗ ≤ C‖h‖X∗

para todo h ∈ X∗.

Del estudio del operador de composición entre clases hiperbólicas se obtie-

nen resultados importantes de este operador cuando actúa entre los respectivos

espacios vectoriales. Tal como se establece en las siguientes secciones.

3.4 Operador de composición continuo y clases hiperbólicas

En esta sección se estudian varias caracterizaciones del operador de compo-

sición acotado cuando actúa sobre los espacios de α-Bloch, Dirichlet y Qs con

s > 0, en términos de la continuidad de estos operadores cuando actúa sobre sus

respectivas clases hiperbólicas. Para una mejor lectura de estos resultados, se

ha colocado cada caracterización junto con los lemas previos requeridos en una

subsección.

3.4.1 Operador de composición continuo entre clases de Bloch y Q∗
s

En esta subsección se caracteriza los operadores de composición que aplican

continuamente el espacio de Bloch sobre algún espacio Q∗
s, donde el parámetro

s ∈ [0, 1]. La caracterización que se presenta en esta subsección será dada

en términos de la continuidad de este operador sobre sus respectivas clases hi-

perbólicas.

Teorema 3.4.1. Sea 0 < α ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1 y ϕ ∈ B(D). Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) Cϕ : Bα → Qs es acotado;
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(2) Cϕ : B∗α → Q∗
s es acotado;

(3) Cϕ : B∗α,0 → Q∗
s es acotado;

Demostración. Para demostrar este resultado, se procede de la siguiente ma-

nera.

(1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (1).

[(1) ⇒ (2)] Considere que Cϕ : Bα → Qs es un operador acotado, es decir, que

el inciso (1) es cierto y sea h ∈ B∗
α, entonces por la definición de la derivada

hiperbólica se puede escribir
∫

D
((h ◦ ϕ)∗ (z))

2
gs(z, a)dA(z) =

∫

D

|h′ (ϕ(z)) |2|ϕ′(z)|2
(1− |h (ϕ(z)) |2)2 gs(z, a)dA(z),

luego, al multiplicar y dividir el integrando del miembro derecho por (1− |ϕ(z)|2)2α

y como ϕ(D) ⊆ D se tiene que
∫

D
((h ◦ ϕ)∗ (z))

2
gs(z, a)dA(z)

=

∫

D

|h′ (ϕ(z)) |2 (1− |ϕ(z)|2)2α

(1− |h (ϕ(z)) |2)2

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z)

≤ ‖h‖2
B∗α

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z)

para todo a ∈ D. Aplicando el Teorema 3.2.2, se puede encontrar una constante

K > 0 tal que
∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2α gs(z, a)dA(z) ≤ K,

de donde se obtiene que
∫

D
((h ◦ ϕ)∗ (z))

2
gs(z, a)dA(z) ≤ K‖h‖2

B∗α .

Por tanto, al tomar ráız cuadrada en ambos lados de la desigualdad y usando la

definición de supremo sobre los a en D, se tiene la expresión

‖Cϕ(h)‖Q∗s ≤ K‖h‖B∗α ,
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lo cual demuestra (2).

[(2) ⇒ (3)] Considere ahora que Cϕ : B∗α → Q∗
s es un operador acotado. Esto

significa que existe una constante K > 0 tal que

‖Cϕ(h)‖Q∗s ≤ K‖h‖B∗α (3.17)

para toda función h ∈ B∗α; pero, por el Teorema 3.3.3, se tiene que B∗α,0 es un

subconjunto de B∗α. En particular, la expresión (3.17) se cumple para toda función

h ∈ B∗α,0 lo que es equivalente a decir que el operador Cϕ : B∗α,0 → Q∗
s es acotado

y la implicación (2) ⇒ (3) está demostrada.

[(3) ⇒ (1)] Suponga ahora que el operador Cϕ : B∗α,0 → Q∗
s es acotado. Se estudia

por separados los casos α = 1 y α ∈ (0, 1). Considere primero que α = 1. Para

b ∈ D, se tiene la función

hb(z) = bz,

donde z ∈ D. Entonces, es claro que

|hb(z)| = |bz| < 1

para todo z, b ∈ D, lo cual significa que hb ∈ B(D) para cualquier b ∈ D. Además,

por la definición de la derivada hiperbólica, se tiene

h∗b(z) =
|h′b(z)|

1− |hb(z)|2 = |b| (1− |bz|2)−1
,

de donde se obtiene que

ĺım
|z|→1−

h∗b(z)
(
1− |z|2) = 0,

para todo b ∈ D fijo. Por lo tanto, hb ∈ B∗α,0 = B∗0. Aśı, por la hipótesis, existe
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una constante C > 0 tal que

‖hb ◦ ϕ‖2
Q∗s = sup

a∈D

∫

D
((hb ◦ ϕ)∗ (z))

2
gs(z, a)dA(z)

= sup
a∈D

∫

D

|b|2|ϕ′(z)|2
(1− |bϕ(z)|2)2 gs(z, a)dA(z)

≤ C‖hb‖2
B∗0
≤ C|b|2.

para todo b ∈ D. Luego, al tomar ĺımite cuando |b| → 1−, y usando el Lema de

Fatou, (Lema 1.2.1) se obtiene

sup
a∈D

∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2 gs(z, a)dA(z) ≤ C < ∞. (3.18)

Esta última expresión y el Teorema 3.2.2 implican que el operador Cϕ : B → Qs

es acotado. La implicación (3) ⇒ (1) está probado para el caso α = 1.

Considere ahora el caso α ∈ (0, 1). Se está suponiendo que el operador

Cϕ : B∗α,0 → Q∗
s está acotado. Esto significa que existe una constante M > 0 tal

que

sup
a∈D

∫

D

|f ′ (ϕ(z))|2 |ϕ′(z)|2(
1− |f (ϕ(z))|2)2 gs(z, a)dA(z) ≤ M sup

z∈D

(
1− |z|2)α |f ′(z)|

1− |f(z)|2 (3.19)

para toda función f ∈ B∗α,0. La idea es considerar una sucesión de funciones

{fn} ⊂ B∗α,0 de tal manera que al sustituir en (3.19) se obtenga la expresión

(3.18). Con este fin, para n ∈ N, se definen las funciones anaĺıticas gn ∈ H(D)

tales que

gn(z) =
∞∑

k=0

2k(α−1)(bnz)2k

,

donde {bn} ⊂ D y |bn| → 1 cuando n →∞. Entonces, como una aplicación de la

desigualdad triangular, se puede ver que existe una constante C(α) > 0 tal que

|gn(z)| ≤
∞∑

k=0

2k(α−1) = C(α) < ∞
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para todo n ∈ N pues α ∈ (0, 1). En particular, esto implica que gn ∈ Bα,0.

Luego, si se define las funciones hn(z) = 1
2C(α)

gn(z) con z ∈ D, es claro que

|hn(z)| ≤ 1

2

para todo z ∈ D y n ∈ N, y por tanto

h∗n(z) ' |h′n(z)|

para todo z ∈ D y para todo n ∈ N. Aśı, se obtiene que hn ∈ B∗α,0, lo cual junto

con la hipótesis (3.19) dice que existe una constante K > 0, que depende sólo de

α, tal que

sup
a∈D

∫

D

|h′n (ϕ(z))|2 |ϕ′(z)|2(
1− |hn (ϕ(z))|2)2 gs(z, a)dA(z) ≤ K. (3.20)

Por otra parte, se observa que las funciones gn que se han definidos en esta

parte de la demostración coincide con la definición de las funciones fα (con q = 2)

en la demostración del Teorema 3.2.1; y por tal motivo, de la relación (3.2) se

obtiene que

(1− |z|2)α|h′n(z)| º 1,

para |z| cercano a 1 y para n suficientemente grande. Por tanto, combinando

estas informaciones, se tiene que
∫

D

|ϕ′(z)|2
(1− |ϕ(z)|2)2 gs(z, a)dA(z) ≤ ĺım

n→∞

∫

D
|h′n (ϕ(z))|2 |ϕ′(z)|2gs(z, a)dA(z)

≤ C ĺım
n→∞

∫

D

|h′n (ϕ(z))|2 |ϕ′(z)|2(
1− |hn (ϕ(z))|2)2 gs(z, a)dA(z)

≤ CK.

Esto culmina la demostración del Teorema. ¥

3.4.2 Operador de composición continuo entre clases de Bloch y Bα

Ahora se caracterizan los operadores de composición que aplican continua-

mente el espacio de Bloch sobre algún espacio α-Bloch, donde, como ya se ha
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comentado antes, el parámetro α ∈ (0, 1]. La caracterización que se presenta en

esta sección será dada en términos de la continuidad de este operador sobre sus

respectivas clases hiperbólicas; pero antes, se precisa de los siguientes dos lemas.

Lema 3.4.1. Existe β0 ∈ (0, 1) tal que

β|a||1− āz|β−1

1− |1− (1− āz)β |2 w β|a|
|1− āz| .

para todo a, z ∈ D y para todo 0 < β < β0.

Demostración. Sea β ∈ (0, 1) y sea a ∈ D fijos. Se quiere encontrar constantes

positivas K1 y K2 tales que

K1
β|a|

|1− az| ≤
β|a||1− az|β−1

1− |1− (1− az)β|2 ≤ K2
β|a|

|1− az|

o equivalentemente que

K1 ≤ |1− az|β
1− |1− (1− az)β|2 ≤ K2

para todo z ∈ D.

En primer lugar, se observa, de la definición del módulo de un complejo, que

Re(z) ≤ |z| para todo z ∈ C. Este simple hecho, implica que

1− |1− (1− az)β|2 = 1− (
1− (1− az)β

) (
1− (1− az)β

)

= 1− (
1− 2Re(1− az)β + |1− az|2β

)

= 2Re(1− az)β − |1− az|2β

≤ 2|1− az)|β − |1− az|2β

= |1− az)|β (
2− |1− az|β)

pero, también se tiene la relación 2− |1− az|β < 2 de donde se sigue que

1− |1− (1− az)β|2 < 2|1− az|β
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es decir,
|1− az|β

1− |1− (1− az)β|2 ≥ K1

con K1 = 1
2
. Para establecer la otra desigualdad, se debe encontrar una constante

K positiva tal que

2Re(1− az)β − |1− az|2β ≥ K|1− az|β (3.21)

o equivalentemente

2Re(1− az)β ≥ |1− az|2β + K|1− az|β (3.22)

en tal sentido, se considera los siguientes dos casos:

Caso 1. Si |1− az| ≤ 1 entonces |1− az|2β ≤ |1− az|β de donde se sigue que

|1− az|2β + K|1− az|β ≤ (K + 1)|1− az|β (3.23)

para algún K > 0. Ahora bien, haciendo w = (1− az)β; se afirma que

|w| ≤ 2

K + 1
Re(w)

En efecto, pues, dado que w está en el disco D(1, |a|) entonces Re(w) > 0, de

donde se tiene que

|w| = |Re(w) + iIm(w)| ≤ Re(w) + |Im(w)| ≤ Re(w) + |Im(w)|

aśı de las relaciones

Re(w) = |w| cos(βarg(w)) y |Im(z)| = |w|sen(βarg(w))

se tiene que

|Im(z)| < MRe(w) ⇔ tan(βarg(w)) < M < 1

⇔ βarg(w) < tan−1(M)
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entonces, al seleccionar β bastante pequeño se tiene lo deseado; a saber

|w| ≤ Re(w) + |Im(w)| ≤ (1 + M)Re(w) =
2

K + 1

Aśı, volviendo al valor original de w, lo que se ha establecido es que

(M + 1)|1− az|β ≤ 2Re(1− az)

de esta última expresión junto con la relación (3.23) se sigue que

2Re(1− az)β − |1− az|2β ≥ K|1− az|β

que era lo que se queŕıa demostrar.

Caso 2. Si |1− az| > 1 entonces |1− az|2β > |1− az|β; de aqúı que

K̃|1− az|β + |1− az|2β ≤ (K̃ + 1)|1− az|2β (3.24)

para alguna constante positiva K̃. Nuevamente tomando w = (1 − az)β, en-

tonces basta demostrar que 2Re(w) ≥ (K̃ + 1)|w|2 o lo que es equivalente

|w|2 ≤ 2
eK+1

Re(w), pero esto es cierto, pues como |1 − az| ≤ 2 se tiene que

|w| ≤ 2β, además del caso anterior se tiene que |w| ≤ (1 + M)Re(w), aśı;

|w|2 ≤ 2β(1 + M)Re(w)

luego, haciendo 2β(1 + M) = 2
eK+1

se tiene que K̃ + 1 = 21−β

1+M
el cual está bien

definido, pues, si K̃ → 0 entonces 1 + M → 21−β es decir, M → 21−β > 0. Por

lo tanto, sustituyendo w en la expresión 2Re(w) ≥ (K̃ + 1)|w|2 y de la relación

(3.24) se obtiene

2Re(1− az)β ≥ |1− az|2β + K̃|1− az|β

que es, para el caso 2, el resultado deseado.
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Finalmente, cualquiera sea el caso se concluye que existe una constante posi-

tiva K ′ tal que

1− |1− (1− az)β|2 = 2Re(1− az)β − |1− az|2β ≥ K ′|1− az|

es decir,
|1− az|

1− |1− (1− az)β|2 ≤ K2

con K2 = 1
K′ . Que era la otra desigualdad buscada. Esto finaliza la demostración

del Lema. ¥

El siguiente Lema es una versión un poco más general de un resultado que

aparece el texto de Zhu (1990) (Lema 3.10) los detalles de la demostración del

mismo se puede consultar en Malavé (2007). Aqúı se incluye un esbozo de la

prueba.

Lema 3.4.2. Sea 0 ≤ s ≤ 1 y a, b ∈ D. Entonces existe una constante positiva

C tal que

I =

∫

D

(1− |z|2)s

|1− b̄z|2s|1− āz|2dA(z) ≤ C2

|1− āb|s .

Demostración. En efecto, en primer lugar, se recuerda (véase Malavé (2007))

que si c < 0, entonces la relación

Ic(z) =

∫

D

(1− |w|2)α

|1− wz|2+α+c dA(w)

con z ∈ D, define una función acotada. Por tal motivo, se sigue que, si |b| < 1
2
,

entonces por la desigualdad triangular, se tiene que |1− b̄z| ≥ 1− |b| > 1
2

y aśı,

I ≤ 22s

∫

D

(1− |z|2)s

|1− az|2+s−s dA(z),

lo cual implica, por la información dada anteriormente, que existe una constante

C1(s) > 0, que depende sólo de s ∈ (0, 1), tal que I ≤ C1(s). También, es claro

que |1− ab|s ≤ 2s por lo que se obtiene

I ≤ C1(s)
2s

2s
≤ C1(s)2

s

|1− ab|s
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lo cual implica el resultado en este caso.

Similarmente, si |a| < 1
2
, entonces |1− az| > 1

2
y por tanto

I ≤ 22

∫

D

(1− |z|2)s

∣∣1− bz
∣∣2+s+(s−2)

dA(z);

luego, como s ∈ (0, 1), la integral del lado derecho está acotada; y con un proce-

dimiento similar al caso |b| < 1
2

se concluye que existe otra constante C2(s) > 0

tal que

I ≤ C1(s)
2s

2s
≤ C2(s)

|1− ab|s

y el resultado también es cierto en este caso.

De todo lo anterior, se puede suponer que |a| ≥ 1
2

y que |b| ≥ 1
2
. Entonces de

la relación
1

(1− w)λ
=

∞∑
n=0

Γ(n + λ)

n!Γ(n)
wn,

válida para λ > 0 y |w| < 1, es claro que

1∣∣1− bz
∣∣2s =

1(
1− bz

)s

1

(1− bz)s =
∞∑

j=0

∞∑

k=0

Γ(j + s)Γ(k + s)

j!k!Γ2(s)
(b)jbkzj(z)k,

y, similarmente,

1

|1− az|2 =
∞∑

l=0

∞∑
H=0

Γ(l + 1)Γ(H + 1)

l!H!Γ2(1)
(a)laHzl(z)H =

∞∑

l=0

∞∑
H=0

(a)laHzl(z)H ,

donde se ha usado la identidad Γ(m) = (m− 1)!, válida para m ∈ N.

Usando coordenadas polares y sustituyendo estas expresiones en la definición

de la integral I, se obtiene que

I =

∫ 1

0

∫ 2π

0

(1− r2)
s

∣∣1− breiθ
∣∣2s |1− areiθ|2

r

π
dθdr

=
1

π

∞∑

j,k,l,H=0

∫ 1

0

∫ 2π

0

Γ(j + s)Γ(k + s)

j!k!Γ2(s)
(b)jbk(a)laHei(j+l−k−H)θ.

(
1− r2

)s
rj+k+l+H+1dθdr;
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pero
∫ 2π

0

ei(j+l−k−H)θdθ =





2π, si j + l = k + H,

0, otros casos,

por lo que la expresión para la integral I queda

I = 2
∞∑

j,k,l,H=0:j+l=k+H

Γ(j + s)Γ(k + s)

j!k!Γ2(s)
(b)jbk(a)laH

∫ 1

0

(
1− r2

)s
r2(j+l)+1dr.

También por cálculo elemental, se tiene que

∫ 1

0

(
1− r2

)s
r2(j+l)+1dr =

1

2

∫ 1

0

(1− τ)j+l τ sdτ

=
1

2
B (s + 1, j + l + 1)

=
1

2

Γ(s + 1)Γ(j + l + 1)

Γ(s + j + l + 2)
,

donde B es la función beta (véase Apostol (1981) , para más propiedades de la

función beta). Aśı, la integral I queda

I =
∞∑

j,k,l,H=0:j+l=k+H

Γ(j + s)Γ(k + s)

j!k!Γ2(s)

Γ(s + 1)Γ(j + l + 1)

Γ(s + j + l + 2)
(b)jbk(a)laH ;

pero de la condición j + l = k + H, es claro que

(b)jbk(a)laH = (a)lblaH(b)Hbk−l(b)j−H

= (a)lblaH(b)H |b|2(j−H).

Luego, se puede escribir

I =
∞∑

l=0

∞∑
H=0

S(j, b)
Γ(l + s/2)Γ(H + s/2)

l!H!Γ2(s/2)
(a)lblaH(b)H ,

donde

S(j, b) =
∞∑

j=j0

Γ(j + s)Γ(j + l −H + s)

j!(j + l −H)!Γ2(s)

Γ(s + 1)(j + l)!

Γ(s + j + l + 2)

l!H!Γ2(s/2)

Γ(l + s/2)Γ(H + s/2)
.

|b|2(j−H)
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y j0 = 1
2
(|H − l|+ (H − l)). Por tanto, como

1

|1− ab|s =
1

(
1− bz

)s/2

1

(1− bz)s/2
=

∞∑
n=0

∞∑
m=0

Γ(n + s/2)Γ(m + s/2)

n!m!Γ2(s/2)
(b)mbnam(a)n,

el resultado sigue si se puede encontrar una constante C(s) > 0, que depende

sólo de s ∈ (0, 1), tal que S(j, b) ≤ C(s). Esto se logra de manera similar a la

prueba del Lema 2.2 que se encuentra en el trabajo de Malave (2007), usando las

identidades Γ(z + 1) = zΓ(z) y la fórmula de Stirling que establece que

Γ(n + c)

n!
∼ nc−1

cuando n →∞. ¥

Comentario. Realmente es válido un resultado más general que el que se

ha presentado en el lema anterior. Más precisamente (véase Fábrega y Ortega

(1996)), para s > −1, r, t ≥ 0 y r + t− s > 2 se tiene

∫

D

(1− |ζ|2)s

∣∣1− ζz
∣∣r ∣∣1− ζw

∣∣t dA(ζ)

≤





C

|1− zw|r+t−s−2 , r − s, t− s < 2,

C

(1− |z|2)r−s−2 |1− zw|t , t− s < 2 < r − s,

C

(1− |z|2)r−s−2 |1− zw|t +
C

(1− |w|2)t−s−2 |1− zw|r , r − s, t− s > 2.

Este tipo de acotaciones se le suelen llamar estimaciones de Forelli-Rudin (véase

Perez-González y Rättyä (2006)).
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Ahora se puede enunciar y demostrar el resultado principal de esta subsección.

Teorema 3.4.2. Sea 0 < α ≤ 1, 0 ≤ s ≤ 1 y ϕ ∈ B(D). Entonces las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

(1) Cϕ : B → Bα es acotado;

(2) Cϕ : B∗ → B∗α es acotado;

(3) Cϕ : Q∗
s → B∗α es acotado;

(4) ϕ ∈ B∗α

Demostración. Para establecer este resultado, se seguirá la siguiente secuencia

(3) ⇒ (4), (4) ⇒ (2), (2) ⇒ (3) y (1) ⇔ (4).

[(3) ⇒ (4)] Considere que el operador de composición Cϕ : Q∗
s → B∗α es acotado,

donde 0 ≤ s ≤ 1 y 0 < α ≤ 1 son valores fijo. Se quiere establecer que la función

ϕ es un elemento de la clase B∗α. Con este fin, se analiza por separado los casos

s ∈ (0, 1] y s = 0.

Primero, se supone que s ∈ (0, 1], y se fija 0 < β < 1, a ∈ D y se considera la

función

φβ,a(z) = 1− (1− āz)β .

Entonces, de la serie del binomio, se puede observar que

(1− az)β =
∞∑

n=0

C(β, n) (−1)n anzn,

donde

C(β, n) =
1

n!

n−1∏

k=0

(β − k) ;

luego, como |a| < 1 y |z| < 1 se obtiene que

∣∣∣(1− az)β − 1
∣∣∣ ≤

∞∑
n=1

C(β, n) = 2β − 1 < 1
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pues β ∈ (0, 1); aśı φβ,a ∈ B(D). Además, su derivada es

φ′β,a(z) = βā (1− āz)β−1 .

De aqúı, por la definición de la derivada hiperbólica, y, en virtud del Lema 3.4.1

se sigue que para β ∈ (0, 1) suficientemente pequeño se cumple

φ∗β,a(z) =
β|a||1− āz|β−1

1− |1− (1− āz)β |2 '
β|a|

|1− āz| ,

para todo z ∈ D. Además, por (1.11) y el Lema 3.4.2 se puede escribir

∫

D

(
φ∗β,a(z)

)2 (
1− |ϕb(z)|2)s

dA(z) '
∫

D

(
β|a|

|1− āz|
)2 (

(1− |b|2) (1− |z|2)
|1− b̄z|2

)s

dA(z)

= β2|a|2 (
1− |b|2)s

∫

D

(1− |z|2)s

|1− āz|2|1− b̄z|2s
dA(z)

≤ C2
1β

2|a|2 (1− |b|2)s

|1− āb|s
≤ C2

1β
2|a|22s,

donde C1 es una constante positiva y b ∈ D. También, en la última desigualdad

se usó el hecho que
1− |b|2
|1− āb| ≤ 2

para todo a, b ∈ D. En efecto, de la desigualdad triangular se tiene

2|1− āb| ≥ 2 (1− |a||b|) .

Luego, como 2 > 1 + |b| pues b ∈ D, y 1− |a||b| > 0 se tiene

2 (1− |a||b|) > (1 + |b|)(1− |a||b|).

Además, como también a ∈ D, entonces 1− |a||b| > 1− |b|; de donde se obtiene

que

(1 + |b|)(1− |a||b|) ≥ (1− |b|)(1 + |b|),

lo cual implica que 2|1− āb| ≥ 1− |b|2 como se afirmó.
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Lo anterior establece que, para β ∈ (0, 1) suficientemente pequeño y 0 < s ≤ 1

se cumple
∫

D

(
φ∗β,a(z)

)2 (
1− |ϕb(z)|2)s

dA(z) ' C2
1β

2|a|22s a, b ∈ D.

Luego, al tomar ráız cuadrada a ambos lados de la desigualdad y considerando el

supremo sobre los b ∈ D se obtiene que

‖φβ,a‖Q∗s ≤ C1β|a|2 s
2 < ∞ (3.25)

es decir; φβ,a ∈ Q∗
s. Aśı, de la hipótesis y la desigualdad (3.25), existe una

constante C2 > 0 tal que,

sup
z∈D
{(φβ,a ◦ ϕ)∗ (z)

(
1− |z|2)α} ≤ C2‖φβ,a‖Q∗s ≤ C1β|a|2s/2 < ∞. (3.26)

Por otro lado, aplicando el Lema 3.4.1, se puede encontrar otra constante

C3 > 0 tal que,

(φβ,a ◦ ϕ)∗ (z) =
| (φβ,a ◦ ϕ)′ (z)|

1− | (φβ,a ◦ ϕ) (z)|2

=
β|a||1− āϕ(z)||ϕ′(z)|

1− |1− (1− āϕ(z))β |2

≥ C3
β|a||ϕ′(z)|
|1− āϕ(z)|

para todo a ∈ D. Luego, al multiplicar esta última desigualdad por (1− |z|2)α
> 0

se obtiene la expresión

C3
β|a||ϕ′(z)|
|1− āϕ(z)|

(
1− |z|2)α ≤ (φβ,a ◦ ϕ)∗ (z)

(
1− |z|2)α

,

la cual es válida para todo a, b ∈ D. Por tanto, al escoger a = ϕ(z) y tomar el

supremo sobre todos los z en D en ambos lados de la desigualdad; se sigue de

(3.26) que

‖ϕ‖B∗α ≤
C1C22

s/2

C3

< ∞

89



de donde se concluye que ϕ ∈ B∗α. Esto demuestra la implicación (3) ⇒ (4) para

el caso 0 < s ≤ 1.

Considere ahora el caso s = 0. Para a ∈ D fijo se escoge la función

1

2
ϕa(z) =

1

2

a− z

1− āz
,

donde z ∈ D y se procede de manera similar al caso anterior. En primer lugar,

se observa que la función 1
2
ϕa es un elemento de la clase hiperbólica Q∗

s = Q∗
0.

En efecto, como |ϕa(z)| < 1 para todo z en D entonces

1

1− 1
4
|ϕa(z)|2 <

4

3
.

En consecuencia, se puede escribir

∫

D

(
1

2
ϕ∗a(z)

)2

dA(z) =

∫

D

(
1

2

|ϕ′a(z)|
1− 1

4
|ϕa(z)|2

)2

dA(z)

<

∫

D

(
2

3
|ϕ′a(z)|

)2

dA(z)

<

∫

D
|ϕ′a(z)|2dA(z) =

∫

D
dA(z) = A(D) = 1,

donde se ha usado las fórmulas de cambio de variables (véase las propiedades (4)

y (5) de la Proposición 1.4.1). Aśı, 1
2
ϕa ∈ Q∗

s = Q∗
0 como se afirmó.

Como el operador de composición Cϕ : Q∗
0 → B∗α es acotado, se tiene que

existe una constante C > 0 tal que ‖1
2
ϕa ◦ ϕ‖B∗α ≤ C‖1

2
ϕa‖Q∗0 ; luego el resultado

deseado sigue, si se establece que ‖ϕ‖B∗α ≤ K‖1
2
ϕa ◦ ϕ‖B∗α para alguna constante

K > 0.

Con este fin, se observa que 1− 1
4
|ϕa(z)|2 < 1 para todo a, z ∈ D, de aqúı, es

claro que
1

1− 1
4
|ϕa(z)|2 > 1.
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Se sigue que

(
1

2
ϕa ◦ ϕ

)∗
(z) =

(
1

2
ϕa (ϕ(z))

)∗
=

1
2
(ϕa (ϕ(z)))′

1− |1
2
ϕa (ϕ(z)) |2

=
1

2

|ϕ′a (ϕ(z)) ||ϕ′(z)|
1− 1

4
|ϕa (ϕ(z)) |2 >

1

2
|ϕ′a (ϕ(z)) ||ϕ′(z)|

=
1

2
|ϕ′(z)| (1− |a|2)

|1− āϕ(z)|2 .

En particular, escogiendo a = ϕ(z) se obtiene que

(
1

2
ϕa ◦ ϕ

)∗
(z) >

1

2

|ϕ′(z)| (1− |ϕ(z)|2)
(1− |ϕ(z)|2)2 =

1

2

|ϕ′(z)|
1− |ϕ(z)|2 .

Luego, al multiplicar ambos miembros de la desigualdad por (1 − |z|2)α y al

considerar el supremo sobre todos los z en D, se obtiene

1

2
‖ϕ‖B∗α < ‖1

2
ϕa ◦ ϕ‖B∗α . (3.27)

Esto completa la demostración de la implicación (3) ⇒ (4) para todos los valores

de s ∈ [0, 1].

Con el fin de demostrar la implicación (4) ⇒ (2), sea ϕ ∈ B∗α se debe demostrar

que Cϕ : B∗ → B∗α es acotado. En este sentido, sea h ∈ B∗, entonces por la

definición de derivada hiperbólica se tiene

(h ◦ ϕ)∗ (z) =
| (h (ϕ(z)))′ |

1− |h (ϕ(z)) |2 =
h′ (ϕ(z)) |ϕ′(z)|
1− |h (ϕ(z)) |2

=
h′ (ϕ(z)) |ϕ′(z)|
(1− |h (ϕ(z)) |2)

(1− |ϕ(z)|2)
(1− |ϕ(z)|2)

=
|h′ (ϕ(z)) | (1− |ϕ(z)|2)

(1− |h (ϕ(z)) |2)
|ϕ′(z)|

(1− |ϕ(z)|2)
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Luego, haciendo el cambio w = ϕ(z) se puede escribir

(h ◦ ϕ)∗ (z) =
|h′(w)|

1− |h(w)|2 (1− |w|2) |ϕ′(z)|
1− |ϕ(z)|2

≤ ‖h‖B∗ |ϕ′(z)|
1− |ϕ(z)|2 ;

Ahora, multiplicando por (1− |z|2)α queda

(h ◦ ϕ)∗ (z)(1− |z|2)α ≤ ‖h‖B∗ |ϕ′(z)|
1− |ϕ(z)|2 (1− |z|)α

de donde, al tomar supremo sobre los z ∈ D y usar el hecho de que h ∈ B∗

conjuntamente con la hipótesis, se tiene

‖Cϕ(h)‖B∗α ≤ ‖ϕ‖B∗α‖h‖B∗ = K‖h‖B∗

Con K = ‖ϕ‖B∗α . Aśı, se ha encontrado una constante K > 0 tal que

‖Cϕ(h)‖B∗α ≤ K‖h‖B∗

para h en B∗. Como h es una función arbitraria, se concluye que Cϕ : B∗ → B∗α
es acotado. Esto finaliza la demostración de la implicación (4) ⇒ (2).

Ahora, se demuestra (2) ⇒ (3). Sea Cϕ : B∗ → B∗α acotado, entonces existe

una constante K̃ > 0 tal que

‖Cϕ(h)‖B∗α ≤ K̃‖h‖B∗ (3.28)

para toda función h en B∗. En particular, se cumple para toda h ∈ Q∗
s en virtud

del Teorema 3.3.4. Entonces de las relaciones (3.16) y (3.28) se sigue que

‖Cϕ(h)‖B∗α ≤ CK‖h‖Q∗s

para toda h ∈ Q∗
s y CK = K̃K > 0. Lo que permite concluir que Cϕ : Q∗

s → B∗α
es acotado. La demostración de la implicación (2) ⇒ (3) está completa.
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Ahora se demuestra la implicación (1) ⇒ (4). Suponga que se cumple (1),

es decir, que el operador Cϕ : B → Bα es acotado, y sea z0 ∈ D fijo, tal que

w = ϕ(z0). Entonces se escoge la función

fw(z) =
1

w
log(1− wz),

y se afirma que fw ∈ B.

En efecto, por la definición de la seminorma en Bloch y de la desigualdad

triangular, se tiene

‖fw‖B = sup
z∈D
{(1− |z|2)|f ′w(z)|}

= sup
z∈D
{(1− |z|2) 1

|w|
|w|

|1− wz|}

≤ sup
z∈D
{(1 + |z|)(1− |z|) 1

1− |z|}
= sup

z∈D
{(1 + |z|)} < 2.

Luego, de la hipótesis, es claro que

‖Cϕ(fw)‖Bα ≤ C‖fw‖B < ∞

para alguna constante positiva C. Por otra parte,

‖Cϕ(fw)‖Bα = |fw (ϕ(0)) |+ sup
z∈D
{(1− |z|2)α|f ′w (ϕ(z)) |}

= |fw (ϕ(0)) |+ sup
z∈D
{(1− |z|2)α |ϕ′(z)|

1− wϕ(z)
}

≥ (1− |z0|2)α |ϕ′(z0)|
1− |ϕ(z0)|2

= (1− |z0|2)αϕ∗(z0)

≥ 1

2
‖ϕ‖B∗α ,

de donde se obtiene que ϕ ∈ B∗α. Esto concluye la demostración de la implicación

(1) ⇒ (4).
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Finalmente, la demostración de este teorema concluye con la prueba de la

implicación (4) ⇒ (1). Sea ϕ ∈ B∗α; se quiere verificar que el operador Cϕ : B →
Bα es acotado, con esta intención, sea f ∈ B. Entonces, por la definición de la

seminorma en α-Bloch y de las propiedades del supremo se tiene

‖Cϕ(f)‖α = sup
z∈D
{|(f ◦ ϕ)′(z)|(1− |z|2)α}

= sup
z∈D
{|(f ′(ϕ(z))||ϕ′(z)|(1− |z|2)α 1− |ϕ′(z)|2

1− |ϕ′(z)|2}

= sup
z∈D
{ |ϕ′(z)|
1− |ϕ′(z)|2 |(1− |z|

2)α|f ′(ϕ(z))| (1− |ϕ′(z)|2)}

≤ sup
z∈D
{ |ϕ′(z)|
1− |ϕ′(z)|2 |(1− |z|

2)α} sup
z∈D
{|f ′(ϕ(z))| (1− |ϕ′(z)|2)};

pero, por hipótesis, se sabe que ϕ ∈ B∗α es decir, existe una constante positiva M

tal que

sup
z∈D
{ |ϕ′(z)|
1− |ϕ′(z)|2 |(1− |z|

2)α} < M < ∞

por lo tanto, al considerar al cambio w = ϕ(z) se puede escribir

‖Cϕ(f)‖α ≤ M sup
w∈ϕ(D)

{|f ′(w)|(1− |w|2)α}

≤ M‖f‖α,

lo cual significa que el operador Cϕ : B → Bα es acotado. Esto finaliza la

demostración del teorema. ¥

3.4.3 Operador de composición continuo entre clases de Dirichlet y

Qs

En esta subsección, se caracterizan aquellos operadores de composición que

aplican continuamente algún espacio de Dirichlet en algún espacio Qs. El resul-

tado que se presenta es el siguiente.
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Teorema 3.4.3. Sea −1 < s1 < ∞, 0 < s2 < ∞ y ϕ ∈ B(D). Entonces las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) El operador Cϕ : Ds1 → Qs2 es acotado;

(2) sup
a,b∈D

∫

D
|ϕ′a (ϕ(z)) |2+s1|ϕ′(z)|2gs2(z, b)dA(z) < ∞;

(3) sup
a,b∈D

∫

D
|ϕ′a (ϕ(z)) |2+s1|ϕ′(z)|2 (

1− |ϕb(z)|2)s2 dA(z) < ∞;

Más aún, si s1 ≤ 0 y s2 ≤ 1, entonces (1)-(3) son equivalentes a

(4) El operador Cϕ : D∗
s1
→ Q∗

s2
es acotado.

Demostración. Se establece primero la implicación (2) ⇒ (1). En efecto, para

a ∈ D fijo, se tiene, por un cambio de variable, que
∫

D
| (f ◦ ϕ)′ (z)|2gs2(z, a)dA(z) =

∫

D
|f ′ (ϕ(z)) |2 |ϕ′(z)|2 gs2(z, a)dA(z)

=

∫

D
|f ′(w)|2U(ϕ, a, s2, w)dA(w),

donde

U(ϕ, a, s2, w) =
∑

z∈ϕ−1({w})
gs2(z, a),

con w ∈ D \ {ϕ(0)}. Luego, por la desigualdad del valor promedio que aparece

en (2.24), existe una constante positiva C1 tal que
∫

D
| (f ◦ ϕ)′ (z)|2gs2(z, a)dA(z) ≤ C1

∫

D

(
1

(1− |w|2)2

∫

∆(w,1/2)

|f ′(z)|2dA(z)

)
dµa,s2(w),

donde dµa,s2(w) = U(ϕ, a, s2, w)dA(w); pero de la simetŕıa de las funciones ca-

racteŕısticas sobre el disco pseudohiperbólico es claro que

χD(z,r)
(w) = χD(w,r)

(z).

Con esta información y aplicando el teorema de Fubini se obtiene
∫

D
|(f ◦ ϕ)′(z)|2gs2(z, a)dA(z) ≤ C1

∫

D
|f ′(z)|2

(∫

∆(z,1/2)

dµa,s2(w)

(1− |w|2)2

)
dA(z).(3.29)
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También de la Proposición 1.4.2, se tiene que 1 − |w|2 ' 1 − |z|2 para todo

w ∈ ∆(z, 1/2); por lo cual, en virtud de (3.29), para que el operador Cϕ : Ds1 →
Qs2 sea acotado, es suficiente establecer que existe una constante C > 0 tal que

I =

∫

∆(z,1/2)

dµa,s2(w) ≤ C
(
1− |z|2)2+s1 .

Para esto, se puede observar de la relación

(
1− |w|2) |ϕ′z(w)| = 1− |ϕz(w)|2 ,

y de la Proposición 1.4.2 que

(
1− |z|2) |ϕ′z(w)| ' 1 (3.30)

para todo w ∈ ∆(z, 1/2); por lo que se puede escribir

I =

∫

∆(z,1/2)

1.U(ϕ, a, s2, w)dA(w)

' (
1− |z|2)2+s1

∫

∆(z,1/2)

|ϕ′z(w)|2+s1 U(ϕ, a, s2, w)dA(w)

¹ (
1− |z|2)2+s1

∫

D
|ϕ′z(w)|2+s1 U(ϕ, a, s2, w)dA(w)

=
(
1− |z|2)2+s1

∫

D
|ϕ′z (ϕ(s))|2+s1 |ϕ′(s)|2 gs2(s, a)dA(s)

¹ (
1− |z|2)2+s1 sup

b,a∈D

∫

D
|ϕ′b (ϕ(s))|2+s1 |ϕ′(s)|2 gs2(s, a)dA(s)

≤ C
(
1− |z|2)2+s1 ,

donde se usó la equivalencia (3.30) en la segunda ĺınea, se devolvió el cambio

de variable en la cuarta ĺınea y la hipótesis (2) en la última desigualdad. Esto

concluye la prueba de la implicación (2) ⇒ (1).

Suponga ahora que el operador Cϕ : Ds1 → Qs2 es acotado, es decir, que se

cumple la condición (1). Para a ∈ D, se define la función anaĺıtica

fa(z) =

∫ z

0

(ϕ′a(w))
1+s1/2

dw.
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Entonces por las estimaciones de Forelli-Rudin (Lema 3.4.2), se puede encontrar

una constante positiva C1, que depende sólo de s1, tal que

‖fa‖2
Ds1

= (1− |a|2)1+s1/2

∫

D

(1− |z|2)s1

|1− āz|2+s1
dA(z) ≤ C1

para toda a ∈ D. Aśı la familia de funciones {fa : a ∈ D} está uniformemente

acotada sobre Ds1 . Además, como el operador Cϕ : Ds1 → Qs2 es acotado, existe

una constante positiva C2 tal que

sup
b∈D

∫

D
|ϕ′a(ϕ(z))|2+s1|ϕ′(z)|2 (

1− |ϕb(z)|2)s2 dA(z)

= ‖fa ◦ ϕ‖2
Qs2

≤ C2‖fa‖2
Ds1

≤ C1C2

para toda a ∈ D. Esto demuestra la implicación (1) ⇒ (2); y por tanto, se ha

establecido que (1) y (2) son equivalentes.

De la demostración del Teorema 2.4.1, es claro que (2) y (3) son equivalentes.

Por tanto, se procede a considerar el caso hiperbólico; es decir, se quiere

establecer la implicación (2) ⇒ (4). Con tal fin, sea s1 ≤ 0 y s2 ≤ 1. Si (2)

es cierto, como la función (h∗)2 es subarmónica sobre D, en virtud del Teorema

3.3.1, se puede utilizar el mismo argumento de la demostración de la implicación

(2) ⇒ (1) para concluir que el operador Cϕ : Ds1 → Qs2 es acotado.

Se supone ahora que la proposición (4) es cierta, es decir, que el operador

Cϕ : D∗
s1
→ Q∗

s2
es acotado. Para a ∈ D y 1

2
< γ ≤ 1 considere las funciones

anaĺıticas

fa,γ(z) =

∫ z

0

(ϕ′a(w))
γ
dw =





(1− |a|2)γ

ā(1− 2γ)

(
(1− āz)1−2γ − 1

)
, a ∈ D\{0},

z, a = 0,

(3.31)
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y definamos las funciones

ha,γ(z) =





(2γ − 1)ā

6
fa,γ(z), a ∈ D\{0},

z

2
, a = 0.

(3.32)

Entonces, es claro que, ‖ha,γ‖∞ ≤ 1
2

para todo a ∈ D, y por lo tanto h∗a,γ(z) '
|h′a,γ(z)| en D. Luego, aplicando el mismo razonamiento en la demostración de la

implicación (1) ⇒ (2) con la función

ha,1+s1/2(z) =
(1 + s1)ā

6

∫ z

0

(ϕ′a(w))
1+s1/2

dw

se concluye que la proposición (2) es cierta. La demostración del Teorema 3.4.3

está concluida. ¥

Este caṕıtulo finaliza con un ejemplo que ilustra como se puede aplicar el

Teorema 3.4.3.

Ejemplo 3.4.1. Se considera un parámetro p ∈ [0,∞) y se define la función

ψp(z) =
(p + z)

(p + 1)
.

Entonces ψp es una aplicación conforme el cual env́ıa el disco unitario D sobre el

disco de centro p
p+1

y radio 1
p+1

. De la demostración del Teorema 2.4.1, se puede

ver que existe una constante C > 0 tal que

‖f ◦ ϕ‖Qs2
≤ C‖f ◦ ϕ‖D ≤ C‖f‖D

para toda función f ∈ D y toda ϕ ∈ B(D), aśı, en particular, Cψp : D → Qs2

es un operador acotado. Un razonamiento similar prueba que Cψp : D∗ → Q∗
s2

es también acotado. Sin embargo, un argumento geométrico o un cálculo directo

basado en la identidad

1− aψp(z) =
p(1− a) + 1− az

p + 1
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prueba que |1− aψp(z)| ≤ |1− az| para todo z ∈ D y a ∈ (0, 1), y por tanto

sup
a,b∈D

∫

D
|ϕ′a (ψp(z)) |2+s1|ψ′p(z)|2 (

1− |ϕb(z)|2)s2 dA(z)

≥ ĺım
a→1

(1− a2)2+s1+s2

(p + 1)2

∫

D

(1− |z|2)s2

|1− aψp(z)|2(2+s1)|1− az|2s2
dA(z) w ĺım

a→1
(1− a2)−s1

del cual se sigue por el Teorema 3.4.3 que Cψp : Ds1 → Qs2 no es un operador

acotado si el parámetro s1 es positivo.
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CONCLUSIONES

En el transcurso de esta investigación se ha podido dotar a cada uno de los

espacios de funciones anaĺıticas Bα, Ds y Qs de una norma que los convierte en

espacios de Banach. Se caracterizaron los operadores de composición continuos

cuando actúan entre estos espacios en términos de la continuidad del mismo

cuando actúa entre sus respectivas clases hiperbólicas.
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