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RESUMEN

En esta tesis, primeramente se analiz6 un modelo de cadena alimentaria simple en
el quimiostato, a través de un sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales or-
dinarias; el cual estd compuesto por una fuente primaria de nutrientes S(t), para
una poblacién presa P(t). Se obtienen condiciones suficientes para la estabilidad
asintética local y global del sistema. Luego al anadir un organismo depredador Q(t),
que se alimenta de la poblacién presa P(t) se obtiene un modelo de cadena alimen-
taria de tres eslabones, modelado por un sistema de tres ecuaciones diferenciales or-
dinarias, estudiado en [I3]. Adicionalmente, siguiendo las ideas en [24], suponemos
que la dinamica de la poblacién depredadora depende de la historia pasada de la
presa por medio de un retardo distribuido, que toma un promedio de la respuesta
funcional de Michaelis-Menten de la presa. Se realizé un estudio local y global de los
puntos de equilibrio ubicados en los ejes coordenados y un estudio local del punto
de equilibrio de coordenadas positivas, asi como también algunas simulaciones que
muestran que el punto de equilibrio de coordenadas positivas pierde estabilidad, la

cual es aprovechada por érbitas periddicas.
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INTRODUCCION

La ecologia matematica funciona como muchas otras ciencias, toma herramien-
tas de las matematicas para abordar situaciones o problemas de su area, es decir,
ella se dedica a la aplicacién de técnicas, métodos y teoremas matematicos a los
problemas inherentes a la relacién de los seres vivos entre si, y con su medio [21].

La técnica generalmente usada consiste en transformar un modelo bioldgico
en un sistema de ecuaciones, de algin tipo, y las soluciones de este sistema de
ecuaciones, bien sea obtenida por medios analiticos o numéricos, describen como se
comporta el sistema biolégico a lo largo del tiempo. Ejemplos de estas técnicas son:
procesos deterministicos, ecuaciones diferenciales ordinarias, ecuaciones en derivadas
parciales, entre otros.

Los sistemas que describen la interacciéon entre comunidades biolégicas estan
recibiendo un considerable interés, en un mundo cada vez mas comprometido en la
conservacion y defensa del medio ambiente y los recursos naturales (ver [7], [§] y [12]).
Las perturbaciones que actian sobre dichas comunidades y los efectos que llevan a
la extinciéon de algunas especies son de maximo interés, tanto desde el punto de
vista practico como teodrico y su estudio requiere cada vez mas de la implementacion
de modelos matematicos. Esto queda patente en la literatura sobre el tema de la
biomatematica tal como puede verse, por ejemplo, en [5], [10], [LI], [9] y [23].

En este contexto, en la actualidad, el tema de investigacién sobre la dindmica
de modelos de cadenas alimentarias, de modelos de retardos distribuidos, etc. han
motivado un especial interés y se estan construyendo los aspectos tedricos relevantes
que permitan comprender y predecir los comportamientos futuros de las especies que
intervienen en estos sistemas biologicos.

El caso mas sencillo de una cadena alimentaria se puede describir por medio
de tres eslabones. El primer eslabén es un suplemento alimenticio o nutriente de

crecimiento que frecuentemente se encuentra en proporciones limitadas en la na-



turaleza, en el nivel intermedio de la cadena alimentaria se encuentra la poblacion
presa que crece a expensas del nutriente y una poblacion depredadora en el ultimo
eslabon que se nutre de la poblacién presa.

Experimentalmente este proceso se puede desarrollar en un ensayo de labora-
torio denominado quimiostato (sistema abierto), el cual consiste de tres botellas, una
botella alimentaria, otra botella donde ocurre todo el experimento llamada botella
de cultivo y una botella colectora o de desperdicio. Este aparato es importante en
estudios ecoldgicos porque la matematica es manejable y los experimentos relevantes
son posibles de realizar (aunque no necesariamente féciles), su lugar en la ecologia
estd bien documentado en libros y articulos tales como: [23], [15] y [16].

El quimiostato viene a representar el punto inicial para modelos biolégicos
mas reales, los cuales conducen a problemas matematicos interesantes.

En esta tesis se propone investigar la dindamica del modelo de cadena alimen-
taria en el quimiostato, que citamos a continuacién:

1- Un modelo descrito en el quimiostato que involucra un microorganismo y
un suplemento alimenticio o nutriente, el cual sirve de alimento al microorganismo.

2- Un modelo de cadena alimentaria simple con respuesta funcional tipo
Holling IT (o Michaelis-Menten) con retardo distribuido.

Los modelos especificos de cadenas alimentarias de tres eslabones estan com-
puestos por un suplemento alimenticio o nutriente en el primer eslabén cuya concen-
tracién es denotada por S(t) el cual se supone distribuido de manera uniforme en el
quimiostato, en el nivel intermedio, la poblacién presa P(t), que crece a expensas del
nutriente y en el tltimo eslabén la poblacién depredadora Q(t) que se alimenta de
la presa. Estas notaciones representan las densidades del nutriente y de las especies
presa y depredador en el instante del tiempo ¢, respectivamente.

La interaccién local entre las especies y el nutriente dentro del quimiostato la
representamos por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o por
medio de un sistema de ecuaciones integrodiferenciales.

En primer lugar, se deducen las ecuaciones que modelan el desarrollo del



quimiostato, donde se colocan microorganismos y se van introduciendo nutrientes

necesarios para la subsistencia. Estas estan dadas de la siguiente manera.
S'(t) = tasa de entrada — tasa de salida — tasa de consumida,

P'(t) = tasa de reproduccién — tasa de salida.

S(t) = S5 - - fSP (1)
P) = f(5)P-"7,

donde S representa la concentracién inicial del nutriente, é = D la tasa de dilucién
(o de desperdicios), f(S5) la tasa en la que cada microorganismo consume el nutrien-
te y v representa el factor de produccion que refleja la conversion de nutriente al
microorganismo.

El modelo (1) fue deducido por Monod entre los anos (1942) y (1950), para des-
cribir el crecimiento de microorganismos en el quimiostato. Monod mostré empiricamente
que la tasa de crecimiento del microorganismo, f(.5), se ajusta a la relaciéon

mS

f8) = —=;
a+ S

donde “m” representa la tasa maxima de crecimiento de nutrientes en unidades de

1/ty “a” representa la constante de semisaturacion o constante de Michaelis-Menten.

Para estudiar modelos matematicos que involucran muchos parametros, se debe adi-

mensionar, para minimizar el nimero de parametros y hacer mas manejable el es-

tudio de la dindmica del modelo. De esta manera, en las ecuaciones del sistema (1)

hacemos las siguientes sustituciones :

- S = P _  a _ m_
S:§7P2W7a:@,m:5,t:tD.
Omitiendo barras obtenemos
mS P
S'(t) = -5 — 2
(v o &)
P
P = mS



con S(0) > 0, P(0) > 0, donde S(t) denota la concentraciéon de un nutriente en
el tiempo ¢t y P(t) la concentracion en el tiempo t de un microorganismo que crece
a expensas del nutriente; “m” y “a” son parametros positivos que representan lo
mismo que en el sistema (1).

Luego al anadir un organismo depredador de la espacie P(t), denotada por
Q(t), se asume que tanto el nutriente absorbido e incorporado al organismo P(t)
como el producto de la depredacién por Q(t) sigue también la respuesta funcional
tipo Holling IT o de Michaelis-Menten, resultando el modelo de cadena alimentaria

de tres eslabones. Esta cadena alimentaria se representa a través del sistema de

ecuaciones diferenciales ordinarias:

_ mS@H)P()
71(ar + S(t))

/ . mls<t) - sz(t)
P = PO ( 50 St P<t>>> ®)

@ = rio (200 D),

S'(t) = (S°—S(t))D

S(0) = Sp >0, P(0) = P, > 0,Q(0) = Qo >0, > 0;

donde S(0) = Sy > 0, P(0) = Fy(t) > 0, Q(0) = Qo(t),t > 0 se supone que existe
una fuente primaria de nutrientes, S(t), para una poblacién P(t), que a su vez sirve
de nutriente para otra poblacién Q(t) (depredadora) ubicada en el tltimo eslabon
de la cadena. S° denota la concentracién inicial del nutriente, v, y 72 representan
las constantes de rendimiento de crecimiento de los microorganismos P(t) y Q(t)
respectivamente, D es la tasa de desperdicio del quimiostato; cada D; = D + ¢,
1 =1,2, donde ¢; y €5 denotan las tasas de mortalidad especificas de los organismos
P y @ respectivamente, a; y ao representan las tasas de saturacién media, esto
es, las densidades del nutriente y de la poblacion presa para las cuales la cantidad
de alimento ingerido por la presa y el depredador es igual a la mitad del maximo
respectivo. En este caso que las tasas de mortalidad de la poblacion presa Py

la poblacién depredadora @) sean despreciables (lo cual ocurre en el quimiostato)



entonces se tiene que 51 = 52 =D.

Para obtener un sistema sin dimensiones, en la ecuaciones del sistema (3)
medimos las concentraciones de nutrientes en unidades de S°, el tiempo en unidades
de 1/D, P en unidades de 7,5°, y Q en unidades de v,7,5°, se obtiene el siguiente

sistema de ecuaciones diferenciales

() = 1-8(t) - ”lei( ek (t()t>
/ . m15( ) m2Q(t)
P(t) = P(a1+—S<t)_D1_cm+—P<t>> (4)

@) = a (200~ i),

Con S(0) > 0, P(0) > 0,Q(0) > 0,t >0, donde D; = D;/D, i = 1,2. Las respuestas
funcionales son de la forma Michaelis-Menten (o de tipo Holling II) y en este trabajo

asumiremos que Dy = Dy = 1, asi el sistema (3.2)) se transforma en el siguiente

S = 1—S(t)——”2115+(t2gft()t)
P = P) (% - %) (5)
@) = a (200 1)

el cual ha sido estudiado por Y. Kuang en [13].

La aceptacion de la existencia de tiempos de retardo en la respuesta a los cam-
bios de crecimiento de una poblacion en el medio ambiente ha conducido a un extenso
estudio experimental , pero hubo poco énfasis en el uso de retardos distribuidos en
los modelos basados en el quimiostato. Ver [24].

El objetivo principal de esta tesis consiste en introducir un retardo distribuido
para mejorar la modelacion de una cadena alimentaria que se desarrolla en el quimiostato,
tomando como punto de partida el modelo (5) y siguiendo las ideas de Wolkowics G,
Xia H y Ruan S [24] .

Como en el modelo anterior, se supone que existe una fuente primaria de

nutrientes, S, para una poblacién P, que a su vez sirve de nutriente (presa) para otra



poblacién @ (depredadora) ubicada en el ultimo eslabén de la cadena. Suponemos
que el nutriente S y la poblacién P tiene una dinamica de crecimiento instantaneo,
mientras que la poblacién () tiene una dindmica que depende del pasado.

Las ecuaciones en cuestion estan dadas por el siguiente sistema integro-diferencial

S(t) = 1-8(t) - —m;ff)si ()t)
o -z e
Q) = [ IO et - Q)

donde S(0) = Sy > 0, P(0) = Py(t) > 0, Q(0) = Qo(t) = p(t) > 0(t < 0) y todos
los parametros involucrados en las ecuaciones que describen el modelo se consideran
positivos y tienen el mismo significado que en el modelo sin retardo (5).

Como puede verse, para la ecuacién de crecimiento (), la parte derecha de-
pende de un promedio en el pasado, lo que distingue esta formulacion es que incluye
el factor de desecho en el promedio de la funciéon de peso del tipo Michaelis-Menten
o funciéon de Monod de la funcién @, dado por la siguiente expresion

! m2P(T)Q(T)ef(H)

() = oo Qo+ P(7)

(e dr, (7)

Esta formulacién también ha sido adoptada por Wolkowics G, Xia H y Ruan S [24].

Hemos utilizado el retardo distribuido con funcién de peso de la forma
K(u) = ae™

el cual recibe comuinmente el nombre de ntcleo de retardo débil. Este nicleo se ha
usado frecuentemente en la modelacién de sistemas biolégicos, su implementacién
claramente implica que la influencia en el pasado decae exponencialmente. El nicleo
representa la distribucién del tiempo de retardo involucrado en la conversion de la
presa a nuevos microorganismos. El ntcleo posee la propiedad siguiente

Z(t):/t aexp(—a(t—T))dT:/Oooozexp(—ozs)ds:1.

—0o0



En este trabajo se realizé un analisis local del comportamiento asintotico del sistema
(5), se mostro la disipatividad originando asi la existencia de un atractor global.

Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera: en el capitulo 1, se re-
sumen los resultados mas importantes que se utilizan a lo largo de este trabajo.

En el capitulo 2, se determina y se analiza la estabilidad local de los puntos
de equilibrio del modelo (2) y la estabilidad global del punto de coordenadas po-
sitivas, asi como también se verificé que las soluciones del sistema cumplen con las
condiciones de acotamiento y de disipatividad para condiciones iniciales positivas.

En el capitulo 3, extendemos los resultados del modelo (5) presentado en [13];
introduciendo un retardo distribuido, se obtuvo el modelo (6); se verificé que las
soluciones del sistema cumplen con las condiciones de acotamiento y disipatividad,
se realiz6 un andlisis local de sus puntos de equilibrio y un estudio global de los
puntos de equilibrio en la frontera del primer octante haciendo una restriccion a un

sistema tridimensional. También se hicieron varias simulaciones.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo, se presentan algunas definiciones y teoremas necesarios que
se emplean en el desarrollo de este trabajo. Para los teoremas, que aparecen sin

demostracion, daremos una referencia pertinente.

1.1 Teorema de existencia y unicidad

La forma de un problema de valor inicial (P.V.I) para un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias de primer orden es

¥ = F(t ), (1.1)

Jf(to) = X, (12)
donde z, oy y F son vectores en R"™.

Teorema 1.1. Considere el P.V.I (1.1)-(1.2) donde F': JxQ — R"™, J = (a,b), con
—oc0<a<b<oo, QTR abierto y conexo; las funciones F; y 8—%1 (1,7 =1,...,n)
son continuas en el conjunto J x § del espacio tx, F satisface una condicion de
Lipschitz con respecto a x € €, (to, xg) es un punto interior a J X €.

Entonces eziste h > 0 tal que el P.V.I (1.1)-(1.2) tiene una unica solucion definida
en el intervalo [ty — h,to + h).

Demostracién. Ver [1].
Observacion 1.1. Recuerde que:

e 1y es un punto interior del conjunto A si existe un conjunto abierto U tal que

ZL‘OEUCA.

e Un conjunto de puntos €2 es conexo si no existen conjuntos A y B tales que

ANBNQ=0, QNA#£0, QNB#0 y QC AUB.



o Un conjunto de puntos () es convexo si cualquier segmento de recta que una

dos puntos que pertenezcan a él, también pertenece al conjunto.
e Un subconjunto 2 de R™ es un dominio si es un conjunto abierto y conezo.

e Una funcion F : J x Q@ — R", donde J un intervalo y 2 C R™ ; se dice que
es globalmente lipschitziana, respecto a x € (), uniformemente ent € J, sobre
J x Q, si existe una constante L > 0 tal que |F(t,x) — F(t,y)| < L|x —vy|, para
todo x, y € Q,t € J. A la constante L se le llama constante de Lipschitz para
F.

e Se dice que F es una funcion localmente Lipschitz sobre J X D, si para todo
punto p € J x D, existe un entorno V, del punto p, tal que la restriccion de I

a 'V, es globalmente Lipschitz.

1.2 Principio de Comparacién

El principio de comparacion sirve para obtener cotas de las solucién (1.1)-
(1.2) sin necesidad de calcular la solucién. Se aplica a las desigualdades diferenciales

de la forma v < F(t,v(t)) con la de la ecuacién diferencial v’ = F'(t, u).

Lema 1.1. (Principio de Comparacion) Considere la ecuacion diferencial es-

calar
o = F(t,u), u(ty) = uo,

donde F(t,u) es continua en t y localmente Lipschitz en u, para todo t > 0 y todo
ue JCR. Sealty, T] (T puede ser infinito) el mdzimo intervalo de existencia de la
solucion u(t) y supongamos que u(t) € J para todo t € [ty,T). Sea v(t) una funcidn

diferenciable que satisface la desigualdad diferencial
o' < OF(t (), v(te) < uo
con v(t) € J para todo T € [ty, T]. Entonces

v(t) < wu(t)
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para todo t € [ty,T].

Demostracién. Ver [22].

1.3 Teoria de estabilidad

Considere el sistema (1.1) donde F' es Lipschitz, F' € C[J x Q,R"], J = (a,b),
con —oo < a < b < oo,  un subconjunto abierto de R™ y z(¢) una solucién del

sistema.

Definicién 1.1. La solucion z(t) es llamada estable si para cada € > 0, existe 6 > 0
tal que cada solucion T con [T(0) — x(0)| < 6, ewxiste para todo t > 0 y satisface la

desigualdad
|Z(0) —z(0)] < € 0<t<o0.
Si la solucion no es estable se dice que es inestable.

Definicién 1.2. Una solucion es llamada asintéticamente estable si es estable
y si eziste > 0 tal que cada solucion T con |T(0) — x(0)| < B satisface

lim |Z(t) — z(t)] = 0.

t—o0
1.4 Sistemas dinamicos.

En esta seccion consideraremos algunas de las propiedades que presentan los
sistemas dinamicos, generados por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias
de la forma

Cé—f ¥ = f(x),r e R" (1.3)

donde, n > 1, f :D C R* — R", f localmente Lipschitz. Se sabe que dada la

condicién inicial (0)=xy, el sistema (|1.3]) tiene una tinica solucién, la cual denotamos

por z(t)= ¢(t, zo).
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En la siguiente definicién, denotaremos el intervalo maximal de existencia

(cr, B) de la solucién ¢(t, zg) del problema de valor inicial

¥ = f(z) (1.4)
z(0) = o,

por I(zy); puesto que los puntos extremos « y 3 del intervalo maximal generalmente

dependen de zy ver [10].

Definicién 1.3. Sea D un subconjunto abierto de R™ y sea f € C*(D). Paraxg € D,
sea @(t,x0) la solucion del problema del valor inicial definida sobre el intervalo ma-
zimal de existencia I(xy). Entonces parat € I(xg), la aplicacion g2 D — D definida
por pi(xo) = @(t,x0), es llamada el flujo de la ecuacion diferencial o el flujo
definido por la ecuacion diferencial ,' wy también es referido como el flujo del
campo vectorial f(x).

El flujo generado por la ecuacion diferencial , tiene las siguientes propiedades:
(1) polz) = .

(1) eup(x)) = Psa(2).

(131 )¢ (pi(x)) = @i(@(x)) para todo t € R.

Definicién 1.4. Diremos que el punto xqg € R" es un punto de equilibrio(o punto

fijo) del sistema si

f(zo) = 0. (1.5)
Un punto de equilibrio xq es llamado un punto de equilibrio hiperbélico del sistema
si ninguno de los autovalores de la matriz jacobiana D f(xq) tiene parte real
nula.
Podemos caracterizar el comportamiento de las soluciones del sistema (1.3), cerca
de los puntos de equilibrio, linealizando la ecuacion(1.3) en xq, es decir, analizando

la ecuacion

' = Azx,z € R" (1.6)
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donde A = D f(xg) es la matriz jacobiana de la funcion f(z).

Definicién 1.5. Diremos que un conjunto A C R", tiene la propiedad de ser posi-
tivamente invariante bajo el flujo de la ecuacion , si p(t,xg) € A, para todo xg
€ Aytodot > 0. Es decir; p(t,A) C A. Similarmente diremos que A C R" es
negativamente invariante bajo el flujo de la ecuacion , si p(t,z9) € A para todo
xg € A y todot < 0. Es decir; p(t,A) C A, para todo t < 0. Finalmente, diremos
que A C R™ es invariante bajo el flujo de la ecuacion si p(t,A) € A, para todo
x9 € A y todot € I(xy). Es decir; p(t, A) C A, para todo t € I(x).

Definicién 1.6. Un punto p € R", se dice que es un punto w-limite de la solucion

©i(xo) si existe una sucesion {t,} C R™ con la propiedad que lim t, = oo y tal que
n—oo

lim ¢, = p.

n—o0

Denotaremos por w(zg) al conjunto de todos los puntos w— limites de la solucion

oi(xo). Es decir,
w(‘r()) = {p eR" ‘ Eltn C Ratn — 00, (Ptn(x(J) - p}'

Definicién 1.7. Una variedad diferencial de dimension n, M (o una variedad de
clase C*), es un espacio métrico conexo con un cubrimiento abierto {U,}, es decir,
M = U,, tal que

1. Para todo «, U, es homeomorfo a la bola unitaria abierta en R", B = {z €
R"™/|z| < 1},es decir, para todo o eziste un homeomorfismo de U, en B, hy : Uy —
B,y

2. SiU,NUs =0y hy : Uy = B, hg : Us — B son homeomorfismos, entonces

ho(Us NUg) y hg(Uy N Ug) son subconjuntos de R™ y la aplicacion
h=haohg':hg(UsNUg) = ho(Us N Up)

es diferenciable (o de clase C*) y para x € hg(U, N Up), el determinante Jacobiano

detDh(x) # 0. La variedad M se dice analitica si la aplicacion he o hgl es analitica.
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Definicién 1.8. Sea U una vecindad de un punto de equilibrio . Entonces la varie-
dad estable local E*, y la variedad inestable local E* son definidas, respectivamente,
por los siguientes subconjuntos de U

Es=W*x)={zo €U :p(t,xzo) €U parat >0 y p(t,x9) = T, t = o0},
E'=W"z)={xo € U:p(t,zg) €U parat <0 y ¢(t,xg) = &, t - —o0}.

Definicién 1.9. Sea ¢; el flujo del sistema no lineal (1.1). Las variedades globales
estable e inestable de (1.1) en x = 0 son definidas respectivamente por

w2 (0) = wi(s)

t<0

w(0) = |Ju(U).

>0
W#(0) y W*(0) son referidas también como las variedades estable e inestable globales
del origen.

Las variedades estables e inestables globales W*(0) y W*(0) son tnicas e inva-
riantes con respecto al flujo ;. Ademds, limy_,o pi(z) = 0 para todo x € W*(0)

Y limy—— o () = 0 para todo x € W*(0).

1.5 Teorema de estabilidad para sistemas lineales.
Teorema 1.2. Considere el sistema lineal
= Ax. (1.7)

(a) Toda solucion x(t) es asintéticamente estable si todos los valores de la ecuacion
caracteristica de A tienen parte real negativa.
(b) Toda solucion x(t) de es inestable si al menos un valor de la ecuacion
caracteristica de A tienen parte real positiva.
(¢) Suponga que n—1 valores de la ecuacion caracteristica de A tienen parte real < 0

y | tiene parte real 0; es decir, \y = 101, ..., \; = i0;. Suponga ademds que \; = ioj,
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tiene multiplicidad k;. FEso significa que el polinomio caracteristico de A se puede

factorizar como
p(\) = (A —io)" .. (N —ioy)fq(N)

donde todas las raices de q(\) tienen parte real negativa. Entonces toda solucion x(t)
de es estable si A tiene k;j vectores caracteristicos, linealmente independientes
para cada valor caracteristico \j = i0;. De otro modo, todas las soluciones son ines-

tables.

Demostracién. . Ver [2]

1.6 Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz.
Definicién 1.10. Se dice que
Pu(2) = 2"+ a 2"+ .t an 12+ ay, (1.8)

con a; € R, es un polinomio de Hurwitz si todas sus raices tienen parte real negativa.

Las demostraciones de los siguientes resultados se pueden obtener en [17)].
Lema 1.2. Si P,(2) es un polinomio de Hurwitz, entonces a; >0, Vi=1,...,n.

Corolario 1.1. En el caso de n < 2 la condicion anterior es suficiente; es decir,
todo polinomio de sequndo grado es de Hurwitz si y solo si a; > 0,1 =1, 2.

Denote por H, al conjunto de todos los polinomios de Hurwitz de grado n.

Definicién 1.11. Se dice que S(z) es un polinomio asociado a P,(z) si existe a > 0

tal que S(2) = (1 + az)Po(2) + P.(—2).
Lema 1.3. Sea P,(z) € H,, entonces su asociado S(z) € Hy41.

Lema 1.4. Sea S(z) € H,y1, entonces existe « > 0 y P,(z) € H, tal que S es el

asociado de P,.
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Considere el polinomio P,(z) y suponga que los a; > 0, Vi = 1...,n. Forme

la matriz

as a2 ap 1 . 0

as a4 as as . O

0 0 0 0 0 a,
y sean

aq 1
A= ay, A= yeeey D= Qp Dp—1
as Qg

los sucesivos menores principales de la matriz.

Teorema 1.3. (Criterio de Routh-Hurwitz)Las raices de P,(z) poseen parte real

negativa si y solo st A; > 0,1 =...,n.

1.7 El Teorema de Poincaré-Bendixson

En esta seccién abordaremos el estudio de algunos resultados, los cuales son
tinicamente validos para sistemas de ecuaciones diferenciales en R?. Estos resultados
permiten obtener informacion parcial y global acerca de las érbitas de los sistemas
mencionados en una gran cantidad de casos.

Sean f: Q — R% ¢g: Q — R? D C R?, dos funciones continuas y globalmente

lipschizianas en {2 y consideremos el sistema bidimensional
o = f(z,y) (1.9)
y = g(z,y)

(z,y) € L.
Antes de presentar el Teorema de Poincaré- Bendixson introduciremos las siguientes

definiciones.
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Definicién 1.12. Una solucion ¢(t) de (1.9) es periddica si existe w > 0 tal que
ot +w) = ¢(t), para todo t.

Definicién 1.13. Una solucion es llamada no trivial si no es un equilibrio.

A continuacion presentamos el Teorema de Poincare-Bendixson. La demostra-

cién de este teorema se puede ver en ([4],[20]).

Teorema 1.4. (Poincaré-Bendixson) Supongamos que M es un conjunto com-
pacto y positivamente invariante con respecto al sistema (1.9). Siy € M es tal que
w(y) no contiene puntos de equilibrio, entonces:

(i) O*(y) = w(y) es una drbita cerrada (O*(y) la semi orbita positiva a través de y)
o

(ii) w(y) es una orbita cerrada o un ciclo limite.

En ambos casos el conjunto w—limite es una drbita cerrada (o periddica).

1.8 Criterios negativos

En esta seccién estudiaremos dos criterios cuyas demostraciones se pueden
obtener en [4], los cuales son unicamente validos para sistemas de ecuaciones dife-
renciales auténomos en R?. Estos nos permiten descartar (o negar) la existencia de

orbitas o soluciones periddicas.

Teorema 1.5. (Criterio Negativo de Bendixzson) Sean f,g : R> — R dos
funciones diferenciables y consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales (1.9).
Sea D un subconjunto abierto de R?, simplemente conexo si la expresion

no es tdénticamente cero y no cambia de signo en D, entonces el sistema dado no

puede tener una orbita cerrada completamente contenida en D.
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Observacién 1.2. Recuerde que D C R? es simplemente conezo si para toda curva
simple cerrada contenida en D el recinto encerrado por dicha curva también esta

contenido en D.

1.9 Ecuaciones Diferenciales con Retardo

La mayoria de los modelos biolégicos que estudian el crecimiento de una
poblacién N cualquiera, en un tiempo ¢, han sido estudiados mediante la suposiciéon
de que la razén o tasa de crecimiento con la cual crece dicha poblacién depende sdlo
de la cantidad o magnitud de la densidad de poblacién, N(t), en ese mismo instante
de tiempo. Muchos o casi todos los modelos en Biologia de poblaciones se sintetizan

por un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de la forma

2

donde, N; representa la densidad de la especie ¢ y se supone de gran magnitud.

dN;
N, = -
‘ dt

Este tipo de ecuacién describe un crecimiento instantaneo, en el cual f; es la parte
esencial de modelo y describe su dindmica. Asi por ejemplo si f; es una constante
para cada ¢ se obtiene un crecimiento Malthusiano o exponencial cuando f; > 0 o
bien un decaimiento si f; < 0. Esta situacion no es interesante desde el punto de
vista matemdtico y légicamente no es real. Una situacién mas real se obtiene cuando
las f; se consideran funciones de las cantidades Ny,..., N,. En tal caso, surge un
sistema de ecuaciones diferenciales del tipo auténomo (independiente del tiempo t),

es decir

N/ = Nifi(N17N27"'7Nn)'

1

Al modelar un sistema biolégico, por los sistemas descritos anteriormente, por lo

general se ignoran factores que introducen complicaciones, como por ejemplo, la
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estructura de las edades, distribucion espacial, difusion, canibalismo, el tiempo que
tarda el individuo en alcanzar su madurez, el tiempo de gestacion. Algunas de las
complicaciones mencionadas antes quedan reflejadas en el sistema si se introduce

retardo.

1.10 Tipos de retardo

Considere una ecuacion de la forma
N = Nf(N,2Z). (1.10)

i) Tomando Z = N se obtiene una ecuacién instantdnea

N = Nf(N,N)=Nf(N) (1.11)

en la cual la razon de cambio depende sélo del valor actual o instantaneo V.

Para obtener una solucién particular de (1.11) para t > 0 sélo se requiere especificar
el valor inicial N(0). En el caso que N € R", N(0) determina una base para R™ y
esto da al problema (1.11) un problema finito dimensional.

ii) Tomando Z = N(t — 7) se introduce un retardo discreto y la ecuacién
N'(t) = N(&)F(N@),N(t—7)) (1.12)

recibe el nombre de Ecuacién Diferencial con Retardo Discreto.

Para especificar una solucién particular de la ecuaciéon (1.12), t > 0, se requiere
especificar el valor N(t) sobre todo el intervalo [—7,0]. El espacio de las funciones
iniciales puede por ejemplo tomarse como C[—7,0] que tiene dimensién infinita.
Razén por la cual, el problema (1.12) involucra un problema infinito-dimensional.

iii) Por otro lado, si

t
7 = / N(r)G(t — 7)dr
se introduce un Retardo Distribuido y la ecuacién (1.10) se transforma en una

ecuacién integro-diferencial

N = Nf (N, / ;N(T)G(t—f)ah) (1.13)
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para obtener una solucién particular de (1.13|) para ¢ > 0 se requiere especificar una
funcién inicial N(t) sobre todo el intervalo (—oo, t], y por tanto, nuevamente estamos
frente a un problema de caracter infinito dimensional.

La diferencia sustancial entre las ecuaciones (1.12) y (1.13) es que: mientras
la dindmica en (1.12) influenciada en el instante ¢ por la densidad de N en el instante
t — 7, en la ecuacién (1.13) la dindmica en el instante ¢ estd influenciada por todos
los instantes anteriores a ¢ a través de un promedio ponderado por la funcién G(S).

La funciéon G(S) se llama nicleo de retardo o funcién de memoria. Para
realizar el andlisis de estos sistemas es conveniente, en muchas ocasiones, el uso
de las llamadas Funciones de Memoria normalizadas la cual satisfacen la siguiente
condicién

t t
/ Gt —r7)dr = / G(u)du = 1.
—0 —o0
Las funciones de memoria que mas frecuentemente se emplean en la definicion de un
retardo distribuido son:
Memoria que decae en el pasado

En este caso se trata de una funcién dada por la expresion:

G(s) = ae *,a>0

y recibe el nombre de Nucleo de Retardo Débil. Este nicleo se ha utilizado en muchos
estudios relacionados con la modelacién de sistemas biolégicos, su implementacion
claramente implica que la influencia del pasado decae exponencialmente. Al niimero
% se le suele interpretar como la medida de la influencia en el pasado.

Ahora bien, si se “regresa’ al pasado una cantidad 7 de unidades de tiempo

y se evalia la funciéon G(s) en ese preciso instante se tiene
Gt—71)= ae " a>0

y su grafica para 7 <t es la siguiente
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G(s) = ae™™

Figura 1.1: Funcién de Retardo con Decaimiento Exponencial.

Memoria con joroba

Esta funcion viene dada por
G(s) = a*se *a >0,

. r .
en este caso, el momento mas importante en el pasado es p = — unidades antes del
a

. L . 1
tiempo presente,t (la funcién de peso tiene un salto en 7 =t — —, y decae de manera
a
exponencial a medida que va més atras en el tiempo). Su grafica para s =t — 7y

7T<tes

G(s) = a?se™™

~

a
a

Figura 1.2: Funcién de Retardo con Joroba.

En presencia de una funciéon de memoria normalizada, si N = N, satisface

f(No) = f(No, No),
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es decir, Ny es un punto de equilibrio tanto de la ecuacién instantanea (1.20) como de
la ecuacién con retardo discreto (1.21), permanecera como equilibrio para la ecuacién

con retardo distribuido (1.22), pues

f <N0, /_ ; NO(T)G(t—T)dT> _ (NO,NO /_ too NO(T)G(t—T)dT) — F(No, No).

Resulta de interés el hecho de que en cualquiera de los tres casos, para que puedan
tener interés desde el punto de vista bioldgico, la ecuacion debe garantizar soluciones
positivas para condiciones iniciales positivas.

Dado el sistema instantaneo,
Nz/ = szz(Nla ceey Ni7 ceey Nn)

Si N;(0) > 0 entonces la solucién que en algin instante de tiempo tx satisfaga con
N;i(tx) = 0,7 = 1,...,n debe satisfacer que N;(t) = 0 para todo ¢, pues N; = 0 es
solucién para cada 7. La solucion se obtiene de la unicidad de las soluciones.

En el caso de un retardo, bien sea discreto o distribuido, la positividad de las solu-

ciones se establecen mediante el siguiente teorema:

Teorema 1.6. Si N;(t) es solucion de la ecuacion con retardo
NZ/ - lez<N17 .. 7ﬁi7 Nn)

en el intervalo [to,ty + 6),0 < < 400 con la condicién inicial N? > 0 para t < tg,

i=1,...,n entonces N;(t) es una solucion positiva en el intervalo [to,to+ ).

Demostracién. Sea f7(t) = fi(Ni(t),..., Ni(t),..., Nu(t)), cont € (—o0,tg +0) y
considere la ecuacion diferencial dada con valor inicial

!/

N = NS

7

Se tiene que N} = N;(t) satisface esta ecuacion. Por otra parte

A

)



(3vtiy) = [ 00

de aqui que, N (t) = N} (to) effo frwdr
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CAPITULO 2
TEORIA DEL QUIMIOSTATO

El Quimiostato consiste de tres vasos conectados como se muestra en el es-
quema de la figura (2.1). Una botella llamada alimentaria que contiene todos los
nutrientes necesarios para el crecimiento de un microorganismo en exceso, excepto
uno, el cual es dado a conocer como nutriente limite. El segundo vaso es llamado
vaso de cultivo, y es aqui donde la accion tiene lugar, el tercer vaso es el vaso de
desperdicio o vaso colector, en este vaso es donde se recogen los productos del vaso
de cultivo. Este contendra nutrientes, organismos, y quizas productos de estos or-
ganismos. Notese que las medidas pueden ser realizadas sobre la materia del vaso
colector sin perturbar la accién en el vaso de cultivo. Como algtin nutriente siempre
va a estar alimentado de forma restringida, el estudio estara centrado en el nutriente
limitante, llamado de ahora en adelante simplemente el nutriente, y se ignoran los
otros que estan presentes en cantidades sobrantes.

El contenido de la botella es bombeado a una razon constante dentro del vaso
de cultivo; el contenido de éste es a su vez bombeado a la misma razén constante al
vaso colector.

Denotemos por V el volumen del vaso de cultivo (V tiene unidades de {*, donde
[ es una medida de longitud), y denotemos por F' el promedio de flujo volumétrico
(F es dado en unidades de [3/t, donde t es el tiempo). La concentracién del nutriente
de entrada, denotado por S(®) se mantiene constante, y tiene unidades de masa/I>.

El vaso de cultivo se carga con una variedad de microorganismos, de modo
que contiene una mezcla de nutrientes y organismos. El contenido del vaso de cul-
tivo se considera bien agitado, es decir, la mezcla es homogénea y todos los demas
parametros significativos (como por ejemplo la temperatura) que afectan el cre-
cimiento se consideran constantes. Como la salida es continua, el quimidstato es

a menudo referido como un cultivo “continuo” en contraste al que se produce por
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hornadas.

Nutrientes Vaso de cultivo Vaso colector

Figura 2.1: Esquema del quimiostato simple.

Para explicar la obtencion de las ecuaciones diferenciales ordinarias que se desprenden
de este modelo, empezamos considerando el desarrollo de un sélo organismo en el
quimiostato. La razén de cambio del nutriente y del organismo pueden ser expresada
como:

tasa de cambio del nutriente=tasa de ingreso-tasa de desperdicio - tasa de consumo,
razon de cambio del organismo=tasa de crecimiento-tasa de desperdicio.
Denotemos por S(t) la concentracién de nutriente en el vaso de cultivo en el tiempo
t, V.S(t) serd la cantidad de nutriente en el vaso el tiempo ¢. La tasa de cambio es la
diferencia entre la cantidad de nutriente que ha sido bombeado dentro del vaso por
unidad de tiempo y la cantidad de nutriente que sale del vaso por unidad de tiempo.
Si no hubo ningtn microorganismo y en consecuencia ningtin consumo, entonces la

ecuacion para el nutriente seria
(VSY(t) = SOF—-StF

Es de observar que las unidades de cada lado son expresadas en términos masa/tiempo.
Como V es constante, la cantidad en el lado izquierdo se puede escribir como V.S’(t)
y ambos lados lo podemos dividir por V. La cantidad F/V llamada la tasa de
dilucién (o desperdicios), es denotada por D y tiene unidades de tiempo reciproco

1/t. Entonces la ecuacion se transforma en:

S'(t)=SOD — S(t)D.
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La formulacion del término consumo, basada en evidencias experimentales, se re-
monta a lo hecho por Monod J. (1942) y (1950). El término es proporcional a
mSP
a+8’
donde P es la concentracién del organismo (en unidades de masa/[3), ”m” es la tasa
méxima de crecimiento (en unidades 1/t), y a es la constante de Michaelis Menten
(o constante de saturaciéon media) con unidades de concentracién, es decir a es el
valor de S para el cual la respuesta funcional alcanza la mitad de su maximo. De
esta forma la ecuacion diferencial para S toma la forma

mS(t) P(t)

5®’=(§m—ﬂmD—;:§5T7,

(2.1)

mientras que la ecuacién correspondiente a los microorganismos, asumiendo que el

crecimiento es proporcional al consumo, es

Pit) = P(t) (%—D) (2.2)

donde 7 es una constante de “productividad” que refleja la conversiéon del nutriente
en nuevos organismos. La constante 7 se puede determinar (en cultivos por hornadas)

por medio del cociente

masa del organismo formado

masa del sutrato

de aqui que v no tiene dimensiones.

Las condiciones iniciales son S(0) > 0y P(0) > 0. Se puede observar que el
nimero de parametros en el sistema es excesivo, por tanto conviene realizar algunos
cambios de escala.

Primero que nada, note que S® y D (la concentracién entrante y la tasa de
desperdicio) estén bajo el control de los experimentos. El término S tiene unidades
de concentracion y D tiene unidades de tiempo reciproco. las ecuaciones (2.1) y (2.2)

pueden ser escrita como:
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S'(t) S(t) mS(t)/S©  P(t)
( N W) D= 4/59 ¢ 5(0)/50 507,

P'(t)y  P(t) mS(t)/ SO
SOy T 50y (a/s<0>+5(t)/s<o>_p>'

Midiendo S, a y P/v en unidades de S y el tiempo en unidades de D! y haciendo

el siguiente cambio de variables

_ S —
S:m, P:

__a . m
““so "T D

ademas sustituyendo en las ecuaciones previas y eliminando las barras sobre las
variables y parametros, uno obtiene las siguientes ecuaciones diferenciales sin dimen-

siones

St = 1-S(t) - ai;];“), (2.3)

P't) = P() <a+s 1)
S(0) > 0, P(0) > 0.

El siguiente lema muestra que el modelo desde el punto bioldgico es bien planteado.

Lema 2.1. El cuadrante positivo, R> 1, es positivamente invariante con respecto a las
soluciones del sistema (2.3); es decir, toda solucion con condiciones iniciales en ]R%r,

2
permanecen en RZ .

Demostracién. Si S(§) =0, para algin & > 0, de la primera ecuacion del sistema
(2.3), se obtiene

mS(§)P(¢)

O = 1-56 - "

> 0,

por lo que S(t) > 0, para todo t > 0, mientras exista la solucidn.
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Ahora veamos que P(t) > 0. Para P(t) # 0, de la sequnda ecuacion del

sistema (2.3), se obtiene

P'(t)  mS(t)
Pt)  a+S(t)

P(t) = P(0)exp ( /0 t {% - 1] dT) .

como P(0) > 0, entonces P(t) > 0, para todo t > 0, mientras exista la solucidn.

_]_7

de donde

Lema 2.2. Todas las soluciones del sistema (2.3) son acotadas para t > 0.

Demostracién. Consideremos la funcion definida por
R(t) = S(t)+ P(1).
Deriwando esta ecuacion, la igualdad anterior se puede escribir como
R'(t) = S'(t)+ P'(¢).
Ahora tomando en cuenta las ecuaciones del sistema (2.3), obtenemos
R'(t)+ R(t) = 1.
Esta es una ecuacion diferencial lineal, con condicion inicial
R(0) = S(0)+ P(0),
su solucion viene dada por
R(t) = 1+ (R0)—1)e"=1+¢(t)

donde (t) es una funcion continua y ademds ¥ — 0 cuando t — oo.

De lo cual podemos concluir que R(t) — 1 cuando t — oo,
es decir para cualquier € > 0 existe un T'(¢) > 0 tal que |R(t) — 1| < €, para todo
t > T(e).
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Ahora , tomando My = mdz{R(0), R(T'(¢))}, para 0 <t < T(€) y como
0< R(t)—1<e, parat > T(c), tomemos M = mdx{ My, e+ 1} de donde resulta que
R(t) < M,vt>0
lo cual demuestra el lema.

Lema 2.3. El conjunto w—Ilimite de cualquier solucion del problema (2.3) estd con-

tenido en el conjunto
Y = {(S,P)/S+P=1,§>0,P>0}. (2.4)

Demostracion. FEs suficiente probar que ¥ es invariante con respecto a las solu-

ciones del sistema. Sea (S*(0), P*(0)) € X, entonces
S*(0) + P*(0) = 1.

Tomando este punto como condicion inicial para la solucion del sistema (2.3) ten-

dremos la solucion
(S*(t), P*(t)).

Ahora si definimos la funcion,
M(t)=S(t)+ P(t),cont >0
por el lema anterior tenemos que M'(t) + M(t) = 1, por lo tanto
M(t) =1+ (W(0)—1) e " =1+(),
y ast M(t) — 1 cuando t — 0, por lo tanto
(S*(t), P*(t)) € ¥, para todo t >0

lo que significa que la solucion que se inicia en X permanece en Y, es decir ¥ es

mvariante.

Lema 2.4. Sim <16 u=

limy o0 P(t) = 0.

a , . .
7 > 1, entonces la especie P se extingue, es decir
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Demostracién. Consideremos la expresion del lema anterior
S(t)+ P(t)=1

entonces

St)=1-P(t)<1

es una funcion creciente

P(t)’<P(aT1 —1),

luego como f(S) = an—’:_ 5

y como m < 1, se tiene que

—-1<0,
a+1

de donde se deduce que P'(t) <0, lo cual implica que la funcion P(t) es decreciente

y como P(t) es positiva para todo t, se concluye que limy_,o, P(t) = 0. Supongamos

a
ahora que [ = 1 > 1. Entonces, a > m — 1y asim— (a+1) <0, por lo tanto

m
a+1

—1 <0, de donde se obtiene el mismo resultado que el caso anterior. (]

A continuacion se presentan dos simulaciones que muestran que la especie P

se extingue.

Ejemplo 2.1. Simulacion grdfica hecha para los valores de los pardmetros: m =

0.25, a=5,7,9,11.

m = 0.25 a = 5.00 m = 0.25 a = 7.00

5 5
s s

4 P 4 P
= 3 3
= 2 = 2
& &

1 1

o o

o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100
Tiempo t Tiempo t
m = 0.25 a =9.00 m =o0.25 a=11.00
) 5
s s

4 P 4 P
= 3 =z 3
= 2 = 2
& &

1 1

o o

o 20 a0 60 80 100 o 20 40 60 80 100

Figura 2.2: Simulacion con condiciones iniciales S(0) = 100 y P(0) = 50 y parametros:

m=025ya=570911..



Ejemplo 2.2. Simulacion grdfica hecha para los valores de los parametros: m = 5,
a=>5,7,911.

m = 5.00 a = 5.00 m = 5.00 a = 7.00

s
P
o 40 &

o 20 40 60 80 100 2 o 80 100
Tiempo t Tiempo t

i), PO

0O = N O A 0

(i
0 2 N G MO

m = 5.00 a = 9.00 m = 5.00 a = 11.00

o
o 20 40 60 80 100 o 20 40 60 80 100

Tiempo t Tiempo t

§0. PO
), Pl

0 = N O M O

5
a
3
2
1

o

Figura 2.3: Simulacion con condiciones iniciales S(0) = 100 y P(0) = 50 y pardmetros:

m=5ya=5,7,911..

2.1 Puntos de equilibrio.

Los puntos de equilibrio del sistema (2.3) se obtienen haciendo el lado derecho

de (2.3) igual a cero, es decir;

1—S(t)—% ~ 0 (2.5)
mS(t) B
Pm{ifﬁﬁ_q = 0.

Supongamos que P =0y S # 0 de la primera ecuacién de (2.5) se tiene que S = 1,
por lo que Ey = (1,0) es un punto de equilibrio.

Supongamos que S # 0 P # 0, entonces de la segunda ecuacién de (2.5) se

tiene que
S
L —
a+S
esto implica que
a
S* =
m—1

luego sustituyendo este valor en la primera ecuacién de (2.5) se tiene que

1— a . m<mci1)P* :0
m—1 a4+ ‘11)

m
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a

de lo cual se deduce que P* =1 — .
m—1

Por lo que E* = (S*,1—-5%) = (1, 1 — ) es un punto de equilibrio, donde p = ¢

m—1
En la siguiente figura se muestra la localizacién de los puntos de equilibrio Ej
y E
P

4

-

. | Eq .
U 1 S

Figura 2.4: Localizacion de los puntos de equilibrio Ey y E* .

Observaciéon 2.1. El punto de equilibrio E* existe si m > 1.

2.2 Estabilidad de los puntos de equilibrio £y y E*

Para el analisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema
(2.4), consideramos la matriz jacobiana correspondiente a cada punto de equilibrio.

La matriz jacobiana del sistema (2.4) estd dada por

11— maP —mS
:]\: (a+S5)2 a+s
malP mS 1
(a+S5)2 a+S

Lema 2.5. El punto Eo(1,0) es un punto silla, si m > a+ 1.

Demostracién. Al ser evaluada la matriz J en las coordenadas del punto de equi-

librio Ey, ésta toma la forma

. -1 —m
J(E(]) — a+1
0 m—a—1
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m—a—1

Los autovalores son los elementos de la diagonal principal, es decir, -1 y ™4

Asi tenemos que hay un autovalor negativo y uno positivo ya que m > a + 1, de
modo que Ey es un punto silla, y por lo tanto inestable. Note que para m < a + 1,

Ey = (1,0) es localmente asintéticamente estable.

Lema 2.6. Sim > 1y 0 < pu = ¢ < 1 entonces el punto E* es localmente
m

asintoticamente estable.

Demostraciéon. Sustituyendo E* en la matriz jacobiana tenemos

R 1 _ ma(l—p) —mp

J(E*) = (a+p)? atu
ma(l—p) me
(atp)? atp

pero =1, asi se tiene que

1 ma(l—u) 1

J(E") = (ap)?
ma(1—p) 0
(a+p)?

ma(l - u)> ma(l - p)

cuyo polinomio caracteristico es P(\) = \* + (1 + (@t ) @t

Las raices estdn dadas por \y = —1 y Xy = —”ZZS:;)‘;), se tiene que hay dos
autovalores negativos por lo tanto E, es localmente asintoticamente estable. O

Ejemplo 2.3. En la siguiente figura se muestra que el punto de coordenadas positivas
del sistema (2.3), E* es localmente asintdticamente estable para los valores de los

parametros: m = 10, a = 3 y condiciones iniciales S(0) = 100 y P(0) = 50.
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les S(0) = 100 y P(0) = 50 y valores de los

1ciones 1nicla.

Simulacion con cond

Figura 2.5
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CAPITULO 3
MODELO DE CADENA ALIMENTARIA EN EL QUIMIOSTATO
CON RESPUESTA FUNCIONAL TIPO HOLLING II Y RETARDO
DISTRIBUIDO

En este capitulo tomando como punto de partida el modelo estudiado por Y.
Kuang en [13] se y siguiendo las ideas de Wolkowicz. G, Xia. H y Ruan. S en [24],
proponemos la utilizaciéon de un retardo distribuido para mejorar la modelacion de

una cadena alimentaria que se desarrrolla en el quimiostato.

3.1 Descripcion del modelo.

El modelo de cadena alimentaria a considerar en su presentacion original tiene

la forma

SOP().
Y(ar+ S(t))

/ _ m1S(t) D m2Q(t)
P'(t) = P(t) (m_Dl_m>
Q) = Pt (ﬂ(t)) - 32) ’

&2+P(t

S'(t) = (8°—S(t)D—

donde S(0) =Sy > 0,P(0) = Py, > 0, Q(0) = Qo,t > 0 se supone que existe una
fuente primaria de nutrientes, S(¢), para una poblacién P(t), que a su vez sirve
de nutriente para otra poblacién Q(t) (depredadora) ubicada en el tltimo eslab6n
de la cadena. S° denota la concentracién inicial del nutriente, v; y 72 representan
las constantes de rendimiento de crecimiento de los microorganismos P(t) y Q(t)
respectivamentes, D es la tasa de desperdicio del quimiostato; cada D; = D + ¢;,
1 = 1,2, donde ¢; vy €5 denotan las tasas de mortalidad especificas de los organismos
P y @ respectivamente, m; y mo denotan las tasas maxima de crecimientos para
las poblaciones presa y depredadora respectivamente, a; y as representan las tasas

de saturacién media, esto es, las densidades del nutriente y de la poblacion presa
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para las cuales la cantidad de alimento ingerido por la presa y el depredador es
igual a la mitad del méaximo respectivo. En caso que las tasas de mortalidad de la
poblacién presa P y la poblacién depredadora @) sean despreciables (lo cual ocurre
en el quimiostato) entonces se tiene que D, =Dy, =D.

Midiendo las concentraciones de nutrientes en unidades de S°, el tiempo en
unidades de 1/D, P en unidades de 4,.5°, y @ en unidades de 7,725, se reduce el

nimero de parametros y se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones difernciales

S'(t) = 1—=5(t) — —”lesfy(jt()t )

/ _ myS(t) maQ(t)
PO = P ) 52
0w = o (500,

Con S(0) > 0, P(0) > 0,Q(0) >0,t >0, donde D; = D;/D, i =1,2.
Las respuestas funcionales son de la forma Michaelis-Menten (o de tipo Holling
IT) y en este trabajo asumiremos que D1 = Dy = 1, asi el sistema (3.2)) se transforma

en el siguiente

(1) :1-&@-%%%%?
P = po (250 00 ) (33)
) = Q) (250 -1)

el cual ha sido estudiado por Y. Kuang en [13].
Nuestro objetivo es estudiar este sistema en el caso que ocurran efectos de
retardo, particularmente modelamos el retardo por medio de una forma distribuida,

lo cual nos conduce al siguiente sistema de ecuaciones integro-diferenciales:

S/<t) - 1_ S(t) . m;fitligt)

o muS@E)PE) - meP(H)Q()
PO = < 5se Y- 3 re (34)
Q) = Me—(t—f) (ae= N dr — Q(t),

— 0 a2+P(7')
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donde S(0) = Sy > 0,P(0) = Fy(t) > 0, Q(0) = Qo(t) = ¢(t) > 0(t < 0) y todos
los parametros involucrados en las ecuaciones que describen el modelo se consideran
positivos y tienen el mismo significado que en el modelo sin retardo ; ahora,
como puede verse, para la ecuacién de crecimiento para la especie (), la parte derecha
depende de un promedio en el pasado, lo que distingue esta formulacion es que incluye
el factor de desecho en el promedio de la funciéon de peso del tipo Michaelis-Menten

o funcion del tipo Monod de la funcién desconocida (), dado por la siguiente integral

! m2P<T>Q(T)€f(th)

RO =] =5 Pm

(e™ =) dr, (3.5)

Esta formulacién del modelo sigue los lineamentos dados por Wolkowics G., Xia H.
y Ruan S.

Hemos utilizado el retardo distribuido con funcion de peso de la forma
K(u) = ae™ ", (3.6)

el cual recibe comtinmente el nombre de nicleo de retardo débil. Este ntcleo se ha
usado frecuentemente en la modelacién de sistemas biolégicos, su implementacién
claramente implica que la influencia en el pasado decae exponencialmente. El nicleo
representa la distribucién del tiempo de retardo involucrado en la conversion de la
presa a nuevos microorganismos. El ntcleo posee la propiedad siguiente
t 0
2(t) = / avexp(—alt — 7))dr = / v oxp(—as)ds = 1. (3.7)
—o0 0

En este trabajo se realiza un analisis local del comportamiento asintotico del sistema
(3.4). Para ello utilizaremos el llamado “truco de cadena lineal” cuya férmula esta

dada por

d '™ 9

d [® / ,
i [y 100 =Vosen —dofen 5 [ asene @9

y permite escribir la derivada de la funcién R(t), con respecto al tiempo ¢ en forma

lineal, lo que da como resultado el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales or-
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dinarias
S'(t) = 1—5(75)——””215&]; (;)
i maS(HP[E) ~ meP(H)Q()
PO = < Tsw Y30 (39)
Q'(t) = R(t)—Q(t)
R = “RlOE - )

que como puede verse contiene una ecuacion lineal. De esta manera el sistema ((3.4))
es “ equivalente” al sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias cuatri-dimensional
B9).

Entenderemos esta relacién de equivalencia como sigue : si (S, P, Q) : [0, 00) —
RR? es solucién de que corresponde a las funciones iniciales, continuas y acotadas
K =(S,P,Q): (—00,0] — R?, entonces para R(t) definida en , (S, P,Q, R) es

solucién de (3.9) con condiciones iniciales

S(0) = S(0),P(0) = P(0),Q(0) = Q(0)

R(0) = Ry= /_ i O‘”;Qi (gggT)e("*l)TdT, (3.10)

de lo que se deduce que a toda solucién del sistema (3.4)) le corresponde una solucién

de (3.9)) definida en toda la recta real y tal que R(—o0) = 0 entonces R estd dada
por (3.10), de modo que (S, P, Q) satisface ((3.4]).

El problema (3.4) requiere del espacio BC? (espacio de todas las funciones continuas
y acotadas de (—o0,0] en R?) para tomar condiciones iniciales. Estas condiciones
iniciales deben ser funciones continuas de (—o00, 0] en R%. De la teorfa general de las

ecuaciones integro-diferenciales ( ver [3] y [I7] ), para cualquier dato inicial
¢ =(S,P,Q) € BC
existe una tunica solucién

p(,1) = (5(e, 1), P(6,1), Q(¢, 1)),
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para t > 0, que satisface,
©(¢,0)[(—c0,0 = ¢-

Usaremos (S(t), P(t), Q(t)) para denotar la solucién (¢, t) con ¢ € BC? cuando no
surja confusion en el contexto.

A continuacién, se dan dos resultados acerca del sistema . El primero
de ellos nos indica que el modelo se comporta bien bioldégicamente, esto es, para

condiciones iniciales positivas las soluciones siguen siendo positiva para t > 0.

Lema 3.1. Para cualquier ¢ € BC% con S(0) > 0, P(0) > 0,Q(0) > 0, la solucién
o(o,t) = (S(t), P(t), Q(t)) permanece positiva para todo t > 0.

Demostracién. Si S(§) = 0 para algin & > 0, la primera ecuacién de (3.4 da

ey =1 s(e) — MSEOPE)
S'(§) =1-5() o+ 500 > 0.
Esto implica que
S(t)>0

para todo ¢t > 0, mientras exista la solucion.

Veamos que P(t) > 0; de la segunda ecuacion de (3.4]), para P(t) # 0 tenemos
P't)  muSQE) L maQ(t)

P(t)  a;+ S(t) ag + P(t)’

de donde
t
m1S(7) mQ(7) ] )
P(t) = P(0)ex — -1 ——dT ).
0= roes ([ |25 -1 0
Como P(0) > 0, entonces P(t) es positiva para t > 0 mientras exista la solucién.
Para demostrar que Q(t) > 0 para todo t > 0, supongamos lo contrario, es decir,
que no es cierto.

Sea

t=inf{t >0;Q(t) =0,y Q(1) >0 para 0 <7<t} < oo.
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Entonces Q(t) =0y Q'(f) < 0. Pero de (3.4), tenemos

@)= [ 0 exp(—(a + 1)~ )i - QO
- /_ O”Zji(gggﬂ exp(—(a+ 1)(t — t))dr > 0
lo cual es una contradiccién. Asi, Q(t) > 0. O

El siguiente lema dice que el sistema (3.4)) es disipativo en el sentido que cada solucién

positiva es acotada.
Lema 3.2. Todas las soluciones del sistema son acotadas.

Demostracion. Consideremos la funcion definida por

W(t)=S(t)+ P(t) + Q(t) + @

tomando en cuenta las ecuaciones del sistema , la igualdad anterior se puede
escribir como

W(t) + W(t) — 1 =0.

Esta es una ecuacion diferencial lineal de primer orden y con la condicion inicial
W(0) = So + FPo + Qo + Ry,
su solucion viene dada por
WEt)=1+(W(0)—1)e"=1+pt)

donde p(t) es una funcion continua y ademds p — 0 cuando t — oco. De lo cual
podemos concluir que W (t) — 1 cuando t — oo, es decir para cualquier € > 0 eziste
un T'(e) > 0 tal que |W(t) — 1| <€, para todo t > T'(€).

Ahora , tomando My = mdz{W (0), W (T'(¢))}, para 0 <t < T(e) y como
0<W(t)—1<e, parat > T(c), tomemos M = mdx{ My, e+ 1} de donde resulta
que

W(t) < MVt >0
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lo cual demuestra el lema. O

Lema 3.3. El conjunto w-limite de cualquier solucion del problema esta con-

tenido en el conjunto
A = {(S,P,Q,R)/S+P+Q+§:1,SZO,PZO,Q20,R20} (3.11)

Demostracion. FEs suficiente probar que A es invariante con respecto a las solu-

ciones del sistema

Sea (5*(0), P*(0),Q*(0), R*(0)) € A, entonces
S*(0) + P*(0) + Q*(0) + R*(0) = 1.

Tomando este punto como condicion inicial para la solucion del sistema ten-
dremos la solucion

(S7(1), P*(1), Q" (1), R*(t)).
Ahora si definimos la funcion

R(t)

M(t)=S(t)+ P(t)+Q(t) + o con t>0

por el lema anterior tenemos que M'(t) + M(t) = 1, por lo tanto
M(t) =1+ (W(0)—1) e " =1+ p(t),
y asi M(t) — 1 cuando t — 0, por lo tanto
(S*(t), P*(t),Q*(t), R*(t)) € A,para todo t >0

lo que significa que la solucion que se inicia en A permanece en A, es decir A es

muvariante. O

Corolario 3.1. Todo atractor de las soluciones del sistema (@) estd contenido en

A.

Demostracion. Es consecuencia inmediata del lema anterior. OJ
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3.2 Puntos de equilibrio del sistema (3.9).

Para hallar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema

miS()P(t) meP(t)Q(t)
a1+5(t) ~P() =T = 0 (3.12)
R(t)—Q(t) = 0
amyP(t)Q(1) B
Tw b | (@TURG =0

Supongamos que S(t) # 0y R(t) = Q(t) = 0,P(t) = 0, entonces de la primera
ecuacion de (3.9) 1 — S(¢) = 0, entonces S(t) =1 asi

E, =(1,0,0,0)

es un punto de equilibrio.

Supongamos ahora que S(t) # 0, P(t) # 0y R(t) = Q(t) = 0, luego de
la segunda ecuacién del sistema ((3.12)), tenemos que P(t) ( i ((1) ) =0, de
donde

. a
5= my 1— 1’
sustituyendo en la primera ecuacion de (3.12), tenemos que 1 — ma_ T~ P =0,
de donde 1
pr=1--2
mp — 1

asi el punto de coordenadas Fy = (11,1 — u1,0,0) es un punto de equilibrio, donde
ay

M1 = ,m1>()y0<,u1<1.

my — 1
Ahora hallaremos el punto de equilibrio con todas sus coordenadas positivas.
Supongamos que existe un punto de equilibrio E, = (S,, Py, Qa, Rs) en el

interior de A, entonces de la tercera ecuacién de (3.12)) tenemos que R, = @,; de la

cuarta ecuacion de (3.12)) obtenemos
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amso P,
o - 1 :Oa
Qu (22— (0 1)

luego se obtiene

« (0%

P, (mz— (a+1)) :a2(04+1)7

asi
asA(«)

p, = 2%
“ mg — Aa)

1 1 1
dondePa>OSim2>a+ :>m2>1yaquea+ >1yA(Oz)=a+ :
a a a

Por otro lado sustituyendo en la primera ecuacién de (3.12) tenemos

mlsaPa .

1-5, =
CL1—|—Sa

0

esto implica que

Si—l—Sa(mlPa—f—al—l)—al:O,

(mlPa+a1—1)+\/(mlPa+a1—1)2+4a1
2

cuya solucién es S, =

sea 0 = mq + P, + a; — 1, entonces

g —0 + 0% + 4ay
a T 2 .

Por otro lado tenemos que S, + P, + Q. + % = 1 esto implica que
@

Qa(aJrl):(l—Sa—Pa)

«

lo cual se obtiene
«a

Qa:a+1(1—5a—Pa).

A los efectos de simplificar algunas notaciones definamos los nuevos parametros fi,

K2 Y Ho ast:

ai a2 . as
y M(X - o]
a+1
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3.3 Extincién de poblaciones

Vamos a demostrar algunos resultados que desde el punto de vista matematico
reflejan el comportamiento de la poblaciones, conforme sea el rango de valores
en el que se ubique las tasa de crecimiento de la poblacién presa y la poblacién

depredadora.
Lema 3.4. Simy <1 0 pu; > 1, entonces la especie P se extingue.

Demostracion. Como todas las soluciones estan en la region A podemos sustituir
R

S=1-| P+ Q+ — |, de esta forma tenemos que si my; < 1 y suponiendo P(0) > 0,
o

tenemos que de la sequnda ecuacion

m (1 (P()+ Q) + “2))
a +1— (P(t) Q) + )
mi (1= (P() + Q) + "2))

+12)

ar+1- (P() +Q() + 10

(4?1—1)P@,

y como myp < 1, se tiene que

Plt) =

IN

a1

= >1
251 mi—1 -

de donde se deduce que P’'(t) < 0, lo cual implica que la funcién P(t) es decreciente

y como P(t) es positiva para todo t, se concluye lim;_,o, P(t) = 0.
a1

Supongamos ahora que ji; = > 1. Entonces, a; > my—1,y asim;—(a;+1) <
my —

0; por lo tanto, a’ﬂl — 1 < 0, de donde se obtiene el mismo resultado que el caso

anterior. O

Lema 3.5. Simy < %t entonces las especies Q(t) y R(t) se extinguen.
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Demostracién. De la cuarta ecuacion de (3.9) tenemos

R(t)  meP®QE) (a+1)

o T mrPl) o HO
“Tlam - g,
por lo tanto,
PO < o - rn =@
f’f)1+Q'(t> < 0

lo cual significa que la funcion %—i—@(?ﬁ) es siempre decreciente y por lo tanto tiende
a cero cuando t crece sin limite. Como R(t) y Q(t) son funciones positivas se deduce

que cada una de ellas tiende a cero cuando t tiende al infinito. 0

En vista de los lemas previos, se establecen las siguientes condiciones nece-

sarias para la supervivencia de las especies P, () v R:

1
ml>1,m2>i y 0<p <. (3.13)
o

3.4 Estabilidad de los puntos de equilibrio £ y E,,.

El estudio de la estabilidad asintotica de los puntos de equilibrio en los sistemas
biolégicos adquiere relevancia porque nos permite establecer interesantes predicciones
ecologicas.

Para el andlisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema
, consideramos la matriz jacobiana correspondiente a cada punto de equilibrio.

A tal efecto, la matriz jacobiana del sistema (3.9) esta dada por

aymi P —m1S
-1- (a11+A19)2 a1+IS 0 0
aymi P —ma P
J = (OtllJrIS)2 b2 a2+2P 0
0 0 -1 1
0 gumg emf (ot
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myS asms @)
donde byy = -1—-—
22 ar + S (CLQ + P)2
Lema 3.6. 5i 0 < @ < 1, entonces
my —
m
o>l
aq + ]_
Demostracion. Supongamos que n < 1, entonces 0 < m; — 1 < aq, lo cual
a1
contradice la hipotesis.
a
Lema 3.7. Si 0 < L < 1, entonces el punto Ey es un punto silla.
mq —

Demostracion. Al ser evaluada la matriz J en las coordenadas del punto de equi-

librio E1, toma la forma

-1 =5 0 0
o —1 0 0
J(El) - at+l
0 0 -1 1
0 0 0 —(a+1)
Los autovalores son los elementos de la diagonal, es decir, \j o2 = —1, A3 = m—; 1~
ay
Yy )\4 = —(Oé + 1)
Asi, tenemos que hay tres autovalores negativos 1o = —1 y M= —(a+1) y
del lema 3.6 sabemos que el autovalor _; 1~ 1 es positivo, de modo que E; es un
a
punto silla, y por lo tanto inestable. O
(1 — ) )
Lema 3.8. Supongamos que mqo > 1 y mo————— > 1, entonces:
as +1—

as +1—

a) Sia < , el punto de equilibrio E,,, es localmente asintdticamente
(1= pa)(ma—1) —a
estable.
. as +1— e )
b) Sia > , el punto de equilibrio E,,, es inestable.

(1 —m)(mg —1) —ay



Demostraciéon. Evaluando el punto E,, en la matriz jacobiana, tenemos

1 alml(l - le) —Mmy 0 0
(a1 + 1) ay + i
a1m1(a1 - Ml) mipn _ m2(1 - Ml) 0
J(Eyy) = (a1 + p11)? ar + az + (1 — )
0 0 —1 1
ams(1 — )

0 0 _ a+1
az + (1 — ) ( )

cuyo polinomio caracteristico es P(\) = det(AN — J(E,1))

A+ (14
—aymy(1 — )
(a1 + p)?
0

0

mif

pero
ay +

(a1 + p1)?

es decir,

PO\

(o

[(/\+1)(/\+(oz+1))—

0
—ma(1 — pi1)

>~

—ma(1 — )

ama(1 — i)

az + (1 — 1)
A+1
amy(1 — p)
az + (1 — 1)

0 0

0
ag + (1 — )

A+1 1

ot (=) A+ (a+1)

]

(a1 +M1)2
ams (1 —Ml)]
az+(1— )|

Las raices del polinomio caracteristico son las raices de los polinomios

PN =A+1D)A+ (a+1)) —

(1— Ml)) At aymy (1 — )

(ay + pu1)?

(a1 + )2

ama(1 — pi1)
ag + (1 — )

A+ (a+1)

46

0

1

(3.14)
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Luego, Py(\) =0, siy sdlo si

1 -
(A+1+—alm1( ‘;1)> A g o= m) “21) _
(a1 + 1) (a1 + p1)

o equivalentemente

(A+1) <A+%) —0,
aymq (1 — Ml)) <0,

(a1 + p11)?
por lo tanto sus dos raices son negativas. Por otro lado, Py(\)=0, si y solo si

lo que implica que A = —1 0o A = — (

ama(1 — )

=0
ag + (1 — )

P =A+1D)(A+(a+1)) —

o equivalentemente

1 — )
Po(A) =X+ (a+2 )\+a(1—L>+1:O
2( ) ( ) a2+(1_ﬂl)
az + (1 — )
a)cuando o < , entonces
) 0= m)(ma—1) -
a < az + (1= ) (3.15)

ma(1 — p1) — (ag + (1 — p1))

teniendo en cuenta que

Lo mel—pm) _art (1—m) —ma(l— )
az + (1 — ) az + (1 — )

tenemos que
ma(l =) — (a2 + (1 — )
az + (1 — 1)
multiplicando cada lado de por este factor tenemos que

N (m2(1 — 1) — (a2 + (1 — ”1))) <1

ag + (1 — )

>0

lo cual conduce a

. as(1 — p1) — mo(1 — 1) <1
( )

(12+(1—M1)

por tanto

a1 ) s

ag + (1 — )
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Asi el termino independiente del polinomio Ps(a) es positivo, luego éste tiene to-
dos sus coeficientes positivos lo que implica que tiene sus dos raices con parte real
negativa.

Como Pi(X\) y Py()\) tienen sus raices con parte real negativa respectivamente
entonces el polinomio P(\) tiene sus raices con parte real negativa, por lo tanto, el

punto E,, es localmente asintéticamente estable.
as +1—
(1= p1)(me — 1) —as

b) cuando o > , procediendo de manera similar que el

caso anterior, tenemos

a(l—mQ(l_#_l)
az + (1 — )

con lo que el polinomio Py(X\) tiene dos raices cuyo producto es negativo, de modo

)+1<0,

que tiene una Taiz positiva y otra negativa, en consecuencia el polinomio P(\) tiene
tres raices con parte real negativa y una con parte real positiva. por lo tanto el punto

de equilibrio E,,, es inestable. 0

ma(1 — i)

ag + (1 — )
localmente asintdticamente estable.

Lema 3.9. Simy > 1 y < 1, entonces el punto de equilibrio E,, es

Demostracion. Procediendo de la misma manera que el lema anterior tenemos que
o oma(l —
g 2l =)

< 1, entonces
a9 -+ (1 - ,Uq)

1_
o<1 mellmm)
ag + (1 — pi1)

como o > 0 se tiene que
]__
0<a <1_M)
CL2+(1—M1)

por lo tanto,
0 < a (1 _ M) +1
az + (1 — )

con lo que el polinomio P(\) de la ecuacion tiene todas sus raices con parte real

negativa, por lo tanto el punto E,, es localmente asintoticamente estable. |

u1
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as +1—
(1= p1)(my —1) —ay

Lema 3.10. St my > 1 y a = entonces el punto E,, es

localmente estable.

Demostracion. Procediendo de manera similar al lema 3.8 se tiene que si

ag +1—
= , entonces

(1 —p1)(m2 — 1) —ay

a1 ) =

a2—|—(1—,u1

Por lo tanto el polinomio P(X\) toma la forma
Py(N) =N+ (a+2)A

ast las raices son \y = 0 y Ay = (a+ 2). Con lo que P(\) tiene tres autovalores

negativos y uno nulo, asi E,,, es localmente estable. Il

u1

3.5 Reduccion a la variedad A

Como cada trayectoria tiende a su conjunto w-limite cuando t — oco. Es sufi-
ciente con reducir el estudio de las soluciones del sistema de ecuaciones diferenciales
a la variedad A definida en (3.11)) . De modo que haciendo
_ k@)

«

el sistema (3.9)) se restringe a la variedad A y se expresa por las ecuaciones

| my (1= P(1) — Q(1) — ") maQ(t)

Pl(t) = a1+1_p(t)_Q(t>—%_1_“2+—P(t> P(t)

Q) = R - Q) (3.16)
) amyP(t)Q(1)

R'(t) a2+—P(t) — (a+ 1)R(1).

Como S(t) > 0 para S(0) > 0, entonces el estudio del sistema (3.16]) se limitard a la

region

r = {(P,Q,R)/PZO,Q20,320,P+Q+§g1} (3.17)
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Lema 3.11. Las soluciones del sistema tiene la siguiente propiedad:

limi—oo R(t) = 0 si y sélo si limy_ Q(t) = 0.

Demostracién. Supongamos que R(t) tiende a 0, cuando t tiende a 0o, luego de la

sequnda ecuacion del sistema (3.16) se tiene que Q'(t) < g — Q(t), para todot >T

y para todo € > 0. Utilizando la ecuacion de comparacion

u'(t) = = —u(t) (3.18)

£

2
con condicion inicial no negativa 0 < Q(0) < u(0). Como u(t) es solucion de

es fdcil chequear que u(t) = (u(0) — §)e™" + 5, lo cual implica que limy_oc u(t) = 0
condicion inicial u(0), por teorema de comparacion tenemos que Q(t) < u(t) para
todo t > 0. En consecuencia limy o, Q(t) = 0. Lo que termina la primera parte de
la prueba.

Por otra parte, si Q(t) tiende a cero, cuando t tiende a infinito. De la tercera

ecuacion de (3.16}), como P(t) es acotada para todo t > T > 0, se tiene que R'(t) <
amee€

P (a + 1)R(t) para todo t > T y para todo € > 0. Al igual que en el primer
caso, utilizando una ecuacion de comparacion adecuada, llegamos a la conclusion que
limy_oo R(t) = 0. Completando asi la prueba del lema. O
El estudio restringido a la variedad A simplifica el andlisis, puesto que se ha reducido

en una dimension.

3.6 Estabilidad de los puntos de equilibrio en la frontera del primer

octante

Para hallar los puntos de equilibrio resolvemos el sistema

mi (1= P(t) - Q) — 22) ot
a1+1—P(t)—Q(t)_% _l_m Pt) = 0

R(t)-Q) = 0 (3.19)

amP(HQ(t)

P @+ DR = 0
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De las ecuaciones del sistema (3.19)) se observa claramente que E; = (0,0,0) es un

punto de equilibrio. Si ) = R = 0, pero P # 0, de la primera ecuacién tenemos que
3]

1= 1 — p, por lo tanto otro punto de equilibrio es £} = (1 — 411,0,0) el
my —
cual esta en la frontera del primer octante.

Para el andlisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio £y y E};,

consideremos la matriz jacobiana del sistema (3.16)) la cual viene dada por

miy mi2 mi3
J=1 o —1 1 (3.20)
amsP
— 1
may 0 P (a4 1)
donde
m1(1 — P - Q - g) TTLQQ mQQ a;m;
mi = R —1+P 2 R\2
a1+1—P—Q—E CL2+P (CL2+P) (G1+1_P_Q—E)
a1m1P m2P
m = — ,
2 (m+1-P-Q-%2 a+P
aym P aamso@)
my3 = — mg1 =

(m+1-P-Q— B (a2 + PP

Lema 3.12. Si ;™ —1 > 0 entonces el punto de equilibrio Ey = (0,0,0) del sistema

3.160) es un punto silla.

Demostracién. Al ser evaluada la matriz J en las coordenadas del punto de equi-

librio E., esta toma la forma

0 0 —(a+1)

my

Los autovalores son los elementos de la diagonal, es decir, 1
ai

—1,-1y—(a+1)

y del lema 3.6 sabemos que el autovalor

— 1 es positivo, de modo que FE es
a; +

un punto silla, y por lo tanto inestable. Note que si —1 < 0; E; es localmente

a; +
asintoticamente estable. O

)



52

a+1
Lema 3.13. Supongamos que my; > 1 y mg > at’ y 0 < puy <1, entonces:
«
a) Si py + pe > 1,entonces el punto de equilibrio E%, es localmente asintdticamente

estable.

b) Si g+ pg <1
as +1—

bl)Para o < ( 0a 7 el punto de equilibrio E7,; es localmente asintdticamente
my — — M1 M2
estable.
1—
b2)Para o > o2 + as! el punto de equilibrio es inestable.

(ma = 1)(1 — p1 — pa2)’”
Demostracion. La hipdtesis sobre mo implica que mo > 1. Ahora evaluando la

matriz jacobiana en el punto E7; tenemos

_(1_M1)(( amg > Cami(l =) me(l—p) armu(l — )

R ay + fi1)? (ar + p1)? ag+1—p  af(ar +p—1)2)
J = 0 -1 1
]_ _
0 ams(l = i) (at1)
1+as—

~

cuyo polinomio caracteristico es P(\) = det(\ — J(E))

A+ (1 — ,ul) <( a1m1)2> armi(1—p1) + aymi (1—p1) aymi(1—p1)

a1+ (a14p1)? a((ar+p=1)%)  a((a1+p))?
P(\) = 0 A+1 -1
0 _oma(l=pm) )
1+ay—
es decir,
a1y ma(1 — 1)
PA)=(A+(1- —)()\2—|- a+2)\+a<1——)—|—1).
W ( ( M)(a1+u1)2 ( ) . I+as—
. . aim
L P(\) =0 il A=—(1—-p)—= <0
uego, P(\) si y sdlo si, (1 — ) (ot ) 0
1—
<)\2+(a+2))\+a<1—M)+1) ~0 (3.21)
I+as—

a2

a)Por hipdtesis i + po > 1, lo que significa que, uq + 1~ 1 >0, luego

mo —
pimg —py +ay—me+1 > 0

ag+1—pg —mo(l—py) > 0
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ma(1l — )

az + (1 — )
pendiente en es positivo, por lo tanto, el polinomio cuadrdtico tiene sus raices

lo que implica que, 1 — >0y como o > 0, entonces el término inde-

con parte real negativa, concluyendo de esta forma que P(X) tiene todas sus raices

con parte real negativa y asi el punto E7, es localmente asintdticamente estable.

. ma(1 — )
b)Si p1 + e < 1, entonces 1 — ————— < 0.
)Si p1 + pia a+ (1= 1)
b1)Cuando
1
a< Gt (3.22)

(m2 — 1)(1 — p1 — p2))
teniendo en cuenta
ma(l —pn)  (me—1)( +pe — 1)

1 — = <0
as + (1 — ) as +1— iy

tenemos
(me = 1)(1 =y — po)
az + 1 —
Multiplicando cada lado de por este factor, tenemos
IV — 4y —
N ((mz )L — uz)) 1

as +1—

> 0.

lo cual conduce a

N ((m2—1)(u1+u2— 1)) > 1
as +1—

por lo tanto,

Asi el término independiente en es positivo, luego éste tiene todos sus coefi-
cientes positivos lo que implica que tiene sus dos raices con parte real negativa.
Consecuentemente P(\) tiene todas sus raices con parte real negativa, por lo

tanto, el punto Ej , es localmente asintdticamente estable.

1—
b2) Cuando o > 02 ¥ e

(m2 = 1)(1 — 1 — p2)) ,
en el caso anterior se concluye que el termino independiente en es negativo.

, procediendo de manera similar que

Por lo tanto, el polinomio cuadrdtico tiene dos raices cuyo producto es negativo, de
modo que una de las raices tiene signo positivo. En consecuencia el punto Ej —es

inestable.
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3.7 Estabilidad del punto de equilibrio F,

En esta seccion se estudia la estabilidad del punto de equilibrio con todas sus
coordenadas positivas.
Supongamos que existe un equilibrio E, = (P,, Qa, R,) en el interior de T',

entonces, de la segunda ecuacién de (3.19) tenemos que R, = @Q.; de la tercera

ecuacion de (3.19)) obtenemos

amQPaQa
A2 os _ (a4+1)Qu = 0
2l o+ 1)q
1 1
meP, = o a2+a+ Py
(0% (0%
1 1
<m2_a—|— )Pa _ ot o,
(0% (0%
+1

Como mgy > , vemos que P, es dado por

Py = e = @2 > 0.

(5im1)
a+1

Por otro lado, de la primera ecuacién del sistema (3.19)

my (1_Pa_Qa_%>
« m2Qa
Q “wmrp 0
aq + 1-— P Qa = a2 @
asi sustituyendo el valor de P, tenemos
mq(1 — N o+l N N
Wt =% Qo) Qe _ (3.23)
1+a1 ,U/a__Qa QQ—{—,Ua
lo cual conduce a la igualdad
(mi =D = —pa = “HQu)  myQa
L+ a1 — o — “2Q, az + i

lo cual (usando el hecho que as + o = M o) simplifica a la forma

(m1 —1)(1 = 1 — pta — <2 Q0) a+1Qa
I4+a — :uoz_a_—HQa & /vba.
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De esto se deduce que ), cumple con la siguiente relacion de igualdad

a+1 a+1Q,
Qa): Q_(1+a1_ua_
(6% [0

«

a—+1

1) (1= o @) B2

El siguiente lema da condiciones para la existencia del punto de coordenadas positivas

Ea = (Pa; Qou Qoz)-

Lema 3.14. i) Si py + po > 1, entonces no hay equilibrio en el primer octante.
i) Si g + pa < 1, entonces para a—fijo existe un unico punto de equilibrio

E., en el interior del primer octante.

Demostracién. i) Supongamos que p; + i > 1. Si B, = (Pa, Qa, Q4) es un punto
de equilibrio entonces debe satisfacer la relacién (3.24)). Puesto que el estudio esta
restringido a la region I dada por , es claro que o + QTHQQ debe ser menor
que 1 y de la relacién puede verse que si ft1 + j1,, > 1 entonces no puede existir
(). que cumpla la relacién , pues el lado de la izquierda seria negativo y el de
la derecha positivo.

i) Si gy + pe < 1, entonces tenemos que la parte izquierda de la relacién
es una linea recta que tiene interseccién positiva con el eje y y un cero en

-5 (1 + a1 — po). El lado derecho de (3.24) es una pardbola con ceros en 0 y en

@ I

(L +ar — pa). Como 55 (1 — 1 — pa) < 355 (1 + a1 — o) existe un tnico de
Qay 0 < Qo < 355(1 — 1 — 1a), que satisface la relacién (3.24). El valor de P, ya

es unico, por lo tanto, para p; + 1, < 1, existe tinico punto interior F,,. ]

En el siguiente corolario damos una condicién necesaria para la supervivencia

de las especies () v R.

Corolario 3.2. Si g + e > 1, las especies QQ y R se extinguen.

Demostracién. La demostracion se desprende del lema 3.14. 0
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Los siguientes dos lemas nos dan condiciones para garantizar que el punto de
equilibrio de coordenadas positivas F, aparece cuando el punto de equilibrio £, es

inestable.

Lema 3.15. Si py + po < 1, entonces pig + po < 1.

(07
.. a 102 a+1
Demostracion. Como p, = 2 = —otl =T Lo, luego py + po <
Sma =1 my — = Q@

a+1

f1 + Lo < p1 + po < 1. Lo que culmina la prueba.

(0%

Lema 3.16. Si py + pio < 1, entonces E}, es inestable.

a+1

Demostracion. Si py + po < 1, entonces pq + —a %
mo —

ot < 1, lo que implica que

a+1

«

(ag + 1 —p1) < (1 — p1)me, de lo que se deduce la relacion

1 —
Q - as + 1

- . 3.25
a+1 (1 — py)mo (3:25)
De se tiene que
al((l—=p)(meg — 1) —ay) > as+1—py, (3.26)
y tomando en cuenta que
(L=p)(me —1) —az = (mz2—=1)(1 = p1 — p2)
del lema previo (mg — 1)(1 — py — pia) > 0. Por lo tanto, (3.26) conduce a
as +1— iy
a > .
(ma = 1)1 = = pio)
Del lema (3.13) se concluye que el punto E7 es inestable. 0J

Para el estudio de la estabilidad local del punto de equilibrio de coordenadas
positivas E, = (P, Qa, Q), evaluamos la matriz jacobiana del sistema dada
por , en éste punto de equilibrio, obteniendo asi

a—b —(%t 1) b
J(E,) = 0 -1 1
c a+1 —(a+1)
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donde

Mafta®Qa , ar+ 1 — piq QasmaQy

R A P €= .
(az + pa)? (a1 +1 = pa — %Qay (a2 + f1a)?

El polinomio caracteristico de esta matriz es A> + pa A% + p1 A + po = 0, donde p, =
(b—a)+(2+a), pr=((a+2)(b—a)+ L)y po=c(*T(b+1)).
El siguiente resultado da condiciones para que el punto de equilibrio de coordenadas

positivas E, sea localmente asintéticamente estable.

Teorema 3.1. Sea 1 + pto < 1 y supongamos que

2
Qo _ o a1y
mop2 a+1) (a1+1—pe— 22

(67

(3.27)

entonces el punto de equilibrio E, es asintoticamente estable si y sélo si

1 < 1 aimq
,uoz a+1<a1+1_ﬂa_aT+lQa)2‘

(3.28)

Demostracién. Por el lema(3.14) es claro que el punto E,, existe y es unico siy solo
St, b1+ o < 1. El criterio de Routh-Hurwitz nos garantiza que el punto de equilibrio
de coordenadas positivas E, es localmente asintoticamente estable si y solo si, ps,

p1, po cumplen las condiciones siguientes: ps > 0,p1 > 0,pg > 0 y pop1 — po > 0.

Como a,b y ¢ en la matriz jacobiana J(E,) son positivas, py es positivo, tenemos

claramente que p1, ps son positivos si y solo si, b —a > 0.

. . . az
Haciendo algunos cdlculos y teniendo en cuenta que jio = ————— >0
—“-my — 1
a+1
tenemos que

u_p - M2ka@a a1 flo
(a2 +pa)? (a1 +1 = pa — HQ0)?
[ a+1\? Q. a;my ]
- e ( a ) mopl (a1 + 1= i — *HQ,)?

«

B Qa a+1)\? a;my
- e mQMgz «Q (al +1- Mo — Q_—HQ&)Z 7

(e}
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ast, de la desigualdad se tiene que, b —a > 0. Por otro lado,

ppi—p0 = ((b—a)+ (2+a)) ((2+oz)(b—a)+%b>—c(azl(anl))
= (2+a)(b—a)2+(cg+4a+a2+4)(b—a)—§+cg—c

observe que, como b > 0, entonces pap1 —po serd positivo si y solo si, b— (a+1) > 0,

pero
ampu —«o

blatl) = <a1+1—ua—a7+1@a>2_(°‘+1)

B ai1mq a—+1
= ;u’Ot (a1+1_ua_LH)2 a 9

«

luego utilizando la hipotesis se obtiene que la expresion del ultimo paréntesis
es positiva. Por lo tanto pop1 — pg > 0. Asi, el punto de coordenadas positivas E,

es localmente asintoticamente estable. O

3.8 Analisis global en la frontera del primer octante

El siguiente teorema declara que el punto de equilibrio Fy es un atractor global

si éste es el unico equilibrio (es decir, py > 1).

entonces todas las soluciones de (5.16)) satis-

Teorema 3.2. Si g > 1 ymy < <

facen

lim(P(t),Q(t), R(t)) = (0,0,0)

t—0o0
Demostracién. Es una conclusion inmediata de los lemas (3.4) y (3.5).
En caso que el punto E,, ewista en el primer octante, éste serd el atractor global en

ausencia del punto de coordenadas positivas.

Teorema 3.3. 57y < 1 y p1 + po > 1, entonces todas las soluciones del sistema

3.10) satisfacen

lim (P(t), Q(t), R(t)) = (1— m,0,0).
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Demostracion. Para demostrar la estabilidad global de E7, , en primer lugar de-
mostraremos que para cualquier solucion del sistema lim o Q(t) = 0 y limy_o0o R(t) =
0. En efecto por hipotesis, p+pa > 1, de donde 1—py < po. De la primera ecuacion
del sistema , tenemos

m(1-PO-Q0O-"E) g
)

P= a1 +1—P(t) — Q(t) — 22 as + P(t) (o)
ml(1— P(t))
< (H—_p@) - 1) P()
_ (m1 —-1- al)P(t) — (m1 — 1)P2<t)
a; + 1-— P(t)
_ (my —1—ay)P(t) — (my — 1)P%(t)
- (mlal_ L 1) Pt) — mz—:lpm)
_ (mla_ L= e 1P(t)) P(1)
= (1= —P(t)P(t)
luego
/ 1 - H1 - i 2
P'(t) < ” P(t) ,M1P (1),

como P(t) > 0, para todo t > 0, podemos multiplicar por P~2(t) y luego, haciendo el

cambio v = P~1(t), y utilizando la ecuacién de comparacion

Loy = L (3.29)

v'(t) +
M1 H

es fdacil mostrar que para cualquier solucion de con condicion inicial no nega-

tiva tenemos que limy_o v(t) = ﬁ En consecuencia, utilizando argumentos de

comparacion, se tiene que limy o, P(t) <1 — uy, entonces limy o, P(t) =p > 0.

Como P(t) < 1 — 1 < pa, existe T > 0 tal que P(t) < %2 para todo

+1m2—1 ’

t > T, por lo tanto, (;55me — 1)P(t) —ax < 0, para todo t > T. Ahora bien de la
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sequnda y tercera ecuacion del sistema , tenemos

1, , a  meP'(t)
R0+ - (Z520 ) a0

= aﬁ(;)(t) ((ailmQ_ 1) PO _“2)

< 0, para todo t > T.

Si 25 R(t) + Q(t) tiende a un valor ¢ > 0, tenemos entonces por lema (3.11), R(t)
converge a un valor ¢c; > 0 e Q(t) lo hace a un nimero co > 0, lo cual implicaria que
las soluciones convergerian al punto de coordenadas positivas (p,c1,c2) que es una
contradiccion a nuestra hipotesis, por lo tanto, c; = co = 0, de esta manera tenemos
que las soluciones convergen al punto (p,0,0). Esto implica que el conjunto w—limite
de cualquier solucion del sistema estd contenido en el intervalo [0,1 — pu]
en el eje P. Por otro lado, de las ecuaciones del sistema se deduce, que
dicho intervalo es invariante, o sea, toda solucion con punto inicial en ese intervalo
permanece en el intervalo. Ahora bien los tunicos puntos w—Ilimite en el intervalo
[0,1— p1] son el punto (0,0,0) y el punto (1 —u1,0,0). Pero se sabe, de las hipdtesis
dadas, que el punto de equilibrio (0,0,0) es un punto silla, y el eje P es una orbita
con direccion que se aleja de (0,0,0) y, asi, éste punto no pertenece al conjunto

w— limite. Por lo tanto, se concluye que el unico punto que pertenece al conjunto

w—Ilimite es (1 — p1,0,0), lo que implica que

lim P(t)=p=1— .

t—o00

Esto completa la prueba, es decir, que el punto Ej es globalmente asintdticamente

estable. O

3.9 Soluciones periédicas y simulaciones

Uno de los problemas basicos en los modelos con retardo, es precisamente la

busqueda de soluciones periédicas, las cuales en este caso pueden aparecer cuando



Tabla 3.1: Resultados establecidos en términos de los parametros

M1, B2, By A1, G2, 1707, TN

Condiciones Resultados

Sip >1 FE es globalmente asintoticamente estable
Sio<pu <1 E) es inestable y aparece E

Sipg +pe >1 E7, es localmente asintéticamente estable

S < L +pe <1y
az +1—

(mg — 1)1 — 11 — po)

o<

E;l es localmente asintdticamente estable

Sipp < L +pe <1y

. as +1— E7, es inestable
(mg = 1)1 = py — o)
Sipg + pe >1 E7, es globalmente asintGticamente estable
Sipg + pa <1 aparece F, y E,, es inestable
Sipg + pla < 1, E, es localmente asintéticamente estable

Qa_ aaimy
2 2
m2ia (e )(a+1-pa— 2 Qa)) "
y

a+1 < aimi
Ho (a1+1fﬂa*aT+1Qa)2

y los puntos Ey y Ej, son inestables
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la desigualdad se invierte, haciendo que el punto de equilibrio de coordenadas
positivas E,, ocurra una bifurcaciéon de Hopf, lo que implicaria la aparicién de solu-
ciones periodicas.

Para realizar las simulaciones debemos seleccionar de manera precisa valores
de los pardmetros que nos permitan entrar en una configuracién razonable para
el comportamiento que buscamos. En tal sentido hemos tomado en cuenta las

propiedades de los pardmetros que se desprenden de los siguientes lemas:

ma(1l — )

as +1—
Ademds, la relacion ay < (mg — 1)(1 — 1) tmplica que ag < my — 1.

Lema 3.17. Seams > 1, entonces > 1, sty solo siag < (ma—1)(1—py).

ma (1 — p)
az +1—
implica que ay < (me — 1)(1 — p1), demostrandose de esta manera la primera parte

Demostracién. > 1, siy sdlo si mo(l — 1) > as + 1 — pq, lo que

del lema.

Como ay < (mg — 1)(1 — 1) esto implica que < (1 =) y como

a2
(m2 —1)
1 —uy < 1, entonces se tiene que as < (mg — 1), demostrandose la sequnda parte del

lema. O

1-— 1—
Lema 3.18. Si M > 1, entonces G2 + e

< .
as +1— 1y me—1  (mg— 1)(1 — g — p2)

ma(1 — )

Demostracién. Supongamos que
as +1—

> 1, entonces

m2<].—,u1) > CL2+1—,LL1
(1-#1)(7)12—1) —Qz > 0.
luego,
Ya que, as > 0, invirtiendo (3.30) se tiene

1 - 1
(I=p)(ma—1) —az = (1= p)(me — 1)

> 0. (3.31)
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Por otro lado,

as+1—py >1—pp >0. (3.32)
de Yy tenemos que
a2+1—u1 1-,&1 1

=) ms— ) —ay (L= p)(ma—1)  my—1

Por lo tanto,

1 < as + 1— M1
my—1 ~ (mg—1)(1 — p1 — p2)
O

1-— 1

Lema 3.19. Simy > 1y a > a2 + et , entonces o > i,
(mg—l)(l—ijl—ug) mg—l—ag

esta ultima desigualdad, tmplica que o > .

mo — 1
Demostracion. Para la primera parte del lema, consideremos la funcion

as + 1 —

f(:ul) (m2 . 1)(1 — - /12)7
deriwando tenemos
a21Mo
) = >0,
((m2 = 1)(1 — 1 — p2))?
lo que implica que f(u1) es creciente, por lo tanto, 0 < puy < 1, implica
1+ as as+1—
—=f0) < f =
mg —1—as © (k) (m2 = 1)(1 =y — po)
. . 1+ as
luego, de la hipotesis se tiene que o« > ——————.
mo — 1— (05} 1
Para la seqgunda parte del lema, definamos g(as) = i, derivando

mo — 1— (05}
tenemos
mo

gl<a2) = ( > 07

mo — 1 —CL2>2

lo que implica que g(ay) es creciente. Por lo tanto, 0 < ag, implica

L g0) < glay) = 1

m2—1 m2—1—a2’



64

0

de lo que se concluye que en la hipdtesis senalada se tiene que o > —
y —

La condicion establecida en el lema 2 implica que el equilibrio E ~es inestable. Para

las stmulaciones nos remitiremos a esta condicion con el objeto de buscar evidenciar

atractores en el interior de A(a saber, E, o supuestamente alguna drbita periddica).

Trabajaremos en el siguiente caso,

a+1
0<pu <1,m;>1,my> ,
v

H1 + e < 1,@2 < (mg — 1)(1 — ﬂl)
y el pardmetro « es tal, que

a+l a+1—n az +1—
> o > :
o (1 = pa)me (mo — 1)(1 — 1 — pi2)

En este caso, el punto E, existe y punto £ es inestable.
Mostraremos gréficas de P vs () vs R, con los valores de los parametros y las condi-
ciones iniciales dadas en cada caso. Estas tienen como objetivo mostrar el compor-

tamiento de las soluciones con respecto al punto de equilibrio E,.

e La primera simulacion grafica es hecha para los siguientes valores de los

parametros.
Parametros:
mq =8.5,a; =0.6,my =6,a, = 0.6, = 3.4

Datos iniciales:

P(0) =0.1,Q(0) = 0.7, R(0) = 0.8.
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alpha=34

0.8+

0.6+

0.4+

0.2+

Q) PO

Figura 3.1:  Primera simulacién del sistema (3.16) para los valores de los pardmetros:
a=3.4, m =8.5, a; =0.6, ap = 0.6.

De la gréfica se observa que las soluciones se dirigen al punto de equilibrio de coor-

denadas positivas E, = (0.165,0.32,0.32).

e La segunda simulacién grafica es hecha para los siguientes valores de los

parametros.
Parametros:
my =8.5,a1 =0.6,my =6,a, =0.6,a =3.9

Datos iniciales:

P(0) = 0.1,Q(0) = 0.7, R(0) = 0.8.
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alpha=39

Qo o PO)

Figura 3.2: Segunda simulacién del sistema (3.16) para los valores de los pardmetros:
a=3.9, m =8.5,a; =0.6, ax = 0.6.

En este caso empiezan a aparecer posibles orbitas periddicas y las soluciones empiezan

a retirarse del punto de equilibrio £, = (0.15892, 032445, 0.32445).

e La tercera simulacion grafica es hecha para los siguientes valores de los

parametros.
Parametros:
my = 8.5,a; = 0.6,my =6,a2 = 0.6, =4.5

Datos iniciales:

P(0) = 0.1,Q(0) = 0.7, R(0) = 0.8.
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alpha=4.5

Qo o PO)

Figura 3.3: Tercera simulacién del sistema (3.16) para los valores de los pardmetros: o =
4.5, mi = 8.5, a] = 0.6, ag = 0.6.

Aqui las soluciones ya se alejan del punto E,=(0.15349,0.32939,0.32939) y se obser-

van posibles soluciones periodicas.



CONCLUSIONES

En esta tesis se extienden los resultados obtenidos por Yan Kuang en su
modelo de cadena alimenticia presentado en [I3] al caso en que aparecen efectos de
memoria en el sistema, obteniendo un modelo de cadena alimentaria con retardo
distribuido, en el cual los organismos del ultimo eslabon de la cadena presentan un
retardo en su crecimiento que depende de la historia pasada del consumo de su presa,
de acuerdo a un promedio de la respuesta funcional de Michaelis - Menten tipo Hollin
IT ponderado por una funcién que decae exponencialmente en el pasado.

Se demuestra que el sistema con retardo distribuido es biolégicamente bien
planteado en el sentido que para datos iniciales positivos, las soluciones del sistema
son positivas y permanecen acotadas. Mas ain el sistema se puede hacer “equiva-
lente” a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de dimension cuatro cuyas
soluciones tienden a su atractor global, el cual estéa delimitado en una variedad aco-
tada y tridimensional. De los puntos de equilibrio ubicados en la frontera de esta
variedad, uno de ellos el punto Ey = (0,0,0) es siempre inestable para 0 < p; < 1,

mientras que el otro, £ pierde estabilidad cuando el parametro asociado « pasa
az +1—

(m2 = 1)(1 — p1 — o)
coordenadas positivas E,, que es localmente asintéticamente estable y a través de

por el valor y 1 + e < 1, en tal caso aparece el punto de
una serie de simulaciones, podemos observar la aparicién de orbitas periddicas de
amplitud pequena en el sistema.

Los resultados y predicciones planteados en este modelo nos permiten inferir
que la introduccién del retardo distribuido en la cadena alimentaria, permite obtener
de manera mas precisa los resultados que se esperan desde el punto de vista biologico
en relacién a la coexistencia de las tres especies del ecosistema, puesto que para
retardos “grandes” la coexistencia se manifiesta por medio de un punto de equilibrio
de coordenadas estrictamente positivas, mientras que para retardos “pequenos” la

coexistencia se manifiesta por medio de una orbita periddica. La estabilidad global
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de E7, implica que el depredador serd expulsado fuera del quimiostato sin tener en
cuenta los niveles de densidad inicial de presa y depredador. El punto de coordenadas
positivas equilibrio £, aparece en el momento que el punto de equilibrio Ej es
inestable. En este caso, puede ocurrir la estabilidad del punto de equilibrio F,. Si
Dy = Dy = 1, se cumple el principio de conservacion, es decir, los conjuntos w—
limites de las soluciones del sistema estan en la region ¥ : S+ P 4+ Q + g = 1.
En este caso, uno puede demostrar facilmente que el punto F, (existe) es localmente
asintoticamente estable si, y solo si, se satisfacen las desigualdades y .

Cuando la desigualdad se invierte, F, sera un repulsor en I' : P +
Q + g < 1, y surgird al menos una orbita periddica. Determinar el niimero de
soluciones periddicas en éste caso es un problema matematico profundo. Se ha hecho
un comentario al respecto y ademas realizamos algunas simulaciones para mostrar
la existencia de orbitas periddicas.

De las graficas producto de las simulaciones que realizamos, se deduce lo
siguiente:

13

- : 1 . e
Con un valor de a pequeno, es decir, con un retardo “—” grande se tiene estabilidad
a
del punto FE,.
. 1 - .
Con un valor de « grande, es decir, con un retardo “—” pequeno, se tienen soluciones
o

periddicas.

En las simulaciones se puede observar que para un valor de a € [3,5), el punto

de equilibrio de coordenadas positivas pierde estabilidad y la gana un atractor de

dimensién mayor.
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