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RESUMEN

En este trabajo, se realiz6 un estudio extenso de las distintas transformadas de
Fourier (continua y discreta) y del método numérico que con preferencia se utiliza
para hallar sus aproximaciones (transformada rapida de Fourier). También se
desarroll6 e implementé un algoritmo en MATLAB para la evaluacion numérica de la

integral de Cauchy.
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viii



INTRODUCCION

En 1814, Augustin Cauchy enunciaba y daba una prueba del famoso teorema,
que hoy lleva su nombre, en el que establecia que la integral de una funcion
holomorfa f, con derivada continua sobre y en el interior de un contorno cerrado y, es
nula. El resultado de Cauchy es un teorema de importancia capital en la teoria de
calculo integral con variable compleja y permanecio invariante por méas de 80 afios
hasta que, en el afio 1900, Edouard Goursat observara que se podia eliminar una de
las hipdtesis que Cauchy habia impuesto; de hecho, Goursat demostrd que el teorema
de Cauchy también era cierto si se omitia la hipotesis que la derivada de la funcion
holomorfa f sea continua; y por esta razon, a este resultado se le suele Ilamar también

el Teorema de Cauchy-Goursat.

Una de las consecuencias mas importantes del resultado de Cauchy-Goursat es
el celebre Teorema de la Formula Integral de Cauchy (descubierto por el mismo
Cauchy en 1825), el cual dice que si f es una funcion analitica sobre y en el interior de

un contorno simple y cerrado y, entonces los valores de f en los puntos interiores de y

quedan determinados por los valores de f en y de hecho, si z, es un punto cualquiera

en el interior de la region encerrada por y, entonces

f(z,)= ! Mdz.

27 11,
La integral del lado derecho de la expresion anterior queda bien definida si se exige
solamente que f sea continua en y y que z, ¢ y. En este caso, se obtiene una funcion

compleja h definida en el interior (y el exterior) de la region encerrada por la curva y

y dada por
1 ¢ f(s)
h(z)=—f—~<
(Z) 271'in ds.

’ S—12¢

la cual se conoce como la integral de Cauchy.



Entre las propiedades mas importantes de la integral de Cauchy, es posible
citar que es una funcion analitica sobre el dominio encerrado por la curva y, y por tal
motivo, resulta una herramienta poderosa para construir aplicaciones conformes en el
plano complejo. Ademas, como la parte real de una funcion analitica es una funcion
armonica, la integral de Cauchy se puede utilizar para resolver ciertos problemas de
fronteras que involucren funciones cuyo Laplaciano tenga que ser nulo. Sin embargo,
a pesar de las multiples aplicaciones teoricas que tiene la integral de Cauchy, tanto en
matematicas como en otras areas del conocimiento (como por ejemplo, en la teoria de
la elasticidad), surge el problema de que, en general, la integral involucrada en su
definicion no se puede calcular explicitamente con los métodos de integracion
tradicionales (tanto reales como complejos), y de alli surge la necesidad de desarrollar

métodos numericos eficientes que permitan aproximar esta integral de Cauchy.

Un primer intento para aproximar la integral de Cauchy consiste en
parametrizar el contorno y y aproximar las integrales parte real e imaginaria
resultantes por un método de cuadratura Gaussiana de los que se estudian en un curso
de analisis numérico; sin embargo, surge la dificultad técnica de seleccionar el
conjunto de polinomios ortonormales adecuado, asi como el hecho de que las
integrales parte real e imaginaria que resultan suelen tener una expresién mas
complicada de tratar que la original. Por tal motivo, hay que ver la integral de Cauchy

como un todo y no como la suma de dos integrales.

En vista de que todo contorno simple y cerrado en un dominio simplemente
conexo se puede deformar continuamente en una circunferencia, se estudia el caso

particular de que ysea la frontera del disco unitario con centro en el origen y radio 1.

. , . -1
Entonces, el desarrollo en serie de Taylor del nacleo de Cauchy (e"’ —z) para los



distintos valores de z en el interior (0 exterior) del disco unitario implica que se debe

estudiar métodos numeéricos para aproximar integrales del tipo

T f (e”)e“”de.

0
Por esta razon, se ha dedicado el Capitulo Il de este trabajo para analizar las distintas
transformadas de Fourier (continua y discreta); haciendo especial énfasis en la

transformada rapida de Fourier, su evaluacién numérica y sus aplicaciones.

En el Capitulo Il de este trabajo se recopilan las demostraciones de los
teoremas de Cauchy-Goursat asi como el teorema de la formula integral de Cauchy.
En la tercera seccion de este capitulo, se definen y estudian las propiedades mas
importantes de la integral de Cauchy; mientras que en la cuarta y quinta seccion de
este capitulo, se desarrolla e implementa un algoritmo en MATLAB 6.5 para la
evaluacion numérica de la integral discreta de Cauchy. El capitulo finaliza con una
aplicacion que involucra el calculo aproximado de integrales reales que son parte real
de una integral de Cauchy. El trabajo se completa con un Capitulo I de preliminares,
donde se resumen las notaciones, definiciones y resultados que se necesitaron,

procedentes de un curso bésico de analisis complejo.



CAPITULO |
PRELIMINARES

Este capitulo esta concebido con la finalidad de establecer las notaciones,
definiciones y resultados de un curso de analisis complejo que se usaran en el
transcurso del presente trabajo; haciendo especial énfasis en la teoria concerniente a
la integracion de funciones complejas sobre ciertas curvas denominadas contornos, ya

que en el capitulo 3 se analizara un método numerico para su aproximacion.

1.1. Nameros Complejos
Los nimeros complejos, elementos del conjunto (1, se pueden definir como

pares ordenados de la forma

z=(xY),
donde x e y son numeros reales. Los pares de la forma (x,O) son llamados reales
puros, los pares de la forma (0, y) son llamados imaginarios puros. De aqui, al

namero real x se le llama parte real y el nUmero real y es llamado parte imaginaria y

se escribe
Re(z)=x,Im(z)=y.
De la igualdad de pares ordenados, es claro que dos numeros complejos z, = (x1 yl)
y z,= (xz, y2) son iguales si, y solo si, sus partes reales e imaginarias son
respectivamente iguales, es decir,
=2, (X, Y,)= (X Y, ) © X =X AY, =Y,

Lasuma z,+z, y el producto de zz,de dos numeros complejos se define por

2 +2, = (X Y1)+ (%, ¥, ) = (X + %, Vi + Y,), (1.2)

7,2, = (Xl’ yl)(XZ’ yz) = (X1X2 VYo Vi % + X1y2); (1.2)

12



en particular, (x,y)=(x,0)+(0,y)=(x0)+(0,1)(y,0), luego si se piensa en un
niimero real x como (x,0) y denotando por i el nmero imaginario (0,1), se obtiene

(X,y)=x+iy; (1.3)
del mismo modo, al asumir que z* = zz, z° = zz%,..., se consigue que
i’ =(0,1)(0,1)=(-10);

2

es decir, i“=-1. Usando la expresion para i, ademas de la expresion (1.3), las

ecuaciones (1.1) y (1.2) se convierten en
() +iy )+ (% 1y, ) = (% +%,)+i(V +Y,)
(X1+iY1)(X2 +iy2) :(X1X2 - Y1Y2)+i(Y1X2 +X1y2)-

1.2. Propiedades Algebraicas De Los Numeros Complejos

Dado un nimero complejo z=x+iy, se define el complejo conjugado de z

por z=Xx-1iy, que se denotard por Z, esto es,
Z=Xx-1ly.
El modulo, de un nimero complejo z=x+iy se define como el nimero real no
negativo /x*+y? y se denotara por |z|, esto es,
o=y

Sean r y @ las coordenadas polares del par (x, y) que corresponde al punto

z=x+1y.Como
X=rcosd y y=rsind,
z puede ser expresado en la forma polar como
z=r(cosf+ising)

La ecuacione” =cos@+isind que define la expresion e o exp(ie), para todo

valor real de 0, se conoce como formula de Euler. Si se escribe un nimero complejo

13



no nulo en forma polar, la formula de Euler permite expresar z de una forma mas
compacta, en forma exponencial:
z=re";

de aqui, se tiene que el inverso multiplicativo de un ndmero complejo no nulo

z=re"’ es
2 1 1 1 1
Zl:_: igz_el( G)Z_e u9’
z re” r r
analogamente, si se escribe z, =re y z, =r,e", se obtiene
i 7 AT
2122 — qr2e|(€1+‘92) y 1 — _1€|(91 92) .
Z2 r2

Una de las ventajas, desde el punto de vista computacional, de este tipo de

representacion es su facilidad de almacenamiento y utilizacion en memoria.

Para finalizar esta seccion se enumeran algunos conceptos que se estaran

usando frecuentemente en el transcurso de este trabajo

e Un conjunto G de  se dice abierto si para cada a € G puede ser encontrado
un r >0 tal que el conjunto D(a,r) esta contenido en G, donde
D(a,r)={zel :]z—a|<r}.
e Un conjunto E de [J se dice convexo si para cualesquiera x,yeE, el
conjunto [x,y]={z =(1-t)x+ty:0<t<1} esta contenido en E.
e Un poligono P con vértices z,,2,,---,z,, denotado por P =[z,,2,,---,2, ], no

es mas que el conjunto

n—:

1
P={J[z 2]
k=0

14



e Un conjunto abierto G de [J es conexo si para cada par de puntos a,beC
existe una funcién continua y:[0,]]>0 con y(0)=a y y(1)=h.
Equivalentemente, un conjunto abierto G de [J es conexo si para cada par de
puntos z,,z, en G estos pueden ser unidos por una linea poligonal que esta
completamente contenida en G.

e Un conjunto abierto y conexo no vacio de [1 se llama dominio o region.

e Un conjunto K de O se dice compacto si es cerrado y acotado. Entre las

propiedades de los conjuntos compactos, se puede mencionar el Lema de la

distancia, que establece que si K es compacto, C es cerrado y KNnC =,

entonces, la distancia d (K,C) de K a C es mayor que cero. Esto es, existe un

ntimero p >0 tal que [z—w|> p paratodo zeK y weC.

1.3. FUNCIONES COMPLEJAS DE VARIABLE COMPLEJA
Sea D un conjunto de nameros complejos. Una funcion f compleja de variable
compleja, definida sobre D, es una regla o ley que asigna a cada z en D un nimero

complejo w. Este nimero w es llamado valor de f en z y se denota por f(z), esto es
w= f(2).
El conjunto D es llamado dominio de definicion de f. Ademas, si w=u+iv es el

valor de una funcion f en z=x+iy; es decir, u+iv=f (x+iy); entonces, se puede

observar que cada numero real u 'y v depende de las variables x y y, luego f (z) puede
ser expresado en términos de un par de funciones con valores reales de las variables
reales x y y:

f(z)=u(xy)+iv(xy).
El estudio de limites, continuidad y diferenciabilidad de funciones complejas de

variable compleja se hace de manera similar al caso de las funciones reales de

variable real. A continuacion se resume lo referente a estos conceptos.

15



1.3.1. Limite De Una Funcién Compleja De Variable Compleja

Sea f una funcion definida en todos los puntos z de un entorno abierto de z,,
la afirmacion de que el limite de f(z), cuando z tiende a z,, es un nimero w,, es
decir,

lim f(z)=w,;

717,

significa que, dado un nimero real positivo &, existe un nimero positivo o tal que
| (z)—w,| <&, siempre que 0<|z-27,|< 5.

1.3.2. Continuidad De Una Funcién Compleja De Variable Compleja

Una funcion f es continua en un punto z, si se satisfacen estas tres condiciones:

o lim f(z) existe,

717

o f(z,) existe,

o limf(z)="(z)

71,
Esta ultima afirmacion dice que para cada numero positivo g, existe un numero

positivo ¢ tal que
| (2)-f(z,)| < si|z-2,]<5.

Si dos funciones son continuas en un punto, su suma y su producto también son
continuas; su cociente es una funcién continua en las mismas circunstancias, siempre
que el denominador no se anule en ese punto. Tambiéen la composicién de dos
funciones continuas es continua. Otras propiedades de las funciones continuas que se
usaran son (Ver Alhfors, pag. 64):

e Bajo la aplicacion de una funcion continua, la imagen de cada conjunto

compacto es compacto, y por tanto cerrado.
Asociado al concepto de continuidad se encuentra la nocion de continuidad

uniforme sobre un conjunto E de O . Mas precisamente, una funcién compleja f

16



definida sobre un conjunto E de [] se dice uniformemente continua en E si para cada

nimero positivo g, existe un niimero positivo o tal que
| (2)-f(z)<e
para todos z,z, € E que satisfacen |z—z,|< & . Note que toda funcion uniformemente

continua en E es continua en E; pero que el reciproco es falso (por ejemplo, la

funcion f(z):l, con zeE=D(0,1)\{0}); sin embargo, se tiene el siguiente
YA

resultado (Ver Alhfors, pag. 65)

e Enun conjunto compacto cada funcién continua es uniformemente continua.

1.3.3. Derivada De Funciones Complejas De Variable Compleja

Sea f una funcion cuyo dominio de definicion contiene un entorno de z,. La

derivada de f en z,, escrita por f(z,), se define por la ecuacién

f(2,) = lim =1 (%)

o1 Z—1,
siempre que dicho limite exista. La funcion se llama diferenciable en z, cuando
exista su derivada en z,. Una funcion f de la variable compleja z se dice analitica (u

holomorfa) en un conjunto abierto si tiene derivada en todo punto de ese abierto. Una

funcién analitica en todos los puntos del plano se dice entera. EI conjunto de las

funciones analiticas en un conjunto Q se denota por H (Q)

En el caso de que una funcion f(z)=u(x,y)+iv(xy) sea diferenciable en el

punto z, =x, +iy,, entonces las funciones u y v satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann

uy(XO’yO):_VX(XO'yO)’

{“x(xo,yo)ﬂy(xo,yo),

17



lo cual es equivalente a escribir

o
OX

(z)=-1=-(2),

donde Z—f(zo)zux(xo,yo)ﬂvx(xo,yo). En este caso, la derivada de la funcion f en el
X

o

punto z, = x, +iy, es justamente f'(z,) -
X

(Zg) =Uy (X0 Yo ) +1V, (X, Yo ) -

El hecho de que las funciones u y v cumplan con las ecuaciones de Cauchy-

Riemann en un punto z, = x, +iy, no es condicion suficiente para que la funcion f sea

diferenciable en ese punto. Hay que exigir, ademas de las ecuaciones de Cauchy-

Riemann, que las parciales u,, u,, v, y v, sean continuas en el punto z, = x, +iy,.

1.4. Integrales Sobre Contornos
En esta seccion se dara en detalle lo referente a la integracion de funciones
complejas de variable compleja. En primer lugar, se definiran los conjuntos sobre los

cuales se van a calcular las integrales.

DEFINICION 1.4.1. Un arco o curva C en el plano complejo es una funcion que

asigna a cada punto a<t<b el punto z= (x, y) dado por

x=x(t), y=y(t), (ast<b),

donde x(t) y y(t) son funciones reales y continuas del parametro t.

Esta definicion establece que una curva es una aplicacién continua del
intervalo a<t<b en el plano xy o plano z; y los puntos imagen se ordenan por

valores crecientes de t. La gréfica de un arco C se define por medio de la ecuacion:

Tr(C)={z(t)=x(t)+iy(t):a<t<bj.

18



DEFINICION 1.4.2. Una curva C es un arco simple o arco de Jordan, si no se corta

a si mismo, esto es, C es simple si z(t,)=z(t,) cuando t, #t,. Cuando el arco C es

simple excepto por el hecho de que z(b)=2z(a), se dice que C es una curva simple y

cerrada o curva de Jordan.

Si yes una curva simple y cerrada, se denotara por C,, (7/) a la region acotada
en el plano complejo cuya frontera es Tr(); mientras que C,, () denotara la region

no acotada cuya frontera es Tr (). (Ver Figura 1.1)

o )
.*—Trm
T -

Figura 1.1. Ubicacion de c_ (), Tr(y) ¥ C..(»)-

i~

La generalizacién mas inmediata de una integral real es la integral definida de

una funcion compleja sobre un intervalo real. Si f(t) =u(t) +iv(t) es una funcion

continua, definida sobre un intervalo (a,b), se establece por definicion

T f(t)dt = _Tu(t)dt + ij-v(t)dt .

Esta integral posee la mayoria de de las propiedades de la integral real, en particular,

si c=a +if esuna constante compleja, se obtiene

19



b b
Jef (®)dt =c] f ()t
Pero esto es igual a
b b
J.(au — pv)dt + i_[(av + pu)dt.

Cuando a <h, la identidad fundamental

b

< j | (1)]dt (1.4)

a

i f (t)dt

se cumple para cada funcion f(t) compleja. Ademas, si f (t) =u(t) +iv(t), a<t<b
admite antiderivada en el intervalo (a,b); es decir, si existe una funcion compleja F
tal que F'(t)=f(t) para todo te(a,b), entonces vale el teorema fundamental del

calculo; esto es,

Si se considera ahora un arco diferenciable a trozos o contorno y con la

ecuacion z =z(t), a<t<b, entonces, las partes real e imaginaria del arco z = z(t),
a<t<b, son funciones diferenciables en el intervalo (a,b) excepto posiblemente en
una cantidad finita de puntos en (a,b), donde son continuas. Si la funcién f(z) esta

definida y es continua en vy, entonces f (z(t)) también es continua y se puede definir

L f (2)dz :T f(2()z'(t)dt . (1.5)

Esta es la definicion de integral compleja definida de f (z) extendida sobre el arco y.
Si z'(t) no es continua sobre (a,b), el intervalo de integracion debera ser subdividido

de una manera conveniente.

20



Si se define el opuesto de y, denotado por —y, por la ecuacion z =z(-t),

—b <t<-a, que no es otra cosa que el arco y recorrido desde el punto b al punto a,

se tendra

L f(2)dz =— L f(2)dz. (1.6)
La integral (1.5) también posee una propiedad aditiva muy importante. Un arco y
puede ser subdividido en un numero finito de subarcos y,,7,,...,7,, Y Se escribira

y=y+7,+...+7,.Sucorrespondiente integral satisface la relacion

j f(z)dz=_|.y f(z)dz+jy f (2)dz +..-+L f (2)dz. (1.7)

ntyyto oty
Por otro lado, la integral sobre un camino cerrado es invariante bajo el intercambio de

parametros. Un punto inicial y un punto final determinan dos subarcos y,,7,, Yy la
invarianza se sigue del hecho de que la integral sobre y, +y, es igual a la integral

sobre y, + 7.

Ademas de las integrales de la forma (1.5) también es posible considerar
integrales de linea respecto a Z . La definicion mas conveniente que se usara sera la

de doble conjugacion
Lfdz:J‘y fdz .

Usando esta notacion se pueden definir las integrales respecto a x 0 y por

J fdx:%Uy fdz+jyf&]
J fdy=%“y fdz—jyfﬂ.

Con f =u+iv, se obtiene que la integral (1.5) puede ser escrita en la forma
L(udx +vdy) + |L(udy +vdx)

la cual separa la parte real y la imaginaria.
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Una integral de linea esencialmente diferente se obtiene mediante la

integracion con respecto a la longitud del arco, y su definicion es
L f(z)|dz] =L f(2(t)]z'(t)|dt.

Esta integral es también independiente de la escogencia de la parametrizacion. En

contraste con (1.6) se tiene
| t@ld|=] f@]del;

mientras que (1.7) se mantiene valido en la misma forma. La desigualdad

[ fdz| < [|f]d7 (1.8)

es consecuencia de (1.4).

Para f =1 la integral (1.8) se reduce a J'|dz|. En este caso, si y es un arco
4

diferenciable con ecuacién z =z(t)=x(t)+iy(t), a<t<b, entonces

L(y)= ;|):|z’(t)| dt= j;/x’(t)z +y(t)dt,

la cual es por definicion la longitud del arco y .

Suponga ahora que p Yy g son funciones reales definidas y continuas en un

dominio Q del plano complejo. Es de interés saber cuando integrales de la forma

J' pdx + qdy

e
dependen solo de los puntos extremos del arco y . En otras palabras, si y, y 7, tienen

los mismos puntos iniciales y finales, se desea que

Ipdx+qdy:Ipdx+qdy.

7 72
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En primer lugar, se tiene que decir que la integral depende sélo de los puntos
extremos es equivalente a decir que la integral sobre cualquier curva cerrada es cero.

En efecto, si » es una curva cerrada, entonces y y —y tienen los mismos puntos

extremos, y si la integral depende sélo de los puntos extremos, se obtiene
4 -7 '
(donde se ha omitido el integrando por comodidad), y en consecuencia J' =0.
Y

Reciprocamente, si », y y, tienen los mismos puntos extremos, entonces y, —y, €s
una curva cerrada, y si la integral sobre una curva cerrada se anula, se sigue que

[

n
El siguiente teorema da condiciones necesarias y suficientes bajo las cuales la

integral de linea depende sélo de los puntos extremos.

TEOREMA 1.4.3. La integral de linea J'pdx+qdy, definida en un dominio Q,
4

depende solo de los puntos extremos de y siy solo si existe una funcion U (x,y) en

A _
oy

Q tal que posea derivadas parciales aa_U =p, q
X

DEMOSTRACION. La suficiencia se obtiene de inmediato, puesto que si se cumple

la condicion, es posible escribir usando la notacién usual:

[ px+ qdy = T(& X' (t) + 22y (t) ot
4 a

d
itV (x(t), y(t))dt

=U(x(b), y(b))-U(x(a), y(a))

Il
D e T
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y el valor de esta diferencia depende sélo de los puntos extremos.

Para probar la necesidad, escoja un punto (x,, Y, )< Q, unido a (x,y) por un

poligono y, contenido en Q, cuyos lados sean paralelos a los ejes de coordenadas
(Ver. Fig.1.2)

@

Figura 1.2. Poligono de lados paralelos a los ejes entre los puntos (*oYe) y (x.Y)
contenido en Q.

y defina una funcién U por

U(x,y)= I pdx + qdy.
V4

Puesto que la integral s6lo depende de los puntos extremos, la funcion esta bien

definida. Mas adn, si se escoge el ultimo segmento horizontal de y, se puede

mantener y constante y hacer variar x sin cambiar los otros segmentos. En el Gltimo

segmento se escoge X como parametro para obtener

U(x,y)= I ! p(X, y)dx + const,

B . . . . ouU
el limite inferior de la integral es irrelevante. De esta expresion se sigue que v =p.
X

Del mismo modo, al escoger el Gltimo segmento vertical, se obtiene %—U =q. ]
y

Es usual escribir
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du = (a—Ude + (a—ujdy :
OX oy

y decir que la expresion pdx+qdy, si puede ser escrita en esta forma, es una

diferencial exacta. La funcion U, si existe, esta unicamente determinada, salvo una
constante (si dos funciones tienen la misma derivada parcial, entonces su diferencia

debe ser una constante).

En este orden de ideas, f(z)dz = f(z)dx +if (z)dy es una diferencial exacta

cuando existe una funcion F(z)en Q con derivadas parciales

oF(2)
——==1(z
x (2)
F) _it )
oy
Esto es, F(z) satisface la ecuacion de Cauchy Riemann
oF __joF
Ox oy’

puesto que f(z) es continua por hipdtesis (de otro modo jfdz no podria estar

/4

definida) F(z) es analitica con derivada f (z). Con todo esto se ha probado:

TEOREMA 1.4.4. La integral J'fdz, con f continua, depende sélo de los puntos
4

extremos de  si y solo si f es la derivada de una funcién analiticaen Q.

El resultado anterior expresa que si la funcion f admite antiderivada o primitiva

en Q, es decir, si existe una funcion F tal que F'(z)=f(z) paratodo zeQ, entonces

la integral sobre curvas y, contenidas en Q, que une los puntos z, y z, no depende del

contorno vy; en particular se tiene:
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)
. Idz:zz—zl.

)

i{z;Hl - 21”*1} , donde n=-1.

2

) Iz”dz =
; n+1
1

Para finalizar este capitulo, se enuncia y demuestra el célebre teorema de Cauchy-
Goursat para tridngulos.

TEOREMA 1.4.5. (Cauchy-Goursat) Si f e H(Y), siendo Q un abierto de [,
entonces para todo triangulo T < Q se verifica

j f(z)dz =0,

aT

donde OT es lafronterade T.

DEMOSTRACION. Dado el triangulo T, se considera una particion del mismo en
cuatro triangulos T, i e{1,2,3, 4} construidos trazando los segmentos que unen los
puntos medios de cada lado de T. Se considera ahora la frontera de T, 6T , con una
orientacion determinada, y se denotara por L(@T) su longitud. Se tendran en cuenta

dos hechos elementales:
. L(aTi):%L(aT) para cada i. (1.9)

e MmaX

z,weT

z—w|< L(0T), para cualquier tridngulo T. (1.10)
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Figura 1.3: Particionde Ten T,,T,, T, y T,
Considerando para cada triangulo T, de la particion la misma orientacion que tiene T

(Ver la Figura 1.3) y, atendiendo a la propiedad aditiva de la integral, se verifica
4
j f(z)dz=Y" j f(2)dz,
ar i=1 4T,

dado que todos los lados de los triangulos T. interiores de T son recorridos dos veces,

una vez en sentido contrario a la otra. Para simplificar la notacion se escribira

I(T)= j f(z)dz, y lo mismo para las integrales de f sobre la frontera de cualquier
oT

otro triangulo. Ahora se escoge de entre los cuatro triangulos T. aquel triangulo, que

se denotara T', que verifica
<)

paratodo ie {1, 2,3, 4} . Entonces por dicha seleccidn, es claro que

I (T)|Si|l (T <41 (T
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Partiendo de T' se repite el proceso y se construye T?;y asi sucesivamente. Se
consigue de esta manera una sucesion de triangulos T*,T?,...,T",... encajados, esto

es T"™ < T", paratodo nell

. L(&T“)zz—lnL(aT) paratodo nell ;y

o [1(T)<4

")

paratodo nell . (1.11)

Figura 1.4: Sucesion de triangulos T*,T?,...,T",... encajados.
Por la propia construccién de la sucesion de los tridngulos {T“}n o la sucesion de sus

diametros tiende a cero, ademas, aplicando el principio de los intervalos encajados, se

verifica que ()T" ={z,}.Como f e H(€Q), existe f'(z,) y, por lo tanto, la funcién

n=1

es continua en Q y permite escribir

f(z)="f(z)+f"(2)(z-2)+9(2)(z-2), VzeQ.

Integrando sobre 0T" miembro a miembro en esta Gltima igualdad se obtiene
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I(T”): I f(zo)dz+_|- f'(2))(z—2,)dz+ J. 9(z)(z-2,)dz = '[ 9(z)(z-2,)dz,

or" oT" oT" oTn

ya que las funciones f(z,) y f'(z,)(z—2,) admiten primitiva en todo [J , por lo

que su integral a lo largo de cualquier contorno cerrado es nula.

Por tanto, teniendo en cuenta (1.11), la propiedad de acotacion de la integral,

(1.10) y (1.9), se tiene que, para todo n,
I(T”) .[ 9(z)(z-2,)dz

g(z)[L(eT") <4 max|g(z)|(@J — L (T )’ max

1(T)|<4" =4" g4”max|g(z)(z—zo)|L(6T”)

zeoT"

< 4" max

zeoT"

zeaT" 2" zeaT" g(z)|.
Por altimo, dado ¢>0 arbitrario, teniendo en cuenta la continuidad de g en z,,
existe un 6 >0 verificando que g(D(zO,é))c D(0,&). Por otra parte, como el
diametro de los triangulos T" tiende a Oy z, eT" para cualquier n, existe un n, de
tal manera que T" e D(z,,6) paratodo n>n,. En consecuencia,

9(z)| <& vzeT"yvnzn,

luego, [1(T)|< ¢L (8T )" paratodo &> 0 y por tanto,

1(T)=[ f(z)dz=0.

oT

Esto finaliza la prueba. [
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CAPITULO 11
TRANSFORMADAS DE FOURIER

En este capitulo, se introduce la definicion de la transformada de Fourier de
una funcion f y la transformada inversa de Fourier; se mostraran algunas propiedades
y se daran ejemplos y algunas aplicaciones. Ademas de definir el operador
transformada discreta de Fourier, se estudiara su evaluacion numérica y el concepto
de transformada rapida de Fourier; se discutira su estabilidad y finalmente se daran

unos ejemplos.

2.1. Transformada Continua De Fourier

En esta seccion, se analizan las propiedades de la transformada continua de

Fourier. Sea T el intervalo: T =(-z,z] y L'(T) el espacio de las funciones medibles

(Ver Royden, 1968, pag. 66 para la definicion y propiedades de las funciones

medibles) f sobre T tales que
[f],=J|f(t)dt <.

Los coeficientes de Fourier de una funcion feLl(T) se definen mediante la

férmula:

f(n):ij f(t)e™dt, nel.
Asi, se asociaacada f et (T) una funcién f en [ . La serie de Fourier de f es:

> f(me",

—h)

Yy sus sumas parciales son

N ~ .
Sy(t)=>_f(n)e™, N=0123,....
-N

30



Més generalmente, si | es un nimero real positivo, T, =(-1,1] y f e L'(T,) es

una funcion periodica de periodo 2, entonces su serie de Fourier en forma compleja
se define por

i (%j f (t)e‘”i““'dt]e”i””' . (2.1)

n=—» 2

Luego, al tomar & =n/2l y

h(£) = Ij f(t)e 4t

entonces, la sumatoria (2.1) se puede escribir en la forma

0

z (gn - gn—l) h(gn)eb[iént '

n=—c0

que tiene el aspecto de una suma de Riemann. Asi, bajo ciertas condiciones en el
limite (ver Rudin, 1966, pag. 124) se tendréa la igualdad formal, es decir

f(x) = T ﬁ f (t)e‘z”“ftdt}ez”ifxdﬁ .

—00 |_—00

Esto motiva la siguiente definicion:

DEFINICION 2.1.1. Sea f e L' (0 ), se define su transformada de Fourier como:

+00

F(&) = f (&)= [ fe=dt. (2.2)

—00

Y su transformada inversa como:

f2t)=[F®O]" :% f F(w)edw.

Como ocurre con las series de Fourier en el caso de funciones periodicas, la
transformada de Fourier realiza una descomposicion o analisis de f en componentes;

ahora en lugar de presentar sélo frecuencias discretas formando una sucesion, aparece
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un rango continuo de frecuencias (todol] ). A cada frecuencia & le corresponde un
coeficiente f (&), que serd, en general, un ndmero complejo, su moddulo es la

amplitud, y su argumento es la fase. La reconstruccion de f a partir de f es conocido

como la sintesis.

A continuacion se muestra un teorema donde se verifican una serie de

propiedades de la transformada de Fourier.

TEOREMA 2.1.2. La transformada definida por (2.2) es una funcién que cumple son

las siguientes propiedades:

a. Linealidad:  (af +89) =af + /4§

b. Escalado: [f(co)] ==F (ﬁj ¢>0
C C

c. Desplazamiento en tiempo: f(a)—to) —g ' f(a))
d. Desplazamiento en frecuencia: [ e f ()] "=F(o-a,)

e. Simetria: [F(W)]$: 2pf(-t)

[ () cos(ugt) B = Z[F (w+ wg) + F(w- w)]
f.  Modulacion: 2
[t @sin(w) = J[F @+ w)- Fw- w)]

DEMOSTRACION. a. Linealidad: (af +p9) =af + B
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0

@xf+ﬁg)kw)=j[afa)+ﬂgaﬂe4ﬂm
- ]E af(t)e™ + pg(t)edt
= T af (t)edt + T £g(t)e ' dt

=a T f (t)e"'dt + ﬂT g(t)edt

=af(0)+p§(0)

b.Emmwm[f@oleF(ﬁ) c#0
C C

" z =ct,dz =cdt
fca)] = [ f(ct)e ™dt,
[f(co)] £ (ct) t:§£>o

o|N

dz
C

:]if(z)ew

1 % P
== °d

CJ; (z)e c°dz

1

C

c. Desplazamiento en tiempo: f(a)—to):e’i”‘*)f(a))
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+¥

. . ot u=t-t, du=dt
f(w-t,)= O f(t- t)e "dt,
- ¥

t=u+t,

+¥

= O f(u)e ™ “du
¥

+¥
= O f(u)e ™e ™du
¥

= e " f (w)

d. Desplazamiento en frecuencia: [e‘”’“” f (a))} "= F(o-o,)
[e*f(a)] = [ e f (et

= e (e dt

= [ fye e

—0

=F(o-w,)

e. Simetrfa: [F(w)]$: 2pf(-t)

f(t)= f'lgf(w)g: f- i [F(w)]= %0 F (w)edw

¥ ¥
p f(_ t): %c\) F(W)e_ thde pr(- t) = O F(W)e- thdW
¥ -

¥

p [FwP=2pf(t)

f.  Modulacion: [f(w)cos(wow)]$: %[F(W+ W)+ F(w- w,)]
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[f(w) COS(WOW)]$ = O f(t)cos(wyt)e ™dt |cos(wyt) = %giwot +e iwott

- ¥

¥

— i o f(t) giwot + e- iwgt &— IWtdt
2- ¥
18 Y

= =& f(e™e Mdt+ ¢ f()e ™ "MdtU
2 B - ¥ G
1

= E[F(W+ W)+ F(w- w,)]

[f(W)Sin(WOW)]$: lZ[F(W+ wy)- F(w- w,)]

¥ -
|

[ (w)sin(wuw) P = o f (t)sin(w,t)e ™dt |sin(wyt) = '?giwct_ e "

f (t) S iwgt _ |W0t & iwtdt

¥

(‘)

é\é iWpt ~- Wt f iwgt A- it D
g)f(t)e e Mdt- O f(t)e™'e ™dty
B - ¥ o
[

F(W"' Wo)' F(W' Wo)]

La prueba del teorema esta completa. m

Para las proximas propiedades de la transformada de Fourier, es necesaria la
siguiente definicion.

DEFINICION 2.1.3. Sean fy g dos funciones, tales que sus transformadas de Fourier

existen, entonces la convolucion de fy g, denotada por f * g, se define como

¥

(f*9)(0)= O fWg(x- u)du.
- ¥
Entonces se tiene las siguientes propiedades:
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TEOREMA 2.1.4. Con las notaciones anteriores se cumple:
g. Convolucion en tiempo: [f * g]$: f.@ :

h. Convolucion en frecuencia: [ f .g]$= ig* G

2p E

DEMOSTRACION. En efecto, la convolucion en tiempo sigue de las identidades

AN

¢
[+ o= © 0601 - x0x3
ex ¢!

& U
= 0 9 f(u- x)dxg "du
-¥ By 9
U u=t+x du= dt
eee g(x) f(u- x)dxdu (= u- x
¥ ¥
=0 O¢ "Pg(x)f (t)dxdt
-¥ - ¥
¥ ¥
= e "f(t)dtye "™g(x)dx
- ¥ - ¥
= f.§.

La convolucion en frecuencia:
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1 4 & 1% R 1Y o e _ o
—g * @a: — O G)f(t- uydu= > C‘)EC\) f(s)e '“Sdsgc‘) g(w)e ' u)degdu
- ¥ ¥ ¥

2p 2p R
¥ +¥ +¥
=—00 0 f(s)gwe ™ “Idudwds
-¥ -¥ -¥
¥ o+¥ ¥ o)
=00 fs)gw)e “WE(‘) e & "M duzdwds
-¥ - ¥ ¥ B
¥ +¥
=—0 0 f(s)g(we ™ (2pd, (s- w))dwds
-¥ - ¥
+¥

f(s)g(w)e ™d, (s- w)dwds

x O

+¥

f(s) ) g(w)e ™d, (s- w)dwds

f(s)g(s)e "“ds= [f.gJ®

« O/ * « O/ * x O -'C\;J||—\ -B’|H %’||—\

COMENTARIO 2.1.5. El simbolo 6,(&) se utiliza para denotar el delta de Dirac.

Esta es una "funcion generalizada" (ver Gelfand, 1964, pag. 103 para la definicion y
las propiedades de funciones generalizadas) que viene definida por la siguiente

férmula integral:

con Ic? dx 1. La delta de Dirac no es una funcion estrictamente hablando,

puesto que se puede ver que requeriria tomar valores infinitos. Asimismo, di(§D(x))
X

denota la primera derivada del delta de Dirac en el sentido de una distribucion.
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A continuacion se presentan unos ejemplos ilustrativos que muestran la relacién

gue existe entre algunas funciones y su transformada de Fourier.

EJEMPLO 2.1.6. Sea f la funcion caracteristica del intervalo [-%,%], es decir,

f(x)=1si xe[-%,%],y f(x)=0 en otro caso; entonces,

f(g) :gsen(gj.

La relacion entre fy f(g) podemos apreciarla en la figura 2.1.

SN

== -\.\__'_-.-- | -\.\_\__. —

Figura 2.1: Gréficas de las funciones del Ejemplo 2.1.6.

EJEMPLO 2.1.7. Sea f(x) =e*": entonces,

f(é)zémf—ifz

El comportamiento de f vy f(aj) puede ser apreciado en la figura 2.2.

J N

Figura 2.2: Graficas de las funciones del Ejemplo 2.1.7.
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En la tabla dada a continuacion se muestran algunas funciones y sus respectivas

transformadas de Fourier

Tabla 2.1: Ejemplos de funciones y sus respectivas transformadas de Fourier.

f(x) f()
a (constante) 2an5, (&)

X 2i7zdd—§(5D &)
cos(X) 7[6p(E =) +6,(E+D)]
sin(x) 7i[ =65 (& =1) + 65, (£ +1)]

cos(ax) 7[5p (& —a) +5p (& +a)]
sin(ax) i[85 (& —a)+ 5, (& +a)]
g™ Jre i
eX—X2 \/;e*%(‘:t”)z
we —4ié
(L&)
- g o
(4x* —2)e et

2.2. Aplicaciones De La Transformada De Fourier

Con la finalidad de motivar el desarrollo e implementacion de metodos

numéricos para aproximar la transformada de Fourier, en esta seccién se dan tres

ejemplos que ilustran como se puede aplicar la transformada de Fourier para resolver

problemas de diferentes areas de la ciencia.
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2.2.1. Temperatura De La Tierra
Un problema interesante es el de calcular la temperatura de la tierra a una
profundidad x a partir de la temperatura de la superficie. Describase la temperatura de

la superficie terrestre como una funcion periddica en el tiempo t y de periodo 1 (afio).

La temperatura u(t,x), con tiempo t>0 y profundidad x>0 es también periddica

en t y es natural asumir que u(t,x) es acotada. Bajo estas circunstancias u(t,x)

puede ser expandida mediante una serie de Fourier para cada 0< x<oo fijo como

sigue:

u(t,x)=> c,(x)e*™,

nell

Con coeficientes de Fourier dados por
¢ (X) =

Se sabe que la funcion u satisface la ecuacion del calor

a_1du
ot 2\ ox? )

Por lo tanto, los coeficientes c, satisfacen la ecuacion diferencial

1 2 1
C" — J' a_u e—27rintdt — 2J‘ a_u e—Zﬁintdt — 47Z'inC ’
n ) 8X2 . ot n

0, equivalentemente,

u(t,x)e "™t

O e

=[]

donde se toma el signo positivo o negativo de acuerdoasi n>0 6 n<0.

Por otra parte es sabido que
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c,(0) :_1[ f(t)e*™dt= f(n),
0
luego, resolviendo la ecuacion, se obtiene que, tomando en cuenta que ¢, es acotado:
¢, (x)= f(n)exp[—(2n|n|)% (1ii)x]
y por lo tanto resulta finalmente

u(t,x)=> f(n)exp [—(27z|n|)% x} exp[Z;rint 1(27z|n|)% ix}.

nell

Supdngase ahora, por ejemplo, que la temperatura de la superficie viene dada

por una funcién sinusoidal simple f(t)=sin(27t) (lo cual significa que la
R 1

temperatura anual media f (O) :I f es cero). En este caso, la funcion u vendra dada
0

por:
u(t,x)= EXp(—\/Zﬂ'X)Sin(Zﬂ't—\/ZIZ'X).
Esta formula indica que la temperatura a la profundidad x =, /% queda afectada por

el factor e™” y esta en oposicion de fase con respecto a las estaciones en la superficie,

como lo indica la figura 2.3.

YEIAo

1/ i
A

if f FE i
(LA oY ‘.T_, i ]

f

invierno

Figura 2.3: Gréfica de la funcion u(t, x) para x = /% .
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2.2.2. Solucién De Ecuaciones Diferenciales
Tal vez una de las propiedades mas importantes de las integrales de Fourier es

que transforma operadores diferenciales con coeficientes constantes en operadores

polinomiales de acuerdo con la formula f'=27ziyf .

En el siguiente ejemplo se muestra como resolver la ecuacion diferencial

u"—u=-f,
en la cual f es una funcién conocida y debemos encontrar u .en Ll(D ) Aplicando el
operador N en ambos lados de la ecuacion, se obtiene que (47z2y2+1)0= f,o
equivalentemente
u= (471'27/2 +1)7l f

]

Pero (1+47r2;/2)7l es la transformada de Fourier de la funcién ie™ y por

consiguiente se tiene que
u= [(47[272 +1)_1 fA}

- %J'e"x’y‘ f (y)dy.
0

\

iy T -see

2.2.3. Flujo Del Calor
El problema del flujo del calor se describe mediante la ecuacion

a_,
ot Zox?’

con la condicion de borde Itingu = f . La solucién de este problema es similar a la
-

t>0, xel

solucion del problema anterior. Primero se aplica la transformada de Fourier en

ambos lados de la ecuacion y se tiene:

Luego se calcula 0:
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= fexp(—27r2y2t),
Finalmente, al aplicar la transformada inversa se obtiene

xp 2 exp[ )/}

AV e
u(t,x)=|exp(-27°yt)f | = = f(y)dy,
(t.x) [ p( 4 ) } (27rt J;; 27zt (v)dy
donde la expresion M es conocida como el nicleo de Gauss.
(27rt) 2

2.3. Espacio De Las Sucesiones Bilaterales Infinitas

Dado n un entero positivo, se denotara por IT, el espacio de todas las
sucesiones infinitas bilaterales
x={X}._ ., %.el,
que son periodicas con periodo n, es decir, tales que para todo k €[]

Xk+n = Xk '

Una sucesion x e IT,, estd completamente determinada por los elementos de
un segmento periodico, que se denotara por X, X, -.., X, ;. Si se desea mostrar los
elementos de x de manera explicita, se escribira

X = Xgu Xy oo Xy

donde el simbolo | {| indica repeticion periddica.

Se define la adicion de dos sucesiones x ={x, } y y ={y, } en IT, por

(X + Y)k =X+ Yo (2.3)
y la multiplicacion por un escalar c e por
(cx), = cx, . (2.4)

Entonces se tiene el siguiente resultado:
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TEOREMA 2.3.1. El espacio II, dotado con las operaciones de suma y

multiplicacidn por un escalar antes mencionadas es un espacio lineal.

DEMOSTRACION. Para probar que I, es un espacio lineal sélo basta verificar

que, dados x,y eI, ,yunescalar cel] , entonces cx+ Yy eIl, .

Sean x,yeIl,, entonces X=Xy, Xy, oo, Xoy | Y V=] Yoo Yoroos Yar | S€R
también c €[] , se forma ahora la combinacion cx +y :
X+ Y =Cll: %oy Xy, eees Xy [ Yoo Yareees Yas

= [rexXgs Xy oo Xy I+ [ Vou Yareoes Yan | (POF 2.3)
= [ %o+ You CXy + Vv oo Oy + Yoy || (por 2.4).

Esta representacion explicita muestra que cx + y es una sucesion infinita bilateral que
cumple con la condicion cx,,, +VY,,, =CX +Y,, para todo kel , es decir, es

periddica con periodo n, por tanto cx+y eIT, . n

Ahora se hallara una base para el espacio IT, y se establecera su dimension.
Cualquier sucesion x e IT, puede ser expresada como una combinacion lineal de las
n sucesiones

e™ = {eﬁm’}, m=0,1,...,n-1,

donde,

m L k= m(modn)
e =
k 0, k=m(modn)
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y m(modn) indica el resto de dividir k entre n. Claramente, las sucesiones e™ son

linealmente independientes, y por tal motivo IT, es un espacio vectorial de

dimensién n.

Seguidamente, se dotara al espacio IT, de una norma. Con este fin, para cada

elemento x = {x, } e IT, se define la relacion
= bl e -+ e @5)
Entonces se tienen las siguientes propiedades:

[N1] |x|>0, ya que |x|> 0, paratodo k y (y)% >0,paratodo y >0, ademas,

%

X =0 (xf + s 4+, ) =0
&% +[x) ][ =0
s|x[ =0, vi=041,..,n-1
<|x|=0, Vvi=01,..,n-1

<x =0 Vi=01,..,n-1
< x=0

[N2] Si xeIl, y cell, entonces

lex|| =] [} ex0r €%, 0%,y | |

2 2 2\ %2 2112 212 2 2\%2
= (Jexof" +lox -+ lex, ) = (Jef o +lel’ e+ [ef )

% % %
= (Ief [Pl e+ ) = (1) (ol ol -+ )
= clI]

[N3] Paracada x,y eIl , se tiene
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b
[+ ¥l = (%6 + Yol x4 "+ o+ Vi)

| 0| +|yo +|X1| +|y1| +o X, 1| +[¥, 1|)

(

<

ol 4 - e el
( )
<

%
o A (R ey
I+ 1yl

Asi (I1,,|]) es un espacio normado de dimensicn finita.

Ahora se probara que este espacio es completo y por tanto es un espacio de

Banach. Con este fin, sea {y,} _ una sucesion de Cauchy en (IT,,|]), esto quiere

mell

decir:

_ fy(m) |+ (m) (m) (m)
1. ymel‘ln_{xn }nem_”.x0 XD ey Xy ||

2. Dado £>0, existe n, e[ tal quesi |,m>n, entonces |y, -y, <é&®.

Pero,
Yo=Yy = [ (X x0), (X x0)...., (X -x2,) .

de donde, se tiene que
| 2
1Y — y||| = |x(”‘) xlﬁ)|<g ,
esto implica que para cada k €{0,1,...,n —1}, fijo, se obtiene
|x(”" x(')|<g2 siempre que I,m=>n
k | HE=1lg -
La sucesion de numeros complejos {xﬁm)} 88 de Cauchy en [0, el cual es
mel

completo. Por la completitud de [1 , existe x, €[] tal que
lim x™ = x,,

m—oo

0 equivalentemente,
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im [xm —
lim |xk —xk| =0

m—oo

y ésta es una convergencia en [J para cada k fijo, luego

X x, x™—>x, ..., x™ 5x , cuando m— oo,
Considérese (por construccion) y =|f: Xy, X, ,..., X, ; | € I1,. Se probara que

Iim|y(m)—y|:0,

m—o0

teniendo en cuenta que
2 n-1 2
[Vn =Yl =k2|xé”” —% |
=0

para k €{0,1,...,n-1} fijo.

Sea ¢ >0 arbitrario, la relacién

lim |x§m) —xk| =0
m—oo

significa que existe m, €[] tal que

2
&

2
m>m, :>|x§m)—xk| <
n

Por tanto, al hacer M = max {mk} y al suponer m>M , se concluye
0.

<k<n-1

n-1 .2
[y =yl <> ==
k=0 N

La prueba de la afirmacion esta completa. [

A continuacion se mostrara que IT, es isomorfo a [1". Para esto se probara que

el operador T :I1, » ", tal que

X = [ X0 Xpreeos Xy 2 TOX) = (X0 Xy Xt )

es un isomorfismo.
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En efecto, sean T(x),T(y)ell" tales que T(x)=T(y), entonces por la

definicion del operador T, se tiene

(Xos Xrev s X0 ) = (Yo Yareees Vo)
lo cual implica que X, =Y, %, =V;,..., X4 =Y,, , donde x;,y; €, j=0,1,...,n-1;
luego, si se consideran estos x; y y; Yy se forman las sucesiones infinitas bilaterales
x,y dadas por x =%, X,... Xy s Y =] Yor Vire-s Yo J €11, se tiene que x=y.

Por tanto T es inyectivo.

Para establecer la sobreyectividad, se selecciona yz(yo,yl,...,yn_l)eD "
arbitrario, es claro que y, elJ, k=0,1,...,n—-1, luego si se construye con estos Yy,
la sucesion infinita bilateral dada por y=|:y, V,....,Y, ] €Il, se tiene que

§y=T(y), por tanto T es también sobreyectivo, y asi es T biyectivo.

Finalmente, se tiene la relacién

TOXHY) =T (% + Yor Xy + Yareeo Xos + Yor )
=(Xo + You X+ Yyrees Xy + Yos )
=(Xo» Xpreer X0y )+ (You Yire oo Yot )
=T(X)+T(y).

Por tanto T es un isomorfismo; es decir, I1, es un espacio isomorfo a [J". En

resumen, en esta seccion se ha establecido el siguiente resultado:

TEOREMA 2.3.2. El espacio de sucesiones (I, |[]]) . con la norma definida en (2.5),

es un espacio de Banach isomorfo a [1" (por tanto de dimension finita n).
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2.4. Transformada Discreta De Fourier
En esta seccion, se establece la existencia de la transformada discreta de Fourier
y se mostrard la relacion que existe entre ésta y la transformada continua de Fourier
estudiada en la primera seccion de este capitulo. Con este fin, se define, para cada
sucesion x = {x, } e I, , el operador reversion R, mediante la expresion
Rx:={X,};
entonces, claramente R es un operador lineal que aplica biyectivamente IT, en IT, y

que satisface la relacion ||Rx| =||x|| paratodo x = {x, } € I1, ; es decir, el operador R es

una isometria. (ver Vera — Ezquerra, 1997, pag 135 para mas propiedades de los
operadores isométricos).

De manera similar, el operador desplazamiento D (a la izquierda), se define por

DX = Xy f = X0 Xp ooy X0 %o
donde x:{xk}eHn. Esto es, D desplaza la sucesion x un paso a la izquierda.
Entonces, se puede ver que, al igual que el operador reversion, D es un operador

lineal que aplica biyectivamente T1, en TII, y que satisface la relacion ||Dx||=|x|

n
para todo x= {xk}e IT,. Ademas, usando el operador desplazamiento, cualquier
sucesion x = {x, } e IT, puede ser representada en términos de la sucesion unidad
e=e®=10,..0].
Asi se tiene, por ejemplo,
£0,1,0,...,0]=D",
y por tanto

X=X,e+xDe+--+x,,D"e. (2.6)
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Ahora, se probara la existencia de un operador lineal f de IT. en IT, que

n
satisface las tres siguientes propiedades:
(F1) Paratodo x eIl

|1
(F2) Para xelIl,, si fx:y:{yk} y si D denota el operador desplazamiento,
entonces
fDx ={w*y,}, 2.7)

para alguna constante w compleja.

De aqui se observa que la sucesion fDx también pertenece a I1,, y por tal

motivo, ésta debe ser periédica con periodo n, y asi, debe cumplirse que

Wk+nyk = Wk yk para todo k € Z . De esta relacion se sigue que w es una raiz n-

ésima de la unidad y por tanto, se exige que (2.7) se cumpla para:

_ (2mj
W = exp| — |.
n

(F3) Si e denota la sucesion unitaria, se exige que:
(fe), >0,

para todo k € Z , donde (1?e)k denota el k-ésimo elemento de la sucesion (fe) .

En efecto, sea f un operador con las propiedades requeridas, y

fe={f},
donde todos los fi >0. Si x={x, }<Il,, entonces, de la relacion (2.6) es posible

escribir
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fx= f(x,e+XxDe+--+x D)

=X, fe+x fDe+--+x_, fD "%
Usando (F2), se tiene que fx ={y.}, donde
Y, = (X + WX e+ W DX )
La propiedad (F1) ahora requiere
n-1 n-1
2 2
> k= X vk|%
k=0 k=0
donde, al usar (F3), se obtiene

n-1 .
|yk|2 =YY% = z XinW‘k('—J) sz-

i,j=0
Asi se tendra
, o anl i nl nd i) £ 2
IVl =2 12D xXw =D XX D W fi.
k=0 i,j=0 i,j=0 k=0

Esto es igual a ||x||2 para todo x ={x, } eIl  siysolosi

n-1 o l’ i: 1
e 0, 1#].
Estas relaciones pueden ser vistas como un sistema lineal de ecuaciones para las n

cantidades 7, f?,..., f?,. [El sistema se debe satisfacer para todo

i,j€{0,1,...,n=1}. Por tanto, el sistema tiene la solucion Unica

y asi se obtiene
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En conclusion, si el operador f satisface las propiedades (F1), (F2) y (F3),

entonces éste esta Unicamente determinado y dado por fx = y donde, para todo k,

~ 1 n-1 _
=(f), =—=) x.w ¥, 2.8
yk ( )k \/HJZ_; j ( )
donde
W= exp(z—mj. (2.9)
n

Reciprocamente, es facil verificar que el operador definido por (2.8) cumple las
propiedades (F1), (F2) y (F3). Este operador es llamado el Operador Discreto de

A

Fourier de orden n. Este sera denotado por f, si es necesario indicar su dependencia

de n, del mismo modo, la raiz de la unidad definida en (2.9) serd en ocasiones

denotada por wy,.

La propiedad (F1) expresa el hecho de que el operador f es isométrico. Es

conocido (ver Vera — Ezquerra, 1997, pag 135) del algebra lineal que para cualquier
operador de un espacio normado lineal finito en si mismo que cumpla (F1), el

A~

operador inverso existe y es igual al operador adjunto, el cual en el caso de f esta

dado por
() =3y 2.10)
k \/ﬁ j=0 T '
Usando esta notacion se tiene
fiof,

En relaciones como (2.8) y (2.10) la sumatoria con respecto a j puede ser extendida
sobre cualquier conjunto de n enteros j que sean distintos médulo n. asi se obtiene,

por ejemplo,

= 1 n-1 .
- w*, para todo k,
( fy)k T JZ(; y W, p
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lo cual es justamente el resultado de aplicar f a la sucesion Ry. Asi, también se
cumple que

f*=1fR
Multiplicando a la derecha por f y a la izquierda por f*, en ambos miembros, se
obtiene

f =Rf.

Con todo esto se ha establecido:

TEOREMA 2.4.1. El Unico operador de II, en IT, que cumple las propiedades

n

(F1), (F2) y (F3) es el operador discreto de Fourier f definido por
(F, =L 5wt 2.11)
C iz '

donde w:= exp(z—mj. El operador inverso f * satisface
n

~

f1_f-fR=Rf.

Comentario 2.4.2. El nombre de Fourier en f se justifica por las muchas conexiones

A

existentes entre f y los operadores del analisis continuo de Fourier, por ejemplo, el

hecho de que (2.8) tiene la forma de una discretizacion de la transformada de Fourier,
otra conexién es que el operador inverso definido en (2.10) permite recuperar los
valores de una funcion dados los valores de su transformada, similar al caso de la
transformada continua de Fourier. El signo del exponente en w_jk esta también
justificado por esta analogia. La seleccion del factor escalar 1/ Jn, por otro lado, es
menos importante. La seleccidn esta dada por el hecho matematico de que con este

A

factor f esuna isometria estricta. Desde el punto de vista numérico la escogencia del
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factor es de gran modo irrelevante, porque en los extensos céalculos lineales que
involucra f el factor escalar 1 es usualmente escogido y el factor correcto es

insertado solo al final, dependiendo de la aplicacion particular que se tenga.

2.5. Evaluacién Numérica De La Transformada Discreta De Fourier

Considérese el problema algoritmico de calcular la sucesion Y = an para un
x e I1, dado. Puesto que y es periddica, es suficiente con calcular los elementos de un
periodo completo de y, cuyos elementos se llamaran vy,,v,,..., Y, . Para calcular
dichos elementos directamente de la formula (2.8), asumiendo que las potencias
requeridas de w =wp ya estan formadas, entonces para cada y, con k =0,1,---,n—1,
se requieren n—1 multiplicaciones complejas y por tanto un total de n(n—l) de

operaciones. Las aplicaciones modernas del analisis de Fourier, empleado en el

analisis de series temporales, requieren valores tan grandes como n=2" y por tanto,

en estos casos, se necesitan un total de n(n—1) = 2.68x108 operaciones por lo que el
tiempo requerido para formar una transformacion de Fourier sencilla se convierte en

una aplicacion de escala prohibitiva del método del calculo de f.

Un hecho fundamental del anélisis practico de Fourier es que mediante un

habil arreglo de las operaciones aritméticas, el trabajo requerido para formar an

puede ser reducido drasticamente. Esta reduccion puede ser efectuada para todos los
valores de n, pero es facil de implementar si el entero n esta altamente compuesto, es
decir si puede ser escrito como una potencia de 2. Aqui la base de la reduccién es una
formula que data de la era pre-computadora, pero cuya importancia para aplicaciones

de gran escala fue descubierta por primera vez por J. Cooley y J. Tukey (1965). Si
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n= 2I , la formula de reduccion resulta en un algoritmo que permite la evaluacion de

f X en sélo snl =3nlog, n multiplicaciones complejas.

Con el objetivo de explicar el método para reducir el nimero de operaciones,

sea n=pq,yparaun x={x }eIl, dado, sea

() gy (DY _ - .
XV ={x"}={X.at 1=01...,p-1;
es decir, xV es la subsucesion de aquellos elementos de x cuyo indice es equivalente
con j modulo p. Evidentemente

(i) P
xVell,, j=01,..,p-1.
Se asumiré que las p sucesiones

son conocidas. Luego, al tratar de expresar Y = f X en términos de los elementos de

las sucesiones y', para todo entero m, se tendra

-1 -1
i 1 & 1% w "y
j+ph?
k=0 P =0 /] h=0
y en vista de que w, = w,, se obtiene
pi q-
w, " — :
J+ph
"= \F
Considerando que las cantidades
-1
13 W=y
J+P m
Jo &
son conocidas por hipotesis, se obtiene
~mj (J) (2'12)

oy
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la cual es todavia una representacion de la clase deseada. Para construir la sucesion y
de subsucesiones y‘” mediante el uso de (2.12) evidentemente se requiere un costo
de (p-1)u para cada valor de m, donde u denota la unidad de costo de una

multiplicacion, lo cual resulta en costo un total de (p—1)mg.

El nimero de adiciones es aproximadamente el mismo. Ignorando el producto
por ]/\/B el cual en realidad no necesita ser llevado, ya que esta multiplicacion
puede ser guardada para m = 0. Ahora, sea el periodo n factorizable en los | factores

n=nn,---n,. (2.13)

No se requiere que los nj sean primos. La formula (2.12) puede ser usada

recursivamente para calcular an; para esto se requieren n, transformaciones de

periodo q=n,n;---n,; para calcular esto, se necesitan nn, transformaciones de
periodo q=n,---n,, y asi, hasta obtener las n transformadas le, la cual es trivial

dado que f1X = X. El nimero total de multiplicaciones sera entonces
n n '
n(n -1 +n—n, =D +-+n--n,———(n-D=nd (n,-1).
n, N i
Por ejemplo, si n=2", el ndmero requerido de multiplicaciones serd nl =nlog, n.

Asi es claro que se ha alcanzado una mejora en el orden de magnitud sobre el método

de evaluacion en (2.8).

A continuacién, se describe una variante de (2.12) que a veces conduce a una
economia mayor. Sea m=k +Iq, donde k=0,1,...,q-1; 1=0,1,..., p—1. Se tiene

entonces

n

-mi kD i Kyl
W™ =w, =w,w?,

y como cada subsucesion y' tiene periodo g, se sigue
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Sw iy k=0,1,...,9-1 1=01...,p-1 (2.14)

Yiig = \/* ZW

Las ecuaciones (2.14) son evaluadas:

a. Formando los (p—1)q productos:
W =wHyD  j=12..,p-1 k=01...,q-1
b. Formando los (p-1)*q productos:
wlz?, 1 j=12..,p-1 k=01..,q-1
Aqui se ha ignorado nuevamente la trivialidad de las multiplicaciones para k =0.

Los pasos de y“ a y requieren ahora un total de (p—-1qg+(p-212q= pg(p-1)

multiplicaciones.

Asi, en general, no hay ahorro en comparacion con los usados en (2.12). No

’ _ | | _ . . . - .
obstante, si p=2', entonces w, =-1y las multiplicaciones de tipo (b) no necesitan

ser contadas. Los pasos de y'” ay requieren ahora sélo de q(p-1u,ysi n=2"y

(2.14) es usada recursivamente, entonces el numero total de x para evaluar an no
es mayor de inl=ZXnlog,n
Con esto se ha probado el siguiente teorema:

TEOREMA 25.1. Si n se factoriza en la forma (2.13), entonces no mas de

| A
nZ(ni —1) multiplicaciones complejas son requeridas para evaluar f X para un
i=1

X eIlp; en el caso especial n = 2', el numero requerido de multiplicaciones no

1 —1
excedea $nl=<nlog,n
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DEFINICION 2.5.2. Cualquier algoritmo que use las férmulas (2.12) 6 (2.14) para la

evaluacion recursiva de Y= f X es por definicién una transformacién rapida de

Fourier (TRF).

2.6 Estabilidad De La Transformada Discreta De Fourier

Ahora se estudiara la estabilidad de la Transformada Discreta de Fourier
(T.D.F). Para esto, se consideran dos tipos de estabilidades, a saber, (a) la estabilidad
matematica (o condicion), la cual es la sensibilidad del resultado del algoritmo al
cambio en los datos y (b) la estabilidad numérica, la cual es la sensibilidad del
resultado respecto a errores de redondeo durante la realizacion del algoritmo.
Mientras que la estabilidad matematica es una propiedad sélo de la transformacion
que aplica los datos en el resultado, la estabilidad numérica puede depender del
algoritmo usado para evaluar la transformacion y del equipo de computacion usado

para realizar los célculos.

A continuacion se estudia la estabilidad matematica. Los datos son los

elementos x, de una sucesion x eIl ; el resultado de la aplicacion de la T.D.F

n?
consiste en los elementos y, de la sucesion y:= f x. Si los datos son cambiados por
ox ={ox}, en vista de la linealidad de f, , el resultado de la aplicacion de f , cambia
precisamente a:

oy = fox
Si el tamafio de estos cambios puede ser expresado huméricamente, un cambio puede
ser hecho con respecto a la norma, en el cual dichos cambios estén siendo medidos.
Una estimacion formal se obtiene si usamos la norma Euclidiana, por tanto, por la
propiedad (F1) se tiene:

o] = ]
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Asi, en la norma Euclidiana la T.D.F. no amplifica los cambios en los datos. Sin
embargo, en algunas aplicaciones son requeridas cotas para los elementos

individuales de 8y en términos de las cotas de los elementos individuales de &x . Si
para todo o, se tiene que |5xk| < &, se sigue inmediatamente de (2.7) que el maximo

cambio en cualquier dy, satisface:

- 1 G i, 18 . 181
o] =[fox], = =2 Joxw <=3 Jox | W< =3 e = mme = Vhe,
es decir,
|8y, | < ne.

La constante \/ﬁ la cual es facilmente calculable, es llamada numero de condicion
parala T.D.F.

Para estudiar la estabilidad numérica de la T.D.F. considérese el siguiente
algoritmo que calcule la transformada, una variante de una Transformada Rapida de
Fourier (T.R.F.) para n=2', donde | arreglos x™ de longitud n son generados

sucesivamente por formulas del tipo:

m+1

Xe = X + WX,

donde k' y k' son indices apropiados y |w =1, y finalmente al calcular

Yo =
Jn
usando x™ como un simbolo genérico para un elemento en el m-ésimo nivel de
calculo, y denotando por w cualquier numero complejo de modulo 1, el algoritmo se
describe por el conjunto de férmulas:
x© = x;

_l)

xM™ = wx (™D 4 x ™ m=2,...1

y=¥xW,
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Estas formulas raramente son ejecutadas exactamente por cualquier computador
digital. Como es bien sabido cualquier maquina M puede presentar solo un cierto

conjunto discreto C,, de numeros complejos. Asi, en la computacion de maquina,

dado un xeC éste generalmente serd reemplazado por un nimero x* e C,, . Bajo

ciertas suposiciones razonables, la precision de este reemplazamiento puede ser

caracterizada por un numero real n > 0, llamado constante de precision de M, la cual
posee la propiedad de que paratodo x € C

x* =x(@1+u), ueC, l<n.
Idealmente, si la parte real e imaginaria de x son representadas con numeros flotantes

de N — digitos en la base 3,  podria ser tan pequefio como 27 g~N*.

No obstante, si x,y € C,,, los nimeros x+y y Xy en general no estanen C,, .

En su lugar la maquina devuelve los nimeros (x+vy)* y (xy)* en C,,, los cuales

satisfacen:
(x+y) =(x+y)a+u) (xy)" =(y)i+u)
donde nuevamente u € C, |u| <n. Asi, se puede escribir
(x+y) =x+y+|x+yu; (xy) =xy+|xylu.
En el analisis de tales expresiones frecuentemente es necesario reemplazar |x+ y| y

|xy| por expresiones conocidas a priori.

Observaciones similares se cumplen para la evaluacion de funciones

elementales f. En lugar de f(x), el cual para cada x € C,, en general no estaen C,,,
la maquina retorna el valor f*(x) e C,, que satisface:

f2(x)=f(x)@+u), ueC, Jul<z.
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Asi, por ejemplo, en una T.D.F., la raiz w de la unidad es reemplazada por un niumero
w* e C,, tal que:

w*=w+u, ueC, |[ul<7.

Si muchas operaciones aritmeticas y evaluaciones de funciones son realizadas
secuencialmente, los errores de redondeo cometidos en cada paso se propagan a

través de los célculos, y en lugar de las cantidades matematicas x definidas por el

algoritmo, la maquina genera ciertos nimeros X € C,,. En general X =x*; sin
embargo, usualmente existe ¢ > 0 independiente de 7 tal que ‘i - xA‘ < ¢n para todo

n suficientemente pequefio. En el modelo de propagacion lineal del error se
calculan, bajo ciertas suposiciones en los datos, cotas para ¢ trabajando con ciertas
suposiciones posteriores modulo 7%, esto es, obviando potencias de u mas grandes
que la primera. Los numeros ¢ obtenidos de esta manera son Ilamados coeficientes

del error de propagacion. En este modelo, el resultado se acota de la siguiente forma:

X = x*| < (g +0(m)n = gy modn* .

En el presente contexto, el fin sera hallar los coeficientes del error de

propagacién bajo las suposiciones de que los ndmeros iniciales x € C satisfacen

|x| <y . Es claro que las siguientes cotas se cumplen para los nimeros exactos x™:

x™|<2my, m=01,...,1

En el anlisis que sigue, cotas para u‘i‘”‘)

son requeridas. Reemplazando ‘Y‘”‘)

por

cotas en ‘x(m)‘ se introduce un error que sélo es O(n?), y por tanto es permisible en el

modelo lineal.
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Al representar los nimeros X™ generados por el algoritmo en la forma:
XM =x™4+&m, m=0,1,...

donde &, =1, se buscaran relaciones de recurrencia para los &, . Para la T.R.F., la
relacion bésica de recurrencia es,

g _ [(WAX(”H) )A n g(mfl)]A'
que se transforma en:

XM+ E = (W u)(x(m‘l’ + §m717U)+ 2"+ XM 1 &+ 2"
= wx™D XM (2 4 2””1);41 :

Por lo tanto,

G =280 +2M
el cual para &; =1 se obtiene & :(Zm +1)2’“. Para m=n=2'se tiene:

‘Y") - x(')‘ <&yn=n(2log,n+1) modz?
la division final por Jn, da como resultado
¥ - y|<+n(2log, n+3)y; modn?.

En resumen se ha probado el siguiente teorema:

TEOREMA 2.6.1. En el modelo lineal de propagacién del error, si todos los

elementos de x:={x,}eIl, satisfacen |xk| <y, los coeficientes de la propagacion del

error para los elementos de y:= 3 x valen no mas de:

Jn(2log, n+3)y,

parala T.R.F.si n=2".

Dado que esta cota es O(n}/z log, n), este algoritmo posee una ventaja en orden

de magnitud, tanto en estabilidad numérica como en velocidad.
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COMENTARIO 2.6.2. Es un problema interesante de la teoria de computacion el
porqué las operaciones de orden O(n% log, n) realizadas por una T.R.F. son lo més

rapido posible. Esto se mantiene como una conjetura hasta la fecha ya que ain no ha

sido probado.

2.7. Algoritmo Y Ejemplos Numéricos

Para finalizar este capitulo se menciona que actualmente la mayoria de los
“softwares” que se utilizan para el desarrollo de métodos numéricos en matematicas
incluyen, en su libreria, una funcién para calcular (numéricamente) la transformada
discreta de Fourier. Por ejemplo, el programa MATLAB version 6.5 dispone de la
funcién Y=fft(X), la cual calcula la transformada discreta de Fourier Y del vector X

de longitud N, mediante la formula

donde k=0,1,---,N-1y w, = exp(—%). Este software hace uso del algoritmo de
Cooley-Tukey descrito en la seccion 2.5.
A continuacion, a manera de ejemplo, se muestran los comandos en
MATLAB para hallar y graficar la transformada discreta de Fourier de la funcién
1 1. 1
x(t)==e"sen(14xt)+=chirp|t,0,—,150 |,
(0= (”)5'0[128)

donde la variable t varia en [0,1] y la funcién y = chirp(t,f0,t1,f1) simula una
perturbacion que pueda tener una sefial (como por ejemplo un ruido o una distorsion
en una imagen). Aqui fO es la distorsion en el tiempo inicial t= 0, y f1 es la distorsion

en el tiempo t1. Los comandos que se usan son:
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%function y=graf_fft_orig
T=1/128:1/128:1,;
Xx=(1./T).*exp(-T).*sin(2*pi*7*T)+0.2*chirp(T,0,1/128,150);
y=fft(x);

subplot(1,2,1); plot (T,x);title('x’);

subplot(1,2,2); plot (T,abs(y));title( Abs(TRF(x))");

La instruccion T=1/128:1/128:1; indica que evaluaremos la funcion x en los valores

de de T desde T=1/128, incrementando este valor en 1/128 hasta llegar a T=1. El
x=(1./T).*exp(-T).*sin(2*pi*7*T)+0.2*chirp(T,0,1/128,150);genera  la

sucesion de las imagenes; mientras que el comando y=fft(x); genera la transformada

comando

discreta de Fourier del vector x. Los comandos subplot y plot se utilizan para generar

las dos gréaficas de las sucesiones X y y en una misma ventana; obteniéndose:

al

40

30

20

i

0.2 0.4 06 0.8 1

Abs(TRF ()
300

250

200

150

100

a0

D 1 L L 1
a 0.z 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.4. Gréfica de x y su trasformada de Fourier.

Para sucesiones x cuya dimension no sea muy grande, se puede utilizar

directamente la escritura (2.11) obtenida en el Teorema 2.4.1. Por ejemplo, el codigo
(MATLAB)
function y=mifft2(x)

n=length(x);

y=zeros(1,n);
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w=exp(-2*pi*i/n);
for k=1:n
for j=1:n
y(K)=y(K)+x()*w((-1)*(k-1));
end
end

cont=1/8:1/8:1y x =sin(2* 7 *13*t) + chirp(t,5,%,40) genera la siguiente tabla:

Tabla 2.2. Sucesion x y su TRF.

X TRF(X)

-0.3244  -1.0824

2.0000  2.8284 + 0.0000i
-1.6310 2.6131 + 0.0000i
-1.0000 -5.6569 - 2.8284i
1.0898  -1.0824

-2.0000 -5.6569 + 2.8284i
-0.2168  2.6131 - 0.0000i
1.0000  2.8284 - 0.0000i

cuya gréafica es:

% Abs(TRF ()
2 7
15
B
1
5
0.5
o 1 4
s
3
-1
2
15
2 - - - - 1 - - - -
0 D2 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1

Figura 2.5. Gréfica de los datos de la tabla 2.2.
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CAPITULO 111
LA INTEGRAL DE CAUCHY

En este capitulo se definiran y estudiaran las propiedades de la integral de
Cauchy. En vista de las multiples aplicaciones que tiene este concepto, se desarrollara
e implementara un algoritmo que permita evaluar de manera aproximada integrales de

este tipo.

3.1. El Teorema De Cauchy-Goursat

Esta seccion esta destinada a establecer, a manera de preliminares, el teorema
de Cauchy-Goursat, herramienta fundamental que serd de gran utilidad, en el
transcurso de este capitulo. Se tiene, en primer lugar, que un dominio simplemente
conexo D no es mas que una region en la cual todo contorno cerrado y simple dentro
de él encierra solo puntos de D. Un dominio que no es simplemente conexo se

[lamara maltiplemente conexo. Con esta nocion, se tiene el siguiente resultado:

TEOREMA 3.1.1. (de Cauchy — Goursat para dominios simplemente conexos) Sea

Q un dominio simplemente conexo y sea f e H(QQ), entonces para todo contorno

cerrado y en Q se verifica

jf(z)dz:o.

DEMOSTRACION. La demostracion se realizara en cuatro partes; primeramente,
considerando contornos poligonales que son frontera de poligonos convexos; en
segundo lugar, los contornos de integracion seran poligonales cerradas y simples; a
continuacion poligonales cerradas que pueden no ser simples; por dltimo, se

consideraran contornos cerrados cualesquiera.
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(i) Sea y la frontera de un poligono convexo P de n lados determinados por la

sucesion ordenada de vertices v,v,,...v,, entonces el teorema se demuestra
facilmente si se considera la particion en triangulos siguiente (Como se muestra en la

figura 3.1): sea T, el triangulo determinado por los vértices v,,v,,V,,V, , el triangulo
T, determinado por v,,v,,v,,V,, y asi sucesivamente, siendo el triangulo T,
determinado por v,v,,,v,,V,. Luego, considerando la orientacion de y y de las

fronteras de los tridngulos inducida por el anterior orden de los vértices y, teniendo en
cuenta la propiedad aditiva de las integrales, se obtiene

n-2

jf(z)dzzzj f(z)dz=0,
14 i=1

puesto que se integra dos veces sobre los lados interiores al poligono y con

orientaciones contrarias, por lo que basta aplicar el teorema en el caso particular de

triangulos (ver el Teorema 1.4.5) para obtener que la integral sobre y es nula.

T '

. |
. \\ o
S Y | o
LI I,
o
i

Vi

Figura 3.1: Particion de un poligono convexo en tridngulos.
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(if) Ahora se considera el caso particular en que y es una poligonal que no se corta
consigo misma y recorrida una sola vez. Primero hay que comprobar que se puede
realizar una particion de la componente conexa interior a y en poligonos convexos, de
esta manera se obtendra que la integral de f sobre y es cero aplicando la parte (i) en

cada componente convexa.

Los poligonos convexos se caracterizan por la propiedad geométrica que
asegura que si se prolonga cualquiera de sus lados en linea recta por cualquiera de sus
vértices, esta prolongacion cae fuera del poligono. Por tanto, un poligono no convexo
tiene un lado cuya prolongacion por alguno de sus extremos cae dentro del poligono.
Para esto, se realizara el siguiente proceso, que se ilustra en la Figura 3.2; recorriendo
todos los lados de y segin una orientacion dada; se afadiran al poligono los
segmentos de las prolongaciones que se hallen entre el vértice del que parten y primer
punto (eventualmente el dnico) que es interseccion T, (y), siempre que dicho
segmento se encuentre en la componente conexa interior de y. Estos segmentos
producen una particién del poligono de forma que cada componente de la particion es

convexa, y se puede aplicar el apartado anterior.
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P
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Figura 3.2: Particion de un poligono no convexo en regiones convexas.
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(iii) En el caso en que la poligonal no sea simple se puede descomponer en una
cantidad finita de poligonales cerradas a las que se aplica el apartado anterior. Como

se observa en la Figura 3.3.

Figura 3.3: Poligonal no simple.

Se comienza recorriendo los lados de la poligonal y cuando se detecte la interseccion
un lado con otro ya recorrido, se marca dicha interseccion y se comprueba que se ha
formado una poligonal simple cerrada, un ciclo (contorno cerrado simple), que se

puede “eliminar”. Se recorre la figura empezando por el vértice v, y continuando por
los vertices de subindice consecutivo. Asi, se recorrera el lado v,v,, el lado vv, y al
recorrer v,v,, se comprueba que hay una interseccion con un lado ya recorrido, sea
ésta a. Entonces se observa que se ha recorrido el ciclo av,v,, que se puede eliminar

dado que la integral sobre este ciclo se anula. Asi, sucesivamente se sigue el proceso
recorriendo todos los vértices uno a uno y eliminando ciclos. So6lo resta considerar
una altima observacion. Si hay alguna interseccion de la poligonal consigo misma
que sea todo un segmento, éste también se puede eliminar puesto que se recorre dos

veces y en sentido contrario.
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(iv) Si y es un contorno cerrado cualquiera en Q se puede construir un conjunto

cerrado C de manera que
Tr(y) c U D(z,p)cCcQ

zeTr(y)

Para un p >0 adecuado, esto es, debe cumplir la condicion p<a <d (Tr(;/),GQ)
donde
d(Tr(y),0Q) =inf {|z—w|;2€Tr(y),weoQ}

y se considera p <« para asegurar que el cerrado C esté totalmente contenido en Q.

,

Figura 3.4: Construccién de un cerrado conteniendo a y y contenido en Q.

Sea ahora ¢ >0 arbitrario, como f e H(Q), en particular, es continua y

ademas uniformemente continua en C, pues C es compacto; por tanto, se puede

&
2L(y)

determinar &, >0 tal que si |z—2'|< &, entonces | (z) - f ()| <
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Figura 3.5: Poligonal P aproximado a v.

Sea & =min{d,,p} y se considera una particion de y en arcos y,,...,7,, siendo
L(y;) <&, paracada i €{1,2,...,n}, y se denota por z,z,, a los extremos de y,. Se
considera también la poligonal P formada por los segmentos P, [z,, I+1] Entonces,
como sobre cada y;, y P se cumple que
|, f@)dz=] f(z)dz=1(z)(z.-2)
pues la funcion constante admite primitivas, se verifica
Uﬂ f()dz- |, f(z)dz‘ :in(f(z)— f(2))dz- [, (1(2)- f(zi))dz‘

:U (f@)-f(z)) dij f(z)—f(zi))dz‘
< max |f(2) - f(z)|L(7.)+maX|f(Z)— f(z)|L(P)

zeTr(y;)

——(L(r)+L(R)) <—L(7.)

2L() L(7)

Pues cuando z € y; se tiene que [z—z[ <5 <6,

En consecuencia, dado que segun (ii) la integral sobre P es nula, se sigue
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I, f@d]=[ f@a-] 1] :‘E(L f@)dz- [, f@)]
5

Lo que prueba que _[ f (z)dz =0 dado que se hatomado ¢ >0 arbitrario.
4

L. f(2)dz - jp_ f(z)dz

L€
<;m|—(%)=5,

A continuacion se muestra que este teorema es valido para curvas

rectificables; es decir, para curvas cuya longitud es finita.

TEOREMA 3.1.2. (de Cauchy — Goursat para dominios multiplemente conexos)

Seanyy I,...,I', contornos cerrados y simples verificando:

(i) Todos tienen la misma orientacion.

(i) Cada Tr(I';), ie€{1,2,...,n} estd contenido en la componente conexa
interior de y y en las componentes conexas exteriores de I';, con j=i.

Si feH (Q) siendo Q un dominio que contiene a todos los contornos y la region

Cint (7/) ﬁ(

Kk
C. (Fi)J, entonces se verifica
=1
k
L f(z)dz = zl jri f (2)dz.

DEMOSTRACION. Se afiaden segmentos uniendo los contornos como se indica en

la Figura 3.6 y se consideran y, y y, contornos cerrados formados por un arco de y

los segmentos afiadidos y un arco de cada T';, también como se indica en la Figura

3.6
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Figura 3.6: Teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos

Como y, y 7, son contornos cerrados contenidos cada uno de ellos en una region

simplemente conexa donde f es holomorfa, aplicando el teorema de Cauchy -
Goursat, se obtiene

0= L f(2)dz + L f(z)dz = L f (2)dz +i L_ f(z)dz = L f (2)dz —i jr_ f(z)dz,

donde se ha usado que las integrales sobre los segmentos se anulan pues estan

recorridos dos veces y en sentidos contrarios. Asi la prueba esti completa. [

3.2. Férmula Integral De Cauchy

Seguidamente se establecerd el teorema de la formula integral de Cauchy,
resultado fundamental que permite obtener todas las propiedades locales y globales
de funciones holomorfas o analiticas. Antes, es necesario introducir la nocién del
indice de una curva.

DEFINICION 3.2.1. Sean y una curva cerrada en [ y z, €[J un punto que no esta
en y. Entonces, el indice de y respecto de z, (tambien llamado el nimero de giros de

Y con respecto a Z,) se define por

1 dz
I(j/’ZO)ZZ_ﬂ'iJ.Z—Z 1]
0

4

En este caso se dice que v gira alrededor de z, 1(y,z,) veces (ver figura 3.7).
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De la férmula anterior se desprende que, si y es una curva cerrada simple,

entonces:
. ’ +1 siz, estadentro de vy, y y gira en sentido antihorario
z : . : . :
— =4-1 siz, esta dentro de y, y y gira en sentido horario
2715, 7-17,

0 siz, estafueradey

0@ T

Indice = -1 [ndice =1 fndice =0

Figura 3.7. Indice de una curva cerrada simple alrededor de un punto z,.

TEOREMA 3.2.2. (Férmula integral de Cauchy) Sea f eH(Tr(y)uC,(»)),

siendo y un contorno simple, cerrado y positivamente orientado. Entonces, para

cualquier punto z, € C,, (), se verifica

int
F(z)=——[ 1 g
277 -1,
DEMOSTRACION. Dado que f es continua en z,, y considerando & >0 arbitrario,
entonces existe un & >0 de manera que si |z—z,| <5, entonces | f(z) - f(z,)|<¢.

Sea p<o y de forma que oD(z,,p)<C, . (y), como muestra la Figura 3.8. Se

int
denota por y, al camino simple positivamente orientado cuya trayectoria es

oD(zy, p) -
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Figura 3.8: Situacionde y y y,.

f(2)

z-1,

La funcion integrando es holomorfa en (Tr(y) uC,,(»))\{z,}. entonces

aplicando el teorema de Cauchy para dominios multiplemente conexos, se verifica

que

[0 g 10 [ 0=y, | f),

z-1, -1, -1, -1,
Es posible calcular la Gltima de estas integrales parametrizando el contorno y,,

7,(t) =z, + pe" con t €[0,27], entonces

[ a=t@)] -

-1,

"dt = f(z,)27i .

En consecuencia,

[ f(z )dz f (z,)27| =

[ fo-re) dz‘

rZ1—-1 -1,
MLGEIN )
L L(ry) =22 . erTlre(mx)|f(z) f(z,)| < 278

ya que |z - zo| =p<0.Como ¢ >0 arbitrario, de la desigualdad anterior se obtiene
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_[Mdz—f(zo)Zzzizo,
r7-1,

0 equivalentemente,

f(zo):% Mdz.
Y-z,

Lo que demuestra el teorema. n

A continuacion se muestra un ejemplo que ilustra el uso de la formula integral

de Cauchy para calcular integrales de funciones complejas sobre contornos circulares.

EJEMPLO 3.2.3. Calcular la siguiente integral

2

[,
22°+22+2

donde C es la circunferencia simple y cerrada |z| =2, recorrida en sentido positivo.

SOLUCION. Para encontrar el valor de esta integral en el contorno indicado se
observa que

&t _ij 2 7z
(z-2)(z-2,) 2|z-2, z-17|

donde z, =-1+1i,z, =-1-i. El modulo de los puntos z,, z, es V2 (menor que 2) y

asi estan dentro del contorno C. Aplicando el teorema de Cauchy — Goursat con

f (z)=1z* se obtiene

& i z° &
——dz=— dz - dz
J.22+22+2 Z{J.z—z2 J.z—z1 }

C C C

:%{sz (2,)-2xif (z,)}

=7z{212 —222} =—47i.
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3.3. La Integral De Cauchy
Ya se disponen de todas la herramientas para definir y estudiar una clase de
funciones analiticas que se obtienen a través de una integral de linea como la que

aparece en el teorema de la formula integral de Cauchy.

DEFINICION 3.3.1. Sea y una curva en I y sea g una funcion continua, definida a

lo largo de la curva (en la imagen 7([a, b])). La integral de Cauchy es la funcion que

asigna a cada z €[] \ ([a,b]) el valor G(z) dado por

COMENTARIO 3.3.2. Note que si y una curva simple y cerrada (recorrida en

sentido positivo) y la funcion g es analitica en Tr(y) UC. . (y), entonces por la

int

formula integral de Cauchy se obtiene

G(Z)_{g(z), 2eC (7).

o, ZeCext( )

Sin embargo, en general, calcular explicitamente la integral de Cauchy puede ser un

trabajo duro de realizar tal como se muestra en el siguiente ejemplo:

EJEMPLO 3.3.3. Sea la funcién g(Z):E y v la circunferencia con centro en el
origen y radio 1, recorrida en sentido positivo; es decir, y(@)ze“’, 0<0<L2r.

Entonces, paracada z¢ y y z#0 laintegral de Cauchy es
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1 ¢ s 1% do
G = Pt et o
14 0
2z =, -6
_ 1_ ize _ 40
2riz 3 1-z€
1 ogdw
27izd W'

l—‘Z
donde I'; es la circunferencia con centro en 1 y radio |z| recorrida en sentido
negativo (ver la Figura 3.9).

&
F

Figura 3.9: Grafica de I';.

Luego, por el teorema de la formula integral de Cauchy y el teorema de Cauchy-
Goursat se obtiene
0, 0<lz<1

CO=1_L s
Lt

El signo (-) que aparece cuando |z| >1 se debe a que el contorno I"; esté recorrido en

sentido negativo. Para z =0 se obtiene,

1 s 17 .
G(0)=——[2ds=—[e™do=-
() 27Z'i75 > Zﬁ-([e

T
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Ahora, se establece una propiedad importante de la integral de Cauchy.

TEOREMA 3.3.4. (Diferenciabilidad de integrales del tipo de Cauchy) La integral
de Cauchy definida en (3.1) G es analitica en [ \y([a,b]); ademés G es

infinitamente diferenciable y su k-ésima derivada esta dada por

oy K! 9(¢) _
G (z)_zﬁijy(g_z)mdg k=123 (3.2.2)

DEMOSTRACION. La curva y es un conjunto compacto, pues es la imagen

continua de un intervalo cerrado y acotado. Si z, no esta en y entonces, por el lema
de la distancia éste esta a una distancia positiva 6 de la curva. Si se escoge n=%% y U

como el disco con radio n y centro Zz,, entonces zeU y ( en y implica que

|z—¢|=n pues |2-¢|=|¢ - 2| |z, — 2| = 27— (ver figura 3.10)

Y(la, b))
Figura 3.10. Un punto z, que no esta sobre una curva y, esta a una distancia positiva
de y.

Empezando ahora con el caso k =1. Se mostrara que

lim G(Z)_G(ZO)_ 1J. g(é/) gdé/ =0.
157, -1, 27l > (g_zo)
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La expresion encerrada entre corchetes puede escribirse como

G(2)-G(z,) _ 1I 9(¢) dgz(z_z")j 9(¢)
=7, 20i(C-z) 2 5 (C2,) (C-2)

dc.

Sea U el disco con centro z, y radio 7 construida anteriormente, y sea M el

maximo de g en y. Entonces ‘(g—zo)z(g—zo) >n’n=n% con lo que se tiene la

<Mn~ (M una constante fija independiente de

estimacion ‘g(g)/(g—zo)z(g—zo)

eny,y z,z,€U ). Asi

(z-2)( 9© My
o ey (e R )

Esta expresion se aproxima a 0 conforme z — z, y en consecuencia el limite es cero,

como se queria.

Para demostrar el caso general se procede por induccion sobre k. Se supone
que el teorema es valido para k entre 1 y n—1. Se va a probar que se cumple para

k =n. Formulando la hipdtesis de induccion de esta manera ya que no solo se

aplicara a g sino tambien a g(g“)/(g”—zo), la cual también es acotada e integrable a

lo largo de y. Se sabe que G puede diferenciarse n—1 vecesen [1 \y y que

oy (=D g(d)
M7 !(4—2)”“'

Sea z, €[l \ ¥([a,b]), entonces al usar la identidad

1 1 N -1,
(¢-2)" (-2 (¢-2) (£-2)'(¢-2)

se tiene
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n-1 n-1 _1)! g (g) g (g)
G"?(z)-G! )(ZO)Z(n . o df - |——=—=dJ
27 !(4—2) () !(C—ZO

(-1, 9(¢)
27Z'i ( 0)_}[(§_Z)n—l(é,_20)

(3.2)
Se concluye de esta ecuacion que G (z) es continua en z,, ya que, al aplicar la

hipdtesis de induccién a g(¢) /(¢ —z,), se tiene que

,[ g(<) q
(& -2)" (¢ - 2,)

es analitica como funcién de z en el conjunto [1 \ ¥([a,b]) y por tanto, continua en z.

En consecuencia

9¢) 9(¢)
1 | —=—=dJ
‘[(é’—Z) (é’—ZO) '7[(4_20)

conforme z — z,.

Si la distancia de z, ayes 277,si |g(z)] <M eny, ysi [z2-2z,|<n, se tiene

M
()
n

9(6)
i(g—z)”@—zo) |

donde I(y) es la longitud de y. Asi

|z—zo|

96) 4 1.0
!(g—z)”(g—zo “’V‘%

conforme z — z, y por lo tanto, G"™ es continua en [J \ y([a,b]). De la ecuacion

(3.2) se sigue que
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G(n—l)(z)_G(nfl)(Zo)_(n—l)! 1 g(é/) ds — ﬁd
Y = Py 12, _I(é,_z)nl(é,_zo) 4 .[(é’_zo)n ¢
(n-1)! 9(¢) d
o e

(3.3)
Al aplicar la hipotesis de induccién a g(g)/(;—zo), se observa que el primer

término del lado derecho de la ecuacion (3.3) converge a

(n—l)(n—l)!j 9(¢)
2ri y(é'—zo)

n+1 dé/

conforme z — z,.

Por otra parte, ya se ha establecido que G es continua en 0 \ y([a,b]),

luego, aplicando este hecho a g(¢)/(¢ —2,) en lugar dea g(¢), se obtiene que

9¢) 4 9¢)
! ¢-12)' (¢ -1 H! &-1zy)" d
(&-2)"(¢-12,) (&-12)

conforme z — z,. Asi se ha mostrado que, conforme z — z,,

G (2) -GV (z,)

z-1,
converge a
(=D 9() (n-1'r_9(&)
O ey
_ntr_9()
- 27 .[(é,_ Zo)n+l dé/
Esto concluye la induccion y demuestra el teorema. [

82



Como aplicacién de la diferenciabilidad de la integral de Cauchy, se puede dar
una prueba alternativa del proximo resultado, el cual se conoce como la formula

integral de Cauchy para las derivadas.

TEOREMA 3.3.5. (Formula integral de Cauchy para las derivadas). Sea f una
funcién analitica en una region A. Entonces, todas las derivadas de f existen en A.

Mas adn, para z, en Ay y cualquier curva cerrada en A, para la que z, no esta en v,

entonces se tiene:

®) _ k! f(<&) B
f (zo)l(y,zo)_Zﬂijy(éw_z)kﬂdg, k=12,...

(3.4)

DEMOSTRACION. Puesto que A es abierto y z, no esta en v, es posible encontrar

un circulo pequefio y, con centro en z, y tal que y no corte a y, (ver figura 3.11).

Figura 3.11. y, un circulo con centro en z, suficientemente pequefio para que no se
cruce con v.

Paraz en A y no en vy se define

G(2) = f(z)I(y,z):ZiﬁiLgdz.
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Esta es una integral del tipo de Cauchy vy, por lo tanto, es infinitamente diferenciable

en A\y,y

© ¢ K! f(&)
G¥(2) =~ L(g_z)kﬂdcj. (3.5)

Pero

1 f(s) 1 1
f(z)_ﬁ;[g_zdgy D=5 774

también son integrales del tipo de cauchy y, por tanto, son infinitamente

diferenciables cerca de z,. En particular, el indice es una funcion continua de z, de
hecho, constante excepto cuando cruza la curva. En particular, es constante en el
interior de y,. Asi G®(z,) = f®(z,)1(7,2,) . Al combinar esto con la ecuacién (3.5),

da el resultado deseado. ]

Una consecuencia inmediata del teorema de la formula integral de Cauchy es la
util desigualdad de Cauchy que enunciamos a continuacion.

TEOREMA 3.3.6. (Desigualdades de Cauchy) Sea f analitica en una region A y sea y

una circunferencia con radio R y centro z, que estd en A. Supdngase que el disco
{z:]z-7,|<R} también esta contenido en Ay que |f(z)]<M para toda z en y.

Entonces, paracada k =0,1,2,..., se cumple

|f(")(zo)|s§M .

DEMOSTRACION. Puesto que 1(y,z,) =1, de la formula (3.4) se obtiene

Oy K Ty
G

Yy e€en consecuencia
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k! f(<$)
) - J
|f (ZO)|_27Z' L/ (é/_zo)k*—ldé/‘.
Ahora bien
| f©) | M
|(§_Zo)k+l - Rk+l !
puesto que |§ — ZO| =R para {en vy, asi que
k! M
()
9@ <5 o L),

PeroL(y) =2zR (L(y) es lalongitud de y) y asi se obtiene el resultado deseado. =

3.4. Evaluacion Numérica De La Integral De Cauchy

En esta seccion se desarrollara un algoritmo para hallar aproximaciones de la
integral de Cauchy sobre la circunferencia unitaria ", apoyandose en la transformada
rapida de Fourier estudiada en el capitulo anterior. En primer lugar, se definen las
clases de funciones sobre las cuales se van a calcular las aproximaciones de la

integral.

DEFINICION 3.4.1. Sea f una funcion de valores complejos definida en un conjunto

cerrado Ecl, si t, e E, se dice que f satisface la condicion de Holder en t, si

existen constantes positivas p y y tales que
£ (t) = (t)| < uft—t] (3.6)

paratodo t € E suficientemente cerca de t, .

COMENTARIOS 3.4.2.

(i) La constante y es conocida como el exponente de la condicion de Holder.

85



(if)  Si f satisface (3.6) en cada t, € E con las mismas constantes p y vy, entonces Se

dice que f satisface la condicion uniforme de Hélder en E.

(iii) Si 0<y <1, la clase de todas las funciones f definidas en E que satisfacen la

condicion uniforme de Holder con exponente y es llamada la clase de Lipschitz

de orden vy para el conjunto E y es denotada por Lip y . Claramente, cualquier
funcion f e Lip y es uniformemente continua en E, pero el reciproco no es

cierto.

EJEMPLO 3.4.3. La funcién g(z)=z satisface la condicion uniforme de Holder en

todo C. En este caso, u=y=1.

Considérese ahora una funcion compleja h, continua y que satisface la

condicion de Holder en el circulo unitario I', y sea

h(e27rir) — Z ake27rikr (37)
k=—0
su serie de Fourier. Para evaluar la integral de Cauchy
_ h(t) 2rir 1
f(z)=— e ot j h(e )mdr,

se distinguen los casos |z| <1, |z| >1y 7=

Si |z] <1, sustituyendo (3.7) y usando la identidad

o0
z —ZIIIIT |
—27r|‘r
1=0

se obtiene
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1 o 0

f (Z) _ I( Z ake2ﬁikr](ze2ﬁilrzl jdr
0 \k=—x 1=0

iakz o 7<1

k=0

donde se ha usado el hecho que

j‘e2ni(k—l)rdz_: 1L k=l
0 0, k=l

Similarmente, si |z| >1, entonces, expandiendo el nucleo

iebzllr =l

eZzzlr

1 —_
l_efzﬂ'ifz_ Z(l p27ity )

se obtiene

f (Z) j[ i akekarj(_i e2ﬁiIrZIJdT
- _ia_lz", |z|>1.

1=1

Si, finalmente |z|=1, usando el hecho que f(z) =LKf(z)+1h (ver Henrici, 1985,

pag. 107) combinado con h=f (z)+ f(¥%)=4a, yel hecho que

Kff(z)_—|ZSgn az*,

=—00

donde Kf (z) es el conjugado de la funcién f(z) para obtener

f(z)=1a, +%i(akzk —a,z"), |7=1.

k=1

Para implementar estas relaciones numericamente, se selecciona un entero

(grande) n y sea h, = h(ez”ik’”), kell. La sucesion h={h} pertenece entonces a

87



IT,. Los coeficientes de Fourier discretos basados en estos valores de muestreo son

los elementos de la sucesion ¢ ={c, }, donde

los cuales, mediante una TRF, pueden ser calculados en O(nlog n) operaciones. Se

sabe que los ¢, son aproximaciones razonables de los a, solo para |k| <m:= [g]

Asi, la siguiente funcion, llamada la integral discreta de Cauchy, puede ser

considerada como una aproximacion razonable de la actual integral de Cauchy f:

3

¢ 2%, 7| <1

m

f(z)=11c,+3Y (e 2" -c z7%) |z|=1

k=1

D>,z |z|>1.

k=1

Aqui la prima en la sumatoria indica que si n es par n=2m, los términos donde

k =m deben ser tomados con un factor (adicional) de %. En cualquier circunferencia
|z|:p, estas expresiones pueden ser evaluadas simultaneamente en los n puntos

z, = pe*™’" mediante una TRF en otras O(nlogn) operaciones.

Una estimacion del error f(z)— f(z) de la integral discreta de Cauchy esta

dada por |f(z)—f(z)|£221ck|. (Ver Henrici, 1985, pag. 46). Otra forma de

k|=m
estudiar cdmo f se aproxima a f se obtiene también expresando f directamente en
términos de los valores de muestreo h, . Es claro que para cada z fijo, f(z) es una

funcion lineal de h, . Asi, sea
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f(2) :nilk(z)hk.

Primero, se determina 1,(z) . La imagen de Fourier de la sucesion [ 1,0,...,0:| es la

sucesion n’

:11,...,1]. Sines par, n=2m, se sigue que

IO(Z) :_%(14' Z+-..+Zm*1 %Zm)

:ii(l—u—zzm} 7 <1,
nl-z 2

1, _ _ _
Io(z):——(z 4z ™ 4Ly m)
n

nl-z 2

11 1+zz"+z"
I (2)== - . |zl =1
o(2) nl—z( 2 2 JH

Sinesimpar, n=2m+1, tenemos

Io(z):%(l+z+--~+zm)

_il_zm-ﬂ
n 1-z

7] <1,

l,(2) :—%(z1 +Z270 et z’m)

B L
nl-z
Io(z):%ﬁ[l—%(zm%z‘m)] 7| =1.

En vista de que 1, (z) = Io(z;lz), las formulas para f(z) son facilmente escritas a

continuacion:
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TEOREMA 3.4.4. Sea z, =e*™/", h =h(z,). Entonces la integral de Cauchy

aproximada se representa como sigue:

a. Sinespar, n=2m

s = ~ kzk+z
f(Z)—nkZ;Z —zh 91(2) Z( 1) — h,
donde
", |z|]<1
0,(2)=13(z"+z "), 7| =
zm |7|>1
b. Sinesimpar, n=2m+1
f)=1% -0 2( 2
Nz, — N9, Z, z <
donde
7™t 7| <1
9,(2)=1%(z™+2 "), 7| =
zm |z|>1

COMENTARIO 3.4.5. En las representaciones anteriores, el primer término es una

forma discretizada de la expresion
1 ¢ h(t) D 4.

27irt—z
mientras que el segundo término es una correccién, notable s6lo en la inmediata

vecindad de |z| =1, el cual evitaque f tienda a infinito a medida que z se aproxime a

uno de los puntos z, .
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3.5. Algoritmo Y Ejemplos Numéricos

En esta seccion se propone e implementa un algoritmo para hallar la integral de
Cauchy discreta segun la formula establecida en el Teorema 3.4.4. Aqui se necesita
entonces una funcion continua h, el punto z donde se desea evaluar la integral de

Cauchy vy el valor n utilizado en esta formula. La salida sera la integral discreta de
Cauchy f(z) evaluada en el punto z. También se requieren los siguientes algoritmos

para evaluar las funciones g; y g, que aparecen en el Teorema 3.4.4.

Algoritmo 2. Funcion g,
ENTRADA: z, m
PASO 1: si Abs(z)<1 haga g, =z".
PASO 2: si Abs(z)=1 haga g, =(z"+2").
PASO 3:si Abs(z)>1 haga g, =z™"
PASO 4: SALIDA g,.
FIN.

Algoritmo 3. Funcion g,
ENTRADA: z, m
PASO 1: si Abs(z)<1 haga g, = z"".

PASO 2: si Abs(z)=1 haga g, =4(z"*+2").

2
PASO 3:si Abs(z)>1 haga g, =z""
PASO 4: SALIDA g, .
FIN.

Ahora se puede escribir este algoritmo paso a paso para hallar la integral

discreta de Cauchy. En el anexo, se podra ver el programa en MATLAB para ejecutar
este algoritmo.
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Algoritmo 4. Integral discreta de Cauchy.
ENTRADA: n entero (grande), la funcién h y el valor z.

SALIDA: f(z)
PASO 1: Para k=1,2,...,n tome z, =exp(2”i%);

Tome h, =h(z,)
Tome suma=0
Tome corr=0
PASO 2: si n es par, entonces haga los pasos 3 - 5
PASO 3: Haga m=n/2
PASO 4: Para k =1,...n

z
Tome suma:suma+[ : j K,
7, -1

k

Tome corr=corr+ (-1)** (ﬂ] h,

PASO 5: Haga f=suma/n - g1*corr/(2n)
PASO 6: si n es impar, entonces haga los pasos 7 - 9
PASO 7: Haga m=(n-1)/2
PASO 8: Para k =1,...n

z
Tome suma:suma+[ . jkk
Z,—1

Jz
Tome corr=corr+ (-1)*"* [—kJ h,
7, -1

PASO 9: Haga f=suma/n — g2*corr/(2n)
PASO 10: SALIDA f
FIN.
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A continuacion, se muestran, a manera de ejemplos, los resultados que se
obtuvieron del codigo en MATLAB ver. 6.5 disefiado para hallar la integral discreta

de Cauchy segun el Algoritmo 4 (ver Apéndice). Aqui se ha usado n=512.

EJEMPLO 3.5.1. En primer lugar, se observa que si la funcion h es analitica sobre y

en el interior de la circunferencia unitaria |z| =1, entonces, en virtud del Teorema de

la Férmula Integral de Cauchy y del Teorema de Cauchy-Goursat (ver los Teoremas

3.2.2y 3.1.1) se tiene que la integral de Cauchy viene dado por
|<1.

(3.8)
|>

En este caso, considerando la funcién h(z) =z, la cual es analitica en todo el plano

complejo, nuestro algoritmo obtiene los siguientes resultados:

Tabla 3.1: Formula integral de Cauchy aplicada a ciertos valores de z, para

h(z)=z.

’ f(2)
1+i 3.0291e-017 + 4.9873e-017i
1-i -3.4852e-017 + 2.9924e-017i
-1-i 2.1034e-017 + 2.0762e-017i
-1+i -3.6971e-017 + 9.1344e-017i
0.5+0.5i 0.5+0.5i
-0.5+0.5i -0.5+0.5i
-.05-0.5i -.05-0.5i
0.5-0.5i 0.5-0.5i
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graficamente,

. FIC(z)
2 2
15 . 15
1 1
0.5 0.5
0 i
05 0.5
1 1
1.5 . 1.5
25 1 0 1 2 <3 1 0 1 2

Figura 3.12. El disco unitario y su imagen mediante la formula integral de Cauchy
para h(z)=z

Similarmente, considerando la funcion h(z) =e’ se obtiene que la imagen del

disco unitario D mediante la integral discreta de Cauchy es:

D={z:0=|z[=1} FIC aplicada a D
1.4 1.5

0.5 1 0.5

05 05
-1 1

15 - : : - - 1.5 - - : : :
15 1 05 0 05 1 15 0 o5 1 15 2 25 3

Figura 3.13. El disco unitario y su imagen mediante la formula integral de Cauchy
para h(z)=¢’.

Observe que si z=re" eD, entonces por la formula (3.8) se obtiene
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@ (Z) _ h(Z) —el = ercos(ﬂ)eirsen(a) :
luego, como #e[0,2z] y re(0,1), entonces @(z) es un nimero complejo cuyo

modulo varia entre e y e; mientras que su argumento oscila entre -1 y 1 tal como se

muestra en la Figura 3.13.

Si se aplica esta misma transformacion a un triangulo contenido en el disco

unitario se obtiene:

T DCl aplicada a T
1.5 1
1
045
05
a 1
0.5
05
-1
-1.5 - . - - . -1 - -
15 1 04 a 05 1 15 a 1 2 3

Figura 3.14. El tridngulo T y su imagen mediante la férmula integral de Cauchy para
h(z)=¢.

EJEMPLO 3.5.2. Considere ahora la funcion h(z) =z, la cual es continua en todo el
plano complejo; pero que no es diferenciable en ningin punto. En este caso, segun
Ejemplo 3.5.1, la integral de Cauchy de viene dada por

Lo
z

f(z)= (3.9)

0 |7<1
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Note que esta transformacion aplica el exterior del disco unitario abierto en el disco
unitario. Los resultados que se obtienen con el algoritmo desarrollado son:

Tabla 3.2: FIC con h(z)=z para algunos valores de z.

’ f(2)

1+i -0.5 + 0.5i
1-i -0.5 - 0.5i
-1-i 0.5-0.5i
-1+ 0.5+ 0.5i

0.5+0.5i -1.1319e-016 - 4.211e-016i
-0.5+0.51  3.6429e-017 - 2.6162e-016i
-.05-0.51  -5.8981e-017 + 8.7387e-017i
0.5-0.5i  -1.1493e-016 + 3.0618e-016i

graficamente, se obtiene
R={z:0<|z|<1} 1/R FIC aplicada a 1/R

Y7,

—_
m
m

—_

7,
TR

W
il

= =

NN ]\

1 15 A5 41 0 1 15

Figura 3.15. El disco unitario, su inverso y la FIC aplicada al inverso del disco para
h(z)=z.

donde la primera grafica representa la particion del disco unitario que se ha tomado.
En la segunda gréafica se muestra los inversos de los elementos en la particion; y en la

tercera grafica, se calcula la integral discreta de Cauchy, con el algoritmo
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implementado, (ver Apéndice) de todos los puntos en la segunda grafica. Se observa

que los resultados coinciden con lo establecido en la formula (3.9).

En la siguiente grafica se observa la accion de las transformaciones anteriores

para un triangulo.

FIC(1/2)
2 2 T T
1 ) S N N
0 1] SO =S AN —
g T — R I S
2 2 i
- 2 1 o 1 2

Figura 3.16. El triangulo T, su inverso y la FIC aplicada al inverso de T para
h(z)=z.

EJEMPLO 3.5.3. Ahora se muestra que el algoritmo que se ha implementado puede

ser usado para hallar aproximaciones de integrales reales. Con este fin, note que la

integral discreta de Cauchy para la funcion h (z) = exp(E) evaluada en el exterior del

disco unitario es:

D={z:0«z|<1} 1/D FIC aplicada a 1/D
1.75 1.75 1.75

0 0 0
1 -1 1
-1.75 - . - -1.75 : - -1.75 - . -
S17s A 0 1 1.75 17e 0 1 1.75 17s - 0 1 1.75
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Figura 3.17: El disco unitario D, su inverso y la FIC aplicada al exterior de D con

h(z)=exp(f).

En particular el valor que se obtiene para z=2 es @(2):-0.6487. Luego,

parametrizando la integral de Cauchy

#(2)= () 4o
2z et s—2

y tomando la parte real se obtiene que

2z
% E[ %{cos(sene)(l—2cos¢9)—2$en(sen0)sene} do~f(2);
es decir,

J- exp(cosé

0)(1-2cos@)-2 0)send;déd ~-4.0760 ,
 dcosd cos(sen )(1-2cos§)—2sen(send) send)}

la cual se corresponde con el valor que se obtiene usando algin método de
cuadratura. Por ejemplo el valor que se obtiene usando el programa MAPLE 10 es
| =-4.076035962.
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CONCLUSIONES

En el transcurso de este trabajo, se ha establecido que la transformada discreta
de Fourier permite aproximar la transformada continua de Fourier. La transformada
rapida de Fourier es un algoritmo eficiente para evaluar la transformada discreta de
Fourier; ésta esta disponible en la libreria del software MATLAB ver. 6.5, tal como

se menciona en las secciones 2.5, 2.6 y 2.7 del capitulo 2.

Utilizando como herramienta principal el potente software MATLAB ver. 6.5,
se implementd un algoritmo para evaluar la integral discreta de Cauchy. Se usaron
como casos de prueba funciones enteras y funciones que no son diferenciables en
ningn punto. Comparando la solucion exacta y la aproximada, se pudo observar que
se obtiene una aproximacion bastante cercana a la solucion exacta en pocas
iteraciones en todas las pruebas, como se mostré en los resultados presentados en la
ultima seccién del capitulo 3. También se usO este algoritmo para calcular

aproximaciones de integrales reales.
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ANEXOS

Programa codificado en MATLAB version 6.5. Los programas g1 y g2 son subrutinas
utilizadas por el programa dci.
function y=dci(z)

n=512;
for k=1:n
zv(k)=exp(2*pi*i*k/n);
end
h=conj(zv);
suma=0;
corr=0;
if (rem(n,2)==0)
m=n/2;
for k=1:n
suma = suma + (zv(k)*h(k)/(zv(k)-2));
corr = corr + (-1)M(k-1)*(zv(k)+z)*h(k)/(zv(K)-2);
end
y=suma/n - g1(z,m)*corr/(2*n);
end
if (rem(n,2)~=0)
m=(n-1)/2;
for k=1:n
suma = suma + zv(kK)*h(k)/(zv(k)-2);
corr = corr + (-1)M(k-1)*sqrt(zv(k))*h(k)/(zv(k)-z);
end
y=suma/n - g2(z,m)*corr/(2*n);
end
donde:

function y=g1(z,m)

if (abs(z) <1)
y=z"m;
elseif (abs(z) == 1)
y=0.5*(z"m + z\(-m));
else
y=z"(-m);
end
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function g2=g2(z,m)

if (abs(z) <1)
g2=z"(m+1);
elseif (abs(z) == 1)
02=0.5*(z"(m+1) + z(-m));
else
92=z"(-m);
end
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