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RESUMEN

En este trabajo se estudiaron las propiedades de los espacios tipo Ko-
renblum generalizados H;°, los cuales aparecen como una generalizacién de los
espacios de Korenblum o tipo Bloch HZ2°. También se estudiaron las propiedades
del Operador Multiplicaciéon M, (inducido por la funcién analitica ¢) actuando
sobre el espacio H.°. Se caracterizaron ademas, la continuidad, la invertibilidad,
la compacidad, y las propiedades Fredholm y rango cerrado del operador M, a
través de las propiedades de las funciones pesos v presentes en la definicion del
espacio H>° y los coeficientes ¢ de dicho operador.
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INTRODUCCION

En el ano 1925, André Bloch estudio el comportamiento de las funciones
analiticas sobre el disco unitario D del plano complejo C considerado la nor-
malizacién f(0) = 0y f’(0) = 1 y generando una cadena de estudios basados
principalmente en dos planteamientos muy famosos. El primero establece la de-
terminacién de la constante de Bloch (ver Conway (1990)), esto es, una constante
C > 0 tal que si f(z) es una funcién analitica en D con coeficiente de Taylor {a,}
y ag = a; — 1 = 0, entonces la imagen de ID sobre f contiene un disco de radio
C sobre el punto ag. La existencia de tal constante es un teorema célebre de
Bloch, ver Ahlfors y Grunsky (1937) y Anderson (1985) para resultados parciales
y otras referencias. El segundo problema es determinar exactamente qué funcion
en el espacio de Bloch posee la propiedad de que los coeficientes de Taylor se
aproximen a cero. Algunos resultados parciales sobre el comportamiento de los
coeficientes de Taylor de funciones de Bloch fueron hechos en Anderson (1985),
Anderson, Clunie y Pommerenke (1974); Bennett, Stegenga y Timoney (1981),
y Ferndndez (1984). (Ver Anderson (1985) y Anderson, Clunie y Pommerenke
(1974) para més problemas abiertos sobre los espacios de Bloch). Por supuesto,
las propiedades requeridas en espacios de Bloch se derivan de la idea del teorema
de Bloch.

Formalmente, el espacio de Bloch, denotado por B, consiste de todas las

funciones analiticas en ID que satisfacen

1flls = Szlelg(l — [2P)If(2)] < oo,

y el pequeno espacio de Bloch, By, esta definido por las funciones analiticas que

cumplen con la propiedad

lim (1 [2P)|f/()] = 0.

|2|—=1~



Existen pocas fuentes para resultados y referencias sobre funciones de Bloch en la
actualidad, entre las cuales se puede contar con el excelente texto de Zhu (1990).

El estudio de los espacios de Bloch atrajo el interés de estudiar otros espa-
cios similares. En 1970, Rubel y Shields consideraron los espacios de Banach de
funciones analiticas f, definidas en el disco abierto D y tales que |f(2)|p(]z]) — 0

cuando |z| — 17, con norma

171 = sup £ (2l (=) 0

donde ¢ denota una funciéon continua, decreciente y de valores realesen 0 < r < 1,
©(1) =0, p(r) > 0 parar < 1y p(z) = ¢(|z|) para z € D. Su principal resultado
fue identificar naturalmente los espacios de Banach de funciones analiticas f en
D para los cuales fp es acotada en D con la norma (1), con su segundo dual.
En el afio 1971, Shields y Williams consideraron funciones ¢ y 1 continuas y
positivas en [0,1) con ¢(r) — 0 cuando r — 1y fol (r)dr < oo, denotando
por Ag(p) v Ax(p) los espacios de Banach de funciones analiticas f en D con
|f(2)l¢(]z]) — 0 cuando |z| — 1y sup,cp|f(2)]e(|z]) < oo, respectivamente.
En ambos espacios, la norma se define por ||f|l, = sup,cp | f(2)]¢(]2]). También
definieron y estudiaron, en su trabajo, el espacio A (1)) de funciones analiticas en
el disco unitario D con la norma || fly = [ [, |f(2)[¥(|z])dzdy < oo, exhibiendo
proyecciones de Cy(D) sobre Ay(p), de L'(D) sobre A'(¢)) y de L™ sobre A ().
Usando estas proyecciones, mostraron que el dual de Ay(p) es topolégicamente
isomorfo a A'(¢)) para una apropiada, pero no tnica, eleccién de ).

En 1975, Korenblum extiende la teoria de Nevanlinna para la clase A~

de funciones f holomorfas en D que satisfacen la condicién:

[F(2)] < Cp(1 =127,

con z € D, n > 0 y para la correspondiente clase R de funciones meromorfas h,




con f,g € A™.
En 1993, Zhu estudia una clase generalizada de espacios de Bloch. Espe-
cificamente, para a > 0 denota por B, al espacio de funciones analiticas f en D

que satisfacen
1flla = sup{(1 = [2[*)*f(2)] : 2 € D} < +o0.

Este nota que tales espacios coinciden con los espacios estudiados en Shields y
Williams (1971) y Korenblum (1975) para « > 1, prueba de la cual se puede
disponer en el Capitulo 2, Teorema 2.1.2 del presente trabajo. El principal resul-
tado de Zhu fue unificar la teoria de funciones de Bloch, las funciones de Lipschitz
y las funciones estudiadas en Shields y Williams (1971) y Korenblum (1975).

Uno de los elementos mas utilizados en el estudio de espacios de funciones
analiticas son los Operadores Multiplicacion, los cuales aparecen de manera natu-
ral en el estudio de espacios invariantes. En los espacios de Bloch y en el pequeno
espacio de Bloch, los multiplicadores puntuales fueron caracterizados primero por
Arazy (1982) en el caso de un disco abierto y mds tarde redescubierto por Zhu
(1989) en el caso de la bola unitaria abierta. Los coeficientes de los multiplicadores
de funciones de Bloch son descritos en Anderson y Shields (1976). Por otra parte,
como una aplicacion del resultado principal de su trabajo, Shields y Williams
(1971) caracterizan los coeficientes de los multiplicadores en los espacios Ag(¢p),
AN() y Ax(p)-

En el presente trabajo, se estudiaron algunas de las propiedades més co-
munes de los Operadores Multiplicacién puntual M, los cuales se encuentran

definidos por
Mgof =@ f
sobre el subespacio de funciones analiticas H°.

En el primer capitulo se introducen, a manera de preliminares, las teorias

del analisis funcional y de funciones analiticas que son necesarias para el estudio



en los dos capitulos posteriores. En la primera seccién se establecen las defini-
ciones y resultados basicos del analisis funcional referentes a la teoria de espacios
de Banach y operadores lineales. En la segunda seccion se resumen algunas
definiciones de la teoria de dlgebra de Banach, pasando por la teoria espectral e
introduciendo el concepto de la norma esencial de un operador y caracterizando
a estos. Esta norma es de utilidad para mostrar qué tan cerca se encuentra el
Operador Multiplicacién del espacio K de los operadores compactos sobre Hg°.
En la tercera seccion se apilan los conceptos y resultados bésicos de las funciones
analiticas, resaltando entre estos el principio del médulo maximo, el teorema de
la aplicacion abierta, el principio de identidad de Weierstrass y el principio de los
ceros aislados. En la cuarta seccion, se estudian los automorfismos del disco y la
métrica pseudohiperbdlica, senalando la invarianza por automorfismos del disco.
En la quinta seccion, se estudia la compacidad y convergencia de las funciones
analiticas a través de la métrica de la convergencia uniforme sobre compactos y
se enuncian tanto el teorema de Arzela-Ascoli como el teorema de Montel. Final-
mente, en la sexta seccién se hace un estudio exhaustivo del espacio de funciones
analiticas acotadas. Dicha seccion tiene como fin establecer la factorizacién de
los elementos de este espacio en términos de productos de Blaschke, funciones
singulares interiores y funciones exteriores.

En el segundo capitulo, se define y estudia el espacio de funciones analiticas
H? y sus propiedades, el cual es nombrado espacio de Koremblun o tipo Bloch.
En la primera seccion, se define, a manera a preliminares, el espacio de Korenblum
HZ, el cual (se demuestra) es un espacio de Banach con la norma |[|-||,. Se prueba
ademas, que B,—; = HZ°, como se mencioné anteriormente, lo cual justifica
la definicién de espacio de Korenblum o tipo Bloch. En la segunda seccion,
se centra la atencién en el espacio de Korenblum pequetio, denotado por H?,
mostrando que éste es la clausura del conjunto de los polinomios en H:°. En la

tercera seccion, se introducen las nociones, ejemplos y resultados referidos a las



funciones pesos que intervienen en la definicién del espacio H°, resaltando sus
propiedades, la importancia de sus llamados pesos asociados y las definiciones
de algunos pesos importantes en el desarrollo del trabajo. En la cuarta seccion,
se define formalmente el espacio H>° mediante la relacién || - ||,. Este espacio
es llamado espacio tipo Korenblum generalizado y es el espacio sobre el cual se
estudian las propiedades del Operador Multiplicacion en el posterior capitulo. Se
demuestra en esta cuarta seccién, que el espacio H° es de Banach con la norma
I| - ||, que contiene al espacio de funciones analiticas acotadas H* y la isometria
entre los espacios H;° y Hg?, donde v, denota el peso asociado a v sobre D. En
la quinta y ultima seccién de este capitulo se estudia la estructura del espacio
HY?, el cual generaliza al espacio de Korenblum pequeiio HP.

En el tercer y ultimo capitulo se abordan las propiedades mas clasicas
del Operador Multiplicacién, M, sobre el espacio H;°. En la primera seccién
se realiza una breve introduccién al Operador Multiplicaciéon sobre el espacio de
funciones analiticas. En la segunda seccién, se estudia la continuidad de M, sobre
H?° por medio de los coeficientes ¢ que define este operador. En la tercera seccion,
se caracteriza la invertibilidad de M, a través de las propiedades de ¢. En la
cuarta seccion, se demuestra que el operador M, no es compacto sobre H;°. Por
tal razon, en la quinta seccién se estudia parte de la teoria de la llamada norma
esencial de M, sobre H°, la cual no es mds que la distancia entre el operador
M, y el espacio de operadores compactos K. En la sexta seccién, se dan las
condiciones para las cuales M, es Fredholm y en la séptima seccién se culmina el

trabajo dando los resultados que caracterizan al operador M, con rango cerrado.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se resumen los conceptos y resultados basicos referidos
al andlisis funcional y al andlisis complejo necesarios para el desarrollo de los
capitulos posteriores. En las dos primeras secciones se abarcan principalmente
las propiedades de los operadores lineales sobre espacios normados, teoria espec-
tral y la norma esencial de un operador. En la tercera seccién se cuenta con
los teoremas basicos mas relevantes sobre funciones analiticas, entre los cuales
se pueden nombrar el principio del médulo maximo para funciones analiticas,
el teorema de la aplicacion abierta, el principio de identidad de Weierstass y el
principio de los ceros aislados. En la cuarta seccion, se consideran los automorfis-
mos del disco y la métrica pseudohiperbdlica. En la quinta seccion se estudia la
convergencia de funciones analiticas sobre subconjuntos compactos, lo cual serd
de primordial necesidad en las pruebas de la completitud de los subespacios de
funciones analiticas estudiados posteriormente. Finalmente, en la sexta seccion
se analiza la estructura de las funciones analiticas y acotadas sobre D con el fin de
establecer la factorizacion interior-exterior de la cual disfruta cada funciéon en este
espacio. En esta ultima seccién se definen y caracterizan ademas, las sucesiones

interpolantes para este espacio.

1.1 Elementos del analisis funcional

En esta seccion se resume las definiciones y los resultados de un curso
de analisis funcional, requeridos para el desarrollo de los posteriores capitulos.
Las definiciones y resultados aqui presentes pueden ser consultados en Bourbaki
(1989), Roman (1993) y Vera y Alegria (1997).

Se denota por X al espacio vectorial sobre el campo K, el cual puede ser



R o C. Recuerde que una familia finita de vectores {zy,...,x,} C X se dice

linealmente independiente cuando
a1 +...+az,=0=a0,=...=qa, =0.

Analogamente, una coleccién arbitraria de vectores es linealmente independi-
ente si cualquier subconjunto finito de ella es linealmente independiente. Se
dice ademas, que un conjunto A C X linealmente independiente es una base de
X, con dimX = n, si todo vector x € X puede expresarse como combinacion
lineal de elementos de A, es decir, si existen escalares aq,--- ,a, € Ky vectores

1, Ty € A tales que
r=o1r1 + -+ apT,.

Se entenderd siempre a las combinaciones lineales como finitas, aunque haya un
nimero infinito de elementos en la base. Se puede mostrar (como una aplicacién
del lema de Zorn) que todo espacio vectorial posee una base. Ademés todas las
bases tienen el mismo numero de elementos, llamado dimension (algebraica) del
espacio.

Un conjunto Y C X es subespacio de X si Y es también espacio vectorial
(con las mismas operaciones). Para un vector fijo x € X, se define la traslacidn

del subespacio Y, denotado por z + Y por
r+Y ={rx+y:yeY},

con esta notacion, se define el espacio cociente X/Y de la siguiente manera:
XY ={z+Y :2€ X},

resulta que efectivamente X/Y es un espacio vectorial con las operaciones

(x+Y)+(s+Y) = (z+5s)+Y,
AMz+Y) = (Ax)+Y.

7



El vector nulo de este espacio es 0+ Y. Dos elementos (z +Y), (s+Y) € X/Y

son iguales si y s6lo si x — s € Y. Ademads, se cumple la siguiente relacion
dim (Y) + dim (X/Y) = dim (X), (1.1)

donde a la cantidad dim (X/Y) se le conoce como la codimension (con respecto
a X) del subespacio Y y se denota por codim(Y'). Asi la igualdad (1.1) puede ser
sustituida por

dim (Y) + codim (Y') = dim (X)) .
También se cuenta con las siguientes propiedades
Proposicion 1.1.1. Sea X un espacio vectorial:

1. Si M, N son dos subespacios de X, tal que N C M, entonces

codimM < codimN < dimX.

2. St M y N son dos subespacios de X, entonces
codim(M + N) + codim(M N N) = codimM + codimN,
donde M+ N ={m+n:me M, ne N}.

3. Si{F;} es una familia finita de subespacios de X, entonces

codim <ﬂ E) < Z codimF;;.

Demostracién. (Ver Bourbaki (1989), pag. 297).

Una funcién || - || : X — RT es una seminorma sobre X si verifica las

siguientes condiciones:
(1) Para todo x,y € X, se cumple ||z +y| < ||=]| + ||yl
(2) Paratodo xz € X y a € K, |lazx| = |al||z||.

8



Si ademas || || verifica la condicién adicional; “ ||z|| = 0 implica x = 0 7, entonces

Il -|| se llama una norma sobre X y en este caso se dice que (X, ||-||) es un espacio
normado.
Dado un espacio normado (X, || - ||), una sucesién {z,},en en X es una

sucesion de Cauchy, si para cada € > 0, existe N € N tal que ||z, — z,]| < ¢
siempre que n,m > N.

Una de las estructuras mas importantes en el analisis funcional, debido
a las propiedades con que se cuenta en la manipulacién de sus elementos, es la
de espacio de Banach. Un espacio de Banach es un espacio normado (X, || - ||)
completo como espacio métrico (X, d), cuya métrica d estd definida mediante
la norma || - || sobre X, en otras palabras, un espacio de Banach es un espacio
normado donde cada sucesién de Cauchy {x, },en converge a un elemento z € X.

Otro elemento usado constantemente en el presente trabajo, es el de op-
erador lineal. Un operador lineal T' entre espacios vectoriales X e Y, no es mas

que una funcion T : X — Y que cumple
T(ox+ fy) = oT(z)+ BT(y),

para todo o, € Ky z,y € X. Si (X,] " llx)y (Y, -|ly) son dos espacios
normados, entonces el operador 7' : X — Y es acotado si existe una constante
M > 0 tal que

[Ty < Mlz]|x, (1.2)

para todo x € X. Si no existe una constante que cumpla (1.2) para todo = € X,
se dice que T no es acotado. El conjunto de todas las transformaciones lineales
y acotadas de X en Y se denota por L(X,Y) y en el caso que Y = X, se escribe
L(X). El infimo de los nimeros positivos M que satisfacen (1.2) se conoce como
la norma del operador Ty se denota por ||T]|.

Es conocido que la norma de un operador se puede calcular mediante las



siguientes expresiones:

1T = sup{[[Tz|ly -z € X, [lz]x =1}

= sup{||Tz|y :z € X, ||z||x <1}

T
sup{M:xEXw#O}.

)l x

Ademas, se tiene la desigualdad
ITzlly < TNzl

para todo x € X.

La suficiencia y necesidad para que un operador lineal sea acotado es que
sea continuo. Mas aun, si T' es continuo en 0 entonces es continuo en todo el
espacio.

Para X e Y espacios normados y T : D(T) C X — Y un operador lineal,

se define el nicleo del operador T por
Ker(T)={x € D(T) : Tx = 0},

donde cada operador lineal 7" : X — Y serd inyectivo si y sélo si Ker(1') = {0}.
Es claro que Ker(T) siempre es un subconjunto cerrado de D(T"). Ademés, como
consecuencia del primer teorema fundamental de isomorfismos de grupos, se tiene

el siguiente resultado.

Proposiciéon 1.1.2. Sean X e Y espacios normados y'T' : X — Y un operador
lineal, entonces el espacio cociente X/Ker(T) es isomorfo al rango T(X). En
particular,

dim (X/Ker(T)) = dim (T (X)) .
Demostracién. (Ver Kostrikin (1992), pag. 151).

SiT: X — Y esun transformacion biyectiva se dice que T es no singular

o invertible. En este caso se define el operador inverso T : Y — X mediante

10



T~ (y) = z si y s6lo si Tz =y, es decir, TT~t = T7IT = I. Aqui la linealidad
de T implica la linealidad de 7.
Si X es un espacio de Banach, el operador T" € L(X) se dice acotado

inferiormente si y sélo si existe ¢ > 0 tal que
| Tzlly = df|z]lx,

para todo x € X.
De la definicién anterior se obtiene el siguiente resultado para operadores

invertibles.

Teorema 1.1.1. Sean X e Y espacios normados y T : X — T(X) C Y un

operador lineal, entonces existe una constante positiva ¢ tal que

ITzlly = cllzllx,

para todo x € X, si y sélo si T es invertible y T~* es acotada.

Cuando Y = K, el operador T' se denomina funcional lineal y el conjunto
de todos estos operadores definidos sobre X se llama espacio dual, el cual se
denota por X’. Ademds, para un subconjunto M de un espacio de Banach X, se

define el anulador de M como el subespacio cerrado de X’ definido por
M+ ={feX": f(x) =0, para todo z € M}.
Recuerde que para un subespacio cerrado M de algiin espacio X se obtiene
(X/MY ~ M*,

donde el simbolo &~ se lee “es isomorfo a”. Ademd&s es conocido que para un
espacio vectorial X de dimensién finita con base {ey,...,e,} el espacio dual X’
tiene dimensién n y el conjunto {fi, ..., fo}, donde fi(ex) = dix, es una base de

X'

11



Un operador lineal T': X — Y se dice compacto si la clausura de T'(A)
es un subconjunto compacto de Y para todo subconjunto acotado A de X. El
conjunto de todos los operadores compactos definidos de X en Y es denotado
por K(X,Y), y ademds si X e Y son espacios de Banach entonces K(X,Y) es un
subespacio cerrado de £(X,Y).

La clase de los operadores compactos es de gran importancia en el estudio
de la teoria espectral; es decir, en el problema de autovalores y autovectores de

operadores. Sobre operadores compactos se tienen los siguientes resultados:

Teorema 1.1.2. Un operador T' es compacto si y solo si cada sucesion acotada

{Zn}nen en X tiene una subsucesion {x,, tren tal que {T'x,, tren converge en'Y.

Demostracién. (Ver Vera y Alegria (1997), pag. 229).

Teorema 1.1.3. Sea {T, },en una sucesion de operadores lineales y compactos de
X enY, dondeY es de Banach. Si{T,}nen converge uniformemente, es decir,

si existe T tal que |T,, — T|| — 0, entonces T' es compacto.

Demostracién. (Ver Vera y Alegria (1997), pag. 231).

Note que en el teorema anterior no se pide que el rango de T' sea cerrado,
por lo cual T'(A) no necesita ser compacto aun si A es un conjunto cerrado y
acotado.

Recuerde también que una isometria T : X — Y, entre dos espacios
normados X e Y, es un operador que conserva las normas, es decir, ||Tz||y = ||| x
para todo z € X. En el caso en el que T sea biyectiva, se dice que los espacios
X e Y son isométricos. Dos espacios isométricos son indistinguibles respecto a la

métrica aunque difieran en la naturaleza de sus puntos.

12



1.2 Algebras de Banach y la Norma Esencial de un operador

En esta seccién se facilitan los elementos relacionados a la teoria de algebra
de Banach necesarios para la comprensién del desarrollo del presente trabajo. Se
enfocan especialmente algunos resultados sobre la norma esencial de un operador,
que seran de importancia al estudiar la aproximacién de la norma del Operador
Multiplicacion al conjunto de los operadores compactos sobre el espacio H° en
el Capitulo 3. Los textos citados para los conceptos y resultados de esta seccion

son: Vera y Alegria (1997), Miiller (2003) y Garnett (2007).

Un dlgebra A es un espacio lineal complejo dotado con una aplicaciéon mul-
tiplicativa (z,y) — xy de A x A en A, la cual satisface las siguientes condiciones

(para todo 2,7y, z € A, a € C):
(i) (zy)z = z(y2)
(i) =(y +2) = 2y + z2, (z+y)z = 22 + yz;
(iif) (ar)y = a(ry) = z(ay);

(iv) Existe un tnico elemento e € A tal que e # 0 y ex = we = x para todo

r e A

Un algebra compleja A la cual es también un espacio de Banach dotado

de una norma y que satisface

eyl < {lz[[l[y[l,
para todo z,y € A es llamada dlgebra de Banach.

Ejemplo 1.2.1. Los siguientes espacios son ejemplos importantes de algebra de

Banach:
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(i) Sea B(X) el élgebra de todos los operadores (lineales acotados) sobre un
espacio de Banach X, dimX > 1, con operaciones algebraicas definidas
naturalmente y con la norma del operador || T|| = sup{||Tz|| : z € X, ||z|| =
1}. Entonces B(X) es un algebra de Banach, donde el elemento unidad es

el operador identidad I definido por [z =z (z € X).

(ii) El espacio H*, el cual se estudia con mas rigurosidad en la Seccién 6 del

presente capitulo, es un ejemplo importante de algebra de Banach.

Otra teoria de esencial interés en el trabajo es la teoria espectral referida

al espacio de operadores lineales, la cual se estudia a continuacion.

Definicién 1.2.1. Sea T un elemento de un algebra de Banach A. El espectro

de T en A, denotado por o4(T") 6 o(T), es el conjunto definido por
o(T) ={\ € C: T — Xeno es invertible en A},
en cuyo caso A recibe el nombre de autovalor de T'y se tiene el siguiente resultado.

Comentario 1.2.1. En la definiciéon anterior, se asume que un operador es in-

vertible si es biyectivo.

Teorema 1.2.1. El conjunto de autovalores de un operador compacto T' sobre un
espacio normado X es finito o numerable y su unico posible punto de acumulacion

es A =0.
Demostracién. (Ver Vera y Alegria (1997), pag. 234).

En relacion con la figura tedrica del espectro de un operador serd notable

la presencia de la definicién de operadores Fredholm que se da a continuacion.

Definicién 1.2.2. Sean X, Y espacios de Banach, T' € B(X,Y). Se dice que T

es Fredholm si
dim (KerT) < oo y codim (RangT) < oc.
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Teorema 1.2.2. El conjunto de operadores Fredholm es abierto.

Demostracién. (Ver Miiller (2003), pag. 152).

De la definicién anterior podemos citar la siguiente:

Definicién 1.2.3. Sea X un espacio de Banach. El espectro esencialde T : X —

X, denotado por o.(T'), se define como el conjunto
oe(T) ={\ € C:T — Al no es Fredholm},

donde I denota el operador identidad definido sobre el espacio X.

En el Capitulo 3, Seccién 3.4, se demuestra que el operador M, actuando
sobre el espacio H° no es compacto. Por esta razon es relevante conocer que tan
cerca se encuentra dicho operador del espacio de los operadores lineales compactos
IC sobre H°. De este modo se esta interesado en caracterizar a los operadores
compactos y la cercania de aquellos que no lo son mediante las siguientes defini-

ciones y resultados.

Definicién 1.2.4. Sea T' € B(X). El radio espectral esencial de T' es definido
por

re(T) = sup{|\| : A € 0.(T)}
y la norma esencial por
IT||e = inf{||T — K| : K es compacto},

donde || T'||. es la norma de las clases T+/C(X) en el dlgebra de Calkin B(X)/K(X)
y 0. es el espectro de las clases T'+ KC(X) en esta dlgebra.

Sobre los operadores compactos se tiene el siguiente resultado, el cual es
consecuencia de la definicion y del hecho que el limite de operadores compactos
es también un operador compacto; se enuncia formalmente, pues se usara en la

demostracion de un resultado clave en el Capitulo 3.
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Teorema 1.2.3. ||T'||. =0 si y sdlo si T es compacto.

Los siguientes resultados también son necesarios en el Capitulo 3:
Proposicion 1.2.1. Sea T € B(X), entonces r.(T) = lim,, ||T”||§ = inf,, ||T"||e%
Demostracién. (Ver Miiller (2003), pag. 167).

Corolario 1.2.1. 7.(T) < ||T.

Dado que el operador nulo es compacto, de la Definicion 1.2.4 y al sustituir

K =0, se tiene que
|IT"||e = inf{||T" — K| : K es compacto} < ||T"||.
Por otro lado, sigue de la definicién de la norma de un operador que
17|l < ITIIT" 2l < (ITITINT 2] < o < Tl
y por tanto
[T [le < (171 < 177"

Por otra parte, es interesante estudiar operadores sobre una estructura
de espacio completo que generen rango cerrado, debido a que estos conjuntos a
su vez serian subespacios completos. Por esta razén se justifican los siguientes

resultados, y los posteriormente estudiados en el Capitulo 3, Secciéon 7.

Para los espacios normados X e Y, sea T': X — Y un operador lineal. Se
dice que T posee rango cerrado en Y si Rang(T) es un subconjunto cerrado de
Y. De lo anterior se puede concluir que si Y es un espacio de Banach entonces
Rang(T) es también un espacio de Banach. Ademas, es conocido el siguiente

resultado.

Teorema 1.2.4. El operador T : X — Y es acotado inferiormente si y solo si es

nyectivo y posee rango cerrado.
Demostracién. (Ver Vera y Alegria (1997), pag. 210).
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1.3 Funciones analiticas

En esta seccion se introducen los conceptos y resultados del andlisis com-
plejo, en materia de espacios de funciones analiticas, que se utilizaron en los
espacios vectoriales objeto de estudio. Las nociones y resultados que se presen-
tan en esta seccién han sido tomados de los textos: Conway (1978), Churchill y

Brown (1978), Hille (1962) y Stein y Shakarchi (2003).

Se denota por C = {z = =z + iy : z,y € R} al conjunto de los nimero
complejos, donde i denota la unidad imaginaria (> = —1). Es conocido que C
es un espacio de Banach con la norma |z| = v/2%, donde Z = z — iy. Recuerde
que un espacio métrico (X, d) es conexo si los tinicos abiertos y cerrados son ) y
X. Un subconjunto A de X es conexo si (A,d) es conexo. También se tiene la

siguiente caracterizacion para subconjuntos abiertos y conexos de C.

Teorema 1.3.1. Un conjunto abierto G C C es conexo si y solo si para dos
puntos cualesquiera a y b en G existe un poligono desde a hasta b total-

mente contenido en G.

Demostracién. (Ver Conway (1978), pag. 15).
Definicién 1.3.1. Un conjunto abierto y conexo se llama dominio o region.

Una funcién compleja de variable compleja, es una funcién cuyo dominio
y rango son subconjuntos del plano complejo. Dada una funcién compleja de

variable compleja w = f(z) definida sobre un dominio 2 se dice que

lim f(z) = L,

z—20

si dado € > 0, se puede encontrar un 6 > 0 tal que si 0 < |z — zp| < & entonces

|f(2) — L| < e. La funcién f se dice continua en z = zj si

lim f(2) = f(20).

z—20
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Mientras que la funciéon f se dice diferenciable en z = zj si el limite

i 1) = £ ()

220 Z— 20

existe. En este caso, el valor del limite se denota por f'(zy) y se llama la derivada

de f en el punto z = z.

Definicién 1.3.2. La funcién f se dice analitica en el dominio 2 si tiene derivada
en cada uno de sus puntos y el espacio de todas las funciones analiticas sobre {2

es denotado por H(£2).

e f es analitica en un punto z; si es analitica en un entorno de z.

e Una funcién entera f es una funcién que es analitica en todo el plano

complejo.

El estudio de diferenciabilidad de funciones complejas de variables com-
plejas se hace a través de las ecuaciones de Cauchy-Riemann, las cuales aparecen

en el siguiente teorema.

Teorema 1.3.2. Suponga que f(z) = u(z,y) +iv(x,y) y que f'(z) existe en un
punto zg = xg + 1yg. FEntonces, las derivadas parciales de primer orden de u y v

deben existir en (xg,y0) y deben satisfacer las ecuaciones de Cauchy- Riemann

Uz (0, Yo) = vy (0, Yo)

Uy (l'O, yO) = Uy (mOa yO) :
Ademas, f'(z0) = uz(xo,Y0) + 1v.(z0, Yo)-
Demostracién. (Ver Churchill y Brown (1978), pag. 55).

Es conocido que existen funciones que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-

Riemann en un punto sin que sean analiticas en ese punto, por ejemplo, la funcién
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definida en (1.3) satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en el punto z = 0,

pero no es analitica en dicho punto.

Plz|™4 240
OIS (13)
0,z=0.

Sin embargo, reciprocamente se tiene el siguiente resultado.

Teorema 1.3.3. Sea la funcidn f(z) = u(x,y) + v(z,y) definida en un entorno
de un punto zy = xo+1yg. Suponga que las derivadas parciales de primer orden de
las funciones u y v con respecto a x ey existen en todas partes de dicho entorno
y que son continuas en (To,yo). Entonces, si las derivadas parciales satisfacen
las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = vy, u, = —v, en (o, yo), entonces la

derivada f'(zy) existe.

Demostracién. (Ver Churchill y Brown (1978), pag. 56).

Un resultado que se debe tener presente cuando se trabaja en espacios
de funciones analiticas, es el teorema de la férmula integral de Cauchy. Antes
de enunciarlo, se debe recordar algunos conceptos sobre integraciéon compleja.
En primer lugar, recuerde que un contorno parametrizado v no es mas que una
funciéon compleja definida en un intervalo [a,b], la cual es continua en [a,b] y
diferenciable a trozos; es decir, tal que existe un conjunto finito de nimeros
a1 < ap < --- < a que satisfacen que a1 = a y ap = b, y con la propiedad que
para cada 1 < j < k — 1, la funcién + restringida al intervalo (a;,a;41) es una
curva de clase C', es decir, con derivada continua en (aj,a;41). Si el contorno
v es una funcién inyectiva, entonces se dice simple; mientras que si y(a) = v(b),
entonces el contorno se llama cerrado; si el contorno 7 es cerrado y |qp) es

inyectiva, entonces se le dice simple y cerrado.

La integral de una funcién continua f de valores complejos definida en un
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dominio §2 que contiene a un contorno v se define por

b
/ f(2)dz = / F (/(t) Y (.

Note que el lado derecho de esta expresion es la integral de una funciéon compleja
de variable real. Similarmente, la integral de f sobre v con respecto a la longitud

de arco viene dada por

/f(z) 2] :/ (@) 1 (@) dt.

La integral sobre un contorno y la integral con respecto a la longitud de arco se

relacionan mediante la expresion

l f(2)dz| < / ()] |d2].

También es conocido que si f es analitica en un dominio simplemente conexo {2,

entonces
Fz2)— f(a) = / f'(s)ds,

para todo contorno 7y contenido en {2 con punto inicial en z; y punto final z5.

Teorema 1.3.4 (Férmula integral de Cauchy). Sea f analitica en todas
partes dentro y sobre un contorno cerrado simple C', tomado en el sentido positivo.

St zg es cualquier punto interior a C, entonces

1
2m Jo 2 — 2o

f(z0) =
Demostracién. (Ver Hille (1962), pag. 175).

Teorema 1.3.5 (Teorema de Liouville). Si f es entera y acotada en todo el

plano complejo, entonces f es constante.

Demostracién. (Ver Stein y Shakarchi (2003), pag. 50).
Otra consecuencia importante de la férmula integral de Cauchy, es el prin-

cipro del mdzimo el cual reza lo siguiente.
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Teorema 1.3.6 (Principio del médulo maximo para funciones analiticas).
Sea Q CCy fe H(Q). Siexiste un punto zo € Q tal que |f(z0)| > |f(2)| para

todo z € (), entonces [ es constante.

Otros resultados que se precisan referentes a las propiedades de las fun-
ciones analiticas son: el teorema de la aplicacion abierta y el principio de identidad

de Weierstrass que se enuncian a continuacion.

Teorema 1.3.7 (Teorema de la aplicacién abierta). Si Q es una region y f

es analitica en €2, entonces f(§2) es otra region o un punto.

Teorema 1.3.8 (Principio de identidad de Weierstrass). Sea f analitica

en una region ) del plano complejo y sea

Z(f) = {a € Q: f(a) = 0}.

Entonces o Z(f) = Q, o Z(f) no tiene puntos de acumulacion en Q2. En el ultimo

caso, a cada a € Z(f) corresponde un unico entero positivo m = m(a) tal que
f(z2) = (z—a)"g(z) (2€Q),
donde g es analitica en Q2 y g(a) # 0; ademds, Z(f) es a lo mas contable.

Comentario 1.3.1. El udltimo resultado del teorema anterior es lo que se conoce

como el principio de lo ceros aislados.

Teorema 1.3.9 (Teorema de Taylor). Si f € H(Q2) con Q un subconjunto

abierto de C. Entonces para cada a € €2, existe R > 0 tal que

para todo z € D(a, R).
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Finalmente, se recuerda que una funcion f posee una singularidad aislada
en z = a si existe un R > 0 tal que f esta definida y es analitica en B(a, R)\{a}
pero no en {a}. El punto a es llamado una singularidad evitable si existe una
funcién analitica g : B(a; R) — C tal que g(z) = f(z) para 0 < |z — a| < R.

Las funciones (sinz)/z, 1/z y exp{l/z} poseen singularidad aislada en
z = 0. Pero, sélo (sin z)/z tiene una singularidad evitable en ese punto.

El siguiente resultado nos proporciona una ayuda util para saber en que

circunstancias una singularidad es evitable.

Teorema 1.3.10. St f posee una singularidad aislada en a entonces el punto
z = a es una singularidad evitable si y sélo si

lim(z —a)f(z) = 0.

1.4 Automorfismos del disco y la Métrica Pseudohiperbdlica

Entre las funciones analiticas definidas sobre el disco unitario D, es de par-
ticular interés estudiar aquellas que aplican biyectivamente el disco ID en si mismo,
es decir, los denominados “automorfismos del disco”, que por su extenso nimero
de propiedades seran de gran utilidad en el desarrollo del presente trabajo. En
esta seccion, se repasa brevemente las propiedades de estas aplicaciones y de la
métrica pseudohiperbédlica. Las definiciones y resultados que se presentan aqui

han sido tomado de Ramos (2002), también se puede consultar Zhu (1990).

En primer lugar, se recuerda que para a € D, la funcién ¢, : D — D

definida por

a—z
a - ) G]Da
#alz) = T, -

es una funcién biyectiva del disco en si mismo. Ademas, se tiene que éstas fun-

ciones verifican

Ya(pa(2)) = 2
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lo cual nos dice que son autoinversas; en simbolos esto es, ¢, 1 = ©,.

El conjunto de los automorfismos del disco se denota por Aut(D). Es
conocido, que éste forma un grupo con la operaciéon composicion de funciones.
Ademads, en términos de estas aplicaciones se define una nueva funcién sobre D,
la cual satisface las condiciones de una métrica. Més precisamente, para z,w € D

se define la relacion

/0<Z7w) = |902(w)| = 1 —zw

Z—w ‘
la cual define una métrica sobre D llamada la métrica pseudohiperbilica.

Entre las propiedades de esta métrica, resalta la invarianza por automor-

fismos del disco. Es decir, la relacion p satisface

ple(2), p(w)) = p(z,w)
para todo ¢ € Aut(D) y todo z,w € D.

Para a € Dy r € (0,1); el disco pseudohiperbdlico con centro (pseudo-

hiperbdlico) a y radio (pseudohiperbdlico) r se define y denota por
Aa,r) ={zeD:p(a,z) <r}.

Resulta que el disco pseudohiperbédlico A(a,r) es un disco euclideo tal como se

establece a continuacion.

Teorema 1.4.1. Paraa €D yr € (0,1), A(a,r) es un disco euclideo con centro

C y radio R dados por

1—r? R 1— la|?
= —F— = —FF7.
1 —7r2|al? 1 —7r2|al?

C

Para ilustrar el uso de las propiedades de los automorfismos del disco y de
la métrica pseudohiperbdlica, se finaliza esta seccién enunciando y demostrando

una propiedad que se usa repetidas veces en el Capitulo 3 de este trabajo. A
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partir de ahora, el simbolo ~ se emplea para denotar cantidades equivalentes; es
decir, a ~ b (a y b son cantidades equivalentes) si existen dos constantes positivas

K, K5, que no dependen ni de a ni de b, tal que
Kia <b< Ksa.

Proposicién 1.4.1. Para p(z,w) <1 conr € (0,1) se tiene la equivalencia
1—|wl~1-]z].

Demostracién: Sea r € (0,1) y z,w € D tales que p(z,w) < r. De la desigual-

dad triangular aplicada a la expresién |1 — Zw| se puede escribir

(1= w)(A = ]2*)

1_|90z(w)‘2 = |1_w§|2
— lwl? 1— [
= 0Dy
_ (A fwh +[2DA — [2])
1 —|w|
< g1l
T 1wl

Por otro lado, como |¢,(w)| < r, se tiene
I—r?<1—|p.(w)?

de donde se obtiene la primera de las desigualdades buscadas, a saber

1—17r2
4

(1= Jw]) <1 -]
La otra desigualdad se puede obtener al considerar la simetria de la funcién p,

intercambiando los papeles de z y w. [ |

1.5 Compacidad y convergencia en el espacio de las funciones analiticas

En esta seccién se establecen las definiciones y los resultados referentes a la

convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de funciones analiticas. En
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primer lugar se da la definicién de la métrica de la convergencia uniforme sobre
compactos, pasando por el teorema de Arzeld-Ascoli y el teorema de Montel,
concluyendo finalmente con la completitud del espacio de funciones analiticas
H(G) con la métrica antes mencionada. El contenido de esta seccién ha sido

tomado de los textos Vera y Alegria (1997), Conway (1990) y Rudin (1980).

Recuerde que una sucesion { f,,} de funciones definidas en un conjunto €2, se
dice que converge uniformemente a una funciéon f sobre subconjuntos compactos

K C Q si para todo € > 0 existe un nimero natural N = N (K, ¢) tal que,

[fu(2) = f(2)| < e

para todo z € K y todo que n > N.

Por ejemplo, la sucesién {z"} converge a la funcién idénticamente nula
(f = 0) sobre subconjuntos compactos del disco unitario D, pero la convergencia
no es uniforme en todo el disco D.

Si G es un conjunto abierto en C y (2, d) es un espacio métrico completo
entonces se designa por C'(G, Q) al conjunto de todas las funciones continuas de
G en ().

Es conocido que si G es un abierto en C entonces existe una sucesion { K, }
de subconjuntos compactos de G tal que G = |~ K,,. Mds aun, la sucesién K,

puede ser sustituida por otra con las propiedades:

(a) K, CintK,1;

(b) K C Gy K compacto implica K C K, para algun n.

SiG = Uflo:l K, donde cada K, es compacto y K, C K, 1, se define

on(f;9) = sup{d(f(2),9(2)) : 2 € Kn}

para cada par de funciones f y g en C(G,2). También se define

o0 1 n N ’
o= (5) 200 (14)

n=1
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la cual es una serie convergente, ya que o,(f, g)/(14+0.(f,9)) < 1 alser o,(f,g) >
0. A la expresién o(f,g) definida en (1.4) se le conoce como la métrica de la
convergencia uniforme sobre compactos.

De los estudios béasicos de andlisis matemético se sabe que si (S, d) es un

espacio métrico entonces

_d(s,t)
pu(s,t) = T1d(s,0)

es también una métrica en S. También se sabe que un conjunto es abierto en
(S, d) siy solo si este es abierto en (S, u); una sucesién es de Cauchy en (.5, d) si

sélo si es una sucesién de Cauchy en (S, u).

Proposicién 1.5.1. (C(G,Q),0) es un espacio métrico.

Demostracién. (Ver Conway (1990), pag. 144).

Proposicion 1.5.2. Sea ¢ la métrica definida anteriormente. FEntonces para

e > 0 existe un 0 > 0 y un conjunto compacto K C G tal que para f y g en
C(G,Q),
sup{[f(2),9(2)| : z € K} <d = o(f,9) <e.

Reciprocamente, si § > 0 y es K un conjunto compacto, existe un € > 0 tal que

para f y g en C(G,Q),

o(f,g) <e=sup{|f(2),9(2)]: 2z € K} <.

Demostracién. (Ver Conway (1990), pag. 145).
De la proposicién anterior se puede concluir las siguientes propiedades en

espacios métricos:

(a) Un conjunto O C (C(G, ), o) es abierto si y sélo si para cada f en O existe
un conjunto compacto K y un § > 0 tal que O D {g : |f(2),9(2)] < 0,z €
K}.
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(b) Una sucesién {f,} en (C(G,Q), o) converge a f siy sélo si {f,} converge a

f uniformemente sobre todo subconjunto compacto de G.

Comentario 1.5.1. La coleccién de los conjuntos abiertos en (C(G, ), 0) es

independiente de la elecciéon de los conjuntos K,.

Proposicién 1.5.3. C(G, Q) es un espacio métrico completo.
Demostracién. (Ver Conway (1990), pag. 145).

Suponga que F C H() para alguna regién Q. Se dice que F es una
familia normal si cada sucesion de elementos de F contiene una subsucesién que
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de ). No se requiere que
el limite de la sucesién esté en F.

Las siguientes definiciones y resultados juegan un rol central en el teorema
de Arzela-Ascoli, el cual proporciona un criterio importante para el estudio de
la compacidad en el espacio de las funciones continuas en un intervalo [a,b],
denotado por Cla, b].

Un conjunto A de un espacio métrico X se dice totalmente acotado o pre-
compacto si dado cualquier € > 0 existe un ntimero finito de conjuntos A;,--- , A,
tales que A=A, U...UA, y diam(A;) <e,i=1,---,p.

Un conjunto A de un espacio métrico X es relativamente compacto si su

clausura A es compacta.

Proposiciéon 1.5.4. La condicion necesaria y suficiente para que un conjunto
A de un espacio métrico completo X sea relativamente compacto, es que Sea

totalmente acotado.

Proposicién 1.5.5. La condicion necesaria y suficiente para que un conjunto A
de un espacio métrico X sea relativamente compacto es que sea secuencialmente
compacto, es decir que toda sucesion de elementos de A posea alguna subsucesion

convergente (pero no necesariamente a un punto de A).
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Una familia F = {¢;} de funciones definidas en [a, b] se dice equiacotada o
uniformemente acotada, cuando existe una constante k£ > 0 tal que |¢;(x)| < k,
para todo z € [a, b], para toda ¢; € F. La familia F se dice equicontinua cuando

para todo € > 0 existe 0 > 0 tal que para toda p; € F,
d($1,$2) <d= |(pz(l’1> — gOl(.TQ)| < €.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Arzeld-Ascoli). Una familia F € Cla,b] es

relativamente compacta en Cla,b] si y sdlo si es equicontinua y equiacotada.

Demostracién. (Ver Vera y Alegria (1997), pag. 20).

Teorema 1.5.2. Si {f,} es una sucesion en H(G) y [ pertenece a C(G,C) tal

que f, — f entonces f es analitica y f,gk) — %) para cada k> 1.

Demostracién. (Ver Conway (1990), pag. 151).
Corolario 1.5.1. H(G) es un espacio métrico completo con la métrica o(f,g).

Teorema 1.5.3. Si {f,,}°°, es una sucesion de funciones analiticas que converge
uniformemente a una funcion f sobre cada subconjunto compacto de un dominio

Q, entonces [ es analitica en €.

Demostracién. (Ver Stein y Shakarchi (2003), pag. 53).

Teorema 1.5.4 (Teorema de Montel). Suponga que F C H(Q)) y que F es
uniformemente acotada en cada subconjunto compacto de la region 2. Entonces

F es una familia normal.

Demostracién. (Ver Rudin (1980), pag. 300).
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1.6 El espacio de las funciones analiticas acotadas

El estudio de las funciones analiticas acotadas H* nace naturalmente como
un recurso alternativo al hecho de que el espacio H(G) no ha podido ser dotado
de una norma que lo convierta en espacio de Banach. Por esta razon, es relevante
y clasico comparar cada subespacio de funciones analiticas a estudiar con H.
En particular, en el presente trabajo se esta interesado en el estudio del espacio
de funciones analiticas H° definido en el Capitulo 2 y por esta razon se introduce
a continuacion la teoria necesaria referente al espacio H* que sera de ayuda en el
presente trabajo. Los textos de referencia para esta seccién son: Garnett (2007),
Rudin (1980) y Carleson (1958).

La clase H* consiste de las funciones analiticas f que son acotadas sobre

D; es decir, f € H* siy sélo si

[ fllee = sup 1£(2)] < 0.

Note que H* es un subespacio de H(D), pues es bien sabido que la suma de
funciones acotadas y el producto de un escalar por una funcién acotada resulta
una funcién acotada; todavia mas, dado que el producto de funciones analiticas
acotadas también es una funcién acotada, realmente se tiene que H™ es un
algebra. Ademas se tiene el siguiente resultado, para el cual se cuenta con una

demostracion mas general en el Capitulo 2, Secciéon 4, Teorema 2.4.2.

Teorema 1.6.1. (H*, |- ||~) es un espacio de Banach.

En virtud del Principio del Maximo para funciones analiticas (ver el Teo-
rema 1.3.6), se puede ver que si f € H* y definimos, para ¢ € [0, 27], la funcién

f*, la cual se le conoce como el limite radial de f, mediante

f(e") = lim f(re"),

r—1—
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entonces
[fllee = sup |f* (w)] := [[f*]lc;
wedD

es mas (ver Rudin (1980), pag. 264), la funcién f* esta definida en casi todo D y
f* € L*(0D), donde el conjunto L>(JD) denota al espacio de todas las funciones
medibles sobre D que se encuentran esencialmente acotadas (ver Rudin (1980)
para maés referencias sobre funciones medibles y el espacio L>).

Una funciéon M € H> para la cual [M*| = 1 en casi todas partes (a.e) en la
circunferencia unitaria 9D, se le conoce como funcion interior. Los automorfismos
del disco constituyen ejemplos de funciones interiores para H*, donde (salvo

rotacién) para a € D fijo, el automorfismo ¢, viene dado por

a—z

#a(z) = 1—az

con z € D. De hecho, se tiene que |¢*(w)| = 1 para todo w € 9D.

Los productos de Blaschke se definen a través de los automorfismos del
disco y son ejemplos importantes de funciones interiores; mas precisamente, si
{zn} es una sucesién de puntos en D, entonces el producto de Blaschke generado
por esta sucesion viene dado por la expresion

— ,m H Zn, Sozn —,m H —Zn Z_Zzn (15)

|zn|¢o nl |¢o

donde z € D y m es la cantidad de veces que aparece el cero en {z,}. Es
conocido (ver Garnett (2007), pag. 52) que el producto de Blaschke (1.5) converge
absolutamente y define una funcién holomorfa en D si y sélo si se satisface la

condicién de Blaschke
> (—z)) <
n=1

La funcién B(z) esta en H*(D) y los ceros de B(z) son precisamente los puntos
zn, donde cada cero posee multiplicidad igual al nimero de veces que ocurre en

la sucesién {z,}. Mas ain, |B(z)| < 1 para todo z € Dy
|B(e”)| =1
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para todo 6 € [0, 27].

Las siguientes definiciones son necesarias para entender los Teoremas 1.6.2
y 1.6.3 que se enuncian posteriormente (ver Rudin (1980) para més referencias
sobre teoria de la medida): Sea A una medida definida sobre una o-algebra, se
dice que A es concentrada en A si A(E) = A\(A N E) para cada conjunto medible
E. Esto es equivalente a la condicién que A(F) = 0 siempre que A N E = ().

Considere las medidas \; y Ay, suponga que existe un par de conjuntos
disjuntos A y B tal que A; es concentrada en A y Ay es concentrada en B,
entonces se dice que Ay y Ay son mutuamente singulares, y se escribe AL .

Suponga que p es una medida de Borel compleja en C, z € C, y 2y es un
numero complejo con lim;_, % = 2o para cada sucesién {E;} que se reduzca
adecuadamente a z, entonces se puede hacer referencia a zo como la derivada de la
medida 11 en z,y escribir (Du)(z) = 2o; donde m denota la medida de Lebesgue.

Un enunciado més completo puede ser que (Du)(z) es la derivada de p en z con

respecto a la medida de Lebesgue m. Observe que si Du(z) existe y Du(z) = 2o

u(B(z,r))

entonces lim,_,g m(B(z,r))

= 29, lo cual dice que la medida de Lebesgue m crece
mas rapidamente que la medida p sobre bolas abiertas.

El siguiente resultado muestra las funciones interiores como una factor-
izacién en términos de funciones de Blaschke y funciones interiores singulares, las

cuales se definen mas adelante.

Teorema 1.6.2. Sea ¢ una constante tal que |c| = 1, B un producto de Blaschke,
y 1 una medida de Borel positiva y finita en 0D la cual es singular con respecto
a la medida de Lebesque, y

et 4 2

_eit — 2

M(2) = ¢B(2) exp {— / dm)} (= € D). (1.6)

Entonces M es una funcion interior y toda funcion interior es de esta forma.
Demostracién. (Ver Rudin (1980), pag. 370).
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Del resultado anterior, se puede construir ejemplos de funciones interiores
que no sean un producto de Blaschke. Por ejemplo, para ¢ = 1, B = 1, y
w(t) = o(t)dt, donde 0 es la distribucién Delta de Dirac (ver Grubb (2009) para la
definicién y propiedades de la distribucién Delta de Dirac), se tiene, sustituyendo

en la expresion (1.6), que

M(z)—exp{z+1}.

z—1

Observe que esta funcion tiende a cero exponencialmente cuando z tiende a 1.

T et 4 2
mn(z) =cexp{—/ eit_zcm(t)},

A la funcion

presente en la composiciéon de las funciones interiores se le denomina funcion
interior singular. Este tipo de funciones cumplen, en particular, con la definicién

de funcién acotada inferiormente. Para ver esto observe que

- {on (] o)} -on (- [ 0 (522 )

y dado que i es una medida de Borel singular positiva y finita en D con respecto

a la medida de Lebesque m, lo cual indica que

T it ™ it
/ Re (S 2 du(t) < / Re (S Rk dm(t) = 2,
o et — 2 o et — 2

(ver Ransford (1995), pag. 9 para ver la igualdad final) de donde se obtiene que

m(2)] > exp{—-2r}, (1.7)
con lo que m es acotada inferiormente.

Otra de las funciones analiticas acotadas més resaltantes son las llamadas

funciones exteriores definidas por la férmula

Q(z) = cexp {i /7r e +2 log go(eit)dt}

2w ) et —z

para todo z € D, donde ¢ es una funciéon medible y positiva en D que satisface

logp € L'(OD) y ¢ es una constante con |c| = 1.
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Teorema 1.6.3. Sea 0 < p < oo, f € HP y f distinta de 0. Entonces se tiene

que log | f*| € LY (D), la funcidn exterior

T it
cw@>=am{3—/’e *Zbgu%wnﬁ}

it
2 ) et —z

estd en HP y existe una funcion interior My tal que
f=M;Qy.
Demostracién. (Ver Rudin (1980), pag. 372).

Comentario 1.6.1. En el teorema anterior la clase H?, con 0 < p < oo, denota
al espacio formado por todas las funciones f € H(D) para las cuales se cumple

que

) 1 Q ; 1/P
I = i { o [ reianf < o,

—T

donde, para p = oo, las clases H? y H* coinciden (ver Rudin (1980) para més
propiedades de los espacios H?). Ademads, la clase L'(9D) denota al conjunto
de todas las funciones Lebesgue integrables en dD, y las funciones My y @ son
llamadas factor interior y factor exterior de f respectivamente; ()¢ solo depende

de los valores limites de |f|.

Corolario 1.6.1. Para cada f € H* se tiene

donde B es un producto de Blaschke, m es una funcion interior singular y @) es

una funcion exterior.

A la funcion
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donde f € L' (0D), se le conoce como la integral de Poisson; y entre sus propiedades
se puede mencionar que es una funcién armonica sobre D tal que

F*(e?) :=lm F (re”) = f (”), a.e. (1.8)

r—1

Se finaliza este capitulo dando un breve repaso sobre las sucesiones in-
terpolantes para H*°. Una sucesién {z;} en el disco D es llamada sucesion in-
terpolante si para toda sucesién acotada {a;} de nimeros complejos existe una
funcién f € H* tal que

f(z) = aj,
para todo 5 = 1,2,---. La siguiente caracterizacién de sucesiones interpolantes

fue un importante aporte hecho por Carleson, L. en 1958 (ver Carleson (1958)).

Teorema 1.6.4. Una sucesion {2;}32, es una sucesion interpolante para H(D)

sty solo si
2 — Rk

I

i#k

>e>0, k=1,23,.. (1.9)

1 —Zkz;

En su demostracién fue crucial el uso de productos de Blaschke y dualidad.
En el mismo trabajo muestra explicitamente que la caracterizacién (1.9) puede
ser reemplazada por

I P

1 —Zkz;
para j # ky 32 (1 — |2]*)d.; es una medida de Carleson para H?(D), donde
una medida de Borel positiva i en el disco D es llamada una medida de Carleson
para HP(D) si que cumple que la inclusion HP(D) C LP(du) es continua. Un
producto de Blaschke que posee una sucesion de ceros que a la vez sea una sucesion

interpolante es llamado producto de Blaschke interpolante.
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CAPITULO 2
EL ESPACIO H> Y SUS PROPIEDADES

En este capitulo se introducen los subespacios de H(D) los cuales estéan
constituidos por aquellas funciones analiticas con crecimientos controlados en
OD. Estos espacios serviran de base para estudiar, en el préoximo capitulo, las
propiedades del Operador Multiplicacién. En primer lugar, y a manera de pre-
liminares, se introducen los espacios de crecimiento o tipo Bloch y se establece la
relacion entre estos espacios y los espacios a-Bloch. Con la intencion de definir
nuevos espacios de funciones analiticas que generalicen a H* y a los a-Bloch,
en la segunda seccién de este capitulo se definen las distintas funciones pesos
que se estaran usando y se estableceran algunas de sus propiedades; finalmente,
en las secciones tercera y cuarta de este capitulo se estudia exhaustivamente los
espacios HX y H?, que son las generalizaciones naturales de los espacios antes

mencionados.

2.1 Los espacios de Korenblum o tipo Bloch

Dado un parametro positivo «, se dice que una funcion analitica f definida
sobre D, pertenece a la clase de Korenblum, denotada por HZ°, si satisface la

(67

relacién
[ flla = Slelg(l — [2)*[f(2)] < o0. (2.1)

Se puede notar que si f,g € H> y A € C, entonces se verifica que

IAf +glla = sup(1 = [2*)*|(\f + g)(2)]

< A Szlelg{(l — [2)*1f(2)[} + igg{(l — [2)*1g(2)]}

= Al + llglla < o0, (2.2)



lo cual dice que HZ° es un subespacio del espacio de las funciones analiticas sobre

D, H(D), denominado espacio de Korenblum.
Algunos ejemplos de funciones que estan en estos espacios son:
(1) Las funciones constantes sobre D estan en HZ°.
(2) La identidad i4(z) = z estd en HZ°.
En efecto,

fiala = sup{(1 = [=*)"}iu(=)]}

= sup{(1— ]2 fsl} < 1,
z€D
pues a > 0. Asi, ||ig]la < 1, por tanto ig € HS®.

Ahora se muestra que los automorfismos del disco son elementos del espacio

H>.

Proposicién 2.1.1. Sea a € D y a > 0, entonces p, € H®.

Demostracién. Seaa € Dy ¢,(2) = ==, un automorfismo del disco, entonces

1-a

de la desigualdad triangular, se sigue que,

IPalla = igg{(l—!ZIQ)a!%(Z)l}

IN

Sztelg{lsoa(Z)l}

=)
= Su —_—
“eb [T —az|

N
P—=
seb 1 — |az|
1+ |a|
1 —1a

IN

ya que a € D es fijo. [ ]

De hecho, el siguiente resultado muestra que toda funcién analitica y aco-

tada sobre D estd en el espacio de Korenblum cuando o > 0.
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Proposicién 2.1.2. Si a > 0, entonces H*® C H®

o

mas ain, ||flla < |1 fllso

para toda f en H.

Demostracion. En efecto, sea f analitica y acotada, entonces por la definicién
de los espacios H* y H2° y, debido a que (1 — |z[*)* < 1 para todo z € D y todo

a > 0, se concluye lo propuesto. |

También se verifica la siguiente proposicion.
Proposicién 2.1.3. La relacion | - ||o es una norma para el espacio HZ®.

Demostracién. Sean f,g € H°, entonces de la relacién (2.2) con A = 1 se

tiene

If+glle < Iflle +llglla-
También, es facil ver que
IAflla = Al

para toda f € H® y A € C. Luego, solamente se debe verificar que
||l = 0 siysélosi f esla funcién nula.

En efecto, dado que (1 — |z]*)* > 0 para todo z € D

1fla=0 siysdlosi (1 [s2)°1f(2)] < sup{(1 — [2P)*If()]} = 0, para todo = € D
z€D
siysélosi |f(z)]=0, paratodoz e D,

siysélosi f(z) =0, paratodozé€D,

lo cual verifica la proposicion. [ |

Teorema 2.1.1. HX es un espacio de Banach con la norma || - ||
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Demostracién. Sea ¢ > 0, K un subconjunto compacto de D y {f,} una
sucesion de Cauchy en (H, || - ||o), entonces por la definiciéon de la norma en
H, se sabe que,
(L= [2)g(2)| < llglla
para todo z € D y toda funcién ¢ € HZ°. En particular, esta desigualdad se
cumple para la funcion f,, — f,,, por lo que se tiene la relacion
1

AP

para todo z € D. Ahora bien, si z € K, entonces como la funcién h(z) =

[fn(2) = fin(2)] < | fr = fmlla

(1 —|2]*)~ es continua sobre el compacto K, existe una constante Cx > 0, tal
que

[fn(2) = fm(2)| < Cicllfn = fmlla

para todo z € K, lo que dice que la sucesién { f,,} es uniformemente de Cauchy so-
bre subconjuntos compactos de ID. Entonces como una consecuencia del Teorema
1.5.1, existe una funcién f € H(D) tal que f, — f cuando n — oo uniformemente
sobre subconjuntos compactos de .

Para mostrar que f € H® y que || f, — f|la — 0 cuando n — oo, primero
considere la dilatacién f,.(z) = f(rz), 0 < r <1, la cual cumple con las siguientes

propiedades:

(1) Si f € HY entonces f, € H®. Para ver esto, primero considere w = rz y

observe que

1flla = sup(L = [2[*)?fo(2)] < sup|f(rz)| = sup |f(w)].
zeD zeD weD(0,r)

Luego, al ser f analitica en D(0,7) C D, se asegura la continuidad de f en

el compacto D(0,7) y por tanto que f es acotada en D(0,r). Se tiene

||f7"||o¢ < sup |f(w)| <M<+
weD(0,r)

y asi f, € HX.
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(2) Note que || f,||o tiende a ||f]|, cuando r crece a 1. En efecto, gracias a la

relacion ||| frlla = || fllal < ||fr — flla ¥ la desigualdad

sup(L — [2*)*[ f(rz) — f(2)] < sup |f(r2) — f(2)]

zeD zeD

sélo resta ver que sup,cp |f(rz) — f(2)] — 0 cuando r — 17. Con este fin,

sea £ > 0, entonces existe zg € D tal que

sup [ f(rz) — f(2)] < (1 +&)|f(rz0) — f(20)]

zeD

y asi tomando limite cuando r — 17 y de la continuidad de f sobre el

compacto D(0,7) se obtiene el resultado.

Ahora bien, como { f,, }nen €s una sucesién de Cauchy en (H2, |- ||), dado
e > 0, se puede encontrar N € N tal que ||f, — fim|la < € cuando n,m > N.

Entonces para r < 1 se tiene

[(f)r = Fella < () = (Fm)ella + 1 (fin)r = frlla
< ||fn_fm||a+||(fm)r_fr”a
< 5+||(fm)r_fr”aa

donde el tltimo término se aproxima a cero cuando m — 0o, pues

1(Fm)r = folla = sup(l — [2[*)*|(fm)r (2) — fi(2)] = Szlelg(l — [2)* | fm(rz) = f(r2)]

zeD
< sup |fw(w) = f(w)] < sup [ fin(w) — f(w)],
weD(0,r) weD(0,r)

y como f,,, — f uniformemente sobre el subconjunto compacto D(0,r) C D, sigue
que ||(fm)r — frlla se aproxima a cero cuando m — oo. Luego, ||(fn)r — frlla <€
paran > N y todo r < 1.

Por otra parte, si r — 1, entonces
hn} |(fo)r = frlla < e paran > N
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lo cual implica que

N fo — flla <€ paran >N

y asi, ||fn — flla — 0 cuando n — oo. Ademads, tomando £ = 1, existe ny € N tal
que

[fo = Slla < 1,

siempre que n > ng, y en particular

”fno - f”a < 17

por lo cual, h = f,, — f € HS°. Finalmente, como HZ° es un espacio vectorial

se tiene que fn, — f — fn, € HY

o )

asi —f € H y f € HX. Esto finaliza la

demostraciéon del resultado. [ |

Relacionados con el espacio de Korenblum se encuentra el espacio a-Bloch,
denotado por B,, donde o > 0 y que consiste de las funciones f analiticas tales
que

(03
1 fll5, = sup (1= |2*)" [ £'(2)] < co.
zeD
El espacio B, es un espacio vectorial y la relacién ||-||z, define una seminorma para

B.; de hecho, siguiendo el mismo esquema de demostraciéon que en el Teorema

2.1.1, se muestra que B, es un espacio de Banach con la norma

1= 1£O) + [ fllsa.-

Todavia mas, el siguiente resultado nos dice que los espacios de Korenblum coin-
ciden con ciertos espacios a-Bloch para a > 1 y por esta razon, a estos espacios

de Korenblum también se les suele llamar espacios tipo Bloch.

Teorema 2.1.2. Para o > 1, se cumple que B, = HZ°,; de hecho, existen

constantes positivas C, Cy tales que

Cillflla—a < 11 < Coll fllar
para toda funcion f € H .
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Demostracién. Primero suponga f € B,. Entonces, como f € H(D), se sigue

que

y por tanto

) < 1FO)] + / F(9)]]ds].

[0,2]
Por otra parte, note que

/ |d‘9‘
d ] T A
/[;),z] |f (S)H 8‘ < ” HBa 472] (1 |S|2)a

de donde, usando la parametrizacion s(t) =tz con 0 < ¢ < 1, obtenemos

1 / 1 1
ALy S Ty (S Ny S T
s (L=1s)* Jo (1= Is(®)]?) o (L=2[s]?)>~ Jo (1—tlz])

lo cual implica usando el cambio w =1 — t|z| que

R dw | fls
f')ds| < —|f a/ — = =2 (1 = |z)t — 1}
[ s < s, [ = ey

Asi,

a—1

Floct < 1)1+ 208 ot ooty <)+ 2 ),

a—1
< (4 C{lFO) + I flls.} = (L + C)Ilf]-

Reciprocamente, suponga que f € H2°,. Usando la féormula integral de

Cauchy para la derivada

oy (s)
fl(z) = 5 o ds
y por tanto
' 1 Sl 1
I M ==y NI

_ 1 (1 —|sP)* 1 f(s)] 1/ lla=1

2 L:r (1= s[?) o] < 2mr2(1 — [r[?)e L:r s

_ S Tla=

r(l—r2)e

para todo |z| < r. Con esta tltima desigualdad en mente, considere los dos casos

siguientes:
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(1) Si|z| <r=1/2, entonces (1/2)(3/4)*f'(2)| < || f|laz1, es decir,
(L= 1)1 () < 1F ()] < Call flla-r,
donde C,, = 2(4/3)*.
(2) Ahora, si |z| > 1/2, haciendo r — |z|™ se obtiene la desigualdad
211 = [ ()] < N flla-1,

lo cual implica 1/2(1 — [2*)*|f"(2)| < ||f]la—1, ¥ por tanto
L=z ()] < 20 flla-1.

Asi, se puede concluir que ||z, < Callflla—1- Luego, [f] < (1 + Ca)l[flla-r ¥

se concluye lo propuesto. [ |

2.2 El espacio de Korenblum pequeno

Ahora se centra la atencién en un subespacio del espacio Korenblum que
serd de gran utilidad para estudiar ciertas propiedades del Operador Multipli-

cacion actuando sobre el espacio Korenblum.

Definicién 2.2.1. Se dice que una funcién analitica f definida en el disco D,

pertenece a la clase HY si

lim (1 —|2*)f(2)] =0.

|2|—=1~

Entonces se tiene el siguiente resultado.
Teorema 2.2.1. H? es un subespacio cerrado de HZ®.

Demostracién. Primero se mostrard que H) C H°. Con este fin, sea f € H,

entonces

lim (1 —[2*)*|f(2)| =0,

|2[—1~
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es decir, dado € > 0 , se puede encontrar 9 € (0,1) tal que la funcién

9(2) = (1= [2")?[f(2)]

satisface g(z) < e siempre que 79 < |z| < 1.
Por otro lado, si |z| < 1y , entonces la funcién g es continua sobre el
compacto D, = {z € D : |z| < 1o}, luego, existe M > 0 tal que g(z) < M, para

todo z € D,,. Asl, se tiene que
(1= [2[*)*1f(2)] < max{e, M} = M
para todo z € D. Tomando supremo sobre todos los z € D, se obtiene que

17l = sup{(1 = )71 £ ()]} < 3T

y feHT.
Ahora se demostrara que HC es subespacio de H®. Sean f,g € H2 , )\ € C.

Entonces, la desigualdad triangular y la definicién del espacio H? implican que

Tim (1= RIS + )] < Tim (1= 2PN + T (1= |2f2)g(2)

= |\l |Zl‘i_fgf(1 = )f ()] + ‘z1|i_1}117(1 = 121%)9(2)|
=0
Por lo tanto A\f + g € H? .

Finalmente, se muestra que H° es un subconjunto cerrado de H. Con

este fin, sea f € HY, entonces existe una sucesién {f,} € H? tal que

i 1 = 71l = 0. (2.3

En particular { f,,} es una sucesién del espacio completo H2°, por lo que se obtiene

que f € HX y asi, en particular, f € H(D). Falta demostrar que

lim (1—12*)"|f(2)] = 0.

|2|—1~
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Con tal fin, sea € > 0, entonces de la expresion (2.3) se garantiza que existe
no € N tal que || fn, — flla < e. Asi, por la definicién de la norma del espacio de

Korenblum se debe tener que,

(L= 12")" [fuo(2) = f(2)] <&,

para todo z € D; esto ultimo junto con la desigualdad triangular implica que,

(=) 1) < (= [21)" [ fao(2)] + €
para todo z € D. Por lo tanto, tomando limite cuando |z| — 1~ se concluye que,

0< lim (1—[2])"|f(2)| <e

|z[—1~ N

y la prueba sigue de la arbitrariedad de ¢. |

Ahora se vera que las funciones en el espacio de Bloch pequeno se pueden

aproximar por sus dilataciones.

Teorema 2.2.2. Sea f € H, entonces f € HO siy sélo si || f, — flla — 0
(r — 17), donde f.(z) = f(rz) para toda z €D y r € (0,1).

Demostracién.  Suponga primero que f € HY. Se debe mostrar que ||f, —

flla — 0 cuando r — 17. Por definicién del espacio H?, se tiene que

lim (1 —|2*)*f(2)] =0,

|z|—1~
es decir, que dado € > 0, se puede encontrar un d > 0 tal que (1—|z]?)¥|f(2)] < ¢

siempre que § < |z| < 1. Suponga que § < r < 1y considere lo siguiente:

Ifr = flla = sup(l—[[)*[fr(2) = f(2)]

z€eD
< |SI\1<%(1 — [2)1fe(2) = f(2) + 6<S|u‘p<1(1 = [2[)*1fr(2) = F(2)].

Note que
sup (1 — [2*)*]f(2) = f(2)] = 0

|z|<o
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cuando r — 17 ya que f(rz) — f(z) uniformemente sobre el compacto |z| < 4.

Por otra parte, de la desigualdad triangular, se tiene que

sup (1—[2[*)*]fr(2) = f(2)| < sup (1= [[)°[fo(2)| + sup (1—|2[*)*|f(2)].

0<]z|<1 0<|z|<1 0<]z|<1

También como r € (0,1), se cumple que (1 — |2]?)* < (1 — |rz]?)®, asi que
sustituyendo se obtiene que

sup (1 — [2[*)*|f(2)| < sup (1= |rz*)*|f(r2)].

0<|z|<1 0<|z|<1

De todo lo anterior se puede concluir que

||fr - f”a S 2e

siempre que 0 < r < 1.
Reciprocamente, suponga que ||f, — f|lo — 0 cuando » — 17. Observe
que cada f, es analitica en D y por tanto continua sobre este conjunto compacto;

entonces existe una constante M > 0 tal que |f.(z)| < M para todo z € D. Asi,

lim (1= [2*)°1f(2)] < Jm (1= =f?)"M =0
z|l—1—

|z[—1~

de donde f, € H?, y como H? es subconjunto cerrado de HZ°, se pude concluir

que f € HY, yaque || fr — flla — 0. [ ]

Ahora se establecerd que las funciones en H? se pueden aproximar por

polinomios.
Corolario 2.2.1. H? es la clausura de los polinomios en H.

Demostracién. Sea f € H. y € > 0, entonces por el Teorema 2.2.2 se tiene
que

T [1f, = flla =0,
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de aqui que existe ro € (0,1) tal que || f, — f|lo < § siempre que 1 — 7y <7 < 1.
Ahora, si r € (1—7g,1) es fijo, entonces como la funcién f,. es analitica en D, por
el Teorema 1.3.9, existe ng € N tal que

€
[fr = Paglloe < sup | fr(2) = Py (2)] < 2

zeD

donde P,, es el polinomio de Taylor de grado ng de la funcién f,. Ahora, como
| “lla < - |lcc (ver Proposicién 2.1.2) se concluye que

€

”fr - Pno”oz < 5

Finalmente, para el r dado y el ng encontrado, se tiene

€ €
”f_PnoHa < ||f_frHa+ ||fr _PnoHa < 5"" 5 =€

que era lo que se queria demostrar. |

Comentario. Del resultado anterior, se puede observar que para cada o > 0, el
espacio H? es separable, pues cada polinomio analitico se puede aproximar por

polinomios con coeficientes cuyas parte real e imaginaria sean racionales.

2.3 Funciones peso

Esta seccion estd dirigida a definir espacios de funciones analiticas que
generalicen al espacio de las funciones acotadas H* y a los espacios tipo Bloch
H°. Con este fin, en esta seccién se definen y se estudian las propiedades de
ciertas funciones con comportamientos similares a las funciones wy(z) = 1y
wa(2) = (1 —]2|*)" con z € D, las cuales estan presente en la definicién de los
espacios antes mencionados. El material de referencia para los temas abordados
en cuanto a las funciones pesos fue tomado de Bierstedt, Bonet y Taskinen (1998).
En lo que sigue, se asume que G es un subconjunto abierto del plano complejo C
y que H(G) denota el espacio de las funciones analiticas sobre G, dotado de la

métrica de la convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos de G.
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Definicién 2.3.1. Una funcién w no negativa, continua y acotada definida sobre

G, se denomina funcién peso.

Ejemplo 2.3.1. Es claro que las funciones w;(z) = 1y wq(2) = (1 — |2]?)® con
z € D son funciones pesos sobre I, la funcién ws(z) = (1 —|z|)~" con z € D no

es un peso pues esta funciéon no es acotada.

Para una funcién peso w sobre GG, definimos el conjunto
B, ={f € HG) :|f(z)| < w(z) para todo z € G} .

Puesto que w es una funcién acotada en cada subconjunto compacto de G, el
Teorema 1.5.4 implica que B,, es una familia normal (ver Capitulo 1, Seccién 3),
y por tanto, es un conjunto compacto en el espacio H(G) con la métrica de la
convergencia uniforme sobre compactos (ver Capitulo 1, Seccién 5). Con esta

notacién, se tiene la siguiente definicién de peso asociado.

Definicién 2.3.2. Para un peso w definido sobre G, se define la funcion peso

asociado w por medio de la relacién

w(z) :==sup{|f(2)]: f € Bu},
donde z € G.

Teorema 2.3.1. La relacion w definida en (2.3.2) es una funcion peso.

Demostraciéon. Es claro que la funcién w es no negativa, ademés, como la
funcién w es acotada, existe M > 0 tal que w(z) < M para todo z € G, luego,
para cualquier funcién f € B, y cualquier z € G se cumple que |f(z)| < w(z) <
M, 1o cual implica que w(z) < M y w es una funcién acotada.

Finalmente, puesto que B, es una familia compacta, resulta inmediata-
mente que el supremo en la definicion de w es, realmente, un maximo. Més

aun, el teorema de Arzela-Ascoli (Teorema 1.5.1) implica que B,, es una familia
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equicontinua, y asi w, estd en la clausura puntual del conjunto equicontinuo de
todos los supremos finitos de funciones |f|, con f € B,, por lo que w debe ser
una funcién continua. Esto culmina la demostracién del resultado. |

A continuacién son enumeradas otras propiedades del peso asociado w.

Teorema 2.3.2. Las siquientes proposiciones ocurren para el peso w asociado a

w:
1. Para cada z € G, 0 < w(z) < w(z),
2. para f € H(G), f € By siy solo si f € By,
3. para cada z € G existe f = f. € B, con |f(z)] = w(z),
4. (@) =,
5. para C' > 0 una constante arbitraria, se cumple que w; = Cw, donde
w; = Cw,

6. Si wy y we son funciones pesos definidas sobre G, tales que wy, < wsy,

entonces wy < Ws,

7. Siwy yws son funciones pesos definidas sobre G, definimos ws = min {wy, wy}

y wy = min {wy, Wy}, entonces wy = wy.
Demostracién. Sea w un peso cualquiera, B, y w definidos como antes.

1. Sea z € G, entonces, para toda funcién f € B, se tiene 0 < |f(2)| < w(z);
es decir, w es cota superior de B,. Asi, por definicién de supremo, se

concluye que 0 < |f(z)] < w(z) < w(z).

2. Suponga, en primer instante, que f € B,, es decir, f € H(G) y |f| < w.
Entonces, por definicién de w (es una cota superior), se cumple que |f| < w
y por tanto f € Bg. Por otro lado, si f € By entonces |f| < w; y de la

Propiedad 1 se puede concluir que |f| < w < w, por lo que f € B,.
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3. Sigue del hecho que w realmente es un maximo.
4. Es inmediata de la Propiedad 2.

5. Sea C' > 0y w; = Cw, entonces para cada z € G se cumple que

B = sup{If()]: S € Bew) = swp{If()] : 1f] < Cwen G
= sup {10 Gl < wen G = sup Clo(a) <l < wen )
= Csup{lg(2)| : 9] < wen G} = Csup{lg(2)| : g € Bu}

_ Ca(2).

6. Sean w; y ws pesos asociados que cumplen w; < ws. Por la Propiedad 1 se
tiene wy; < w; < wq. Ahora, de la desigualdad |f] < w; < wq se concluye
que wy = Wy 6 wy < We por definicién de supremo (definicién de ws). Luego

se concluye en ambas alternativas que w; < w,.

7. Suponga, sin pérdida de generalidad, que w; < ws. Entonces por definicién
w3 = min{w;,ws} = w; y por tanto wz = w;. Por otra parte, de la

Propiedad 6, w; < w,, de donde sigue que min {wy,ws} = wy, es decir,

wy = (wy). Asi, por la Propiedad 4, se concluye que ws = wy.

Esto culmina la demostracién del teorema. [ ]

Observacién 2.3.1. Si GG es un conjunto acotado y w se extiende a una funcién
continua en G con w|se = 0, entonces, por el principio del maximo (ver Teorema
1.3.6) w = 0 . Asi, el peso asociado de un peso estrictamente positivo puede ser
la funcién nula. Por ejemplo, para a > 0 fijo, el peso usual w,(z) = (1 — [z[*)®

con z € D, satisface lo anterior y por tanto su peso asociado es w, = 0.

En el siguiente ejemplo se muestran que w puede ser estrictamente menor

que w para otras razones naturales.
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Ejemplo 2.3.2. Si G = C y w(z) = max {1, |z["™P}, z € C, donde n € Ny =
NU{0} y 0 < p < 1 son valores fijos, entonces w(z) = max {1, |z|"} para cada

z e C.

Solucién. En efecto, para mostrar que w(z) = max {1, |z|"} considérese las tres

siguientes situaciones:

1. Si|z] <1, entonces max {1, |z|"} = 1y w(z) = 1 por definicién de maximo.
Por otra parte, como w(s) = max{l,|s|""?} > 1 para todo s € D, la
funciéon constante 1 esta en B, y sigue de la definicion de supremo que

w > 1. Por tanto, por la Propiedad 1 del Teorema 2.3.2, se tiene que

1 < w(z) <w(z) =1, es decir, w(z) = max {1, |z|"} = 1 para z € D.

2. Si|z] > 1, se tiene que max {1, |z|"} = |z|™. Observe que la funcién f(s) =

s™ pertenece a B, pues para [s| < 1, |f(s)] = |s]" <1 < max{1,|s|"™?} =
w(s), mientras que para |s| > 1, [f(s)] = |s|™ < |s|"™? = w(s). Luego, se
sigue por definicién de maximo que w(z) > |f(2)| = |z|* = max {1, |z|"} .

3. Note que w(z) < |z|" en C\D, es decir, |f(2)| < |z|" para |2| > 1y f € B,

arbitraria:

Para ver esto, sea f € B,, y considere g(u) := u™f(1/u),u # 0. Entonces g
es holomorfa en D\ {0}. Pero f € B,, implica que

1 1 1 1
— | < |ul” — ) = |ul" =—,0< <1
! (u)’ = “’<) s = OIS

luego, multiplicando por |u|, tomando el limite cuando u — 0 y usando el

lg(u)] = [u]”

hecho 0 < p < 1, se concluye que g debe tener una singularidad evitable
en 0 (ver Teorema 1.3.10). Asi, redefiniendo ¢(0) se puede suponer que
g € HD); por lo que |g(u)] < 1 en ID (pues cuando u € 9D, se tiene
|lulP = 1). Luego, haciendo el cambio u = 1/z y usando el principio del
modulo maximo se obtiene que |f(2)/2"| = |g(u)] < 1en D. Asi |f(2)] <

|z|™ para |z| > 1.
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Luego de (1), (2)y (3) se concluye que w(z) = max {1, |z]"}. O

Existen casos simples en los cuales w = w ocurre. Por ejemplo, si la funcién

continua w : G — Ry \ {0} se define por

w=sup{lg|:g€q}

para alguna familia G C H(G), entonces g € B, para cada g € G, y por consigu-

iente |g| < w. Por la Propiedad 3. del Teorema 2.3.2, se concluye que
w =sup{lg|: g € G} <w,

es decir, w = w.
Para finalizar esta seccién se clasifican algunos pesos que serdn usados en

las préximas secciones. Entre estos se destacan:
(a) Los pesos radiales v, los cuales por definicién cumplen con la propiedad
v(z) = v(]z]),

para todo z € (G. Claramente, para que esto tenga sentido, se debe tener

que |z| € G para todo z € G.

(b) Los pesos normales, los cuales por definicién tienden a la frontera no mas
rapido que algin peso (1 —|z])%, 0 < a < 00, y no mas lento que otro peso

del mismo tipo, es decir, existen constantes positivas k y K tales que
k(1= 2])* < v(z) < K(1 - |2])°
para algunos 0 < a < ooy 0 < 3 < 00.

(c) Los pesos moderados v(z); aquellos donde —Alogv(z) ~ (1 — [2]*)72, es

decir, existen constantes positivas ¢ y C tales que
(1= [2[1) 72 < —Alogv(z) < C(1 - [2]*) 7%,
donde A denota el operador Laplaciano.
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Ejemplo 2.3.3. Los siguientes son ejemplos de los pesos antes definidos.

1. Las funciones wy(z) = 1y wy(2) = (1 —|2]?)%, con z € Dy a > 0 son clara-
mente pesos radiales sobre D; mientras que las funciones ws(2) = |Re(2)| y

w4(z) = |Im(z)| son pesos no radiales.
2. Un ejemplo interesante de pesos radiales que son a su vez normales es el
siguiente:

Considere la funcién peso ws(z) = (1 — [2[*)In(2/ (1 — |2|?)). Es facil ver
que limy, ;- (1—|2[)"?1In (2/ (1 — |2]?)) = 0 (use el cambio t = 1/ (1 — |z[?)
y aplique el Teorema de L’Hospital), por lo que dado € = 1, existe 6 > 0

tal que (1 — |2]?)~"2ws(2) < 1 siempre que 6 < |z| < 1. Es decir,
ws(2) < (1= [z

Por otro lado, note que si § > |z| entonces existen constantes cs y ks posi-

tivas tal que In (2/ (1 — [2|%)) < cs v ks < (1 — |2[%)1/2, y se tiene que
2 Cs Cs 2\1/2
1 —— | < ks < —(1 —
(1) < ks < - )
y como In(2) <1In(2/(1 — |z[?)), se concluye que
In(2)(1 — |2?) < ws(2) < k(L — |2)"2.
3. El peso wg(2) = exp(c/ (1 —1z]?)), con z € Dy ¢ # 0, es radial pero no

es un peso normal. Para ver esto, suponga que wg(z) es normal, es decir,

suponga que existen constantes «, (3, c1, co todas positivas tales que
cr(1—=[2]%)" <wg(z) < eo(1 = [2*)°

para todo z € D, por lo que la funcién h(z) = (1 — |2]?)Pwg(2) es acotada
para todo z € D; lo cual es imposible ya que h(z) — oo cuando |z| — 1~

(para ver esto use el cambio devariable ¢t = 1/ (1 — |2]?)).
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2.4 Espacios tipo Korenblum generalizados

Ahora se procede a definir espacios de funciones analiticas que generalicen
a los espacios anteriormente estudiados como lo son el espacio de las funciones
analiticas acotadas H* y los espacios de Korenblum H2°. Como antes, C denota
el plano complejoy D = {z € C : |z| < 1} es el disco unitario abierto. Considérese
fija una funcion peso v definida sobre D; es decir, v : D — R es una funcién no
negativa, continua y acotada. Todavia mas, suponga que v no es la funciéon nula.

Entonces, con estas notaciones se tiene la siguiente definicion.

Definicién 2.4.1. Una funcion analitica f definida sobre ID se dice que pertenece

a la clase H°, si satisface la relacion

[ £l = Szlelgv(Z)|f(Z)| <00 (2.4)

para todo z € D.

Puede notarse que si f,g € H° y a € C entonces se verifica

laef +glle = supv(z)l(af +g)(2)|

zeD
< lalsupv(z)[f(2)] + supuv(z)lg(z)]
= lalllfllo + llgllo < oo, (2.5)

por lo que H* es, efectivamente, un subespacio del espacio de las funciones
analiticas sobre D, H(D); ademés, es claro que cuando v = C, una constante, el
espacio H® coincide con H* y cuando v(z) = (1 — |2]?)" con z € D y a > 0 fijo,
se obtiene que H° = HZ°; por tal motivo, al espacio H.° se le llama espacio de

o

Korenblum generalizado.

Comentario 2.4.1. El espacio H;°(ID) se puede definir sustituyendo al conjunto

D por G, donde G es un subconjunto abierto de C", es decir,

H = H(G) = {f e H(G) s 17l = mp () 7 (2)] < oo}.
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Los siguientes son ejemplos de funciones en el espacio H.°:

Ejemplo 2.4.1. Sea P[z] el conjunto de todos los polinomios con variable com-

pleja z, entonces P[z] C H2°. En particular, toda funcién constante esta en
He.

En efecto, sea ¢ € P|z], entonces ¢ es de la forma
q(z) = ao + a1z + apz® + - - + @, 2"

para algin n € N. Sea C' = sup,p v(2), entonces, de la desigualdad triangular

se tiene

lallo = sugv(z)lq(z)!SCsug(laoHIal\IZI+!a2HZ\2+---+!anHZ\")
zE zE

IN

¢ (|ao| sup 1+ [ay| sup |z] + [az|sup |2|* + - - - + |ax| sup |z|n)

zeD zeD z€eD zeD
< CnM < oo,

donde M = max {|ao|, |a1|, -, |an|} O

Sobre la relacién entre los espacios H* y H° se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.4.1. H* C HX y existe una constante C > 0 tal que

1fllo < Cllfll

para toda f € H™.

Demostracion. Sea f € H>, como v es un peso acotado en ID; entonces existe
una constante C' > 0 tal que |v(z)] < C para todo 2z € D. Asi, sigue de la

desigualdad
171l = supo()If(2)] < Csup |f(2)] = Cf 1 < o0,
zeD z€D

que f € HX. |
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Comentario 2.4.2. De la demostracion del teorema anterior se puede ver la

relaciéon
[ £1lo < vlloo [ fllo

para toda funcion f € H*. La condiciéon v € H* es esencial para la obtencion del
resultado anterior, ya que, de no contar con esta propiedad, muchas funciones im-
portantes en H*°, como por ejemplo las funciones constantes, no tendrian garantia
de pertenecer al espacio H;°. De hecho, en el siguiente ejemplo, se muestra que si
v no es una funcién acotada, entonces H;° podria constar solamente de la funcién

nula.

Ejemplo 2.4.2. Considere el espacio H>° con el peso v(z) = 1/(1 — |z]). Clara-
mente, para f € H, |f(2)] < (1 —|z])||f|l. para todo z € D. Por tanto, sigue
del hecho que |f(z)| = 0 cuando |z| — 17 y del principio del médulo méaximo que
|f(2)] = 0 para todo z € D, es decir, f es la funcién nula y por tanto H* = {0}.
U

El siguiente ejemplo ilustra que, en general, no siempre toda funciéon en

H* esta en H*, es decir, la contencion H* C H° es propia.

Ejemplo 2.4.3. Considere la funcién peso v definida por v(z) = 1 — [z|* y f
definida por f(z) = =, para todo z € D. Entonces f € HX\ H*.

1—27

Observe que f(z) = liz ¢ H, pues, para valores de z suficientemente

cercanos a 1, la norma || || toma valores infinitos. Sin embargo, para el caso de

la norma || f]|, se tiene:

1
Iflle = supv(z)|f(2)] = sup(l — |2|)
2€D 2€D |1 — 2|
1-— 1
< sup (1= J2)(1 + =) =sup(l+ |z|) =2 < 0,
2€D 1— ‘Z| 2€D
por lo cual se concluye que f € HX®\ H*. g

El siguiente es un ejemplo de una funcién que no pertenece al espacio H2°,

para un peso dado.

95



Ejemplo 2.4.4. Considere el peso v definido por v(z) = 1 — |2]? y sea f la

funcién definida por

para todo z € D. Entonces f & H:°.

1—]|z|? . L, .
2 — L (existe), entonces este limite

En efecto, observe que si lim,_, ;- e =

debe ser igual a L, cualquiera sea la trayectoria que siga z hacia 1. Con este

comentario, suponiendo que z sigue la trayectoria real z = x, se obtiene

1— o2 -
L=lim — " = lim (1+2){ jj)zliml—i_m
es1- (1—2)2 2-1-(1—2)(1—2) 2-1-1-—u

—_= OO’
de donde se puede concluir que

[flle = supuv(2)[f(2)|

z€D

1—|z|?
= Su
i ST

- 1 — 22
su
- 0<xI<)1 (1—x)?
14z
= sup

o<z<1 1l —x

= OQ.

4

Del ejemplo anterior se nota que, para un peso fijo, es relativamente facil
construir funciones que no pertenezcan al espacio HS°, s6lo hay que notar, por

v

definicion, que si f € H®, entonces existe una constante C' > 0 tal que

C
[f(2)] < o)

para todo z € D; es decir, las funciones en H;° estan dominados por la funcién

1/v.

Seguidamente se dota al espacio H:° de una norma que lo convierte en un

espacio de Banach.

o6



Proposicién 2.4.1. La relacion || - ||, definida en (2.4) es una norma para HZ°.

Demostracién. Sean f,g € H:°, entonces de la relacién (2.5) con a = 1 se

tiene

If+gllo < Nfllw +[gll-

También, es facil ver que

laflle = lalllfll,

para toda f € HX y o € C.

Por otra parte, si f = 0 entonces v(z)|f(z)| = 0, para todo z € D
y por tanto ||f], = 0. Reciprocamente, si ||f|, = 0 entonces v(2)|f(2)] <
sup,ep v(2)|f(2)] = 0 y como v no es la funcién nula debe existir z, € D tal que
v(z0) > 0. Luego, de la continuidad de v en zj, existe un disco D(zp,d) tal que
v(z) > 0 para todo z € D(z,0). Asi, f(z) = 0 para todo z € D(z,6d) y como
f € H(D), por el principio de identidad de Weierstrass, f debe ser la funcién
nula en D, ya que D(zy,d) posee puntos de acumulacién. Por tanto se concluye

que (H°, || - ||,) es espacio normado. [ |

Comentario 2.4.3. Observe que si v es continua en zp, tomando € = 1/2v(zg) >
0 existe § > 0 tal que v(z9) — v(z) < |v(z) — v(20)| < 1/2v(z0) siempre que

|z — 29| < d. Luego v(z) > 1/2v(zp) > 0 para todo z € D(zp, ).

Ahora se demuestra que este espacio tipo Korenblum es de Banach con la
norma definida anteriormente. Se supone, por comodidad, que la funcién peso v

es estrictamente positiva en .

Teorema 2.4.2. Para v un peso en D, el par (HP,||-|,) es un espacio de

Banach.
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Demostracién. Sea {f,},en una sucesion de Cauchy en (HZ, || - [|,) y K un

subconjunto compacto de ID. Primero observe que, por definicién de supremo

v(2)|f(2)] < supv(z)]f(2)]

z€D
para todo z € D; de donde se obtiene que

1

[F(z)] < @Hfllv

para todo z € D.

Por otra parte, note que al ser v(z) continua sobre el compacto K C D,
se tiene que v(z) es una funcién acotada en K. Asi, como v(z) > 0, la funcién
h = 1/v también es continua y acotada en K. Luego, existe una constante
My > 0, que depende sélo de v y del compacto K, tal que h(z) < M, para todo
z € K; y por tanto

|f(2)] < Mkl fll

para toda funcion f € H°, z € K CD. De aqui se obtiene que

sup | f(2)] < Mk|| fllo.
zeK

En particular, para f,, — f,, se verifica

sup [ fu(2) = fm(2)| < M| f = finllo-

2eK
Ahora, como {f,,}, oy es una sucesién de Cauchy en (H:°, || - ||,), se concluye que
{fn},en €s una sucesion uniformemente de Cauchy sobre subconjuntos compactos
de D. Luego, por el Corolario 1.5.1, existe f € H(D) tal que f,, — f uniforme-
mente sobre subconjuntos compactos de D, y por tanto sup,¢ g | fn(2) — f(2)] — 0

cuando n — oo para todo z € K.

Para mostrar que f € H? y que ||f, — f|lo — 0 cuando n — oo, primero

considere la dilatacién f,.(z) = f(rz), 0 <r < 1. Se tiene que f, € H°, pues

[frllo = sup v(2)[fr(2)] < [[v]leo sup [f(r2)| < [Jv]lec sup [f(w)] < MlJv][o
zeD zeD weD(0,r)
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ya que al ser la funcién f analitica en el conjunto compacto D(0,r) C I, resulta

que es continua en E(O, r) y por tanto acotada en ese conjunto. Asi f, € H.

También, se observa que

T (£, = 11l (26)

En efecto, como
LAl = f 1T < 1 = £l

y ademas la funcion v es acotada, se tiene que

supv(2)]f(rz) — f(2)| < Msup|f(rz) — f(2)],

zeD z€eD

donde M = ||v]|o0; asi que sélo resta ver que sup,cp |f(rz) — f(2)] — 0 cuando
r — 17. Con este fin, sea ¢ > 0, por definicién de supremo, existe zy € D tal que

sup | f(rz) — f(2)| < (14 ¢)[f(rz0) — f(20)l;

z€D
asi que tomando limite cuando » — 1~ y usando la continuidad de f sobre
el compacto D(0,r) se obtiene lo afirmado. Finalmente se observar que existe
ro € (0,1) tal que
| fello < |Ifllo, paratodor > rq. (2.7)

Para ver esto, note que de la definicién de supremo, dado € > 0 existe 2y, € D tal

que
v(20)

v(rzp)

Por otra parte, de la continuidad de v, existe ro € (0,1) tal que

1
Tl el S vl f(rz0)l = —2=S0(r20) | f(rz0).

<(1+¢)
para todo r > rg, por lo que

el < (L ezl rz0)| < (142
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Luego si € — 0T, entonces || f;|l. < || f]lo para todo r > .

Ahora bien, como {f,}sen es una sucesién de Cauchy en (H, | - |.),
dado € > 0, se puede encontrar N € N tal que || f,, — fi||, < € cuando n,m > N.

Entonces para r suficientemente cercano a 1 se tiene

||(fn)r - frHv < H(fn)'r - (fm)THU + ”(fm)r - fTHv
< an_mev"i_H(fm)r_frHv
< €+ H(fm)r_fTva (28)

donde se ha usado (2.7) en la segunda desigualdad.
Se afirma que el ultimo término tiende a cero cuando m — oo. En efecto,

se tiene

[(fm)r = Fell, = supv(2) [(fm)e(2) = fr(2)]

zeD
= Slelgv(z)lfm(m) — f(rz)]
= sup v(w/r)|fm(w) — f(w)]
weD(0,r)
< vlleo sup | frm(w) — f(w)],
weD(0,r)

y como f,, — f uniformemente sobre el subconjunto compacto D(0,7) C D, se

sigue que ||(f)r — fr]|o tiende a cero cuando m — oo.
Sustituyendo en (2.8), se obtiene

H(fn)r - fTHU <¢€

para n > N y todo r < 1. Asi que tomando limite cuando r — 1 y usando

relacion (2.6), se concluye que

an - f”v = ll_r}l% H(fn)r - f'rHU <e

siempre que n > N; lo cual significa que || f,, — f|, — 0 cuando n — co. Ademas,

tomando ¢ = 1, existe ng € N tal que

an - f”v < 17
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siempre que n > ng, y en particular

[fro = fllo < 1,

por lo cual, h = f,, — f € H. Finalmente, como H:° es un espacio vectorial

se tiene que f,, — f — fo, € HX, asi —f € H y f € H;°. Esto finaliza la

v )

demostracion del teorema. [ ]

Se estudia ahora la relacion entre el espacio tipo Korenblum H° y el
espacio H2°, donde v es el peso asociado a v (ver la Definicién 2.3.2). Suponga que
el peso v es estrictamente positivo sobre D, entonces si se considera la condicion
de crecimiento w := 1/v (observe que en general w, no es un peso pues, podria

ocurrir que w no fuese acotada), se tiene que
By ={fe€HD):|f(2)| <w(z)enD} ={f € HD): | fll, <1},

es decir, B,, es la bola unitaria cerrada del espacio normado (HZ°, || - ||,). Luego,

si se define el asociado de w, en similitud con la Definicién 2.3.2, por

w(z) == sup{|f(2)] : f € Bu},

entonces para cada z € D, se tiene que

10:]1 = sup {[f(2)] = [|fllo <1} = w(2),

donde 9, es el funcional evaluacién actuando sobre el espacio (H:°, | - |,), v el

cual se define por

con f € HP (ver Capitulo 1, Seccién 1 para la definicién de la norma de un
operador).
De manera entonces que la condicién de crecimiento w = 1/v y su asociado

w proporcionan mas informacién sobre el espacio Ho° que el mismo peso que lo
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define. De hecho, si consideramos el peso

1 1
w(z)  sup{[f(2)] < [ fllo < 1}

donde 1/0 = +o0, se tiene, por la parte (i) del Teorema 2.3.2, que v < v < v, y

Ve(2) =

ademas.

Teorema 2.4.3. El espacio HZ es isomélricamente igual a H°.

Demostracién.  En efecto, se observa que, de la desigualdad v(z) < U.(2),

vélida para todo z € D, que || f||, < ||f

v, para toda funcion f € HZ°; de donde
se sigue que HZ® C H.°.

Por otro lado, si f € H® es tal que ||f|l, = 1, entonces se tiene que
f € B,. Luego, por la propiedad (2) del Teorema 2.3.2, se tiene que f € By lo

cual significa que |f(2)| < w(z) para todo z € D y por tanto,

Ue(2) [ () < 1= fllo

v < 1o

Finalmente, para cualquier funcién no nula f € H:°, se puede considerar

para todo z € D. Luego, en este caso, se tiene f € H y || f

la funcién f/||f||. y concluir, de la desigualdad

lil.. <
711, = T,

que || fllz. < Ifllo y H® € HZS. Esto culmina la demostracién del teorema. W

Y
v

Comentario 2.4.4. En virtud del resultado anterior y en vista de los comentarios
antes de introducir el peso v., se considera el peso U, como mejor asociado al

espacio H® que el mismo v. Si U, es equivalente a v, en el sentido que
v<v.,<Cv

para alguna constante C' > 0, entonces se dice que el peso v es esencial. En este

caso, los espacios H;° y HZ° son atin isomorfos topoldgicamente.
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Ejemplo 2.4.5. El peso v(z) = (1 — |z])* es esencial. De hecho, se tiene que
para para z € D, se cumple que v(z) = Ue(2).
Para ver esta afirmacién primero observe que v(z) < U.(z) para todo z € D,

por lo cual sélo resta mostrar que v(z) > U.(z), es decir, se debe ver que

1
10:1] > ——.

v(2)
Considere en primer lugar zy = 0y la funcién g(z) = 1 con z € D. Entonces

por definiciéon de la norma del funcional evaluacion en zy = 0, se tiene que

1
10ll = [9(0)] = 1 = 0]

y la relacién se cumple para zy = 0.

Suponga ahora zg # 0, es fijo, y considere la funcién

1
9(2) = 7——=a>
(1-22)

e

con z € D. Observe que ||g]|, < 1, pues

« « 1
gl = Sug(l — |21) | < sup(l — |z]) 1
zE

- el CEE

Luego, de la desigualdad anterior y la definicién de la norma del funcional eval-
uacién, se debe tener ||0,,]| > |g(z0)| = 1/(1 — |20])* = 1/v(20).
De todo lo anterior, se concluye entonces ||6,|| > 1/v(z) para todo z € D

y asi v(z) = Ue(2). O

Comentario 2.4.5. Existen muchos tipos de pesos esenciales (ver Bierstedt,
Bonet y Taskinen (1998) y todas sus referencias). En particular, si v(z) =

1/M(f,|z|) para alguna funcién analitica f : D — C, entonces v = 0; donde

M(f,|z]) = sup{|f(2)] : |2 = 7}
(ver Bonet, Domanski, Lindstrom, y Taskinen (1998) para més detalles).
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A continuacién se muestra un ejemplo de un peso no esencial.

Ejemplo 2.4.6. Segun el Comentario 2.4.1, el espacio H>°(D) puede ser definido
sustituyendo al conjunto D por algtiin conjunto abierto G C C. Considérese pues
el dominio G = C y el peso

1
- maz{l, [z[t}

v(z)
para z € C; donden € Ny 0 < p < 1. Note que w(z) = max{1,|z|"**} no es més
que el peso estudiado en el Ejemplo 2.3.2; caso en el cual w(z) = max{1, |z|"} vy
por tanto U.(z) = 1/max{1,|z["}. Entonces, al suponer que v es esencial debe
existir una constante C' > 0 tal que v(z) < 0.(z) < Cv(z) para todo z € C, es
decir, la funcién h(z) = 0.(z)/v(z) = |2|P con |z| > 1 debe ser acotada en C;
lo cual no es cierto. Por tanto, el peso v(z) = 1/max{l,|z|"?} constituye un

ejemplo de peso no esencial. O

2.5 El espacio H!

Ahora se define y estudia las propiedades de un subespacio del espacio tipo
Korenblum H° que generaliza al espacio de Korenblum pequetio H2. Como antes,
se supondra fija una funcién peso v estrictamente positiva y definida sobre . En
virtud del Teorema 2.4.3 y cuando la situacion lo requiera, podemos trabajar, en
la expresién que define a la norma, con el peso v, definido en el capitulo anterior
en vez del peso v. Una funcion analitica f, definida en D, se dice que pertenece

a la clase H? si cumple con la condicién

lim v(2)|f(2)] = 0.

2| =1~
Por propiedades de los limites, es claro que H? es un subespacio de H(D) y que

las funciones constantes (salvo la funcién nula) pertenecen a este espacio sélo si
lim v(z) = 0.
2| =1~

De hecho, se tiene el siguiente resultado.
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Teorema 2.5.1. H? es un subespacio cerrado de H.

Demostracién. Observe primero que H? C H>. Con este fin, sea f € H?,

entonces

lim v(2)|f(2)] =0,

|z]—1—

es decir, dado € > 0 existe un § > 0 tal que

v(2)|f(z) < e

siempre que 1 —§ < |z| < 1; de donde

sup  v(2)[f(2)] <e. (2.9)

1-6<|z|<1

Por otro lado, el conjunto Dy_5 = {z: [2] <1 —J} es un subconjunto compacto
de D en el cual tanto f como v son acotadas (esto resulta del hecho que f sea

analitica en D;_s y por tanto acotada por continuidad ). Asi,

sup v(2)|f(2)] <C (2.10)

|2|<1-6

para alguna constante C' > 0. Luego, de (2.9) y (2.10) se tiene

supv(z)[f(2)| < sup v(2)[f(2)|+ sup w(2)[f(2)] < C +e
zeD |z|<1-68 1-6<|z|<1

y se concluye que f € H®.

Ahora se muestra que H? es un subconjunto cerrado de H°. Considérese

una funcién f € HY, entonces existe una sucesiéon {f,,} C HY tal que

Tim £, — £l = 0. (2.11)
ya que HY C HX y HS® es completo. Falta demostrar entonces que

lim v(z)|f(2)] = 0.

2| =1~
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Sea € > 0, entonces la expresion (2.11) garantiza que existe ng € N tal que

[fng = fllo <,

es decir,
v(2)|fno(2) = f(2)] <,

para todo z € D; de donde, por desigualdad triangular, se obtiene

v(2)|f(2)] < v(2)|fno(2) = F(2)| + 0(2) [ fro (2] < M frg = Fllo + 0 ()| o (2)];

y por tanto, tomando limite cuando |z| — 1~ y usando el hecho que f,, € H?, se

concluye que

lim v(2)|f(2)] <e.

|z[—1~

Asi que por la arbitrariedad de £ > 0 finalmente se obtiene que

lim v(z)[f(z)] =0

|z]—1—

lo cual significa que f € HY. Esto culmina la demostracién del teorema. [ |
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CAPITULO 3
OPERADOR MULTIPLICACION SOBRE EL ESPACIO HX

En este capitulo se describen los operadores multiplicacion continuos ac-
tuando sobre los espacios que se han definido en el capitulo anterior. Mas pre-
cisamente, se estudian en detalle los resultados presentados en el articulo Bonet,
Domanski y Lindstrom (1999); asi como los preliminares necesarios para estable-
cer sus demostraciones. En la primera seccién del presente capitulo, se estudia la
definicién y algunas propiedades del Operador Multiplicaciéon actuando sobre los
espacios de funciones analiticas. En la segunda seccién, se caracterizan aquellos
operadores multiplicacion que aplican continuamente el espacio tipo Bloch H:°
en si mismo, calculando ademas su norma en término del simbolo que lo induce.
La invertibilidad y la compacidad de este operador actuando sobre este espacio
se caracterizan en la tercera y cuarta seccion de este capitulo, respectivamente;
mientras que en la quinta secciéon hallamos su norma esencial. Un estudio ex-
haustivo sobre aquellos operadores multiplicacién que son Fredholm o que tienen
rango cerrado cuando actian sobre el espacio H;° se desarrolla en las secciones
6 y 7 de este capitulo. Finalmente se cuenta con una seccién de ejemplos, donde

se ilustra todo lo desarrollado en esta seccién.

3.1 Operador Multiplicacion sobre el espacio de funciones analiticas

Dada cualquier funcién analitica ¢ definida sobre el disco unitario I, el Oper-
ador Multiplicacion inducido por ¢, actuando sobre el espacio de las funciones
analiticas sobre D, denotado por M., es la funcién M, : H(D) — H(D) definida

por

M<pf:90'f7



donde f € H(D). Claramente, para f,g € H(D) y A € C se cumple
My (Af +g) = AMyf + Mg

y por tal motivo, el Operador Multiplicacion es una transformacion lineal sobre
H(D).
Se observa ademas que si ¢ : D — D es constante, es decir, si para a € D

fijo, p(z) = a para todo z € D, entonces

Mf(z) = (¢~ f)(2) = a- [(2)

para todo z € D y asi, en este caso, el Operador Multiplicacién es un multiplo del
operador identidad, actuando sobre el espacio de las funciones analiticas H (D), al
cual se le conoce sus propiedades. Luego, por lo mencionado anteriormente, en el
transcurso de este capitulo, se asume que la funcién ¢ no es constante. También

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.1.1. Sea p € H(D), una funcion analitica y no nula, entonces M,
el Operador Multiplicacion inducido por ¢, actuando sobre el espacio de las fun-

ciones analiticas H(D) es inyectivo.

Demostracién. En efecto, observe que si f € Ker (M), entonces ¢(z)- f(z) =
0 para todo z € D; en particular, ¢(z) - f(z) = 0 para todo |z| < 1/2; pero
como la funcién ¢ € H(D) no es nula, por el principio de los ceros aislados (ver
el Teorema 1.3.8), ¢ solamente tiene una cantidad finita de ceros en el conjunto
|z| < 1/2, asi que f debe tener una cantidad infinita de ceros en |z| < 1/2 y
por el principio de identidad de Weierstrass (ver el Teorema 1.3.8), f debe ser la
funcién nula. Se concluye entonces que Ker (M,) = {0} y por tanto M, es un

operador inyectivo sobre H(DD). [ |

En vista que al espacio H (D) no se le conoce una norma que lo convierta

en espacio de Banach, es necesario restringir el dominio de M, sobre ciertos
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subespacios de H(D) que sean normados; de manera que se pueda establecer
otras propiedades de este Operador Multiplicacién, como lo son: la continuidad,
invertibilidad, compacidad, etc. Sobre este tema, hay que mencionar que en Arazy
(1982), Zhu (1989), entre otros, se estudiaron las propiedades de M., actuando

sobre el espacio de Bloch.

3.2 Continuidad del Operador Multiplicacién sobre H°

En esta seccién, se establecen las condiciones necesarias y suficientes para
que el Operador Multiplicaciéon M., actuando sobre el espacio H;°, sea continuo o

acotado. En lo que sigue del capitulo y salvo se exprese lo contrario, asumiremos

fijo el peso v que define el espacio tipo Bloch
A = H7(D) == {f € HD) : [|f]lo := supv(z)| f(2)| < oo}
ze

Como antes, v denota su peso asociado (ver Seccién 2.3 para su definicién y
propiedades) y

HY = HY(D) = {f € H(D) : lim v(:)|f(2)| = 0}
es el correspondiente “pequeno espacio” de H;°. El resultado principal en esta

seccion es el siguiente.

Teorema 3.2.1. El Operador Multiplicacion M, aplica continuamente el espacio

HS en si mismo sty solo si o € H*. Ademds, en este caso, | M| = ||¢]|oo-

Demostracién. Suponga primero que M, : H® — H3° es continuo. Recuerde

que el peso asociado esta dado por la relacién

%Z) = sup {|f()|: £l <1,

donde z € D. Sea w € D fijo, entonces, por definicién de supremo, para € > 0, se

puede encontrar una funcién f,, € B = {f € H® : || f|l, < 1}, que incluso puede
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depender del € > 0 dado, y tal que

1 1
[+ eo(w) ~

< [fuw(w)]- (3.1)

Luego, despejando y multiplicando por |p(w)| > 0, se obtiene que

[p(w)] < (1 + ) o(w)[p(w)]] fu(w)]
< (14 e)swpvz)lp(2)]lfu(z)]
= (1+¢) HM (fu)ll5
< (U4 e) [[Mp[[ [ fulls < (1 +e) [[M]l,

donde se ha usado la hipdtesis que M, es continua en H° y ademds, como f,, € B,
se tiene que || fullz = || fwll, <1 (ver Teorema 2.4.3, Capitulo 2). Luego, como la
desigualdad final no involucra a la funcién f,,, se puede tomar ¢ — 0" y obtener
que

|o(w)| < [[ M|l

para w € D, lo cual efectivamente muestra que ¢ € H® y que ||¢| < || Myl

Esto culmina la primera parte de la demostracion.

Suponga ahora que ¢ € H*, es decir, que

[olloe = sup |@(2)| < +o0.
zeD

Se debe mostrar que para cualquier f € H:°, su imagen M,(f) € H y que este
operador es continuo; pero en vista de la definicion del espacio HS°, es claro que

v

si M, es continua sobre HJ°, entonces Rang (M,) C H®;

v

asi que basta ver que
M, es continuo sobre H:°.
Con este fin, sea f € H;° cualquiera y z € D. Por definiciéon de supremo,

se tiene que

|o(2)] < llelloo-
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Multiplicando ambos lados de la desigualdad anterior por 0 < v(z)|f(z)] < oo

(pues f € H) se obtiene

v Ale(2)] < llellcv(2)]f(2)]- (3.2)

Luego, tomando sup,p, se tiene que

[Mo(f)lle = supv(z)[f(2)lle(2)]

z€D

IN

ol sup 0 (2)1(2)
= lelellfI.-

Por tanto M, es continuo y ||M,| < ||¢[/c. Observe que al ser operador M,
continuo, por la parte anterior, se concluye que ||My|| > ||¢||; asi que en este

caso se tiene que || M| = ||¢]/oo. Esto culmina la demostracién del teorema. W

Comentario. La segunda parte de la demostracion del teorema anterior se
puede usar para mostrar que si @ € H* entonces el Operador Multiplicacion
M, : H) — HY es continuo; de hecho, tomando limite cuando |z| — 17 en la
desigualdad (3.2) se encuentra que M, (f) € HY siempre que f € HY. Sobre el
reciproco de lo comentado anteriormente, se puede decir que, en general, no se
puede usar la primera parte de la demostracion del Teorema 3.2.1 para mostrar
que si el operador M, : H) — H? es continua, entonces ¢ € H*. El problema
que se presenta aqui es que no se puede garantizar que la funciéon f,, encontrada
en (3.1) sea un elemento del espacio H?. Sin embargo, en muchos casos, se puede
hallar la funcién adecuada para que la continuidad del operador M, : H) — H_
implique que la funcién ¢ que lo induce sea acotada sobre ID. Por ejemplo, se

tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.2.2. Para a > 0 fijo, sea v(z) = (1 —|z*)", donde z € D. Fl

operador M, : HY — HY es acotado si y sdlo si p € H®.
Comentario. El espacio H°, donde v(z) = (1 —|2]*), 2 € Dy a > 0 fijo,

se conoce como espacio de Korenblum o de crecimiento; (ver Capitulo 2, Seccién
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2.1). De hecho, como se ha establecido en el Capitulo 2, Teorema 2.1.2, estos

espacios coinciden con los espacios a-Bloch cuando a@ > 1.

Demostracién. Se sabe que si p € H>, entonces el operador M, : H) — H es
acotado; asi que solamente se debe establecer el reciproco. Con este fin, suponga
que el operador M, : HY — HY es acotado y sea w € D cualquiera (pero fijo),

entonces la funcién

1
M e
con z € D es analitica en D y satisface

: a (=)
lim (1 —|z[? w(2)] = hm(—a

Jy (- ) = 4L
1— [z

i WD
lz|—1- (1 — |w])

de donde se deduce que f,, € H?. Ademds, por la desigualdad triangular, se

puede observar que

(112"

wlly, — SUP 57— — a
IFull, = supSr—os
1—[z]»)"

< Sup< |2]%)

zep (1—1z[)

= sup(1+|z))* =2~
zeD

También, evaluando la funcion f,, en z = w € I, se obtiene que

(L= wl*)" [fu(w)] =1

pues ww = |w|%. Luego, multiplicando por |¢(w)| > 0 y usando la hipStesis, se

obtiene que

lp(w)] = (1= w]?) [ fu(w)||e(w)]
< sup (1= 121" | fu(2)] lo(2)]
= [|My(fu)ll

< M|l [ full, < 2% |M ]
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lo cual muestra que ¢ € H*. Esto culmina la demostracion del teorema. |

Combinando los resultados anteriores, se tiene la siguiente consecuencia.

Corolario 3.2.1. Para a > 0 fijo, sea v(z) = (1 —z|*)%, donde z € D. El
operador M, : HX® — H es acotado si y sélo M, : HY — H? es acotado. En

este caso, || M|l = [l¢ |-

Finalizamos esta seccion planteando el siguiente problema.
Problema. ;Sera cierto el Corolario 3.2.1 para cualquier peso v?

Observe que si el peso v es tal que para cada w € D, se pueda encontrar
una funcién f,, € H? tal que || fu]le < 1y v(w)|fu(w)| < 1, entonces se pudiese
argumentar como en la primera parte de la demostracién del Teorema 3.2.1 y

obtener el resultado deseado.

3.3 Invertibilidad del Operador Multiplicacién sobre H;°

Una vez establecidas las condiciones necesarias y suficientes para que el
Operador Multiplicaciéon M, sea continuo sobre el espacio H:°, se centrard la
atencion en caracterizar aquellos operadores M, : H® — HZ° que son invert-
ibles. Observe que debido a que el operador M., siempre es inyectivo (Teorema

3.1.1), este problema es equivalente a hallar condiciones bajo las cuales M., sea

sobreyectivo. El resultado que se tiene es el siguiente.

Teorema 3.3.1. Sea v un peso definido en D y ¢ € H*®. El Operador Multi-
plicacion M, : H® — H es invertible (o, equivalentemente, sobreyectivo) con

mversa continua st y solo si é e .

Demostracién. En efecto, observe que el operador M, : H;° — H° es invertible

si existe un operador (lineal) T': H® — HZ° que satisface



para toda funcién f € H°, de aqui, claramente se obtiene que

Esto es,

]\4'71 == Ml/cp

y la inversa del Operador Multiplicacién M, es también un Operador Multipli-
cacion My, con simbolo ¢» = 1/p. Luego, por el Teorema 3.2.1, el operador M,
serd continuo si y sélo si v = 1/p € H*®. Esto culmina la demostracién del

teorema. |

Corolario 3.3.1. El operador M, : H° — H° tiene inversa continua si y solo

si existe € > 0 tal que |¢(2)| > ¢ para todo z € D.

Demostracion. En efecto, por el Teorema 3.3.1, el operador M, : H* — H*°
tiene inversa continua si y sélo si la funcién 1/ € H*, lo cual ocurre si y solo si

se puede encontrar una constante M > 0 tal que

<M

‘90(2)

para todo z € D. El resultado sigue con ¢ = 1/M. |

Haciendo uso de lo establecido en el Teorema 3.2.2, y procediendo como

en la demostracion del Teorema 3.3.1, se encuentra el siguiente resultado.

Teorema 3.3.2. Para o > 0 fijo, sea v(z) = (1 —|2[2), donde z € D y ¢ €

H*>. El operador M, : H) — HY es invertible con inversa continua si y sélo si

1/p € H™.
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Demostraciéon. En efecto, se sabe que si M, : H) — H? es invertible, entonces
su inversa serd un Operador Multiplicacién con simbolo ¥ = 1/¢. Luego, por el
Teorema 3.2.2, My, : HY — H? es continuo o acotado si y sélo si ) € H*. Esto

culmina la demostracion del teorema. [ ]

3.4 Compacidad del Operador Multiplicacién sobre H:°

En esta seccién, se establece que el Operador Multiplicacién M, actuando
sobre el espacio H® no puede ser compacto. Recuerde, en primer lugar (ver el
Capitulo 1, Seccién 1.3), que debido a que se esté suponiendo que la funcién ¢ es
analitica y no constante sobre ), entonces por el Teorema 1.3.7, su imagen (D)
es un dominio, es decir, un conjunto abierto y conexo; en particular, ¢(ID) es un

conjunto no numerable. Este hecho ayuda a establecer el siguiente resultado.

Teorema 3.4.1. El operador M, actuando sobre H° no es compacto.

Demostracién. En efecto, recuerde que el espectro puntual (ver la Seccién 1.2

del Capitulo 1) del operador M, viene dado por
o(My)={AeC: (A —M,)~" no existe},

donde I denota el operador identidad actuando sobre el espacio H°. Pero si f

es cualquier elemento de H°, entonces, por definicién se tiene que

(M = M,) (f) = M(f) — My(f)
= Mopl=(-9)f
= My(f),

donde 1(z) = A — p(z) para cada z € D. Esto significa que para A € C fijo,
la transformacién (A — M,,) actuando sobre HZ° es un Operador Multiplicacién

con simbolo ¢y = A — ¢. Luego, en virtud del Teorema 3.3.1, el operador M, es
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invertible si y s6lo si 1/¢ € H*. Con esta informacién, se puede escribir

o—(M@):{Aec: ﬁé]i“};

pero existen dos casos para los cuales la funcién (z) = 1/ (A — ¢(z)) con z € D

no sea acotada:
(1) Existe zp € D tal que ¢ (z9) = A; lo cual significa que A € Rang(yp),

(2) o bien que A € C sea un punto de acumulacién de p(D); es decir, que exista
una sucesién de puntos {z,} C D tal que ¢ (z,) — A cuando n — oo. Con

lo cual se estd diciendo que A € p(D).

En conclusién se tiene que o(M,) = (D). En particular, o(M,) contiene al
conjunto ¢(D) el cual ya se sabe que no es numerable pues ¢ es una funcién
analitica y no constante sobre . Asi que M, no puede ser compacto, pues es
un hecho bien conocido (ver Teorema 1.2.1) que los operadores compactos tienen

espectro puntual a lo sumo numerable. Esto culmina la demostracion del teorema.

Comentario. Dado que el espectro de un operador compacto es a lo sumo
numerable y tiene como uUnico punto de acumulacién al cero, se observa, del
argumento anterior que la tnica forma que el Operador Multiplicacién M, sea
compacto es que el simbolo ¢ sea la funcién nula. En este caso, M, = 0, el

operador nulo.

3.5 La norma esencial del Operador Multiplicacién sobre H:°

En vista que el Operador Multiplicacién M, no es compacto sobre H°
(ver el Teorema 3.4.1), y dado que la familia de los operadores compactos sobre
H?*, denotado por K, es un subconjunto cerrado del espacio de los operadores

acotados B (H°) con la norma de los operadores (ver Capitulo 1, Seccién 1.1), es
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natural preguntarse que tan lejos esta el Operador Multiplicacién M, del conjunto

cerrado KC; es decir, se quiere estimar la cantidad
| M|, := dist (M, K) = inf {||M, — K|| : K € K}.

A esta cantidad se le llama la norma esencial del operador M, (ver Definicién
1.2.4). Para un operador 7' € B(H°), el numero ||T'||, resulta la norma de la
clase T'+ K en el élgebra de Calkin B (H:°) /KC (ver Miiller (2003), pag. 151).
De manera entonces, que si denotamos por o.(7") el espectro de las clases T+ K
en esta algebra, el cual se conoce como el espectro esencial, y definimos el radio

espectral esencial por
re(T) = sup{|\| : A € 0.(T)},
entonces como consecuencia del Teorema 1.2.1 del Capitulo 1, se tiene que
re(T) = lim 777 = inf [ 777 (3.3)

El resultado que se tiene en esta seccién y el cual calcula la norma esencial del

Operador Multiplicacién M, actuando sobre el espacio H;° es el siguiente.

Teorema 3.5.1. Sea v un peso en D y sea ¢ € H*. Entonces para M, : H®
H tenemos

re(My) = [ Ml = [ M| = [l ]|oo-

Demostraciéon. Debido a que se esta suponiendo que ¢ € H*, entonces por

el Teorema 3.2.1, se tiene que el operador M, € B (H:°); de hecho, se tiene que

Mol = [l¢lloo-

Ademas, de la férmula (3.3) es claro que
re(My) < || My,

7



pues el infimo de un conjunto siempre es mas pequeno que cualquiera de sus
z . mn n
elementos y es facil ver que |77, < [|T']|,.

También, como el operador nulo O = 0 es compacto sobre H;°, se tiene,

por definiciéon de la norma esencial, que
[Ml|, = inf {[[M, — K| : K € K} < [[M, = O = [[My]| = [|¢]o-
Luego, se ha obtenidos la siguiente cadena de desigualdades.
re(My) < [[Mplle < [Mpl = [l loo;

asi que resta mostrar que

re(My) 2 [lloo-
Con este fin, note primero que, para cualquier n € N, se cumple
Mg(f) = (MyoMyo---0M,)(f)=¢" - f=Mmn(f)

por lo cual,

1 . 1
re(My) = T [[MZ]F = Tim || M2

y tanto M, como M.~ no son compactos, para ¢ # 0. Luego, por la Proposiciéon
1.2.3, se debe tener || Myn |l > 0.

Asi, por definiciéon de infimo, dado € > 0 existe un compacto K, tal
|Mpnlle = | M — Ko - <.
Por otro lado, si:

(1) llelle > 1,

usando el hecho que lim,, . (r" — b)% =r, parar > 1y b<r"conn grande, se

tiene que

[Mgnlle > [[Mgn — Kell = & 2 [|Men|| = [ Kc]] = & = [|9"[loo = 1 K[| — €
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de donde
1 n 1
[Mgnlle > ([lellse — 1 Kell — &),

pues ||¢"]|oo = |l¢]|%. Por tanto, tomando limite cuando n — oo y de la arbi-

trariedad de € se tiene que
1
re(My) = lim | Mn]}Z > gl
(2) Si[[ell <1,

usando el hecho que lim,, (b — r”)% =1, parar <1y b>r" conn grande, se

tiene que
[Mgnlle = [[Mypn — Kef| =& = [[Kc|| = [Mon || — 2 = [ K|l = l¢"[[c — €

de donde
|Mgnlle > (| Kell — Il —€)n

y por tanto, tomando limite cuando n — oo y de la arbitrariedad de € se tiene

3=

re(My) = T [ Mpal2 > 1> o]l

Procediendo como en la demostracion del Teorema 3.5.1, y haciendo uso
de lo establecido en el Teorema 3.2.2, se encuentra el siguiente resultado para el

espacio HY.

Corolario 3.5.1. Sea v(z) = (1 — |2]?)*, z€ D cona >0 y p € H®. Entonces

. 170 0 :
para M, : H — H, se tiene

re(My) = [ Ml = Mol = [l loo-
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3.6 Operador Multiplicacién Fredholm sobre H;°

Ahora se centra la atencion en buscar condiciones necesarias y suficientes
para que el Operador Multiplicacién M, actuando sobre el espacio H;° tenga
la propiedad de ser Fredholm. Recuerde (ver el Capitulo 1, Seccién 1.2) que
un operador 7" € B(H) se dice que es Fredholm si dim (Ker(T)) < ooy
codim (Rang(T')) < oo; sin embargo, como el Operador Multiplicaciéon M., es

inyectivo (ver el Teorema 3.1.1), se tiene lo siguiente.

Proposicién 3.6.1. Sea v un peso enD y o € H*. El operador M, : H® — H°

es Fredholm si y sdlo si codim (Rang (M,)) < 0.
El resultado principal de esta seccién, se puede enunciar como sigue.

Teorema 3.6.1. Sea v un peso en D y ¢ € H*. El operador M, : H® — H°

es Fredholm si y sdlo si existe € > 0 tal que |p(z)| > € para todo 1 > |z| > 1 —¢.

Demostracién. Suponga primero que no es cierto que exista un € > 0 tal que
|o(2)| > e paratodo 1 > |z| > 1—e. Se mostrara que el operador M, : H® — H®
no es Fredholm.

Debido a lo supuesto, para cada n € N, se puede encontrar un z, € D
tal que 1 > |z, > 1—1/ny |p(2,)] < 1/n. Asi, se ha construido una sucesién
{z,} C D tal que |z,] — 17y |¢(2,)] — 0 cuando n — oo. Todavia mas,
como |z,| — 17 cuando n — oo, por definicién de limite, dado m € N, se puede
encontrar 2, € I, donde los indices n,, crecen con m, tal que

P

2m’

esto significa, por el criterio de comparacién para series, que la serie

> (1= 1z,))

m=1
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es convergente; y por tanto, el Teorema 1.6.4, permite asumir, pasando a sub-
sucesion si es necesario, que {z,} es una sucesioén interpolante para H.

Luego, por definicién de sucesiones interpolantes para el espacio H> (ver
Capitulo 1, Seccién 1.6), dado N € Ny la sucesién (0,0, ..., o(zn), p(2n41), -.-) €
[ (pues ¢ € H*), se puede encontrar una funcién ¢y € H* tal que

0, si n <N,
v (z,), st n>N.
y que también satisface
[onlo < C sup | (20)]
n>N
para algin C > 0 fijo. Esta ultima desigualdad implica que ||¢n||cc — 0 cuando
N — oo pues |¢(z,)| — 0.

Como el conjunto de operadores no Fredholm es cerrado (ver Teorema
1.2.2), el resultado buscado sigue, si se logra mostrar que los operadores M,_
no son Fredholm para N € N suficientemente grande, ya que del Teorema 3.2.1,

se cumple la desigualdad
Mo = M|l < [lon]loo
lo cual implica que limy_.o || My—yy, — Moyl = 0.
Sea N € N fijo, para mostrar que el operador M,_,, no es Fredholm, sea
Xny={f€ H': f(z,) =0paratodan > N}.

Observe que Xy es un subespacio cerrado de H2°, pues para toda sucesion { fx fren
de elementos de X tal que || fx — f||o — 0 se tiene, por definicién, que dado e > 0

existe un K € N tal que
v(2)|fe(z) = f2)] <&
siempre que k > K, para todo z € D. En particular, para z, € D con n > N se

tiene

v(zn) [ fi(zn) = f(zn)| < €
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siempre que k > K; y por tanto v(z,)|f(z,)] = 0 cuando ¢ — 0T, ya que
fr(z,) = 0. Asi, f € Xy pues v(z,) > 0.

Por otra parte, de la definicién de Xy, se puede ver que los funcionales
evaluacién 6,, con n > N, definidos por 0, (f) = f(z,), son elementos del espacio
ortogonal

Xy ={F € (H®) :F(f) =0, paratodo f € Xy}.

También, se puede ver que el conjunto {d,, : n > N} es linealmente independi-
ente, pues al considerar la combinacién lineal Y7 ayd,, = 0, setiene > ¢ ax f(zx) =
0 para toda f € HZ°, se puede usar f(z) = 2™, m = 0,1,....,n — 1 y obtener el
sistema de ecuaciones

(

art+oas+...+a,=0
0121 + Q2o + ... + 2y = 0

Q128+ gz 4 a2 =0 (3.4)

\ a2 T L a2 =0

cuya matriz de coeficientes es

21 z9 Zn
2 2
z z zZ
1 2 n
A=
n—1 n—1 n—1
21 %9 Zn

conocida como la matriz de Vandermonde, cuyo determinante es
det(A)= [ (z1—2)#0
1<i<j<n
(ver Pita Ruiz (1991), pag. 172), pues todos los z, son distintos entre si. Por
tanto, el sistema homogéneo (3.4) admite solucién tnica oy = ap = ... = a,, = 0.

De aqui que se puede deducir que el espacio X es infinito dimensional. Luego,
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como (H®/Xy) = Xy (ver Capitulo 1, Seccién 1.1) se concluye que el espacio
cociente H°/ Xy es infinito dimensional (ver Capitulo 1, Seccién 1.1).

Por otra parte, si ¢ € Rang(M,_,, ), entonces, por definicién, se puede

encontrar f € H° tal que

g:MwwﬁN(f):(SO_SON)‘f;

esto implica que para cada n > N se cumple

9(zn) = (¢(2n) — on(2n)) - f(2n) =0

pues on(z,) = ¢(z,) para n > N. Por tanto g € Xy, y asi se ha establecido que

Rang(M,_,,) C Xn. Esta tltima relacién implica (ver Proposicién 1.1.1) que

dim (H,°/Rang (M.

PPN

) = dim (H°/Xy) = o0

y el operador M, no es Fredholm.

—¢N

Suponga ahora que existe un € > 0 tal que |p(z)| > ¢ para todo 1 > |z| >
1 —¢e. Se demostrara que el operador M, : H* — HZ° es Fredholm. Dado que ¢
no se anula en el anillo 1 —e < |z| < 1, por el principio de identidad de Weierstrass
(ver Teorema 1.3.8), ¢ puede tener sélo una cantidad finita de ceros zy, ..., 2z, € D
con multiplicidades my, ..., m,, respectivamente, en el disco |z| < 1 —¢e. Esto
significa que existe una funcién analitica h sobre D tal que h(z) # 0 para todo

z € D y que satisface
p(z) = (2= 21)" (2 = 2)™ - (2 = 2)""h(2),
para todo z € D. Observe que si i € {1,2,...,n} es fijo, entonces
") (z) =0

para todo k € {0,1,...,m; — 1}. De manera que si g es cualquier funcién en HZ°

y f = - g, entonces por la regla para derivar el producto de funciones, se obtiene
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que
f®(z)=0 (3.5)
para todo i € {1,2,....,n} y todo k € {0,1,...,m; — 1}. Luego, denotando por
(5,§k), el funcional de evaluacion para la k-ésima derivada, donde z € D es fijo, se
tiene por (3.5), que
O () = ) () =0
paratodoi € {1,2,...,n}, todo k € {0,1,...,m; — 1} y toda funcién f € Rang (M,).

Esto significa que
Rang(M,) C Ker 6% = {h e H : 5 (h) =0}

para todo i € {1,2,...,n} y todo k € {0,1,...,m; — 1}; es decir,

Rang(M,) C N, Nigt Ker (52“). (3.6)

Se mostrard que (3.6) realmente es una igualdad. En efecto, si
g€, Nyt Kerd,

entonces g € Ker 52?) para todo i € {1,2,...,n} y todo k € {0,1,...,m; — 1}; esto
significa que g € H* y que

9" (z) = 8 (9) = 0

Zi

para todo i € {1,2,...,n} y todo k € {0,1,...,m; — 1}. De manera entonces que
para cada i € {1,2,...,n}, la funcién g tiene un cero de orden al menos m; en
z; € D; luego, cancelando los factores comunes entre g y ¢, se puede decir que la
funcién h = g/¢ es analitica sobre D.

Observe que la funcién h pertenece al espacio H° y dado que g = h- ¢, se
tendria que g € Rang (M,) que es lo que se quiere establecer. En efecto, se tiene
que

!Ihllvziggv(@\h@)lﬁ sup v(z) [h(z)]+ sup w(z)[h(2)], (3.7)

|z|<1l—e 1—-e<|z|<1

84



luego como la funcién h es analitica sobre D, resulta que es también continua
sobre el compacto |z] < 1 — ¢, asi que el producto v - h es continua sobre el
compacto |z| <1 — ¢y debe existir una constante M > 0 tal que
sup v(z)|h(z)| < M.
|2|<1—e
Por otra parte, la hipdtesis dice que |p(z)| > ¢ para todo 1 —e < |z| < 1; asi que

N6
JSup v@MRG) = sup w(z) e

1 1
< - sup w(z)[g(z)| < —[lgfl, < o0
€ 1—e<|z|<1 €

pues g € H°. Asi, sustituyendo toda esta informacién en (3.7) se concluye que

h € H® y por tanto, se ha establecido que
. An m;—1 (k)
Rang(M,) = Ni_y N2y Kerd,”.

Por la Proposicién 1.1.1 se obtiene que

n m;—1

codim (Rang(M,)) < Z Z codim Ker (5 )) ,

i=1 k=0

Pero por la Proposiciéon 1.1.2
codim (Ker (53“))) = dim (H°/Ker ((52’“))) = dim (52,“) (HYX)) = dimC =1,

pues los 6§f) son funcionales lineales. Por tanto,

n m;—1
codim (Rang(M, <Z Z I—Zml<oo
i=1 k=0
y M, es Fredholm. |

Revisando la demostracion del teorema anterior se puede ver que el resul-

tado es cierto si se cambia el espacio H>® por HY; formalmente.

Corolario 3.6.1. Sea v un peso en D y ¢ € H®. El operador M, : H) — H es

Fredholm si y sélo si existe € > 0 tal que |p(z)| > € para todo 1 > |z| > 1 —¢.
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3.7 Operador Multiplicacién con rango cerrado sobre H°

En esta seccion, se considera el problema de caracterizar los operadores
multiplicacién continuos M, que tienen rango cerrado en HJ°. Se sabe por el
Teorema 3.1.1, que el operador M, siempre es inyectivo. Asi una aplicacion

directa del Teorema 1.2.4, permite concluir lo siguiente:

Proposicién 3.7.1. Sea ¢ € H*, el Operador Multiplicacion M, : H® — H°
tiene rango cerrado si y solo si éste es acotado por debajo; es decir, si existe una

constante L > 0 tal que
1M fll, = LI fl

para toda funcion f € H°.

Se verd a continuacion, que en muchos casos los operadores multiplicacion
que tienen rango cerrado en H;° son los mismos que tienen rango cerrado en H*°.

Antes, se introduce el siguiente concepto.

Definicién 3.7.1. Una funcion ¢ € H* se dice que no estd lejos del cero en 0D

si existe wy € dD tal que

0" (wg) = lim @ (rwg) = 0.

r—1-

Comentario 3.7.1. Observe que ¢ € H* esta lejos del cero en 0D si
hZIEé%f lo(2)| =0 > 0.

Con este concepto en mente, se puede caracterizar los operadores multi-

plicacién con rango cerrado en H.

Teorema 3.7.1. Sea p € H*, el Operador Multiplicacion M, : H* — H tiene

rango cerrado si y solo si @ estd lejos del cero en OD.
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Demostracion. Suponga primero que ¢ no esta lejos del cero en JD, sea
e > 0 cualquiera y sea * el limite radial de ¢, entonces por la Definicién 3.7.1,
se puede encontrar un subconjunto A de 9D de medida positiva tal que |¢*| <
en A. Todavia mas, por hipdtesis ¢ € H*, asi que se puede suponer, sin perder
generalidad, que ||¢|l. < 1. Luego, por el principio del maximo para funciones

analiticas (Teorema 1.3.6), ||©*|lcc = [|¢|loo ¥ se tiene que |p*| < 1 en 0D\ A.

Considere ahora la funcién v definida sobre dD tal que

A 1, et e A,

¢ (ezt) _ '
e, ¢t edD\ A

Entonces ¢ es una funcién medible y positiva sobre 9D tal que log v € L' (OD).

Luego (ver Capitulo 1, Seccién 1.6), la funcion

f(z) ZeXp{%/w a +Zlogw(e“) dt}.

_eit — 2

es exterior y en virtud de las propiedades de la integral de Poisson (ver (1.8)), es
claro que |[f* (e") | = ¢ (e) = 1 para e € Ay que |f* (e?)| = ¢ (") = ¢, para
e € 9D\ A; de donde se deduce que ||f]looc = ||f*]|co = 1. Luego, considerando
por separados los casos w € Ay w € dD \ A, se obtiene

1Mo fllo = Il - Flloe = ll™ - oo = jélalfﬁ)\w*(w)l [/ (w)] <e.

Asi, dado que € > 0 es arbitrario, se concluye que M, no puede ser acotado
por debajo en H*, pues recuerde que si M, fuese acotado por debajo en H*,

entonces existiria L > 0 tal que
My fllo = L
para toda funcién f € H* tal que |||l = 1.

Reciprocamente, si M, no tiene rango cerrado, entonces para cada n € N,

se puede encontrar una funcién f, € H* tal que ||fu|lo =1y

1
IMafall, < -
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Esto significa que

o (re)| |1 ()] <+ 39
para todo r € (0,1) y todo 6 € [0,27]. Ademds, como ||f,||.c = 1 para cada
n € N, se puede usar el teorema de Montel (Teorema 1.5.4) y suponer, pasando
a subsucesion si es necesario, que f, — f € H*® cuando n — oo. También, el
hecho que || f, |l = 1, garantiza la posibilidad de conseguir un angulo 6,, € [0, 27]
tal que

£ (wa)l = lim | fo (re™)] =1,

donde w,, = €"" € 9D. Luego, como JD es un conjunto acotado, el teorema de
Bolzano (ver Apostol (1981) pag. 66), implica que {w,} contiene una subsucesién
{wn, }, que converge a un cierto wy = €% € ID. Luego, usando la desigualdad

(3.8), se cumple

i (re™)] o ()| < o
para todo r € (0,1) y todo k € N. Por tanto, tomando primero limite cuando
k — oo, usando el hecho que ¢ y las funciones f,, son continuas en D (redefiniendo,
claro estd, estas funciones como su limite radial en la frontera de D); y finalmente,

tomando limite cuando r — 17 se concluye que

" (wo)| = 0;
es decir, la funcion ¢ no esta lejos del cero en 0D. Esto culmina la demostracién

del teorema. [ ]

Comentario 3.7.2. En vista del Teorema 1.6.2, se puede ver que si M es una
funcién interior, entonces M* > 27; por lo cual, toda funcion interior M genera

operadores multiplicacién en H* con rango cerrado.

Ahora se muestra que si v es un peso esencial, entonces los operadores
multiplicacion con rango cerrado sobre H;° son los mismo que en H°; pero antes

se necesita el siguiente lema.

88



Lema 3.7.1. Sea o € H* y supongamos que v y w son pesos en D tal que u := =

es equivalente a un peso esencial. Si el Operador Multiplicacién M, tiene rango
cerrado sobre H°, entonces el Operador Multiplicacion M, tiene rango cerrado

v

[e.9]
sobre H7Y.

Demostracién. Asuma que M, no tiene rango cerrado en H;y, es decir, en
vista del Teorema 1.2.4, que M, no estd acotado inferiormente en H;°; asi que

dado n € N, se pueden encontrar funciones f,, € H:° con || f,||» = 1 y tal que

1

n .

1Mo fllw <

Ademas, como || f,||. = 1, también existira z, € D tal que

Falltzn) > 5.

Por hipédtesis, la funcién peso u es equivalente a un peso esencial, significa

que existe una constante k > 0 tal que

para todo z € D; donde

Ue () = T L <15

Asi, sic € (0,1) es fijo y se denota
Sn=sup{[h(zn)] : [|Allu <1},

entonces, por definicién de supremo, se puede encontrar una funciéon g, € H:° tal

que f|gnll. <1y
|9n(20)| = ¢ Sp.

Por tanto,
1.
> () S
= % =m > 0.

00]
Ne



Note ademés que f, - g, € H° pues

- gnll, = supv(z)[ fa(2)llgn(2)] = supu(2)|fa(2)]w(2)]gn(2)]
< supu(2)|fu(2)| sup w(z)|gn(2)|
z€D z€eD
= | fullewllgnllu
< 1.

También, por propiedad del supremo, se tiene que

fugall, = supo(z) 1£.(2) 9 (2)
> vl o) lgn(zn)
1

= uza)lgn(z)lwzn) fulzn)| 2 mg = o> 0.

Asi que {f,, - gn} es una sucesién en H® que no converge a cero en H°; pero que

satisface

[My (fagn)ll, = supv(2)|e(2) fu(2)]lgn(2)]

zeD

= supu(z)|e(2) fu(2)[w(2)]gn(2)]

zeD

< supu(2)|p(2) fa(2)] sup w(z)|g.(2)]
= 1My fullwlignll
1

IN

9

n

de donde se concluye que || M, (frgn)||, — 0 cuando n — oo y el operador M, no

puede tener rango cerrado en H:°. Esto culmina la demostracion del teorema. W
Como consecuencia inmediata del resultado anterior y del Teorema 3.7.1,

se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.7.1. Sea v un peso esencial en D y o € H*. Si M, : H®* — H°

tiene rango cerrado, entonces ¢ estd lejos del cero en OD.

Demostracién. Considere el peso w = 1, entonces como el peso v = v/w = v

es esencial y M, : H® — H;° tiene rango cerrado, el Lema 3.7.1 implica que el

90



operador M, tiene rango cerrado en H°, asi que el resultado sigue del Teorema

3.7.1. m

Comentario 3.7.3. Es un problema abierto mostrar si lo mismo ocurre para H°

en vez de H°.

Se vera ahora que en muchas situaciones, el reciproco del Corolario 3.7.1
es también cierto. En primer lugar, se considera el peso usual v, (z) = (1 — |2|*)%,
con a > 0y z € D. El siguiente resultado se puede deducir de los que aparecen
en Bonet; Domanski, y Lindstrom (1999); sin embargo, se puede contar con la

siguiente demostracion.

Teorema 3.7.2. Considere el peso vo(2) = (1 —|2[)%, cona >0y z e D;y
suponga que @ € H*. El operador M, tiene rango cerrado sobre Hy siy sdlo si

@ estd lejos del cero en OD.

Demostraciéon. Suponga primero que el operador M,, tiene rango cerrado sobre

HZ°, entonces como la funcién v, es un peso esencial (ver Capitulo 2, Seccién

Vo)

2.4), el Corolario 3.7.1 implica que la funcién ¢ esta lejos del cero en OD.

Se supone ahora que ¢ esta lejos del cero en 0. Entonces se tiene que
0 = lim inf 0.
im inf | (2)| >

Si el operador M, no tiene rango cerrado en H;°, se puede encontrar una sucesion

{fn} tal que [|fy]|,. =1 paratodon € Ny
1M (fo)ll,,, = N~ fall,, — 0 cuando n — oo. (3.9)

Se afirma que f,, — 0 uniformemente sobre subconjuntos compactos de ID. Con
este fin, sea K un subconjunto compacto de DD, sin perder generalidad, se puede
suponer que K = D(0,r), el disco Euclideo cerrado con centro en el origen y

radio r € (0,1). Como ¢ € H(D) y 6 > 0, se puede encontrar r, € (r,1) tal que
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¢(2) # 0 para todo |z| = r1. Luego, al denotar m = minj;—,, |¢(2)| > 0, se tiene,
en virtud del principio del médulo méximo, que para cualquier |z| < ry se cumple
que

(1 =r)" mlfa(2)] < (1= [2P)" o(2) - fu(2)] < Ml - full,,,
de donde, claramente se deduce que f, — 0 uniformemente sobre el subconjunto

compacto K de D.

Por otra parte, como || f,||, = 1, se puede encontrar 2, € D tal que

(1= 120)" () 2 5.

Luego, se tiene una sucesién {z,} C D el cual debe contener una subsucesion

(3.10)

{#n, } que converge a un punto wy € dD; pues en otro caso, existirfa un ' € (0, 1)

tal que {z,} € D(0,7) y se tendria

(1= 22 [fa(z)] < sup |ful2)] — 0

|2|<r
cuando n — oo, pues f,, — 0 sobre subconjuntos compactos de D. Esto da una

contradiccién con (3.10). Asi, se puede suponer que z, — wg € ID.

Finalmente, como 0 = liminf, _.gp |¢(z)| > 0, se puede encontrar ry € (0,1)
tal que [p(2)| > § paratodory < |z| < 1. De aquf que paran € N suficientemente

grande tal que ry < |2,| < 1, se obtiene

)
zeD
)

9 A

lo cual significa que [|pf, |, > ¢ > 0. Esto da una contradiccién con (3.9). W

sup (1= [2*)" lo()| [fa()] = (1= 12l®)" l(zn)l |fal20)]
J
> = 2

(1 - ‘Zn‘z)a | fr(2n)] >

Como consecuencia inmediata del teorema anterior, el Lema 3.7.1 y el

Corolario 3.7.1, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.7.2. Sea v un peso esencial sobre D tal que u := v, /v es equivalente
a un peso esencial para algin o > 0. Bl operador M, tiene rango cerrado sobre

H>* siy solo si ¢ estd lejos del cero en OD.
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Comentario 3.7.4. Es conocido que un peso radial es equivalente a un peso mo-
derado si y s6lo si es normal. Mas atin, si v es moderado entonces v(z)/(1—|z|*)*
y (1 —12*)?/v(2) son esenciales para cierta seleccién de «, 3, 0 < a, 3 < oo. Asi,
segun el Corolario 3.7.2, existe una gran cantidad de pesos para las cuales el

operador M, posee rango cerrado sobre el espacio H°.

Ahora se mostrard que para un peso esencial, si la funcién ¢, que induce
el Operador Multiplicacién M., es exterior (ver Capitulo 1, Seccién 1.6 para la
definicién y algunas propiedades de las funciones exteriores), entonces los con-
ceptos de invertibilidad, isomorfismo y Fredholm coinciden. Més precisamente,

se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7.3. Sea ¢ una funcion exterior y v un peso esencial. Entonces las

siguientes proposiciones son equivalentes:
(a) My, : H® — HY es invertible;
(b) M, : HY — H° es un operador Fredholm;
(c) My, : H® — HX es un isomorfismo en si mismo;
(d) ¢ estd lejos del cero en OD;

(e) Existe € > 0 tal que |p(z)| > € para cada z € D.

Demostracién. Las implicaciones (e) = (a) = (b) siguen del Corolario 3.3.1 y
el Teorema 3.6.1. La implicacién (b) = (¢) ocurre pues todo operador Fredholm
tiene rango cerrado y como M, siempre es inyectiva, se obtiene que es acotado
inferiormente, es decir, M, es un isomorfismo. La implicacién (¢) = (d) es
consecuencia del Corolario 3.7.1. Asf que sélo queda mostrar que (d) = (e). Con

este fin, sea  una funcién exterior y suponga que (d) se cumple; es decir, suponga
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que || estd esencialmente acotada lejos del cero en OD. Entonces, como ¢ es una

funcién exterior (ver Capitulo 1, Seccién 1.6), se tiene que

1 [T et 4 2 .
o) = exp{— / log ¢ <et>|dt}.

it
2 J_ et —z

1 1 /7r e + z 1 1 it
=exp{ — —log | ————
©o(2) p 2 J_ et — 2 & |o*(e)]

y L es una funcién exterior generada por log
©

Por tanto

é(e”ﬂ, aqui se usa el hecho que |
esta esencialmente acotada lejos del cero en 0D para ver que ﬁ es una funcion
medible y positiva tal que su logaritmo estd en L'(9D). Luego, como toda funcién

exterior pertenece a H*. El resultado sigue aplicando el Corolario 3.3.1. |

Por la factorizacion interior-exterior de funciones analiticas acotadas (ver

Teorema 1.6.3), se tiene que
Y = B-m- Qv

donde B es un producto de Blaschke, m es una funcion interior singular y ) es

una funcion exterior, y se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.7.4. Seav un peso esencial y o € H*, con factorizacion ¢ = B-m-Q,
donde B es un producto de Blaschke, m es una funcion interior singular y Q) es
una funcion exterior. El operador M, tiene rango cerrado sobre Hi° si y sélo si

los operadores Mp, M,, y Mg tienen todos rangos cerrados sobre H3°.

Demostracién. Suponga primero que M, tiene rango cerrado, es decir, que

existe una constante C' > 0 tal que

1Mo fllo = Cllfllo

para cada funcién f € H;°. Se quiere probar que Mg, M,, y Mg tienen todos
rango cerrado en H;°; es decir, que existen constantes ki, ko, y k3, todas positivas,

tales que

94



L- [|Mpfllo = Kl flo,
2 | M fllo = Kol flo,
3- IMofllo = sl £l

para toda f € H°. En efecto, basta considerar sélo el caso del operador Mg (los

otros casos son similares), y observar que

IMofllo = supv(z)]e(2)f(2)|

zeD

sup v(2)|B(2)[[m(2)|Q(2) f ()]

zeD

[Bllocllmlloc sup v(2)|Q(=2) f (=)l

Kl Mg £l

IN I

IA

de donde se obtiene,

1
|

C

con k3 = C/k.

Ahora suponga que Mp, M, y Mg tienen todos rango cerrado. Se quiere
demostrar que M, tiene rango cerrado. Entonces para cualquier funcién f € H°,

se tiene que
M flo = SlelgU(Z)IB(Z)Ilm(Z)IIQ(Z)IIf(Z)I;
pero como Mp tiene rango cerrado, existe k; > 0 tal que

o VRIBEIS )
1871l = sup =S e )

m(A)Q)| = kil f o

Asi, si se denota

I(m) := inf [m(2)] < |m(2)|

y se hace

Q) := inf [Q(2)] < |Q(2)],

zeD
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entonces, sustituyendo en las expresiones anteriores, se obtiene la desigualdad

1
WHM«MHU > k[ fll
de donde
My fllo > ki L(m) Q)] flo- (3.11)

Por otra parte, como m es interior singular, es acotada inferiormente (ver

(1.7)), luego, existe una constante ky tal que
m(2)| = ks

para todo z € D, lo cual a su vez implica que I(m) > ks. Ademds, como @ es
una funcién exterior y Mg tiene rango cerrado, por Teorema 3.7.3, existe una

constante k3 > 0 tal que
Q(2)] = ks

para todo z € D; de donde se obtiene que I(Q) > ks.

Sustituyendo toda esta informacién en (3.11), se concluye que
Mo fllo = Kakoks| fllv = CIIflo-

para toda funcién f € H7°. Esto significa que M, tiene rango cerrado en H° y

la demostracién del teorema esta completa. [ |

Se finaliza esta seccion con la caracterizacién de Operador Multiplicacion
con rango cerrado sobre H ° para cualquier peso v y para cualquier funciéon ¢;
pero antes, a manera de preliminares, se recuerda algunos hechos de Anélisis

Funcional (ver Garnett (2007)).

Sea X un algebra de Banach commutativa con unidad y x = (x4, ..., z,) €
X" El espectro comin, o(zx), se define como el conjunto de todos los A =

(A1, ...y Ap) € C™ tal que no existen yy, ..., y, € X que satisfaga

n

i=1
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Anélogamente, para un espacio de Banach Y y operadores T; : ¥ — Y mu-
tuamente conmutativos, definimos el espectro comin de aproximacion puntual,
oop(T), con T = (Ty,..T,,), como el conjunto de aquellos A = (A, ..., \,) € C"
tales que

(Tl — )\1 . idy, ,Tn — >\n . Zdy) Y - Y™

no es un isomorfismo en si mismo,
(Tr = My T = A0) (y) = (T = Ay - id)(y), o (Tn — A - id) (y)) -

Un homomorfismo complejo, o funcional lineal multiplicativo, es un homomor-
fismo no nulo m : X — C de X en los nimeros complejos tal que m (f - g) =
m(f)-m(g). Trivialmente m(1) = 1. Se tiene que si M es un ideal (propio) maxi-
mal de X, entonces M es el niicleo de un homomorfismo complejo m : X +— C El
conjunto M (X') de homomorfismos complejos de X se llama el espacio ideal maz-
imal de X, entre sus propiedades, se puede mencionar que M (X) estd contenido
en la bola unitaria del espacio de Banach dual X’. Para cada dlgebra de Banach
conmutativa X y cada espectro g en X existe un conjunto compacto ACM (X)

tal que
& (b, ooy by) = {(bl(a), e bn(a)) ra € ﬁ} .

Sea X un algebra de Banach con espacio ideal maximal M (X). Si f € X,
entonces la transformada de Gelfand de f es la funcién f : X — C definida por
f (m) = m(f), donde m es el homomorfismo complejo cuyo nicleo es M(X). El
algebra de Banach X se llama uniforme si la transformada de Gelfand es una

isometria, esto es, si
L= 171

para toda f € X. De hecho, se tiene que la transformada de Gelfand es una

isometria si y solo si

£ = 11£1
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para toda f € X. Para un algebra uniforme X, un subconjunto K de M(X) se

llama una frontera (para X) si

IfII = sup | f(m)]
meK

para toda f € X. De hecho, existe una frontera cerrada mas pequena Ky, la cual
esta contenida en cada frontera K para X, esta frontera mas pequena se conoce
como frontera de Shilov de X y se denota por I'(X). Se observa que X es un
algebra uniforme en la frontera de Shilov.

Con estas notaciones, ahora se puede enunciar y dar un esbozo de la de-

mostracion del siguiente resultado.

Teorema 3.7.5. Para cualquier peso v existe un subconjunto cerrado A, de D),
tal que M, : H® — HZ® tiene rango cerrado si y solo si ¢ no se anula en A, (o

equivalentemente, oq,(My) = p(Ay))
Demostracién. Sea ¢ = (@1, ..., p2) € (H*°)" arbitraria. Se define
(@) == 0ap(My,, ..., My,),

donde el espectro oy, se calcula en el dlgebra de endomorfismos de H:°; es decir,

sobre los homomorfismos de H.° sobre si mismo, por lo que este espectro depende

del peso v. Se tiene que
a(p) € a(p),

el espectro comun en H:°. En efecto, se supone que A € o(¢), entonces

n

D lpi=A)yi=1

i=1
para algunos (y1,---,yn) € (H*®)". Si A € (p), entonces existe una sucesiéon
(fr) € HX, || fello = 1, tal que || My, —z, fill, — 0 cuando k — 0 para i =1,...,n.

Esto contradice la observacion que

1 fill, =

Z Myz'M%—)\ifk‘
i=1

< Z HMyzH ’ ||M<Pz’_)\ifk||v — 0
i=1

v
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cuando k£ — oo. Otra propiedad 1til que satisfacen los espectro (ver Zelazko

(1979)) es

para todo operador polinomial P de la forma

P('Tla"' 7$n) = (P1($17"' ,l’n),"' 7pm($1>"'7xn))

donde P, ..., P,, son polinomios de n variables. También, para X = H>® y ¢

definida anteriormente, existe un conjunto compacto ;fv C M(X) tal que

& (b, ooy by) = {(bl(a), e bn(a)) s € ,ZL,} .

Ahora se puede culminar la demostracién del resultado. Tomando ¢ = z,
se tiene que My_y tiene rango cerrado en cada H;° para cada A € D. Asi, que

por la definicién de o), se debe tener que
0ap(My) ND = 0;

de donde se deduce que QS(AVU) ND = 0, esto es, DN AVU = (). Por otra parte, si
p e H®y XA € p(I'(H*)), entonces M,_» no posee rango cerrado en HS° pues,
en este caso, | — A| no esta lejos del cero en la frontera de D. Asi, A € g,,(M.,)

sobre H;°. Se ha mostrado que

p(U(H™)) € p(Ay)
para todo ¢ € H* y el resultado sigue tomando A, = ZU UT(H™). ]

Comentario 3.7.5. De la demostracién del resultado anterior y del Ejemplo
5, pag. 183 del libro Garnett (2007), se puede notar que el conjunto A, al
cual hace referencia el Teorema 3.7.5 es un subconjunto cerrado de dD. Luego,
si una funcién ¢ esta lejos del cero en 0D, entonces ésta induce un Operador
Multiplicacién con rango cerrado sobre H:° para todo peso v definido sobre D;
sin embargo, existirdn pesos que permitan que la funcién ¢ se anule en algin

subconjunto de 0D.
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3.8 Ejemplos

A continuacién se utilizan los resultados obtenidos en este capitulo para
dar ejemplos de funciones ¢ que inducen Operadores Multiplicacién continuos,

invertibles, Fredholm o con rango cerrado.

Ejemplo 3.8.1. Sea a € D fijo, y el automorfismo del disco ¢, (2) = (a—2)/(1 —
az), con z € D. Observe que limp, |- |pq(2)| = 1, pues para cada € > 0, se
selecciona 0 = €(1 — |a|)/4. Entonces, procediendo de manera similar que en la

demostracién de la Proposicién 1.4.1 para 1 —§ < |z| < 1, se tiene
0<1—]pa(2)] £1—[pa(2)]* <e.

Luego por el Principio del Médulo Maximo y el Teorema 3.2.1, el Operador
Multiplicacién M, : H>® — HZ° es continuo para todo peso v, ya que | M,, | =
|alloc = 1. Sin embargo, al considerar la funcién 1/¢,(2) = (1 — az)/(a — z),
se aprecia que cuando |z| — 17 entonces 1/¢,(z) — oo, razén por la cual 1/¢ ¢
H*>. Asi, haciendo uso del Teorema 3.3.1, se puede concluir que el operador
M,, : H® — H® no es invertible en este caso.

Por otro parte, de la definicién de limite para lim|, - [¢.(2)| = 1, para

e <4/(5— |a|) se selecciona 6 = (1 — |a])/4. Se tiene que 6 <1 —¢€y
|pa(2)] > 1 — e siempre que 1 — 0 < |z] < 1.
Asi, tomando & = (§ + 1 — €)/2 se concluye que
lpa(2)] > 1—e>&;stempreque 1 — <1 -8 < |z| <1,

y se puede concluir del Teorema 3.6.1 que el operador M, es Fredholm sobre
Hee.

Note ademds que ¢, no se anula en ningtin subconjunto cerrado de dD ya
que limp.|1- |pa(2)| = 1, y por tanto del Teorema 3.7.5 se puede garantizar que

el operador M, tiene rango cerrado en H_° para cualquier peso v en D.
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Ejemplo 3.8.2. Considere la funcién analitica p(z) = 2+ z, con z € D, se tiene
de la aplicacion del Teorema 3.2.1, que el operador M, : H°* — HZ° es continuo,
pues |¢(2)| =12+ 2| < 2+ |z] < 3y por tanto ¢ € H*®. Aqui también sigue
del hecho de que |1/p(2)] = |1/(2+ 2)] < 1, por lo cual 1/ € H*, y de la
aplicacién del Teorema 3.3.1, que M, : H® — H:° es invertible. Ademads, como
lo(2)] = |24 2] > 2+ |2| > 1 para todo z € D, se puede elegir 0 < € < 1 tal que
|| > € siempre que 1 — e < |z| < 1, y usando el Teorema 3.6.1 se tiene que el

operador M, es fredholm sobre H;° y también posee rango cerrado.

Ejemplo 3.8.3. Sea ¢(z) =1 — z para z € D. De la desigualdad
lp(z)| =1 =2 <1+]z[ <2

se obtiene que ¢ € H* y por tanto del Teorema 3.2.1 el operador M, es continuo.

Observe también que 1/¢ ¢ H™ pues

) 1
lim
=—1 (2)

= 0

de donde, por el Teorema 3.3.1, el operador M, no es invertible.

Por otra parte, si el operador M, fuese Fredholm entonces existiria un
e > 0 tal que |p(z)] > ¢ para todo 1 —e¢ < |z| < 1; lo cual es falso pues
lim, . p(z) = 0. Esta tltima relacién implica que la funcién ¢ no esta lejos
del cero en la frontera dD, y por tanto el operador M, no tiene rango cerrado
para una gran cantidad de pesos (ver Corolario 3.7.2 y el comentario después de
éste); sin embargo, dado que la funcién ¢ se anula solamente en un punto de la
frontera del disco D, el Teorema 3.7.5 sugiere que existen pesos v para los cuales
el Operador Multiplicaciéon M, tenga rango cerrado sobre H:°; pero se presenta

la dificultad que en este teorema no se da un método para hallar el subconjunto

A, de OD.
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CONCLUSIONES

Los espacios tipo Korenblum generalizados, H°, aparecen como aquellos
espacios generados por ciertas funciones, definidas en D, denominadas pesos. Se
demostré que estos espacios son de Banach y que son generalizaciones de los
espacios de las funciones analiticas acotadas H*> y de los espacios de Korenblum
o tipo Bloch, los cuales se obtienen a través de las funciones peso v(z) = (1—|z|?)?,
para a > 0. Se conviene que la funcién peso v, presente en la definicion del
espacio H°, debe ser acotada; esto se hace para garantizar la pertenencia de
algunos elementos importantes a los espacios H;° como es el caso de las funciones
constantes y los polinomios analiticos. Analogo a lo considerado para el espacio
HS®, el espacio HY aparece como la generalizacién del espacio de Korenblum
pequeno HY y H® C HS®. Se tiene que H? es un subespacio cerrado de H.

Dada una funcién analitica ¢, el Operador Multiplicaciéon M, se define

por la relacion M,(f) = ¢ - f. Para el Operador Multiplicacién actuando sobre

los espacios H;° se obtuvieron los siguientes resultados:

e [l operador M, aplica continuamente al espacio H;° en si mismo si y sélo
si el coeficiente multiplicativo ¢ es acotado. En este caso se cumple la

igualdad || M| = ||¢]]cc-

e Por otra parte si v es un peso cualquiera y ¢ acotada, para que M, : H° —
H sea invertible serd necesario y suficiente que la funcién 1/¢ sea acotada.
Aqui la propiedad 1/¢ € H* puede ser sustituida por la existencia de un

e > 0 tal que |p(2)| > ¢ para todo 2 € D.

e [l operador M, no es compacto sobre H;°; sin embargo, se puede estimar

qué tan lejos se encuentra de la familia de operadores compactos sobre H°



(para cada peso v en D) por medio de las igualdades
re(My) = [Mylle = [Mp]l = [|€]ls
siempre que p € H.

e Puede garantizarse que el operador M, sea Fredholm para cada peso v
en Dy ¢ € H® siempre que exista ¢ > 0 tal que |p(z)| > ¢ para todo
1 > |z| > 1 —e. El reciproco también es cierto. En particular, para
una funcién exterior ¢, las propiedades de invertibilidad, isomorfismo y

Fredholm coinciden.

e En cuanto a la propiedad rango cerrado se puede decir que existe una canti-
dad muy grande de funciones peso v para las cuales M, : H® — HZ° posee

rango cerrado, siempre y cuando ¢ esté lejos del cero en JD.

Las propiedades del Operador Multiplicacién actuando sobre el espacio H? se

analizaron utilizando el peso usual v(z) = (1 — |2]?)*.
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