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RESUMEN

En este trabajo, se estudia una generalizacion de algunos tipos de funciones que
guardan una relacién con el concepto clasico de continuidad, usando los conceptos de
operador e ideal topoldgico. Luego, utilizando la nocion de estructura minimal, se
define y se estudia una nueva clase de funciones que generaliza los conceptos antes
mencionados.

Vil



INTRODUCCION

El estudio de funciones continuas entre espacios abstractos se remonta a
comienzos del siglo XX, cuando fueron consideradas por primera vez por Fréchet
(1910), pero la primera exposicion sistematica se debe a Hausdorff (1914). Desde ese
entonces al presente, la investigacion de funciones continuas entre espacios
topoldgicos ha adquirido la mas completa claridad y depuracion jugando un papel
muy importante dentro de las matematicas, ya que mediante ellas se puede determinar

y caracterizar las propiedades de ciertos espacios.

Por tal razén, muchos autores se han dedicado a estudiar y generalizar este
concepto introduciendo nuevas formas de funciones continuas, entre las cuales
podemos mencionar, por ejemplo, la funcidon weakly continua introducida por Levine
(1961), la funcion almost continua dada por Singal and Singal (1968), la funcién
irresoluta introducida por Crossley and Hildebrand (1972), la funcién weak almost
continua dada por Tong (1982), entre otras.

En el 2004, Vielma y Rosas, introducen un nuevo concepto de funciones
continuas con la finalidad de generalizar y unificar las diferentes formas de funciones
continuas antes mencionadas, entre otras, incluyendo el concepto clasico de funcion
continua. Para esto, utilizan la nocion de operador asociado a una topologia definido

por Kasahara (1979) y el concepto de ideal topoldgico, planteado por Jankovic and

Hamlett (1990). De manera que, Si (X,7) y Y,9) son espacios topoldgicos,

fiX =Y una funcién entre estos espacios, & yﬂ los operadores asociados a la

topologia® € y 9 los operadores asociados a la topologia % e I un ideal topolégico

sobre X, se dice que f es wuna funcién (“’ﬂ’e’a'l)_continua Si

a(tH(S(V))NB(FH(O(V)))el

' para cada V abiertoen Y-



En este trabajo, se estudia con detalle el concepto y las propiedades de las

funciones (@,5,6,9, I)_continuas, se analiza bajo qué condiciones este concepto
coincide con las diferentes formas de funciones continuas antes mencionadas.
También, se estudia las imagenes directas de conjuntos compactos, bajo las distintas

formas de funciones continuas y, cuales pueden ser generalizadas mediante el

concepto de funciones (“’5’9’5'|)_continuas. Asi mismo, haciendo uso de la

nocion de estructura minimal ™ sobre un conjunto no vacio X, dada por Maki

(1996) y algunas de sus propiedades, se introducen dos nuevas definiciones: la de m-

operador sobre My y la de funcién (@.5.0,6.1), - continua, que generalizan, de

manera natural, los conceptos de operador asociado a una topologia y funcion
(a,,6,6,1)— A . : Y,
continua; y ademas, se introduce una nueva generalizacion de algunos

resultados obtenidos para las funciones (@,/,0,6,1) continuas.

A continuacién, se describe brevemente el contenido de los capitulos de este

trabajo.

El Capitulo 1 estd constituido por algunas nociones béasicas de los espacios
topoldgicos, tales como conjuntos abiertos, conjuntos cerrados, conjuntos compactos,
conjuntos semi-abiertos Yy, algunas propiedades relacionadas con los mismos. Se
presenta el concepto de funcion abierta y algunos resultados relacionados con la
misma. A su vez, se introduce el concepto de operador asociado a una topologia y
algunas de sus propiedades. De igual manera, se introduce la definicién de ideal sobre

un conjunto X.

En el Capitulo 2, se estudian las nociones de funciones weakly continua, almost
continua, irresoluta, weak almost continua, entre otras; y como estan relacionadas con

el concepto clasico de continuidad; ademas, se estudia como estan relacionadas entre



si y bajo que condiciones pueden ser equivalentes. Asi mismo, se desarrollan algunos
resultados que involucran a las funciones weakly continuas y almost continuas con las

imagenes directas de conjuntos compactos.

En el Capitulo 3, se estudian y desarrollan con detalle los conceptos y
resultados obtenidos por Rosas y Vielma (2004), asi como también, la relacion que

existe entre el concepto de funcion (@,/,0,6.1) = continua y las diferentes formas de

funciones continuas introducidas en el Capitulo 2.

En el Capitulo 4, se plantea el concepto de estructura minimal My sobre un

conjunto no vacio X Yy algunas de sus propiedades. Posteriormente, se introduce una

nueva definicion, la de un m-operador sobre una estructura minimal My a partir del

concepto de operador asociado a una topologia dado en el Capitulo 1. Por ultimo, se

introduce una nueva definicion, la de funcién (a’ﬂ’0’5’|)m_continua que

generaliza el concepto de funcion (@,/,0,6,1) = continua y, ademas permite

generalizar algunos teoremas dados en el Capitulo 3.



CAPITULO |
PRELIMINARES

En este capitulo, se introducen algunos conceptos basicos de la topologia
general necesarios para el desarrollo y comprension de capitulos posteriores, también

se introducen los conceptos de operador asociado a una topologia y de ideal.
1.1 Espacios Topoldgicos

Definicion 1.1.1. Una topologia 7 sobre un conjunto X es una coleccion de

subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

(i) Losconjuntos @y X son elementos de 7.
(i)  Launidn arbitraria de elementos de 7 es un elemento de 7.

(iii) La interseccion finita de elementos de 7 es un elemento de 7.

X

Un conjunto ”** junto con una topologia 7 sobre X, se denomina espacio

topoldgico y se denota por (X, 7).

Ejemplo 1.1.1. Las siguientes colecciones son topologias sobre un conjunto

@ °° i X}, llamada la topologia indiscreta.
(b) =P (X)= {A: Ac X} , llamada la topologia discreta.
©) ter = {G}U{X - ArAc X, Aes finitoj , llamada la  topologia

complemento finito o cofinita.



o TCC:{@}u{X—A:AcX,Aescontable}, lamada la topologia

complemento contable.

Definicién 1.1.2: Sea (X+7) un espacio topologico, se dice que un subconjunto

Ade X esabiertoo 7 -abiertosi A€7,

Observe que segun la definicion anterior, las propiedades de una topologia se

pueden expresar en términos de conjuntos abiertos de la siguiente manera:

(i) Los conjuntos < y X son ambos conjuntos abiertos.
(i) Launion arbitraria de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

(iii) La interseccion finita de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Definicion 1.1.3 Sea X un conjunto, una base para una topologia 7 sobre X es

una coleccién B de subconjuntos de X, llamados elementos basicos, tales que:

(i) Paracada XI X existeun BT B tal que X1 B.
Gy si X1 B.CB. (o B.BIB

x1 B,1 B, CB,.

-

B,I B

, entonces existe 3 tal que

Si B satisface las dos condiciones de la Definicion 1.1.3, se puede definir otra

topologfa, la generada por la baseB .

Definicion 1.1.4. Sea X un conjunto, se define la topologia 7 generada por una
baseB sobre X como sigue: Sea U1 X | se dice que U es abierto en X (U €7), si

para cada X! U | existe un elemento béasico B! B tal que XI Bl U.



Teorema 1.1.1. Sean X un conjunto y B una base para una topologia 7 sobre
X, entonces 7 es igual a la coleccién de todas las uniones de elementos de B | es

decir, TZ{U :u=J,,B.B,<B }

Demostracion: Sea U un abierto en X. Como B es una base para 7, entonces

de la Definicion 1.1.4, se tiene que para cada xT' U existe BB tal que

7B ~u=U. {x}1 U. B,I . U=. B..
xI B, 1'U . Asi, UX'U{} UX'U ¥~ U, es decir, UX'U X
Reciprocamente, dada cualquier coleccién de elementos de B | estos también

son elementos de 7 y, como 7 es una topologia, la unién de ellos pertenece a 7. Y

asi, 7 esigual a la coleccion de todas las uniones de elementos de B . m

El teorema anterior establece que cada conjunto abierto U en X puede

expresarse como union de elementos basicos.

Definicion 1.1.5. Sea R el conjunto de los nimeros reales.

(i) Si B es la coleccion de todos los intervalos abiertos

(a,b)= {x:a< x<b} en la recta real, la topologia generada porB  se define como

la topologia usual sobre R |y se denota por Rus :

(i) Si B @ es la coleccion de todos los intervalos semi-abiertos del tipo

[a.b)= {x:a£ x<b} donde @< Db en la recta real, la topologia generada por B @ se

define como la topologia limite inferior sobre R | y se denota por R;.



Definicion 1.1.6. Sea (X,7) un espacio topoldgico, se dice que un subconjunto

Ade Xescerradoen X o 7 -cerradosi X —Aer,

En lo sucesivo el complemento del conjunto A respecto de X se denota

por
X- Ag X\A.

En el siguiente teorema se enuncian algunas propiedades basicas de los

conjuntos cerrados de un espacio topologico.
Teorema 1.1.2: Sea (X,7) un espacio topoldgico, entonces

(i) <y X son conjuntos cerrados.
(if) La interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(iii) La union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 1.1.2, la Definicién

1.1.6 y las leyes de De Morgan. [

Definicién 1.1.7. Sean (X+7) un espacio topologico y A un subconjunto de X,

se define

(i) El interior de A, denotado por Int(A), como la union de todos los

. . . . Int(A) = : AL
subconjuntos abiertos contenidos en A, es decir, tA) UGET{G Ge }

(i) La clausura de A, denotada por CI(A), como la interseccion de todos los



CI(A) =, . {F:Fo AL

conjuntos cerrados que contienen a A, es decir,

(iii) La frontera de A, denotada por Fr(A), como Fr(A) = CI(A) ﬂCI(X -A).

En el siguiente teorema, se muestran algunas propiedades del interior de un

conjunto.

Teorema 1.1.3. Sean (X,7) un espacio topologico y A, B subconjuntos de X,

entonces

(i) Int(A) es el conjunto abierto méas grande contenido en A.

(i) XE€Int(A) siy solo si existe un abierto G tal que X€G < A,
(iii) Si Ac B entonces Int(A)1 Int(B)

iv) M(ACB)= Int(A)GInt(B)

(v) Aesabiertosiysolosi INt(A)= A

Demostracion:

(i)  Es consecuencia inmediata de la Definicion 1.1.2 y la Definicion 1.1.7

(i).

(ii) Suponga que X €Int(A), entonces Xe UGET{G G A}, es decir, X€G
paraalginGe7r y GC A,

Reciprocamente, suponga que existe un abierto G tal que X€G < A entonces
xeGclJ, {G:GcA}=Int(A)



(iii) Como Int(A)= A y por hipotesis A< B se tiene que Int(A) es un
conjunto abierto contenido en B, pero Int(B) es el conjunto abierto mas grande

contenido en B, por lo que Int(A) < Int(B).

(iv) Como AnBc Ay ANBSBS nor iy, resulta que Int(AN B )< Int(A)
y Int(ANB)<Int(B), por lo que Int( AN B )< Int(A)VInt(B). Por otra parte, como
Int(A)< Ay Int(B)< B, se tiene que Int(A) 1 Int(B)= AN B Luego, como Int(A) y
Int(B) son conjuntos abiertos, entonces su interseccién es un conjunto abierto
contenido en AN B. pero, Int( AN B)) es el conjunto abierto més grande contenido en

ANB , de modo que Int(A)Int(B) < Int(ANB). Y asi, resulta la igualdad que se

quiere.

(v) Suponga que A es un conjunto  abierto,  entonces

Ac UGer{G G Aj=Int(A) y como Int(A) < A para todo A subconjunto de X, se

concluye que A = Int(A). Reciprocamente, suponga que Int(A) = A, entonces A es

un conjunto abierto, pues Int(A) es un conjunto abierto. ]

En el siguiente teorema, se muestran algunas propiedades de la clausura de un

conjunto.

Teorema 1.1.4. Sean (X,7) un espacio topologico y A, B subconjuntos de X,

entonces

M CI(A) es el conjunto cerrado mas pequefio que contiene a A.

(i) X1 CI(A) i y solo si para todo abierto U que contiene a x, se tiene que
UNnAz3.



i) Si A<B entonces CI(A)1 CI(B).

(iv) Aescerradosiysolosi A= CI(A)

V) CI(AEB)= CI(A)ECI(B)

Demostracion:
(i)  Es consecuencia inmediata de la Definicion 1.1.7 (ii) y el Teorema 1.1.2.

(if) Para probar esta proposicién, se procede a demostrar su equivalente:

XZCI(A) si y solo si existe un abierto U que contiene a x tal que U NA=D,

F:F>oAl, - i
Suponga que X € CI(A), entonces Xe ﬂfoer{ - } lo cual significa que existe

xeF

un cerrado F que contiene a A tal que » es decir, X—F es un abierto que

contiene a x tal que (X ~F)NA=G.

Reciprocamente, suponga que existe un abierto U que contiene a x tal que

UNA=D entonces X ~U es un cerrado que contiene a A, pero el cerrado mas

)cX—U, Xeg X -U,

pequefio que contiene a A es CI(A), de modo que CI(A pero por

lo que se concluye que X € CI(A).

ACB, se tiene que AcCI(B); pero

(iii) Como B<cCI(B) y por hipotesis
CI(B) es un conjunto cerrado y CI(A) es el conjunto cerrado mas pequefio que

contiene a A, por lo cual se puede concluir que CI(A) =CI(B).

(iv) Suponga que A es un conjunto  cerrado, entonces

CI(A)=ﬂXfFer{F F= A} <A y como ACCI(A) para todo A subconjunto de X,

resulta que A=CI(A). Reciprocamente, suponga que A=CI(A), entonces A es un

10



conjunto cerrado, pues CI(A) es un conjunto cerrado, como se queria demostrar.

(v) Como ACCI(A) y BccCIB), entonces AuBccia)Ucim), de
manera que, CI(AUY B)CCI(CI(A)UCI(B)); pero, como CI(A), CI(B) son conjuntos

cerrados, la union finita de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado y la clausura de
un conjunto cerrado es el mismo conjunto, se deduce que CI(CI(A) U Cl(B)) =
cia)Uci). Y asi, cli(AuB)<=cia)YUci(B). Anhora bien, como Ac AUB y
BSAUB, entonces CI(A)=CI(AUB) y CI(B)=CI(AUB): por lo que,
cla)U i) =CI(AUB), de donde resulta la igualdad que se quiere. m

La clausura y el interior de un conjunto pueden relacionarse, tal y como lo

muestra el siguiente teorema.

Teorema 1.1.5. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X,

entonces

(i) X —Int(A) = CI(X —A).
(i) X —CI(A) = Int( X = A).
(i) Int(CI(A)- A)=9.

Demostracion:

(i)  Por la Definicién 1.1.7 (i), se tiene que , nt(A) =, {G:G = A}

X —Int(A) = X =, {G:G = Al =[] _{X-G:Gc A} pero, como G es

por lo

tanto,
abierto y estd contenido en A, entonces X —G es cerrado y contiene a X —A; y

como para cada cerrado que contenga a X —A existe un abierto contenido en A,

11



entonces al tomar esta interseccion sobre todos los abiertos contenidos en A se esta
intersectando  a todos los cerrados que contienen a X —A. Luego,

Mo AX =GB AF=CI(X = A). 1 orto, X~ IN(A) = CI(X - A).

(i) Por la Definicion 1.1.7 (i), se tiene que O ) =[ xee{F F oA

X -CI(A)=X _ﬂx_pg{F Fo A}:UX—Fer{X ~FiF o A; pero, como F

luego,
es cerrado y contiene a A, entonces X —F es abierto y esta contenido en X —A:y
como para cada abierto contenido en el complemento de A existe un cerrado que
contiene a A, entonces al considerar esta union sobre todos los cerrados que contienen

a A se estd uniendo a todos los abiertos contenidos en X —A, lo cual segin la

Definicion 1.1.7 (i), es el interior de X —A. Por lo tanto, X —CI(A) = Int(X - A),

como se queria probar.

(iii) Por la definicion del complemento de un conjunto, se sabe que,
CI(A)-A=CI(ANX-A) gde modo que Int(CI(A) - A) = Int(CI(A) (X - A))

Luego, por el Teorema 1.1.3 parte (iv), se tiene que Int(CI(A)N (X - A)) =

INt(CI(ADNINL(X —A); perg, INLX —A)= X ~CI(A); 45 INECIA)N(X - A)) =
Int(CI(A) N (X ~CI(A) = INt(CI(A) ~CI(A);y como NCI(A) = CIA): o sigue

e MCIAN(X - A) =2 INt(CI(A) - A) = &

y esto prueba que ' COMO Se queria

q
demostrar. ]

Definicion 1.1.8. Sean (X:7) un espacio topoldgicoy A< X | se dice que A

es semi-abierto si A1 CI(INt(A))

De la Definicion 1.1.8, se deduce que todo abierto es semi-abierto, sin embargo,

12



existen conjuntos semi-abiertos que no son abiertos, tal y como se muestra en el

siguiente ejemplo.

X = {a,b,c}

Ejemplo 1.1.2. Sea con la topologia ‘ {@,{a} ' X} .Observe que

el conjunto {a.b} es semi-abierto pero no es abierto en X.

En efecto, como Int({a,b})={a} y CI(Int({a,b})):

que {a,b}1 cI(int({a,b}))

{a,b}érl

X se tiene

. Sin embargo,{a’b} no es abierto en X, puesto que

El siguiente teorema muestra que la union arbitraria de semi-abiertos es una

operacion cerrada.

Teorema 1.1.6. Sean (X+7) un espacio topologico y {A“}ae' una familia de

. _— A : -
subconjuntos semi-abiertos de X, entonces Uae' “ @s un conjunto semi-abierto en X.

Demostracion: Sea {A“}ael una familia de subconjuntos semi-abiertos de X;

como A CU%' A""se tiene del Teorema 1.1.3 (iii) que INt(A,) < Int(Uae' A) Y,

Cl(int(A,) = Cl(intJ, ., A \rs ain

por el Teorema 1.1.4 (iii), se obtiene que
como A, es semi-abierto para todo @ €1 se verifica que A1 CI(Int(A,)) para

todo a€l: asi AL Cl(intC U, A)) para todo @€l. por o
UaTIA\é“I CI(Int( UaTIAa))’ es decir, Uael Aa

tanto, es un conjunto semi-abierto. m

13



X

Definicién 1.1.9. Sean (X:7) yn espacio topolégico y A< X+ se dice que A es

nunca denso en X si el interior de la clausura de A es vacio, es decir, Int(CI(A)) = 2.

Definicién 1.1.10. Sean (X:7) un espacio topologico y A un subconjunto de X,

se define el Kernel de A, denotado por Ker(A), como la interseccion de todos los

i : . Ker(A) = C:Co Al
abiertos que contienen a A, es decir, er(A) ﬂc{ - }

En el siguiente teorema, se muestran algunas propiedades del Kernel de un

conjunto.

Teorema 1.1.7. Sean (X,7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X,

entonces

(i) Ac Ker(A).
(ii) Si Aes abierto, entonces Ker(A) = A.

(iii) Si A es abierto, entonces AN Int(Ker(CI(A) = A

Demostracion:

(i)  Esconsecuencia inmediata de la Definicion 1.1.10.

. i C:CoAl=A .
(i) Suponga que A es abierto, entonces ﬂc{ - } es decir,
Ker(A) = A

AcCI(A) y CI(A)c Ker(CI(A)),

(iii) Observe que de modo que

14



Ac Ker(CI(A)); y por tanto, Mt(A) < Int(Ker(CI(A))) pero, como A es abierto,

entonces M(A)=A" oor 1o que, A IN(Ker(CI(A)). v 4,

AN Int(Ker(CI(A))) = A -

Las siguientes definiciones establecen algunos de los axiomas de separacion en

un espacio topoldgico.

T

Definicion 1.1.11. Un espacio topoldgico (X.7) es de Fréchet o 1, si para

X,y e X

cada par de elementos distintos , existen U y V abiertos en X, tales que

xeU xeV y yeV yeU.

T

Definicion 1.1.12. Un espacio topoldgico (X,7) es de Hausdorff o 2, si para

X, ye X

cualesquiera dos elementos distintos , existen U y V abiertos disjuntos en X,

tales que X€U y Ye&V.

Observe que, todo espacio B es Tl, sin embargo, existen espacios topoldgicos

que son T pero no E , tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.1.3. Sea (X, 7ce) un espacio topologico, donde X es un conjunto

infinito y “c* es la topologia complemento finito. Observe que, X es T pero no TZ.

En efecto, sean %Y € X con X# Y como los conjuntos unitarios X5y son finitos,

V=X-{x} gy W=X

se tiene que _{Y} son conjuntos abiertos en X tales que

xeW  xeV y YeV VeW, oq gecir (Xi7cr) o5 Ti. por otro lado, si se supone
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que (X.7cr) s T2 entonces para cada par de elementos XY € X con X# Y existen

abiertos Vi y W, disjuntos en X que contienen a x e y respectivamente; por lo que,

X -V, X-W,

ly son conjuntos finitos.

Asi, (XV)UX-W)=X-(V,nW) =X -T=X o conjunto finito, lo
cual es una contradiccion pues X es un conjunto infinito. En consecuencia, se verifica

que (Xo7ce) noes T2

T2

El siguiente teorema muestra que en un espacio los conjuntos finitos son

cerrados.

Teorema 1.1.8. Cada conjunto con un nimero finito de puntos en un espacio de
Hausdorff es cerrado.

(X!T) TZ

Demostracién:  Sean un  espacio  topoldgico y

A=12,2,8;a,j.neN 'un subconjunto finito de X; como A es finito, se puede
A=ULta)
escribir como la union de todos sus elementos, es decir, =~ “i=tU"1)" Lyego, para

probar que A es cerrado, es suficiente mostrar que cualquier conjunto unitario

Xo by X, € X, e .
{ 0} 0 es cerrado en X, ya que la union finita de conjuntos cerrados es un

conjunto cerrado segun el Teorema 1.1.2 (iii).

Sea X< X con *# % entonces existen U y V abiertos disjuntos en X tales que

Un{xlcUnV =g x & Cl({X,})

xeU y %€V y como , se tiene que * Asi,

CI({XO}):{XO}' es decir, que {XO} es un conjunto cerrado. Por lo tanto, A es un
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conjunto cerrado. m

A continuacion, se presentan los conceptos de funcion continua y funcién

abierta.

Definicién 1.1.13. Sean (X:7) y ) dos espacios topoldgicos. Una funcion

. -1
f:(X,7) > (Y, 9) es una funcién continua, si para cada abierto V en Y, \D) es
abiertoen X .

(X,7)

Teorema 1.1.9. Sean y Y.?)  dos espacios topoldgicos

y‘c H(X,7) > (Y,9) yna funcion. Si f es continua y Y es Hausdorff, entonces las

preimagenes de los conjuntos unitarios de Y son conjuntos cerrados.

yeY

Demostracion: Sea ' como Y es TZ, entonces del Teorema 1.1.8, se tiene

que {y} es un conjunto cerrado, es decir, v {y} es abierto. Luego, como f es una

P2,y =X, 7y}

funcién continua, se sigue que es un conjunto abierto. Y

-1
asi, f ({y}) es un conjunto cerrado. m

Definicién 1.1.14. Sean (X:7) y . 9) dos espacios topoldgicos. Una funcion

F:(X,7) - (Y"/’), se dice abierta si para cada abierto U de X | F(U) es abierto en
Y,

El interior, la clausura y la imagen inversa de un conjunto pueden relacionarse
utilizando la condicion de que la funcion sea abierta como se muestra en el siguiente

teorema.
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Teorema 1.1.10. Sean (X,7) y . 9) dos espacios topolégicos y B un

subconjunto de Y- Si F:(X,7)=>(Y,9) es una funcion abierta, entonces

i nt(fB) < fnyB))

(ii) f-1(CI(B))] Cl(f'l(B)).
Demostracion:

-1
(i) Sea B<Y ysupongaque X< Int(f(B)). entonces existe un abierto Y

-1 -1 .
tal que X€Yx =T (B) ge modo que TUD=TUHT(BN By como fes abierta,

FUD=Wity g5 un abierto. Ahora bien, como fU)cB

f(X) eW

también se tiene que
fU,)=W

y

f) es abierto, se obtiene que existe 10 < By lo cual implica que
. -1 -1

F(x)€Int(B) ge donde resulta que X< T (INU(B)).- por 1o tanto, INt(T " (B)) =

f1(Int(B)).

(i) Al  sustituir B por Y\B en (i), se tiene
quelnt(f’l(Y\B))cf’l(lnt(Y\B))’ de donde Int(X\f’l(B))cf’l(lnt(Y\B)).
Asi, en virtud del Teorema 1.15, resulta que
XACI(fA(B)T (Y \CI(B) = X\ f_l(CI(B)), lo cual es equivalente a que

f-*(CI(B))1 CI(f *(B)) -

Una de las propiedades mas importantes relacionada con el concepto de funcion

continua es el hecho de preservar conjuntos compactos bajo imagenes directas. A
continuacion, se presenta el concepto de conjunto compacto y posteriormente se
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prueba dicha propiedad.

Definicion 1.1.15. Sea X un conjunto no vacio. Un cubrimiento de un
subconjunto AC X es una familia A de subconjuntos de X, cuya unién contiene a A.
Si A es un cubrimiento de X, un subcubrimiento de A es una familia B | A | tal
que B es también un cubrimiento de X. Se dice que B es un subcubrimiento finito

de A si B esun conjunto finito.

Definicion 1.1.16. Sea (X:7) un espacio topolégico, se dice que A es un

cubrimiento abierto de X si A es un cubrimiento de X tal que cada elemento de A

es un conjunto abierto.

Definicién 1.1.17. Sean (X:7) yn espacio topoldgico y A< X | se dice que A

es compacto si todo cubrimiento abierto de A posee un subcubrimiento finito. En

otras palabras, A es compacto si cada cubrimiento abierto {C“}ae' de A tiene una

subcoleccion {C‘}izl, tal que ACUi=1Ci'

El siguiente teorema muestra que los conjuntos compactos son invariantes

topoldgicos bajo funciones continuas.

Teorema 1.1.11. Sean (X:7) y (Y.9) qos espacios topolégicos. Si
F:(X,7) > (Y,9) ¢s una funcién continua y X es un conjunto compacto, entonces

F(X) esun conjunto compacto.

f(X).

Demostracion: Sea A un cubrimiento abierto de es decir,
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fX) U, A Xt (tx)elY, ., (A

entonces y esto significa que

=!f(A):AcA . . .
H { (A):Ae } es un cubrimiento de X. Ahora bien, como f es continua y

todos los conjuntos A con A€A son abiertos, entonces todas las preimagenes

-1
F(A) con A€A | también son abiertas. En otras palabras, H es un cubrimiento

abierto de X. Ademas, como X es un conjunto compacto, se sigue que H posee un

{rm)

n

subcubrimiento finito, por ejemplo i<t que cubre a X, es decir,

n -1 n
XCUi:lf (A). En consecuencia, f(X)CUHA" Por lo tanto, f(X) es

compacto. ]

Definicion 1.1.18. Un espacio topoldgico (X.7) es Lindelsf si todo

cubrimiento abierto de X contiene un subcubrimiento contable.

Definicién 1.1.19. Sean (X:7) un espacio topolégicoy A< X | se dice que

(i) A es contablemente compacto si cada cubrimiento abierto contable de A

posee un subcubrimiento finito.

(i) A es almost compacto o QHC si cada cubrimiento abierto {C“}ae' de A

. an Ac| ) cIC).
tiene una subcoleccion finita {C'}izl,tal que CU-=1 (©)

(iii) A es nearly compacto si cada cubrimiento abierto {C“}ae' de A tiene una

subcoleccion finita {Ci }izl, tal que Ac Ui=l Int (C1(C,).

La relacién general entre conjuntos compactos, y los conjuntos contablemente
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compactos, Lindelof, nearly compactos y almost compactos viene dada por el

siguiente teorema.

Teorema 1.1.12. Sean (X:7) yn espacio topologico y A un subconjunto

compacto de X, entonces

(i)  Aes contablemente compacto.
(i)  Aes Lindelof.

(iii) A es almost compacto.

(iv)  Aesnearly compacto.

Demostracion:

(i) Sea A un cubrimiento abierto contable de A, como A es compacto,

entonces A posee un subcubrimiento finito B . Por lo que, A es contablemente

compacto.

(i) Sea A un cubrimiento abierto de A, como A es compacto, entonces A
posee un subcubrimiento finito By como todo conjunto finito es contable, se sigue

que B esun subcubrimiento contable. Asi, A es Lindelsf

(iii) Sea {Ci}iil un cubrimiento abierto de A, como A es compacto, entonces

. SR (oh § Acl ) c i |
existe una subcoleccion finita {C'}i=1 tal que CUIzlc'; pero, como Gl CI(C'),

T . Al U’ .ci U .clc
para todo !l {LK ,n}’ se sigue que Ui=1 ! Ui=1 ( '). Por lo tanto, A es

almost compacto.
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(iv) Sea {C‘}ii' un cubrimiento abierto de A, como A es compacto, entonces

existe una subcoleccion finita {Ci}i=1 tal que ACUi:lC‘ pero, como G 1 ClC) y

C I Int(CI(C,))

i es abierto para todo il {LK ,n}’ se tiene que G , por lo que

Al U_.CT U Int(CI(C,)

. En consecuencia, A es nearly compacto. [
Observe que todo conjunto nearly compacto es almost compacto.
1.2 Operadores E Ideales

En esta seccion, se introduce el concepto de operador asociado a una topologia
T sobre un conjunto X y, algunas definiciones y resultados basados en dicho

concepto. Ademas, se introduce el concepto de ideal topoldgico sobre un conjunto X.

Definicion 1.2.1. Sea X un conjunto no vacio, se dice que una funcion
a:P (X)® P (X) gsun operador expansivo sobre una familia Gde subconjuntos de

X si Ul all) para todoUT G, si (X:%)es un espacio topolégico y @ es un
operador expansivo sobre la topologia, entonces se dice que @ es un operador

asociado a la topologia 7.

Ejemplo 1.2.1. Sea (X,7) un espacio topoldgico, los siguientes son ejemplos
de operadores asociados a la topologia 7

(@) El operador identidad @ :P (X)® P (X) gefinido por: @(U) = 1d(V).
(b) El operador interior 2 P (X)® P (X) gefinido por:2(W) = Int(U).

(©) El operador clausura & ‘P (X)® P (X) gefinido por: @) = CI(V).
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(d) El operador clausura interior & P (X)® P (X) definido por:
a(U)=CliIntU)= Cl(Int(U)).

(e) El operador interior clausura & P (X)® P (X) definido por:
aU)= IntClU) = Int(ClIU)).

(f)  El operador complemento frontera & P (X)® P (X) definido por:
aU)= X\ Fr).

(g) El operador kernel @:P (X)® P (X) gefinido por:2(U) = Ker(U).

(h)  El operador kernel clausura & P (X)® P (X) gefinido por:
a(U)=KerCIlU) =Ker(CIU)).

() El operador interior kernel clausura &P (X)® P (X) gefinido
por: a(U)= IntKerCI(U)= Int(Ker (CIU))).

Observe que si W es el conjunto formado por todos los operadores asociados a

latopologia 7 y &P 1 W |3 relacién:

apb gy sslosi a(A)l b(A) para todo Al P (X)) define una relacién de

orden parcial en W,

Definicién 1.2.2. Sean (X+7) un espacio topologico y @ un operador asociado
a la topologia 7, se dice que @ es mondtono si para todo ABI P (X) tales que

Al B setiene que 2(A)1 a(B),

Es de observar que los operadores identidad, interior y clausura son monétonos,

mientras que el operador complemento frontera no es en general monétono.
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Definicion 1.2.3. Sean (X:7) un espacio topoldgico, b y b operadores

asociados a la topologia 7, se define el operador interseccion por

(bUb*)(A)= b(A)l b™(A) para todo AT P (X)),

Definiciéon 1.2.4. Sean (X,7) un espacio topoldégico, b y b operadores

asociados a la topologia 7, se dice que b y b" son mutuamente duales en X , Si

(bUb")U)=1d(U) para cada abierto U en X

Ejemplo 1.2.2. Sea (X,7) yn espacio topoldgico, los siguientes son ejemplos

de operadores mutuamente duales:

@ ©A=CIA) y AA) =Y \Fr(A) paratodo AP (X).

b) AR =ItCIA)  7(A)= AU(Y\Int(CI(A))) AeP (X).

para todo

@ PM=nt(Ker(CI(A)) , o(A)=Au(Y \Int(Ker (CI(A)

AeP (X).

para todo

En general, si @ es cualquier operador asociado a la topologia ** entonces el

B(A) = Au(X Da(A) AP (X) g

operador B definido por para cada

mutuamente dual con @-

b

Definiciéon 1.2.5. Sean (X,7) un espacio topoldgico, ~ cualquier operador y el

operador Nt asociados a la topologia 7. El operador A induce otro operador,

denotado por INt0, " definido como sigue: (Intb)(A) = Int(b(A))

AT P (X)

para cada
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Observe que MPP B va que Int(b(A))1 b(A) para cada AT P (X)),

Definicién 1.2.6. Sean (X:7) y 1) dos espacios topologicos. Una funcion

F:(X,7) > (Y,9) gatisface la condicién de abierto con respecto al operador a

asociado a la topologia 7, si a(f*(B)1 a(f *(Int(B))) para cada B1 Y.

Observe que la Definicién 1.2.6 coincide con la Definicion 1.1.14 (funcion

abierta) cuando el operador es la identidad o el operador interior.

Teorema 1.2.1. Sean (X:7) y ) dos espacios topoldgicos. Si

f

fr(X,1)>(Y.9) es una funcion abierta, entonces ' satisface la condicion de

abierto con respecto al operador @ = Int asociado a la topologia 7-

f

Demostracion: Sea B! Y y suponga que ' es una funcién abierta, entonces

por el Teorema 1110 (i M(f*(BNT f(Int(B)),

Int(Int (f**(B)))]

lo cual implica que

Int (f*(Int(B)))

-1
, pero como Int (f°(B)) ¢ abierto, se obtiene que

Int (f *(B))I

Int(f*(Int(B)))

. Asi, al tomar @ = Int como el operador asociado a la

-1 N -1
topologia 7 en la dltima expresion, resulta que (T "(B)1 a(f"*(Int(B))) o cyal

f

significaque ' satisface la condicién de abierto respecto al operador & = Int. [
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Definicion 1.2.7. Sean (X,7) un espacio topoldgico y @ un operador asociado

(X,7) es &° T

a la topologia 7, se dice que el espacio topoldgico si para cada par

Xl

x,yl X -

de puntos Y, existen conjuntos abiertos Y y W tales que X! V y

yl a() y yl W y xT a(W)

Teorema 1.2.2. Sean (X:7) yn espacio topolégico y a= Cl gl operador

asociado a la topologia 7 . Entonces, (Xi7) g5 T2 gi y s6losi es Cl- T,

Demostracion: Sea &= Cl ¢ operador asociado a la topologia 7 y suponga

que (X:7) es T2 entonces para cada %Y1 X, X* Y existen abiertos V y W tales

que X1V y YT W ¢60 VOW = & por tanto, s6lo resta verificar que X! €1 W) y

Tl

yl Cl (V), para mostrar que (X,7) es Cl- . Suponga lo contrario, es decir,

X1 CEW) o yI CI(V) i xI CLOW) entonces para todo U abierto que contiene

a X, se tiene que U GW* A En particular, para el abierto U =V | lo cual conduce

a una contradiccion, puesto que V y W son disjuntos. Por tanto, X! C1W). pe

igual manera, se muestra que yl CI(V) y asi, (X,7) es Cl- Tl.

cl- T,

Reciprocamente, si (X,7) es , entonces para cada par de puntos

%Y1 X con X* Y existen abiertos V y W tales que X1V y Y1 CI(V) y yT W

y xI CI (W) Luego, como yl Cl (V), existe un abiertoUy gue contiene a y tal que

VeU, = A (1) y, ademéas como x1 V y V es abierto, existe un abierto U, que

contiene a x tal que UV de modo que U, cU, 1 VEU

U CU, = £

v, asi de (1) se obtiene

. Por tanto, para cada par de puntos %Y1 X X* ¥ existen abiertos

qu
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disjuntos que contienen a x y Yy respectivamente, con lo cual (X,7) gg TZ. De

manera similar, cuando x1 Cl (W) se concluye que (X,7) es TZ. [ ]

Definicién 1.2.8. Sean (X:7) y ) dos espacios topologicos, @ y Q
operadores asociados a las topologias “ Y # respectivamente, se dice que una funcién
(X, 2) > (Y. 0) o (@,0)- weakly continua si para cada abierto V en Y,

a(f ' (V)T Int(f*(a(V))).

Definicién 1.2.9. Sean (X+7) un espacio topologico y @ un operador asociado

a la topologia?. Un subconjunto A de X, se dice @-compacto si para cada

n
cubrimiento abierto V de A existe una subcoleccién finita {V‘}i=1 de V tal que

Al UL, a(v)

Observe que esta definicion generaliza los conceptos de compacidad vistos en
la seccion anterior pues si se considera el operador como el operador identidad, o el
operador clausura o interior clausura, se obtienen los conjuntos compactos, almost

compacto y nearly compacto respectivamente.
A continuacion, se presenta el concepto de ideal.

Definicion 1.2.10. Un ideal I sobre un conjunto X es una coleccion no vacia de

subconjuntos de X que satisface las siguientes propiedades:

() SiAelyBel enonces AUBel (aditiva)

(i) Si Ael y BSA entonces Bel (hereditaria)
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el

Observe que si | es un ideal, entonces ' puesto que Y <A para

cualquier

Ael. Ademés, si (X,7) es un espacio topoldgico, entonces | es llamado ideal

topoldgico (Jankovic and Hamlett, 1990).

Ejemplo 1.2.3. Las siguientes colecciones de conjuntos forman ideales sobre el

espacio topoldgico (X,7),

(@) Lacoleccion | formada por el conjunto vacio.

(b) La coleccion y formada por los subconjuntos nunca densos de X. En

ABel, AUBel,

efecto, sean , se debe mostrar que " Por reduccién al absurdo,

AUBegl,, Int(CI(AEB))? &£ goy Xe Int(CI(AUB))

suponga que entonces

entonces existe un abieto C en X tal que X! Cl CI(AEB), 4
xI Cl CI(A)UCI(B).Ahora bien, como Aely, se tiene que C no esta totalmente

Int(CI(A)) # &

contenido en CI(A), pues de no ser asi, ' lo cual conduce a una

contradiccién. Sea Y €€ y suponga que Y # CI(A), entonces existe un abierto W que

yl CI(B)

contiene a y tal que WNA=9. Luego, observe que pues

C = CI(AUCI(B), por lo que para todo abierto U que contiene a Yy, se tiene que

UNnB#YJ y en particular, para el abierto U=W que contiene ay, W "B #J. por

V=CnW

tanto, al tomar ' el cual es un conjunto abierto en X, se verifica que

V cCl(B). gn efecto, suponga que existe un 2<€V tal que 2%CI(B) entonces

2€C, y en consecuencia Z€CI(A) pues C=CIAYUCHB) g modo que para

todo abierto S que contiene a z y en particular para el abierto S=W, resulta que

28



WAA=D, 1o cual es una contradiccion, ya que W MA=D. As, existe un abierto

V tal que Y eV < CI(B), es decir, Int(CI(B)) = &, lo cual es una contradiccion con

Bel Int(CI(AUB)) =&

y esto prueba que hy
Ael,,

la hipdtesis de que N* Por lo tanto,

cumple con la propiedad aditiva. Por otro lado, suponga que BC A y
entonces INt(CI(B)) = Int(CI(A)) y INt(CI(A)) =9, de modo que Int(CI(B)) = y

Bel,.

esto significa que Y asi, se verifica que Ly cumple con la propiedad

hereditaria.
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CAPITULO II
FORMAS DEBILES DE CONTINUIDAD

La nocién de funcidon continua es uno de los conceptos mas importantes y
utilizados en matematicas, es por tal motivo el interés de muchos autores estudiar y
generalizar tal concepto, obteniendo como resultado varias definiciones relativas a
funciones que satisfacen ciertas propiedades y que generalizan el concepto clasico de
continuidad. Estas definiciones, se pueden denominar como formas débiles de
continuidad, entre las cuales se pueden mencionar, por ejemplo, las nociones de
funcién weakly continua, funcién almost continua o funcion very weakly continua,

entre otras.

En este capitulo, se estudia con detalle tales conceptos de continuidad y cémo
estan relacionados con el concepto tradicional de continuidad. Ademas, se estudia
como estan relacionados entre si y bajo que condiciones pueden ser equivalentes.
También, se estudia el comportamiento de las imagenes directas de conjuntos
compactos bajo algunas de estas funciones.

2.1 Formas Débiles De Continuidad

En esta seccion, se introducen los conceptos de ciertas formas débiles de

continuidad.

Definicion 2.1.1. Sean (X:7) y .9)  dos espacios topologicos y

F:(X,2) > (Y,9) yna funcién, se dice que:

(i) f es densely approached si para cada abierto V en Y, se tiene que
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V) S (CHE V) o decir, T V) gs pre-abierto.

-1
(i) fes quasi-continua si para cada abierto V en Y, se cumple que F7V) es

(V) cCl(Int(f (V).

semi-abierto en X, es decir,

(iii) f es weakly continua si para cada abierto V en Y, se tiene que

f2(V) < Int( f(CI(V))).

(iv) f es almost continua si para cada abierto V en Y, se verifica que

f2(V) < Int( £ (Int(Cl(V)))).

-1
(v) fesirresoluta si para cada semi-abierto V en Y, se cumple que F=v) es

f (V) cCl(Int(f (V).

semi-abierto en X, es decir,

(vi) f es weak almost continua si para cada abierto V en Y, se tiene que

f1V)c |nt(f-1(|nt( Ker(ClI (v))))).

(vii) f es very weakly continua si para cada abierto V en Y, se cumple que

(V) < Int( f*(Ker (CI(V)))).

-1
(viii) fes perfectly continua si para cada abierto V en Y, se verifica que Fv)

-1
es abierto y cerrado en X, es decir, FV) e clopen.

(ix) f es almost weakly continua si para cada abierto V en Y, se tiene
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e f1V)c Int(CI (f ’1(CI(V)))).

El siguiente teorema dice que todos los conceptos anteriores, excepto los de

funcién irresoluta y perfectly continua generalizan la nocion de funcion continua.

Teorema 2.1.1. Sea fr(X,1)>(Y,9) una funcion continua, entonces

(i) fesdensely approached.
(i)  fes quasi-continua.

(iii) fes weakly continua.

(iv) fesalmost continua.

(v) fesweak almost continua.
(vi) fesveryweakly continua.

(vii) fes almost weakly continua.

Demostracion:

-1 _ -1
(i) SeaV un abierto en Y, como f es continua, entonces Fo(v)=Intf (V);

fIV) c CI(f Int f (V) < Int(CI(f (V)

y como (V)), se sigue que

| V) < Int(CI(f (V).

, por lo

que Y asi, en virtud de la Definicion 2.1.1 (i), se tiene

que f es densely approached.

(i)  Suponga que f es continua y sea V un abierto en Y, entonces N\ es
_ _ -1 -1
abierto en X, es decir, V) =1t (f*(V)), por 1o que CI(f (V) = Cl(Int f (V))_

F1V)cCl(F (V) =Cl(Int(f(v))),

Pero, como V) se sigue que lo cual
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-1
significa que F7(V) es semi-abierto. Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.1 (ii), f es

quasi-continua.

-1 -1

(iii) Sea V un abierto en Y, como f es continua, entonces Fr(V)=Inti=(V),

Ademas, como VY ECIV)  para todo VIY, se  tiene que
-1 -1 -1 -1

Int(f (V)< Int(f*(Cl(V))), de manera que fAV) < iInt(f (CI(V))). En

consecuencia, de acuerdo con la Definicion 2.1.1 (iii), se concluye que f es weakly

continua.

(iv) Suponga que f es continua y sea V un abierto en Y, entonces Fv) es
abierto en X, es decir, (V) = Int(f (V). Luego, como MtV) = INt(CI(V)) y v/ gs
abierto, se tiene que Ve Int(CI(V)); por lo que,
Int(f (V))<= Int(f*(Int(CI(V)))) f(V) < Int(f*(Int(Cl(V))))

y, por tanto :
Y asi, en virtud de la Definicion 2.1.1 (iv), se tiene que f es almost continua.

(v) Sea V un abierto en Y, como f es continua, entonces
FEV)=Int(f(V) | Ademas, como A< Ker(A) para todo Al Y entonces,
CI(V) = Ker(CIV)), por 1o cual V = Ker(CIV)) Int(V) < Int(Ker(CI(V)))

VI Int(Ker(CI(V)))

Pero, como V es abierto, se obtiene que , lo cual implica

Int (F1(V)) Int( f*(Int(Ker (CI(V))))) Asi

que

-1 v)T Int(f*(Int(Ker (CI(V))))).

Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.1 (vi), se

deduce que fes weak almost continua.
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(vi) Sea V un abierto en Y vy suponga que f es continua, entonces
V) =Int(f7(v) Luego, como VY EKerClV)) s sigue que

V) c f(Ker (CI(V)) Int( (V)< Int(f((Ker(CI(V))))

, por lo que ; asi,

(V) c Int( f*(Ker (CI(V))))

" En consecuencia, de la Definicion 2.1.1 (vii), se tiene

que fes very weakly continua.

-1 _ -1
(vii) Sea V un abierto en Y, como f es continua, entonces PRV =Int(f (V)

V)< F(CIV)) e tiene que CI(f (V)] Cl(f'l(Cl(V))),
ef'l(\/)i Cl(f'l(CI(V)))’

Ademas, como

por lo qu por tanto,
Int(CI(f* I Int(CI(f *(ClI 1 Vv)1 Int(Cl(f *(CI :

ntCIE VN mt(CI(FHCIVD) pg FT (V).
virtud de la Definicion 2.1.1 (ix), se concluye que fes almost weakly continua. [

Observe que no se puede establecer una implicacion directa entre el concepto

de funcion continua y funcion irresoluta, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.1.1. Considere el conjunto de los nimeros reales R | las topologias

R”, Rus respectivamente sobre R, considere ademas la

f(x) =X,

limite inferior y usual,

f:(R,R,)—>(R,R

funcién us) definida por paratodo X€R.,

Sea V un abierto en R con la topologia RUS, entonces por el Teorema 1.1.1

V= (x-¢.x+z,) con &0

X—E, X+E,)

Observe que ( es abierto en R con la topologia limite inferioer,
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f"l(\/)=UX€V(X—gX,X+8X)

de modo que
R

es abierto R con la topologia limite

inferior " "¢. Por tanto, la funcién f es continua.

\Y =(0,1] (R,Rys)

Sin embargo, f no es irresoluta, pues es semi-abierto en

£(0,2]=( (R.R,),

y

0.1] no es semi-abierto en ya que en este espacio, se tiene que

Cl(Int(0.1])=[0,1) y este Ultimo no contiene a V-

Corolario 2.1.1. Si f*(X.0)=>(¥.0) s yna funcién perfectly continua,

entonces:

(i) fescontinua.

(i)  fesdensely approached.
(iii) fes quasi-continua.

(iv) fesweakly continua.

(v) fesalmost continua.

(vi) fesveryweakly continua.
(vii) fes almost weakly continua.

(viii) f es weak almost continua

Demostracién: Es consecuencia inmediata de la Definicion 2.1.1 (viii) y el

Teorema 2.1.1. |
A continuacion, se presentan ejemplos que muestran que el reciproco del

Teorema 2.1.1 en general no es cierto. En particular, el siguiente ejemplo muestra una

funcién que es densely approached, pero no continua.
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X =Y = {a,b} 7, ={X,2)

Ejemplo 2.1.2. Para el conjunto y las topologias,

y
r, ={{b}, X2} sobre X, considere la funcion | (X:%) 2. %2) gefinida por

F(X)= X paratodo XT X yseaV un abiertoen Y.
-1 N -1
(@ SiV=XgV=£A entonces | ()! Int (CI(F (V)))-

(b) Si V:{b}, entonces | (V)= {b}, CI(f'(v)=X

Int(CI(f~*(v)))= X de modo que T W) Int(CI(F (V)

Es decir, en cualquiera de los casos,de acuerdo a la Definicion 2.1.1 (i), se

f

verifica que ' es densely approached. Sin embargo, f no es continua, pues para

_ s
V= abierto en ("+72) , se tiene que fv)= 1} no es abierto en (X+ 7).

El proximo ejemplo muestra que existen funciones que son quasi-continuas,

pero no continuas.

Ejemplo 2.1.3. Considere el conjunto de los niimeros reales R | las topologias

R, R

limite inferior y usual, us respectivamente sobre R, considere ademas la

funcion | - (R-Rus) > (R.R.) gefinida por f() =% paratodo X< R.

Sea V un abierto en R con la topologia R, , entonces por el Teorema 1.1.1

V= X, X+ f [X, x+
U [ %) con ©x >0 Luego, V)= U %) Observe que
[X’X+‘9X) es semi-abierto en R con la topologia usual RUS, pues paracada X€V vy
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g >0 [X, x+¢&,) c[x, x+&,]=CI(Int([x,x+&,)

x~ ¥ se tiene que

f—l

)- De modo que,

V) se puede expresar como union arbitraria de conjuntos semi-abiertos en R

-1
con la topologia usual RUS, asi, por Teorema 1.1.6, se sigue que f (V)es semi-

abierto en R.. Por lo tanto, de acuerdo con la Definicién 2.1.1 (ii), f es quasi-

continua.

Sin embargo, f no es continua, pues para [O’l)abierto en Rcon la

R, V) =[01)

topologia limite inferior , se tiene que no es abierto R con la

topologia usual Rus :

A continuacion, mediante un ejemplo se muestra que una funcién puede ser

almost continua, pero no continua.

Ejemplo 2.1.4. Considere el conjunto de los niimeros reales R con ‘cc Ia

topologia complemento contable y Z* el conjunto de los enteros positivos con “cF |a
topologia complemento finito. Sean ® el subconjunto de R formado por lo niimeros

racionales e | el subconjunto de R formado por los ndmeros irracionales y la

funcién Fr(Ri7ee) > (27, 7¢¢) definida por

(0 si xI o
f(x):}_ A
1 si xl |

Sea V un abierto en Z*, no vacio, de la forma V=¢"\W ¢con W yn

+ -1 — . -1
conjunto finito en ¢, entonces para obtener el valor de V)= \f (W), se
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deben considerar los siguientes casos:

(@) Si ofwy1iw, entonces frw)=ma Por
tanto, I V)= i Ve =1

(b) Si 1w yO'I'W, se tiene que f_l(W)zl. De modo que,

V)= \l=n

© Si0TW 611 W seobtieneque f V)= i \(=EI)=/A&

@ Si%TW W resuitaque V)= \VE=

Luego, como CIV)=¢" Int(CI(V))=2Z"y f1(Int(CI(v)))= {xT = EI :

f()1 ¢*} Int(f*(Int(CI(V))))= Int(R) = R.

, Se tiene que Por lo que, para

1) Int(f*(Int(CI(V))))

significa, segun la Definicion 2.1.4, que fes almost continua.

-1
cualquier valor de f (V), resulta que y, esto

Por otro lado, para v=el {1} abiertoen Z*, se tiene que
fr{@})=i\l =no
f

FLV )= \

no es abierto con la topologia complemento contable, de

donde resultaque ' no es continua.

El siguiente ejemplo exhibe una funcién que es weak almost continua y very

weakly continua, pero no continua.
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Ejemplo 2.1.5. Considere el conjunto X:{a,b,c},

Tz{@,{a},X}

la  topologia

sobre X, y la funcién T :(X.7) = (X.7) gefinida por

f(x):IC si- x1 {a,c}
fa si x=b

Sea V unabiertoen X y considere los siguientes casos:

(a) Si V:{a}’ entonces  KErCIV)=X " nor 1o cual

Int(KerCIVN= X, 4o modo que Int(f~*(Ker(CI(V))))= X y

Int(f*(Int(Ker(CI(V)))))= X

" Ademés, como fi(v)= {b}, se verifica que

f V)i Int(f'l(lnt(Ker(CI(\/)))))y f-1v )i Int(f ! (Ker (CI(V)))).

(b) Si V=K 6 V=X, entonces trivialmente

f- (V)i Int(f'l(lnt(Ker(CI(V)))))y f2 V)T Int(f*(Ker (CI(V)))).

Asi, en cualquiera de los dos casos, segun la Definicion 2.1.1 (vi) y (vii), se

f

concluye que ' es weak almost continua y very weakly continua.

— -1 —
Por otro lado, si se considera el abierto v ={a}, entonces V)= {b} pero

f

{b} no es abierto en X , de modo que ' no es continua.

Hasta el momento solo se ha estudiado la relacion entre las formas débiles de
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continuidad y el concepto clasico de continuidad. A continuacién, se establece la
relacién existente entre las distintas formas de continuidad que se han presentado.

Teorema 2.1.2. Si fFr(X,1)=>(Y.9) es una funcién almost continua, entonces

f es weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es almost continua,

f5 (V)T Int(f *(Int(CI(V)))) y, como f-1(Int (CI(V)))] f'l(CI(\/))’
Int(f*(IntCIV)))T Int(f*(CIV)))

entonces

se sigue que Por lo que,

frV)T Int(f1(CIV))).

Y asi, por la Definicion 2.1.1 (iii), se concluye que f es

weakly continua. [

El reciproco del teorema anterior no es cierto, es decir, existen funciones
weakly continuas, pero no almost continuas, tal y como se muestra en el siguiente

ejemplo.

X={x,y,z,w}

Ejemplo 2.1.6. Considere los conjuntos con la topologia

r={D,{x.y.2},{z},{z.w}, X} y Y={ab,c,d}

i = {&{ab} {030,911 ab DAY} | 1 ncion (X (V.0)

definida por

con la topologia

Ta si t=x

b si t=y

f(t)=1

® ;I;c si t=1z
id si t=w.
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Sean V un abierto en Y vy Y {c.d}.{a.c.d}.{a.b.c}{ac}{c}y {a} los

subconjuntos cerrados de Y , entonces

@ Si V:{a’b}é V={b}’ entonces Ci(v)={a,b,c}
(O AT s, VO gy VLB
f1v)={y} parav = {b}

(b) Si V=1d}  entonces T V)={w}  clv)={cd} y

Int(f*(CI(V)))= {z.w}.

V={bd} , V={abd} , V={bcd}

() Si se tiene que

Int(fCIVN= Xy ademas, fr V)= {y,w} vara v ={b.d}

frv)={x vy w} parav = {a,b,d} y frv)={y,z,w} paraV = {b,c.d}

-1 -1
Por lo que, F(V) < Int £7(CI(V)) en cualquiera de los casos anteriores,

inclu- yendo los casos en que V=Y ¢ V =4, para los cuales se verifica trivialmente.

f

Y asi, en virtud de la Definicidn 2.1.1 (iii), se deduce que " es weakly continua.

Frv)={w}  ci(v)={cd},

Por otro lado, puesto que

Int(CI(V)) = {d}, f *(Int(CI(V)))= {w} Int(f*(Int(CIV)))= A&

y, ademas,
R GR GLICID)) N

f

para v ={d} abierto en Y , se tiene que

significa segun la Definicion 2.1.1 (iv) que, ' no es almost continua.
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Teorema 2.1.3. Si [ (X.2)=>(.9) &5 una funcién weakly continua,

entonces f es almost weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es weakly continua,

f1 V)T Int(f1(Clv))) f 1 CIV))I Cl(f'l(Cl(V)))’

entonces . Pero, como

Int(f-*(CIV))i Int(CI(f*(Clv)))

entonces

5 V)T Int(CI(f*(Clv))).

De modo que,

Y asi, segun la Definicion 2.1.1 (ix), se deduce que f

es almost weakly continua. m

El préximo ejemplo exhibe una funcion almost weakly continua, pero no weakly

continua.

Ejemplo 2.1.7. Considere las siguientes topologias para el conjunto

X=Y= {1’2’3}, r= {@, X} yj =P (X), las cuales corresponden a las topologias

indiscreta y discreta respectivamente. Sea F:(X,2) > (Y,9) |a funcién definida por

F(x)=x para cada xT X y V un abierto en Y; ademas, notese que los subconjuntos

cerrados en Y son los mismos abiertos; entonces

(@ Si V=103 oo xI'Y | s tiene  que CI(V)z{X},

f1v)= FLCIV)) = {x} , Int(CI(f'l(CI(V)))): Int(CH({X3)) = Int(X) = X

b si VT VYE on XYTY onronces CHVI= v}

fi(v)= 75 (CI(V))=
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Py}, m(CI(FHCIVD))= IntCIEx y) = Int(X)= X

Por lo tanto, de cualquiera de los casos anteriores, incluyendo los casos V = A

1)1 me(Cl(f1(CIv))))

6 V=Y se deduce que . Asi, segtn la Definicion

2.1.1 (ix) f es almost weakly continua.

Por otra parte, sea V=1l abierto en Y, entonces f-l(v):{l} y
Int(f*(CI(V)))= Int{1}) = A& v )E (1 eIv))

decir, f no es weakly continua, segun la Definicion 2.1.1 (iii).

, de modo que

Observe que la funcion f definida en el Ejemplo 2.1.4, es almost continua

entonces haciendo uso de los Teoremas 2.1.2 y 2.1.3, se obtiene que f

es weakly
continua y almost weakly continua. Sin embargo, como se mostré en el Ejemplo
2.1.4 f no es continua. Esta ultima observacion completa la serie de ejemplos que

muestran que el reciproco del Teorema 2.1.1 en general no es cierto.

Corolario 2.1.2. Si fr(X,1)=>(Y.9) es una funcion almost continua,

entonces f es almost weakly continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 2.1.1 (i) y el

Teorema 2.1.3. ]

Teorema 2.1.4. Si f:(X,1)>(Y.9) es una funcién weak almost continua,

entonces f es very weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es weak almost
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V)T Int(f*(Int(Ker (CI (V)))))-

continua, entonces

f*(Int(Ker(CL(V D) £~ *(Ker (CI(V)))

Luego, como

, Se tiene que

Int(-*(Int(Ker (CIV))))T Int(f"*(Ker (CI V)

De manera que,

F V)1 Int(f (KerCUV)): v asi en virtud de la definicion 2.1.1 (vii), se

concluye que fes very weakly continua. m

Teorema 2.1.5. si [ (X.7)=>(Y.9) o5 una funcisn densely approached,

entonces f es almost weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y, como f es densely approached, se

£V Int(CI(FH(v)) cI( (v )i CI(fErv))

tiene que y, como
Int(CI(f* I Int(CI(f *(CI
entonces " ( ( (V))) & ( ( ( (V)))); asi,
- i Int(CI(f *(Cl :
] ( ( ( (V)))) Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.1 (ix), resulta
que f es almost weakly continua. [

La aplicacion fdefinida en el Ejemplo 2.1.4 es almost continua y por el

f

Corolario 2.1.2, se obtiene que ' es almost weakly continua. Sin embargo, f no es

V=2,

densely approached, pues si se considera el abierto {1 en Z", entonces

-1 _ -1 _
f (V)_D « Int(CI( f (\/)))_Q. Este dltimo comentario indica que el reciproco

del teorema anterior no es cierto.

Teorema 2.1.6. Si fr(X,1)>(Y,9) es una funcioén irresoluta, entonces f es

quasi-continua.
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Demostracién: Es consecuencia inmediata del hecho que todo conjunto abierto
es semi-abierto, la Definicion 2.1.1 (v) y la Definicion 2.1.1 (ii). [

El Ejemplo 2.1.1 muestra una funcion continua pero no irresoluta, como toda
funcion continua es quasi-continua, segun Teorema 2.1.1 (ii), entonces el Ejemplo
2.1.1 también muestra la existencia de funciones quasi-continuas que no son
irresolutas. Este comentario evidencia que el reciproco del Teorema 2.1.6 no es

cierto.

Todas las relaciones estudiadas entre las formas débiles de continuidad

mencionadas pueden resumirse a través del diagrama dado en la figura 1.

perfectly continua

densely approached «—— Continua — quasi-continua «<—— irresoluta
<

<
almost continua——, weak almost continua

L l

almost weakly continua <«—— weakly continua —» very weakly continua

Figura 1. Relacion entre las formas débiles de continuidad
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Como se ha visto mediante los teoremas y ejemplos hasta ahora presentados, las
implicaciones entre las formas débiles de continuidad sugeridas en el diagrama
anterior no son reciprocas, los reciprocos de los Teoremas 2.1.2, 2.1.4 y 2.1.5 en
general, no se satisfacen, sin embargo, si se exige que la funcidn sea una funcion

abierta obtenemos ciertas equivalencias.

Teorema 2.1.7.Si T :(X.7) = (¥,9) 5 yna funcisn weakly continua y abierta,

entonces f es almost continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y ; como f es weakly continua, entonces

fr V)T Int(f1(CIV)))

y como f es abierta, entonces segun el Teorema 1.1.10 (i)

Int(f*(ClV)))] f'l(lnt(CI(\/)));por
tanto,lnt(f'l(Cl(\/)))‘l Int(f*(Int(CI(V)))). Asi

-1 i -1
o)l Int(f (Int (CI(V))))' Por consiguiente, en virtud de la Definicion 2.1.1

(iv), se concluye que f es almost continua. [

Teorema 2.1.8. Si T :(X.2) > (¥,9) &5 yna funcién very weakly continua y

abierta, entonces f es weak almost continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y ; como f es very weakly continua, se

fr V)1 Int(f ! (Ker (CI(V))))

tiene que y, como f es abierta, entonces por el

Teorema 1.1.10(i) Int(f'l(Ker(CI(V))))i f'l(lnt(Ker(CI(V)))), de modo que

Int(f~*(Ker(CI (V)i Int (- (Int(Ker (CI (V))))).

Por lo tanto,
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1)1 Int(F* (Int(Ker (CI(V))))),

lo cual significa segun la Definicion 2.1.1

(vi) que fes weak almost continua. [

Teorema 2.1.9. Si [ *(Xy7) > (Y.9) g5 una funcién almost weakly continua y

abierta, entonces f es densely approached.

Demostracion: Sea V un abierto en Y, como f es almost weakly continua,

f1V) e Int(CI(f‘l(CI(\/))))

entonces , Yy a su vez, como f es abierta, resulta
quef_l(CI(V))‘I CI(f"(v)), por el Teorema 1.1.10 (ii); lo cual implica que
|nt(C|(f'1(C|(V)))i Int(CI(f*(V))) (V) < Int( CI(f (V). y

esto significa que f es densely approached . ]

. Por lo tanto,

A continuacion, se introducen los conceptos de algunas formas débiles de

continuidad que satisfacen una propiedad determinada (P).

Definicion 2.1.10. Sea | - (X:72) > (Y.,9) yna funcién, se dice que

Y

(i) fes C _continua si para cada abierto Ven Y tal que Y \V es compacto,

-1
se cumple que F7°(V) es abierto en X-

(i) fes C™-continua si para cada abierto Ven Y, tal que Y\V es

-1
numerablemente compacto, se cumple que F7°(V) es abierto en X-

(iii) fes L-continua si para cada abierto VenY , tal que Y \V es Lindeloff, se
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-1
cumple que F7(V) es abierto en X-

(iv) fes N _continua si para cada abierto V en Y, tal que Y \V es nearly

-1
compacto, se cumple que F7°(V) es abierto en X-

(v) fes H-continua si para cada abierto V en Y, tal que Y \V es almost

-1
compacto, se cumple que V) es abierto en X.

f f

Observe que si es una funcion continua, entonces es C-continua,C -

continua, L- continua, N- continua y H-continua. La relacion existente entre este tipo

de funciones se muestra en los siguientes teoremas.

Teorema 2.1.10. Si f:(X,1)>(Y.9) es una funcion C *-continua, entonces

fes C -continua.

Demostracién: Sea V un abierto en Y , tal que Y \V eg compacto, entonces

YV es contablemente compacto, por el Teorema 1.1.12 (i) y, como f es C*.

-1
continua, de acuerdo con la Definicion 2.1.10 (ii), se sigue que F7°(V) es abierto en

X. Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.10 (i), resulta que f es C _continua ]

Teorema 2.1.11. Si f :(X’T)_)(Y'(p) es una funcion L-continua, entonces f

es C -continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y, tal que Y \V g5 compacto, entonces

Y\V es Lindeloff, por el Teorema 1.1.12 (ii) y, como f es L -continua, segin la
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-1
Definicion 2.1.10 (iii), se tiene que F"(V) es abierto en X. En consecuencia, por la

Definicion 2.1.10 (i), se deduce que f es C _continua. [

Teorema 2.1.12. Si [ :(X.7) > (Y.9) o5 una funcion N -continua, entonces f

es C -continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y , con Y \V' compacto, entonces Y \V es

nearly compacto, por el Teorema 1.1.12 (iv). Luego, como f es N _continua, de

-1
acuerdo con la Definicion 2.1.10 (iv), se sigue que F7(V) es abierto en X. Por lo

tanto, segun la Definicion 2.1.10 (i), se obtiene que fes C _continua ]

Teorema 2.1.13. Si f:(X,1)>(Y.9) es una funcion H -continua, entonces f

es C -continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y , con Y \V' compacto, entonces Y \V es

almost compacto, por el Teorema 1.1.12 (iii). Luego, como f es H -continua, resulta

-1
que 7"V es abierto en X, por la Definicion 2.1.10 (v). Y asi, de acuerdo con la

Definicion 2.1.10 (i), se concluye que fes C _continua. ]

Teorema 2.1.14. Si T :(X.7) > (Y.®) o5 una funcien H -continua, entonces f

es N -continua.

Demostracion: Sea V un abiertoen Y, Y \V nearly compacto, entonces Y \V

-1
es almost compacto. Luego, como f es H -continua, se tiene que 77 (V) es abierto en

X, por la Definicion 2.1.10 (v). Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.10 (iv), se
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concluye que f es N-continua. n

A continuacién, se presenta, en la Figura 2, un diagrama que relaciona las

formas debiles de continuidad que satisfacen una propiedad determinada (P).

*

C - continua L- continua - continua <—— H~- continua

\\//

C- continua

Figura 2. Formas débiles de continuidad que satisfacen una propiedad (P).

La siguiente definicion unifica las formas débiles de continuidad que satisfacen

una propiedad determinada (P).

Definicién 2.1.11. Una funcion F:(X,7) > (Y, 9) se dice P-continua si para

-1
cada abierto Ven Y que satisface la condicién P, se cumple que D) es abierto en
X.

2.2 Algunas Propiedades De Las Formas Débiles De Continuidad.

Es un resultado clésico que si F:(X,7) > (Y,9) es una funcién continua y K

es un subconjunto compacto de X, entonces la imagen de K mediante f, F(K),

es
un subconjunto compacto de Y . Tal propiedad es ampliamente utilizada en las
matematicas, s6lo por nombrar un ejemplo, esta propiedad se utiliza en la prueba del
Teorema de los Valores Extremos. Por tal motivo es interesante estudiar si las formas
débiles de continuidad satisfacen propiedades, sino bien iguales, parecidas. Dicho

estudio se realiza en la presente seccion.
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Teorema 2.2.1. Sean F:(X,7) > (Y, 9) una funcién weakly continua'y K un

subconjunto compacto de X |, entonces F(K) es un subconjunto almost compacto de
Y,

Demostracion: Sean YV  un cubrimiento abierto de

V= {VIV:VEEK): ’CE}, entonces para cada ki K, existe “k tal que

f (k)T V., f

. Luego, como ' es una funcion weakly continua, se tiene que para cada

_1 3 _1
abierto V en Y, se cumple que (V)| |nt(f (CI(V )))’

v, £ (v )1 Int(fHCIV,)).

para cada abierto : ; pero, como
W, = Int(f *(CI(V,)))

W,

en particular,

f)TV, y

es un abierto en X | entonces se ha conseguido un abierto

para cada kT K tal que KT W, y

fw,)= f(int(f*(Clv)))i £ (FH(CIV,)))T ClY,)

ki K. k)T W, y fW)1 CIV,). (1)

, es decir, para cada

K= UkTK{k}I UkiKWk
cubrimiento abierto de K,y como K es compacto, entonces existe una subcoleccion

KI U_W, .

; de modo que

{w,

Ahora bien, como , la coleccion }kTK es un

{w,

finita de }kTK que cubre a K, es decir,

f(K)T (U W,) U, fW )T U CI(Y,)

y, Como , por (1), resulta que

f(K)T UL,Clv,)

. 'Y asi, en virtud de la Definicion 1.1.19 (ii), F(K) es almost

compacto. ]
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Teorema 2.2.2. Sean | -(X.7) = (Y,9) yna funcién almost continua y K un

subconjunto compacto de X , entonces F(K) es un subconjunto nearly compacto de
S

Demostracion: Sean vV  un cubrimiento abierto de f(K)

V= {VviVv:VCi(K): B v.ive

y

, entonces para cada KI K existe tal que

HOIRY f

. Luego, como ' es una funcidn almost continua, se tiene que para cada

frv) T Int(f*(Int(CI(V))))

abierto V en Y, se satisface que

v, v 1 ne(fE(nt(CIv,))).

cada abierto : ; pero, como

W, = Int(f*(Int(CI(V, ))))

, en particular, para

f(k)T V,

es un abierto en X, entonces se ha conseguido un

abierto Wi para cada kT K tal que kT W,
fw)= f(Int(Fant@CIv M) )i (F(nt(Clv, ) )i Int(CI(\/k))’ s decir
para cada kK1 K |
f(k)T W, y f W )1 Int(CI(V,)). (1).
Ahora, como K:UKTK{k}i UkTKWk, la coleccion {Wk}kiK es un

cubrimiento abierto de K,y como Kes compacto, entonces existe una subcoleccion

finita de Wik que cubre a K, es decir, KT U, W,
FROT FUL,W,) U™ fW,)1 U, Int(CI(Y,))

de modo que,

y, COMo , por (1), se tiene que
FK! Ui=1|m (CIv )). Por lo tanto, segun la Definicion 1.1.19 (iii), se concluye
f es nearly compacto. ]
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Teorema 2.2.3. Sea | - (Xs7) > (Y.9) yna funcién weakly continua .Si Y es
un espacio de Hausdorff, entonces las preimagenes de los conjuntos unitarios de Y

son conjuntos cerrados.

~ -1
Demostracion: Sea 9! Y| entonces para mostrar que Fdad) es cerrado en

A= {xT X:f(x)?

X se prueba que su complemento q}es abierto en X . Si

A= X 6 A= A entonces es inmediato que A es abierto en X . Ahora, si A* A
y x1 A se tiene que F(x)* 9 pero, como Y es un espacio de Hausdorff, se tiene

que existen abiertos V y V&en Yitalesque FOOTV al VEyveve= £ pas

f

aun, se verifica que ql Cl(v), Por otra parte, como ' es weakly continua, entonces

-1 i -1
para cada abierto V en Y se cumple que vl Int(f €IV ))); luego, como

- -1
frv y U= Int(f (CI(V))) es abierto en X | resulta que se ha conseguido un

abierto U que contiene a X. Por consiguiente, s6lo resta verificar que U! A o

UC(X\A)=

equivalentemente que % Para probar esto suponga que

UCKX\A) £ entonces existe X& U y x8 X\VA: por 1o que, fOX9T TU)
f(x9=q pero fU)I Cliv). ya que

fU)= f(|nt(f-1(c|(v))))i f(f1(CIV)))i CI(V),por tanto 41 C1V) 1o cual

es una contradiccion ya que 91 V) Asi, existe un abierto U tal que X1 Ay

UT A |0 cual significaque A es un abierto en X- n
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CAPITULO Il
GENERALIZACION DE LAS FORMAS DEBILES DE
CONTINUIDADVIA OPERADORES E IDEALES

Desde hace algin tiempo se han utilizado conceptos algebraicos para
generalizar algunas nociones topologicas clésicas, tal es el caso de operadores

asociados a una topologia o de ideales topologicos definidos en el Capitulo 1.

En el 2004, Vielma y Rosas, utilizan estas nociones para introducir una nueva

clase de funciones, las funciones (@,/,0,6,1) = continuas. Este tipo de funciones
abarca y generaliza todos los conceptos de continuidad débil estudiados en el capitulo

anterior y sus propiedades.

En este capitulo, se estudian y se desarrollan con detalle los conceptos y

resultados obtenidos en el trabajo antes mencionado.

3.1 Funciones (e,f,6,6,1) Continuas

Sean (X,7) y . 9) dos espacios topoldgicos, ayp operadores asociados a la
topologia 7, 0yo operadores asociados a la topologia # e | un ideal topoldgico

sobre X. En esta seccion, se introduce el concepto de funcién (@,5,0,6,1) ~continua,
su relacion con la nocién de funcién continua y las formas débiles de continuidad,

incluyendo las que satisfacen cierta propiedad P, introducidas en el Capitulo 2.

Ademas, se dan ciertos resultados sobre las funciones (a'ﬂ'9’5'|)_continuas,
cuando se hace uso del operador interseccion, operadores mutuamente duales y un

operador monétono.
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f:(X,7)>(,9)

Definicién 3.1.1. Una funcién se dice

(@,5,0,6.1) = continua i para cada abierto Ven Y

a(f (VM BET (V) el

'se  tiene que

El siguiente teorema muestra que la clase de las funciones

(a,,0,6,1) ~continuas es no vacia.

Teorema 3.1.1. si 9=<0,2¢(@)=F  T:(X,7)>(V,9) ¢ una funcion

definida por FO)=Yo paratodo X€ X | entonces fes (@,/,0,6,1) = continua.

Demostracién: Suponga que F:(X,7) > (Y, 9) es una funcion constante, es

decir F(X)=Yo para todo X X | =0, a(D)=D. gea v/ un conjunto abierto en Y

y considere los siguientes casos

Casol: YoV

En este caso, como f(x)=y0’ para todo X€X y yOEV, se tiene que

x€ t7(V) para todo X € X , es decir, X < V) y como T V)= X ¢ obtiene

que V) = X

oyéo

Luego, como son operadores asociados a la topologia ?, se tiene que

VeslV) y VeolV) 1o cual implica que | Ve FREV)
FV)c FHOM)) pero, como T V) =X FHEV) X  FHOV) X g

obtiene que F2(6V) = x y FOV)) =X , de modo que a(t7(5(V)) =a(X) y
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BEZ (V) = B(X)

Por otro lado, ¥(X)=X "y B(X)=X " niesto que *YP son operadores
asociados a la topologia 7, por tanto, a(t (V) =X y B(EH(OV)) = X En
consecuencia, (T GV B(IZOV) = X\ X =@ y como D€l resulta que

a(f (VNN AT (V) € .Y asi, fes (@5,0,6,1) = continua,
Caso I1: Yo &V pero Yo €9(V) y Yo €0V)

En este caso, como Yo €)Y, €0(V) y F()=Yo, para todo X€ X | se
tiene que X< F7(6(V) y X< T7OV) Lyego, como f (6V)<=X
FHOV) =X s obtiene que fH(6V)) =X y FHOV) =X 1o cual implica que
a(X)= a(f(5(V)) y A(X)=B(T(OV)) pero @(X)=X y BX)=X. 5
a(t(EVN) =X y BIEONV)) =X por tanto, 2(F "GV B (OV)) =2
y como D€ |, se deduce que 2(F(GVMB(F(ONVN) €l En consecuencia, f es

(@.5,0,6,1) = continua.

Caso I11: Yo £ O(V).
En este caso, como PO =Yo para todo X€ X y Yo ee(\/)' se tiene que

FOV) =D como 3<0, entonces O(V ) = 0V) y en consecuencia Yo % o),

asi FHEW)) =9
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Ahora bien, como FHOV) = f‘l(é‘(\/)):@’ se tiene que AUV =
@) y a(t?OVN=a@) a5 alfEVNBEOV)=T: yes
a(@)=D g donde *(f GVMBUOVME! por 1o tanto, f es

(@.5,0,5.1) = continua.

En este caso, como Yo zo(V) y 4= 5o tiene que a(t7(6(V) =a(Q)
Luego, como Yo €0(V) y 'B(X):X, se sigue que ﬂ(ffl(‘g(v)))zx. Asi,
a(f VM BUEOV)) = 2. por 1o tanto, a(f MMM\ pUEH OV el |o

cual significa que f es (@,/,0,6,1) = continua. [

El siguiente teorema muestra que para ciertos operadores e ideales

determinados, las funciones (a’ﬁ’g’&')_continuas, generalizan todas las formas
débiles de continuidad vistas hasta ahora, junto con la nocion de funcién continua y
ademés también muestra que tales funciones coinciden con algunas de estas formas

débiles de continuidad.

Teorema 3.1.2. Sea f(X,1)>(Y.9) una funcion, entonces

¢ o (10,101, 1d,{27})

(i) ~ continua si y sélo si fes continua.
(i) f es (Id’Intc"Id'ld’{g})_continua si 'y s6lo si f es densely
approached.
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(1d,Clint,1d, 1d,1,) -

(iii) Si fes quasi-continua, entonces fes continua.

fes (1d, Int,CI, Id,{@}) ~ continua si y solo si f es weakly continua.

(iv)

fes (1d, Int, IntCl, Id,{@}) ~ continua si y sélo si fes almost continua.

v)

(1d,ClInt, 1d, 1d, 1,)—

(vi) Si fesirresoluta, entonces fes continua.

(1d, Int, Int Ker Cl, Id,{})

(vii) fes ~ continua si y sélo si f es weak almost
continua.

(viii) f es (Id’Int’KerCI’Id’{g})_continua si y solo si f es very weakly
continua.

(ix) fes (Cl.Int, Id, IOI’{Q})_continua si y sOlo si fes perfectly continua.

(x) fes (Id’IntCI’CI’Id’{g})_continua si y solo si f es almost weakly
continua.

(xi) f es (a’Int’e’ld'{g})_continua si y solo si f es (a’g)_weakly
continua.

Demostracion:

f:(X,7) > (Y.0) o (1d, Int, 1d, 1d,{&})

(i)  Suponga que ~ continua y sea
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d(F2(d (V)N Int(f(1d (V))) e {2}

Int(f (V) < £7(V)

V' un abierto en Y, entonces

f1(V) c Int(f (V)

. Por lo que,

y como

Int(F (V)= (V) ag

se oObtiene que

(V) es abierto en X 'y, en consecuencia, f es

continua.

Reciprocamente, suponga que f es continua, y sea V un abierto en Y, entonces

f2(V) e abierto en X, es decir, FEV) =Int(F(V)). pe donde,

FAV) S Int(E VD), 1o cual implica que 'd(f (A V)V Int(F(1d (V) e {2}

(Id, Int,1d, 1d,{@})

Por lo tanto, f es " continua.

(i) Sea V un abierto en Y y suponga que f es

(1d, IntCl, 1d, 1d,{&}) fHV)\IntCI(f (V) e {D}

~ continua, entonces y, por

-1 -1
tanto V)= Int(CI(f (V)))’ lo cual, segun la Definicién 2.1.1 (i), indica que f

es densely approached.

Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es densely approached,

entonces f‘l(V)cInt(CI(f‘l(V))); o f*l(v)\IntCI(f‘l(V))e{Q}. Por o
(1d,IntCl,1d, Id,{&})

tanto, fes " continua.

(ili) Sea V un abierto en Y y suponga que f es quasi-continua, entonces

_ -1 1
(V) es semi-abierto, es decir, f (V)CCI(mt( f (V)))' lo cual implica que,

ffl(v)\lnt(f‘l(V))cCI(Int(f‘l(V)))\Int(f‘l(V)). Ahora  bien.  commo
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Int{CI{CI (Int(f *(v)), It(F(V)}} = Int{Cl(Int(F*(V))\Int(f(V))}

Int( Cl{Int(f (VD) \ Int(f (V) _ Cl(Int(f*(V)))\

se obtiene que

Int(f (V) el, fAWNCI(Int(FH(V))) < FEHV\Int(FH(V)) <

y, como

-1 -1
CI(Int(f (V)))\ nt(f=(v)) e y es un ideal, se tiene de la propiedad hereditaria

-1 -1
de ' que T NCHINE(E (V) € 1y por consiguiente, £ es (19:ClINt 1A 1d 1)

continua.

(Id, Int,Cl,1d,{@})

(iv) Suponga que f es ~continua y sea V un abierto enY |

fAV)\Int(f7(CI(V)) e {T} F4V)cInt(F1(CIV)) v

entonces , por lo que

asi, por la Definicion 2.1.1 (iii), se concluye que fes weakly continua.

Reciprocamente, suponga que f es weakly continua y sea V un abierto en Y,
entonces f‘l(V)cInt(f‘l(CI(V)))’ de modo que fHV)\Int(fH(CI(V))) e {Q}

(1d, Int,CI, 1d,{&})

Por lo tanto, fes " continua.

(1d, Int, IntCl, Id, {&})

(v) Suponga que f es ~ continua y sea V un abierto en

Y entonces | (V)\Int(f7(IntCl(V)) e {&) fH(V)c

Int(f~*( Int(CI(V))))

, lo cual implica que

. En consecuencia, de acuerdo con la Definicion 2.1.1 (iv), se

obtiene que fes almost continua.

Reciprocamente, suponga que f es almost continua y sea V un abierto en Y,

fi V)l Int(f'l(lnt(Cl(V)))’ o F IOV el NT {8

entonces
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(1d, Int, IntCl, Id, {&}) - continua.

consiguiente, fes
(vi) Sea V un abierto en Y | como todo abierto es semi-abierto y fes

f(V)

irresoluta, entonces es  semi-abierto en X, es  decir,

f (V) cCl(Int(f(V))).

(1d,ClInt, Id,1d, 1) -

Asi, por la  parte (iii), f es

continua.

(1d, Int, IntKer Cl, Id,{&})

(vii) Suponga que f es ~ continua y sea V un abierto

fA(V)\Int( 7 (IntKerCI(V))) e {2},

en Y, entonces

vy Int(f7(Int(Ker (CI(V)))))

y esto significa que

, de modo que, por la Definicion 2.1.1 (vi), f

es weak almost.

Reciprocamente, suponga que f es weak almost continua y sea V un abierto en

Y , entonces V) < Int(f7(Int(KerCI(V)))) f(V)\

Int (f ™ (IntKer CI(V))) e {&}

, lo cual implica que

(1d, Int, Int Ker Cl, Id,{&})

.Y asi, fes -continua.

(1d, Int,Ker Cl, 1d,{&})

(viii) Suponga que f es ~ continua y sea V un conjunto

-1 -1
abierto en Y, entonces f (V)\Int(f (KerCI(\/)))e{@}

e I  (Ker @)

, 'y esto implica que

" Asi, en virtud de la Definicion 2.1.1 (vii), se

tiene que f es very weakly continua.

Reciprocamente, suponga que, f es very weakly continua y sea V un conjunto
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(V)< Int( £ (Ker (CI(V)))

abierto en Y, entonces , lo cual implica que

£2(v)\ Int(f(KerCI(v))) e {2} (1d, Int, Ker CI, Id, {&})

"Asi, fes ~ continua.

(Cl,Int,1d, 1d,{})

(ix) Suponga que f es " continua y sea V un conjunto

CI(f (V) \ Int(f(V)) e{D} CI(f (V) c

abierto en Y, entonces , de modo que

Nt(FAV) y omo M V) SCHE V) go sigue que CH(F V)=
INt(F* (V) Anora bien, puesto que M(F (V)< (V)= CI(f (V)
CI(F (V) =Nt (F (V) resulta que M(F (V)= V) =CIFV)) e decir,

-1
F7(V) es abierto y cerrado. Por lo tanto, segun la Definicion 2.1.1 (viii), f es

perfectly continua.

Reciprocamente, suponga que f es perfectly continua y sea V un conjunto

-1 -1 e
abierto en Y, entonces F=(v) es abierto y cerrado, es decir, Int(F=(V)) = 17(V)

y CI(f (V) = f_l(V). Por lo que, CI(f (V) = Int(f (V) lo cual implica que

CI(f V)V Int(f (V) e {2} (Cl,Int,1d,1d,{D})

.Y asi, fes " continua.

(Id,IntCI,Cl,1d,{@})

(x) Suponga que f es ~ continua y sea V un abierto en

fA )\ IntCI(f2(CI(V))) e {2} f(V)c

Y, entonces , lo cual implica que

Int(CI (f -1(C|(V))))

" Por tanto, de acuerdo con la Definicion 2.1.1 (ix), se tiene que

f es almost weakly continua.

Reciprocamente, suponga que f es almost weakly continua y sea V un
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(V) < Int(CI(f(Cl1v))))

conjunto abierto en Y, entonces

fH(V)\ IntCI(f"l(CI(V)))e{Q}.YaSI,’ fes (Id, IntCI,ClI, Id,{@})

, de modo que

" continua.

(@, Int,6,1d,{2})

(xi) Suponga que f es ~continua y sea V un conjunto

a(fH(V)\Int(fH(O(V))) e{D}

abierto en Y, entonces , lo cual implica que

a(t(V)) < '”t(ffl(‘g(v))). En consecuencia, por la Definicion 1.2.8, fes (e, 6)

weakly continua.

Reciprocamente, suponga que f es (@,0) -weakly continua y sea V un conjunto
abierto en Y, entonces (T (V)= Int(f*(0(V)) | ge modo que @(f (VD

Int(f*(0V))) e {D) (@, Int,6,1d,{2})

. Por lo tanto, fes -continua. m

El siguiente ejemplo muestra que una funcién es (1d,Clint,1d, 1d, 1)

continua, pero no es quasi-continua.

Ejemplo 3.1.1. Considere el siguiente conjunto X ={a b.c}

={2 X, {a},{a,b}.{b},{b.c}| y T (Xs2) = (X,7) ja funcién definida por

con la topologia

1b si Xx=¢
f(x)=]c si x=b
fa si x=a.

Sean V un abierto en Y y A X {b.c}{ac} {c} y {a} los subconjuntos

cerrados de X, entonces
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(@ Si V={a}’ se tiene que f'l(\/):{a}, por  tanto
-1 -1 _ 2 -1 -1 Ve
e (n(f @)= & gl 0N (n(f V) £

® si V= entonces T VI={y FrV)CI(Int(F1(V))= {c}

de modo que |nt§§|(f'1(\/)\C|(|nt(f'1(v))))§= Int &1 ({c})4= a3

() Si V= {b,c}' se tiene que V)= {b,c}; asi,

frV)\CI(Int(F 1 (V)= & luego lntigl(f'l(\/)\Cl(lnt(f-l(v))))g: /E.

@ i V)= {ac}
frV)\CI(Int(f (V)= {a,c}\{a}= {c},

\% :{a,b}'

entonces por lo que,

por tanto

|nt§§|(f'1(v)\C|(|nt(f'1(\/))))&#_ Int£1{cHiE A&

. Es claro que si V=4 ¢

V=X entonces Intgl(f' VeI (int(F 1(\/))))5: AE.

-1 -1 N
Asi, en cualquiera de estos casos se cumple que FE(vINCHIE(F (v T Ty :

(1d,ClInt, 1d, 1d, 1) -

es decir, fes continua.

Para mostrar que f

v = {0} y observar que V)= {c} y CI(Int(f‘l(\/))):/E’ por lo que

fL1V)E CI(Int(f (V).

no es quasi-continua es suficiente considerar el abierto
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Observe que, el Ejemplo 3.1.1, también sirve para mostrar que f no es

irresoluta, puesto que f no es quasi-continua.

El concepto de funciones continuas que satisfacen una propiedad P también

puede ser generalizado, a través de la definicion de funcion (@,/,6,6,1) = continua
para ciertos operadores, en particular, uno de ellos se define como sigue.

Definicion 3.1.2. Sea ("+#) un espacio topologico, se define el operador

Op 1P (Y) >P (Y) 550ciado a la topologia % por

A, si A es abierto y satisface la propiedad P
Y, en caso contrario

®P(A) ={

Teorema 3.1.3. Una funcién | *(X.7) = (Y.9) es p_continua si y sélo si f es

(Id,Int, 05, 1d,{@}) = . vinva

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es P-continua, entonces

(1d, Int,®,,1d,{})

para mostrar que f es ~continua, se deben considerar los

siguientes casos.

Caso I: Si V satisface la propiedad P, se tiene que 0, (V) =V y V) es

abierto en X, por lo quefﬁl(v)cmt(fil((ap(v))), y esto implica que
fA W)\ Int(f7(0,(V)) €{D}.

(Id, Int,®,, 1d,{@})

En consecuencia, fes " continua.
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Caso I1: Si V no satisface la propiedad P, se tiene que 0, (V) =Y . Pero, como

=X gnronges |01 X = INtX) = nt(£2(0) = It(FQe()), poy

FAV)\Int(F7(0,(V)))e{D}

lo que, : Por lo tanto, f

g (10, 1NL, O, Id’{Q})_continua.

Reciprocamente, sea V un abierto en Y que satisface la propiedad P y suponga

(Id, Int,©,,1d,{ & }) ©,(V)=V

que fes ~ continua, entonces

Int(f(©,(V))) {2},

y, ademas, FEV)N

FHV)ciInt f7(0:(V))

por lo que Por tanto,

f(V)e '”t(ffl(v)), es decir, (V) es abierto. En consecuencia, f es P-

continua. n

f:(X,7)>(,9)

Observe que si es una funcion C-continua con la

propiedad C de que cada abierto V en Y tiene complemento compacto, entonces f es

(Id,Int, 0, Id,{2))) -continua. De igual forma, si f es L continua con la propiedad L de

que cada abierto V en Y tiene complemento Lindeloff, entonces f es

(1d,Int,©,,1d,{}) -continua.

3.2 Propiedades De Las Funciones (e,8,6,8,1) Continuas

En esta seccion, se presentan algunas propiedades de las funciones

(a,p,0,0, I)_continuas.

Teorema 3.2.1. Si AANB)=AANLEB) para todo ABEP(X)

F:(X,7) > (¥,9) esuna funcién, entonces f es (@, 8,010",6, 1)~ continuasi y solo
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sifes (@8.0,6,1)=continuay (@5, 6",5,1)~ continua.

Demostracion: Suponga que f es (a’ﬂ’eAe*’5’|)_continua y sea V un

Y

abierto en ' 'entonces

a( SV )))\ﬁ(f*l((ew*)( Vv )))e 1.

Pero, por definicién

(OA0)V ) =00 )no" (V)

Por tanto,

a( TSV )))\ﬁ(f-l(e(v )N (V )))e | |

es decir,

a(fH(s(V )))m{X \B[FH(O( V) (o7 (v ))]} el
Pero, por hipétesis

BLEHO(V) Ao V) |=B(T OV D) A(TE (V).
De modo que,

(VNN B(FOM D) B(F7E (V) <!
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y esto implica que
(VNN {DAB(F OV )X (O (VD) el.
Asi,

Ha(FHsVNNB(F OV D) ula(FHE@INB(FE (V) <! |

Luego, como

a(FHEM)NB(THOW) {a(FHEWINB(FHOV))fula(fHS@NNB(F O VD))
y

a(FHSUNNB(FO W) {a(FEWNNB(FHOV))ofa(FHEV))\A(FHE V)

se sigue de la propiedad hereditaria del ideal I que

a(fHSVNNB(FHOV))el ya(f’l(ﬁ(\/)))\ﬂ(f’l(ﬁ*(v)))eI.

En consecuencia, f es (@,5.0,9, I)_continuay (@,5,6",9, 1)~ continua.

Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es (@,f,0,6,1).

(2. 8,60,

continua 'y 1)~ continua, entonces

a(fHE(VIMBEHONV)Nel yalt VMA@ (VD)) el
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De modo que, por la propiedad aditiva del ideal
(a1 e n)]ola(fHEen)as(freE V)]
Por tanto,

a(f’l(é(\/)))m{[x \B(F2O(V ) o[ X\p(FO (v )))]}el |

lo cual implica que
a(f’l(d(\/)))m{x \{,B(f’l(H(V D) B(f7E (v )))}}el |
Pero, por hipotesis

AL OO 2 (0°W))]= (1O D) A(1HE (V)
Asi,
a(f’l(é(\/)))m{x \B[F(6(V))n f*l(a*(v))]} el

lo cual implica que

a(fHEWNNB(1 (V) nE'W)))el

Luego, como
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OA0)V)=0(V)NI'(V)
se tiene que

o (5(V)))\,b’(f‘l ((ew*)(\/)))e 1.

Por consiguiente, f es (@, 5,0 76",6,1)~ continua. m

Los siguientes corolarios caracterizan a las funciones continuas, a traves de

formas débiles de continuidad y de operadores.

Corolario 3.2.1. Sean 9 y d dos operadores mutuamente duales en Y . Una

funcion [ (X.:2) > (Y.9) o5 continua si y solo si fes (19:9) weakly continua e

(1d,9) weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es continua, entonces en

(Id, Int, 1d, 1d,{@}) -

virtud del Teorema 3.1.2 (i), se tiene que f es continua; pero,

como 9 vy d son dos operadores mutuamente duales en Y, se tiene que
@A0)V)=V  por tanto, f es (Id'lm’eAe’Id’{g})_continua y, €Omo

Int(RAS) = INt(RY N INL(S) para todo RS €P (X)) entonces por el Teorema 3.2.1

f e (1d,10t,6,1d,{S}) (1d, Int, 6", 1d, {@}) -

~continua 'y f es continua. Y asi, en

virtud del Teorema 3.1.2 (xi), se deduce que f es (1d,9) weakly continua y (Id,q’)_

weakly continua.
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Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es (1d,9) weakly

continua y (1d,9)- weakly continua, entonces por el Teorema 3.1.2 (xi), se sigue

(1d, Int, 6,1d,{2}) (1d, Int,0",1d,{@}) -

que f es ~ continua y f es continua y, como

Int(R N S) = Int(R) N Int(S) para todo R,S €P (X)) resulta del Teorema 3.2.1, que

os (10,10t,6076°,1d,{B}) -

f continua; pero, por hipotesis, A0 =1d 1o cual

(I, Int,Id, 1d.{&}) ~ continua. Por lo tanto, segun el Teorema 3.1.2

implica que f es
(i), se concluye que f es continua.

Corolario 3.2.2. Una funcién | - (X:2) =>(Y.,9) s continua si y sélo si, f es

V) e Int(F (V)

almost continua y para cada abierto Ven Y , donde 7 es un

operador asociado a la topologia # definido por y(A)=AU(Y\IntCI(A)) para todo
AeP (Y)

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es continua, entonces en

virtud del Teorema 3.1.2 (i), se tiene que f es (@,/,0,6,1) = continua con

& =operador identidad, p= operador interior, ¢ =9 =operador identidad e = {Q}

Sean A y 7 operadores asociados a la topologia # definidos por A(A) = IntCI(A) y

y(A)=AU(Y\IntCI(A)) para todo AeP (Y), observe que tales operadores son

mutuamente duales en Y, es decir, “Y9= 1= 0 por 1o que f es

(I, Int, A~ 7,10 {D)) = o vinua, y como A(ENF)=Int(ENF)= Int(E)n Int(F)

E’FGP(X), resulta en virtud del Teorema 3.2.1, f es

(1d, Int,y, 1d,{2}) -

para todo

(1d, Int, A, 1d, {S})

~continua 'y fes continua, esto significa que
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fA V) ciInt( (V)

f es almost continua, segun el Teorema 3.1.2 (v), y , por la

Definicion 3.1.1.

Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es almost continua y

FAV) cint(((v))

, con 7 un operador asociado a la topologia # definido por

y(A)=AU(AINtCH(A)  para todo A€P (Y) | entonces usando el Teorema

(1d, Int, IntCl, Id, {&})

3.1.2.(v) y la Definicién 3.1.1, se obtiene que f es ~ continua e

(Id, Ity ,1d ,{&}) Int(EF)=

~ continua, respectivamente. Ademas, como

Int(E) A Int(F) E,FeP (X)

para  todo se tiene que f es

(1, Int, IntCl Ay, Id,{Q})— continua, por el Teorema 3.2.1. Pero, como los

operadores IntCl y 7 son mutuamente duales en Y, se obtiene que f es

(Id’Int’ld’ld’{g})_continua. Por lo tanto, en virtud del Teorema 3.2.1 (i), se

concluye que fes continua. [ ]

Corolario 3.2.3. Una funcion T *(X.7)=>(Y,9) e continua si y sélo si fes

V) < Int( (Y \Fr(v))

weakly continua y para cada abierto Ven Y .
Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es continua, entonces

(1d, Int, 1d, 1d,{@})

por el Teorema 3.2.2 (i), f es ~continua. Sean @ y 4 operadores

asociados a la topologia ¢ definidos por o(A) =CI(A) y A(A) =Y \Fr(A) para todo
AeP (Y), observe que tales operadores son mutuamente duales en Y, es decir,
wUl = Id (Id,lnt,a)/\/l,ld,{Q})

, por lo que f es ~continua, y como

INt(RNS) = INt(R)NINt(S) para todo RS €P (Y) | se tiene del Teorema 3.2.1, que
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f es (Id,lnt,w,ld,{@})— (ld,lnt,ﬂ,, |d,{®})

continua e ~ continua, lo cual significa,

por el Teorema 3.1.2 (iv) y segun la Definicion 3.1.1, que fes weakly continua, y

V)< Int( (Y \Fr(v)))

respectivamente.

Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es weakly continua y

-1 1
Fo V) Int T (Y AFr(V)) entonces por el Teorema 3.1.2 (v) y la Definicion 3.1.1,

(1d, Int,Cl, 1d, {&}) (Id, Int, 4,1d,{@})

se sigue que f es ~ continua e ~ continua

respectivamente, con A(A) =Y \Fr(A) para todo AP (V) v ademas, como

Int(RNS) = It(R)NINL(S) nara todo RS €P (X)) se obtiene, en virtud del Teorema

(1d, Int, IntCI A 2,1d,121) = ¢ ntinya, pero, como 1 y 4 son

(1d, Int, 1d, 1d,{@})

3.2.1, que f es

mutuamente duales en Y, se tiene que f es ~ continua. Y asf,

segun el Teorema 3.1.2 (i), se concluye que f es continua. ]

Corolario 3.2.4. Una funcién T (X.7)=>(Y,9) s continua si y solo si f es

fA V) cint(f(o(v)))

para cada abierto Ven Y, con O
o(A)=AuU(Y \IntKerCI(A))

weak almost continua y

un operador asociado a la topologia # definido por

para todo A <P ),

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es continua, entonces f
es (@8.0,6,1)=continua con @ =operador identidad, B ~ operador interior,

0=0= operador identidad e ! ={®}. Sean P y O

operadores asociados a la topologia # definidos por A(A)=IntKerCI(A)

o(A) =AU (Y \IntKerCI(A)) nara todo A€P (Y) | observe que tales operadores
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pro=I1d=6,

son mutuamente duales en Y, es decir, por lo que f es

(06,,3,,0/\0’5’I)_continuaypuesto que AMAN)=

Int(M AN)=1Int(M) A Int(N) “para todo M+ N <P (X) resulta en virtud del

Teorema 3.2.1 que f es (@, 8, p,0,1) = continua y (@,/,6,6,1) = continua. Por

consiguiente, de acuerdo con el Teorema 3.1.2 (vii), fes weak almost continuay por

fAV)cInt(f*(o(V)))

la Definicion 3.1.1 .

Reciprocamente, sea V un abierto en Y y suponga que f es weak almost

-1 -1
continua y V)< IntF(a(V)) | con o un operador asociado a la topologia ¥

(A) = AU (Y \IntKer CI(A) para todo A<P (Y)

definido por , entonces por el

(1d, Int, IntKer Cl, Id,{&})

Teorema 3.1.2 (vii), se sigue que f es ~ continua y por la

Definicion 3.1.1, que f es (Id, Int,s, 1d, {A)- continua. A su vez, como
Int(M CN) = Int(M)CINt(N) para todo M'NEP(X) s deduce que f es

(1d,Int, IntKer Cl A o, Id’{Q})_continua, por el Teorema 3.2.1. Pero, como

Int Ker Cl y O son mutuamente duales en Y, se sigue que f es

(Id’Int’ld'ld’{@})_continua. En consecuencia, por el Teorema 3.1.2 (i), se

concluye que f es continua. [

A continuacién, se muestra que a partir de una funcion (@,5,0,5,1) = continua
se puede obtener otra funcion de la misma clase, si los operadores satisfacen ciertas

condiciones.

Teorema 3.2.2. Si # es un operador monétono, <6y (X, 7) > (Y,9) ¢
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una funcion (@,5,0,6, I)_continua, entonces f es (@,5,6°,9, I)_continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y 'y suponga que f es

(@,5,0,6,1) ~ continua, entonces
a(fH S\ B(FHOV)) e, (1)

como <8 se tiene que

V)= o' (V),

de donde
fHOV)) < 76" (V).
Pero, como B esun operador monétono

BUETO (V) = BE(O°(V))):

Por lo que,
XAB(F7(0° (V)= X\B(F7(6(V))
y por tanto

a( FHEVUDNA(FHO (VD) ca(FHSVINA(T7OVD).
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Asi, por (1) y (2) y la propiedad hereditaria del ideal I, se obtiene que

a(f VM BEH O Vel

Por lo tanto, fes (@, 5,0%,5,1) = continua. [
Teorema 3.2.3.Si [ - (X.7) > (Y,9) es una funcien (@ 5:9.9:1) = continua y

satisface la condicion de abierto, dada en la Definicion 1.2.6, con respecto al operador

B entonces fes (@B, INt6,6,1) = continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y 'y suponga que f es

(@,5,0,6,1) ~continua, entonces
a(f (VUM B(EHOV)) el. (1)

Luego, como f satisface la condicién de abierto con respecto al operador 'B, se

tiene por la Definicion 1.2.6 que
AUETONV)) < BT (Into(V ))) |
De donde,
XAB (7 (IntoV))) = X\ B(F7(0(V))).

de manera que
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[a(f (S VM B (IntOV )] < [ee(f SV B OV M) @)
Asi, por (1), (2) y la propiedad hereditaria de I, resulta que

a(f (VM (Into(V ) ) el

Por lo tanto, f es (@, p,1nt0,6, I)_continua. n

Como consecuencia del Teorema 3.2.2, se obtiene otra manera de demostrar los
resultados vistos en el Capitulo 2 correspondiente a los Teoremas 2.1.2 y 2.1.4; de
igual manera como resultado del Teorema 3.2.3, se obtiene otra version para las

demostraciones de los Teoremas 2.1.7 y 2.1.8, las cuales son dadas a continuacion.

Corolario 3.2.5 (Teorema 2.1.2). Si F:(X,7) =>(Y,9) es almost continua,

entonces f es weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es almost continua,

(1d, Int,IntCl, 1d,{S})

entonces por el Teorema 3.1.2 (v) f es - continua, observe que

IntCl < Cl y ademas que el operador interior es monétono. Por tanto, de acuerdo con

(1d, Int,Cl,1d,{2})

el Teorema 3.2.2, se tiene que f es ~ continua, ahora al usar el

Teorema 3.1.2 (iv) se concluye que fes weakly continua. ]

Corolario 3.2.6 (Teorema 2.1.4). Si F:(X,7) > (¥,0) s weak almost

continua, entonces f es very weakly continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es weak almost
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continua, entonces por el Teorema 3.1.2 (vii) f es

(1d, Int, Int Ker Cl, Id,{&}) Int Ker Cl < Ker CI

- continua, observe que y que el

operador interior es mondtono. Por tanto, en virtud del Teorema 3.2.2, se obtiene que

fes (1d, Int, KerCl, Id,{@}) ~ continua y, por el Teorema 3.1.2 (viii), se deduce que f

es very weakly continua. [

Corolario 3.2.7 (Teorema 2.1.7). Si F:(X,7) > (Y, 9) es weakly continua y

abierta, entonces f es almost continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es weakly continua y

abierta, entonces por el Teorema 3.1.2 (iv) f es (Id,Int,CI,Id,{@})—

continua, y
como f es abierta, se tiene que f satisface la condicion de abierto con respecto al

operador interior, en virtud del Teorema 1.2.1; de manera que, segun el Teorema

323 f es (1d, Int, IntCl, Id,{&})

concluye que f es almost continua. [

~ continua. Y asi, por el Teorema 3.1.2 (Vv), se

Corolario 3.2.8 (Teorema 2.1.8). Si F:(X,7) > (Y, 9) es very weakly

continua y abierta, entonces f es weak almost continua.

Demostracion: Sea V un abierto en Y y suponga que f es very weakly continua,

(1d, Int,KerCl, Id,{&}) —

entonces fes continua, por el Teorema 3.1.2 (viii), a su vez

como f es abierta, se tiene que f satisface la condicion de abierto con respecto al

(Id, Int, IntKer Cl, Id, {&}) -continua, en virtud del

operador interior. Por tanto, f es
Teorema 3.2.3. Y asi, por el Teorema 3.1.2 (vii), resulta que f es weak almost

continua. ]
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3.3 Algunos Resultados De Funciones ( e,Int,8,6,{} )Continuas

En esta seccion, se estudia el comportamiento de las imagenes de los

(@, Int,6,5,{D}) -

subconjuntos compactos bajo funciones continuas, generalizando

asi los resultados de la seccién 2 del capitulo anterior.

f:(X,7)>(,p)

Teorema 3.3.1. Sea una funcién

(a’Int’g’é’{g})_continua. Si ld=<a y K es un subconjunto compacto de X,

entonces | (K) es & —compacto en Y.

Demostracién: Sea V un cubrimiento abierto de fF(K)

V'={VeV:Vnf(K)=)

y

VoeV:

, entonces existe tal que

f(k)EVk ke K. (l)

, para cada

(@, 1nt,0,5,{D))

Luego, como fes ~ continua, se tiene que para cada abierto V

en Y @ (T3 (V))) < Int(f(o(V ) , en particular para cada abierto Vi, con

ke K a(f5 (%)) I OM) A al tomar We = MO

sigue que Wi es un abierto en X tal que

a(t7 (M) =W, = F(6V) paracada K€ K. (2)

-1
Por otra parte, como (o)) =X , para cada ke K entonces por hipotesis
M) = alfHEV)) @)
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y a su vez, como Viec o) para cada keK, pues O es un operador asociado

-1 -1
a la topologia ¢, se tiene que V)t (5(Vk)).

-1
Luego, como ke (V) para cada keK, por (1), se sigue que

-1 -1
kef (5(\/k)), de modo que kealf (5(\/k))), por (3), lo cual implica que k EWK,

W, :k e K}

, K= k W.. .. .,
por (2). Asi, UkeK{ }CUkeK " Por consiguiente, la coleccion { es

un cubrimiento abierto de K y como K es compacto, existe una subcoleccion finita de
: Kcl ) w
W, tke k] , tal que < Ui=1 % | entonces

fF(K)y<U, F(W,). @

-1 -
Ahora bien, FW) = OV < oM) para cada 1£1£n por (2);

asi,
Ui:l f (\Nki = Ui:le(vki ) (5)
Por tanto, de (4) y (5), se tiene que fK)= Ui=10(vki)’ y COmo consecuencia
de la Definicion 1.2.9, se concluye que F(K) es ¢ —compacto. ]

Si en el teorema anterior se consideran operadores especificos, entonces se

obtienen los teoremas enunciados en la seccion 2 del capitulo anterior.

Corolario 3.3.1. Sea [ “(X.7)=>(¥,9) yna funcién weakly continua y sea K
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un subconjunto compacto de X, entonces F(K) es un subconjunto almost compacto
de.

Demostracién: Como |- (X:7)=>(.#) o5 una funcién weakly continua,

Int, 8,6,

entonces, f es (e, I)_continua, con @ =operador identidad, ¢ =operador

clausura, ¢ = operador identidad e I :{@}, por el Teorema 3.1.2 (iv) y, a su vez,

como K es un subconjunto compacto de X y ld <o se concluye por el Teorema
3.3.1que f(K) es Cl- compacto, es decir, F(K) es almost compacto. ]
Corolario 3.3.2. Sea [ *(X:7) = (¥.®) yna funcién almost continua y K un

subconjunto compacto de X, entonces F(K) es nearly compacto.

Demostracion: Como fFr(X,1)>(Y.9) es una funcion almost continua,

s (@,1t,0,5,

entonces f e I)_continua, con & =operador identidad, ¢ =operador

interior clausura, 9 =operador identidad e = {Q} en virtud del Teorema 3.1.2 (v);

ahora, como K es un subconjunto compacto de X y ld < | se tiene por el Teorema

3.3.1 que F(K) gs IntCl -compacto, lo cual significa que F(K) es nearly compacto.

f:(X,7)>(,p)

Teorema 3.3.2. Sea una funcién

(e, In'['6”5’{®})_continua. Si Y, 9) es 0-T, y Id <& | entonces las preimagenes

de los conjuntos unitarios de Y son conjuntos cerrados.

L qeY £((a})

Demostracion: Se

A={xeX:f(x)=q}

, para mostrar que es un cerrado se prueba

que su complemento es abierto en X. Si A=X ¢ A=Y se
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tiene que A es abierto en X en ambos casos. Suponga que AD X A= yseqacA,

0-T,

entonces | (&) #4 para cada @€ A y como Y es , existe segun la Definicion

1.2.7 un abierto V en Y tal que

(@, Int,6,5,{D})

Ademas, como f es ~ continua, también se tiene que

a(f1(sM)) < Int( (V) U =Int(f*(6V)))

; asi, al tomar , Se sigue que U es

un abierto en X tal que
a(f(EV)) U < FAoV)), o)

de modo que fU) = f(f(0(V)) y COmMo f(FeV)) < 0(V) , se obtiene

que

Por otro lado, como f(a)ev y Ve 5(\/), pues O es un operador asociado a
la topologia %, resulta que &€ V) y &€ F V), Luego, €OMO
f2(o(V) = X , se sigue que FO(V) ca(f(5(V)) por hipotesis, por tanto,
aca(t(6(V)). Asi, de esto y el hecho de que a(t(6(v))cu , por (2), se

obtiene que @<€U | Ahora, sélo resta verificar que U < A o equivalentemente que

UnX\VA=3 syponga lo contrario que U NX\VA#D y seq beUNX\VA,
entonces beU y beX\VA de manera que TMefU) y TO)=q

respectivamente; por lo que qe f(U); pero, segun (3) f(U) c@(\/)’ asi 9 6‘9(\/),
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lo cual es una contradiccion, ya que de (1) 9%29(): por tanto, U< A En

consecuencia, existe un abierto U en X, tal que @ €U < A es decir, A es abierto en X.

Corolario 3.3.3. Sea | -(X,72) =>(Y,9) yna funcién weakly continua. Si Y es
Hausdorff, entonces las preimagenes de los conjuntos unitarios son conjuntos

cerrados.

Demostracion: Sea | :(X:7) = (Y,9) yna funcién weakly continua, entonces

(@,Int,0,5,{D)) -

segun el Teorema 3.1.2 (iv), f es continua, con & =operador

identidad, @ =operador clausura, © =operador identidad. Luego, como . 9) es TZ,

I-T, y como ld <o se

se sigue en virtud del Teorema 1.2.2 que (Y, 90) e C
concluye del Teorema 3.3.2 que las preimagenes de los conjuntos unitarios de Y son

conjuntos cerrados.
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CAPITULO IV
FUNCIONES (a,,6,6,)-CONTINUAS EN m-ESPACIOS

En este capitulo, se plantea el concepto de estructura minimal Mx sobre un

conjunto no vacio X y algunas de sus propiedades. Posteriormente, se introduce la

definicion de m-operador sobre Mx . Por dltimo, se define el concepto de funcion

(“"B’e’é’l)m-continua, la cual generaliza la nocion de funcion (@,f,6,6,1)~

continua y algunos resultados dados en el Capitulo 3.
4.1 Estructuras Minimales

En esta seccion, se introduce el concepto de estructura minimal sobre un

conjunto X no vacio, la nocion de m-operador y se estudian algunas propiedades.

My

Definicion 4.1.1. Una estructura minimal o una ~estructura sobre un

& emy

conjunto no vacio X, es una familia My de subconjuntos de X tal que y

X em,

El par (X, my) formado por un conjunto no vacio X y una My ~ estructura, se

denomina M—espacio.

Observe que toda topologia es una estructura minimal, de modo que todo

espacio topoldgico es un M—espacio.

(X, my)

Definicion 4.1.2. Sea un m-espacio, se dice que un subconjunto A de

Aem m

X es Mx-abierto si Xy el complemento de un conjunto X -abierto se

84



Mx _cerrado.

denomina
Al igual que en un espacio topoldgico, se pueden definir ciertas operaciones de

conjuntos en un M -espacio.

(X,my)

Definicién 4.1.3. Sean un m-espacio y A un subconjunto de X, se

My

define el Mx-interior de A, denotado por -It(A), como la unién de todos

conjuntos My

m, —Int(A) = J, {G:Gc A}

- abiertos que estdin contenidos en A, es decir,

Definicion 4.1.4. Sean (X, m,)

un m-espacio y A un subconjunto de X, se
define la Mx -clausura de A, denotada por My -CI(A), como la interseccién de todos

conjuntos My _cerrados que contienen a A, es decir,

m, =CI(A) =[], ., {F:F DA}

Observe que cuando la estructura minimal es una topologia se recuperan las

nociones clasicas de interior y clausura de un conjunto.

Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades del My interior y de la

Mx _clausura de un conjunto.

(X,my)

Teorema 4.1.1. Sean un m-espacio, A y B subconjuntos de X,

entonces
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0 my — Int(A) c A
(i) Si Aes Myx _abierto, entonces Mx
my — Int(Y) = y m, —Int(X) = X.

—Int(A) = A

(iii)
iv) XM —INt(A) iy s6losi existe un Mx-abierto G tal que X€G < A

v) Si AcB, entonces Mx ~ INt(A) =m, —Int(B).
(i) M Int(my —Int(A))=m, —Int(A).
(viiy M~ Int(ANB) cm, —Int(A)nm, —Int(B).

Demostracion:

(i)  Es consecuencia inmediata de la Definicion 4.1.3.

(i) Suponga que A es un conjunto Mx .abierto,  entonces
Ac G:GcA _ _

Usem, | b m, —Int(A) ycomo M~ IMAY S A Loido Ac X s
deduce que A= "Mx — Int(A).

(iii) Como < y X son conjuntos Mx _abiertos, se tiene que my —Int(@) =@

y my — Int(X) =X . por (ii).

Xe G:GcA
(v) Suponga que XE™x 1A enonges XU | b e

decir, X€G paraalgin €M« y G A,

Reciprocamente, suponga que existe un abierto G tal que X€G < A entonces
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G:GcAl=
¥eUsn, (G:G < A) ™ nt(a).

X em, —Int(A)

(v) Suponga que , entonces existe Gem,

tal que

XxeG <A ycomo Ac B, se tiene que X€G =B paraalgin C €™

m, — Int(A) € my — Int(B).

x . Asi, por (iv),

Xemy — Int(B). En consecuencia ,

my —Int(A) c A

(vi) Como para todo A< X | por (i); es inmediato de la

my _Int(my —Int(A)) cm, —

proposicion anterior que Int(A). Por tanto, solo resta

—Int(m, - Int(A)). Sea XE€My — Int(A)

verificar que  Mx " Int(A) < Mx , entonces

xeG para algin G€Mx y G A por (iv): luego, como G < A se tiene que Mx-

Int(G) < My -Int(A); ademas, como G es Mx _abierto, se sigue que G = my —Int(A)

oor (i), asi, X€G para algin C€Mx y G <=My —Int(A)

, lo cual implica que
X €my _Int(mx-lnt(A)), por (iv); de donde Mx —Int(A) € my —Int(m, —Int(A)),

con lo cual resulta la igualdad que se quiere.

(vii) Como ANBcA y AnBcB, entonces
my, —Int (AnB) < my, —Int (A) y
my —Int (AnB) c my —Int(B) my —Int (AnB) < m, —Int(B)' por  (v), de
modo que my, —Int (AnB)c m, —Int (A)mmx—lnt(B)' .

El siguiente ejemplo muestra que la contencion de la Proposicion (vii)

del Teorema 4.1.1 es estricta.
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X ={a,b,c,d}

Ejemplo 4.1.1. Considere el conjunto con la siguiente My .

m, ={@,X,{a},{a,b,c},{b,c,d}}.

estructura Observe que existen Ay B

subconjuntos de X tales .que Mx ~INt(A)Am, —Int(B) & my —Int(ANB) g,

b,c,d} a,b,c}

B= { . entonces My 1t (AN B)

efecto, sean A= {

=m, —Int({b,c}))=& m ={bc,d} y my — Int(B) ={a,b,c}

X-Int(A) . Por tanto,

Mx -1nt(a) N Mx -Int(B)={b’C} @ M- Int(AN B).

Teorema 4.1.2. Sean (X, my) un m-espacio, A y B subconjuntos de X,
entonces

(i) SiAes Mx _cerrado , entonces Mx —Cl(A)=A

(iv) xem, —CI(A) si s6lo si para todo Myx _abierto U que contiene a X, se

tiene que U NA#D

(v) Si AcB entonces M —Cl(A) = m, —CI(B).

(vi) M —Cl(m, ~CI(A)) =m, —CI(A)

iy Mx ~ClI(AUB)>m, ~CI(A)um, —CI(B).

Demostracion:

(i)  Es consecuencia inmediata de la Definicion 4.1.4.
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(i) Suponga que A es un Mx _cerrado, entonces

M= G =N A FF2AY L p ) omo ASTc—CI(A)

m, —CI(A) = A

para todo A

subconjunto de X, se obtiene que

m

(iii) Como < y X son ' -cerrados porque son los complementos de los

m, ~Cl(@)=2 , m ~Cl(X) =X

conjuntos My _abiertos, entonces , por (ii).

(iv) Para probar esta proposicion se procede a mostrar su

x & m, —CI(A)

equivalente: si solo si existe un Mx-abierto Y que contiene a X

tal que UNA=J.

)y pom AFF DA}

_ X
X & My CI(A), entonces , lo cual

Suponga que

significa que existe un Mx ~cerrado F que contiene a A tal que X€F | es decir,

My

X —F esun "X "abierto que contiene a x tal que (X-F)nA=0

Reciprocamente, suponga que existe un My ~ abierto U que contiene a x tal
que UNA=D entonces AcX-U y X-(X-U)=Uem po |5 tanto,

m, gm, —CI(A).

~cI(A)= X =U ycomo X€U | se concluye que X

xemy —CI(A) my

(v) Suponga que , entonces para todo “abierto U que
contiene a x, se tiene que UNA#D por (iv), y asi, BNU #S para cada

my xem, —CI(B). y asf,

“abierto U que contiene a x, es decir,
m, —CI( A) < m, —CI(B).
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Acm, —CI(A) A c X

(vi) Como
m, —CI(A) <m, —CI(m, —

para todo , entonces usando (v), se tiene

que CI(A)). De modo que, sOlo resta probar que

my —Cl(m, —CI(A)) =my ~CI(A) gq, xem, CI(my —CI(A)) grionces XeF

Acm, —CI(A)

para cada

sigue que X€F para cada FoA y X"FE€M |6 cual significa que

xemy =Cl(A) por tanto, Mx ~cI(Mx-cia)) = ™ TcI(a), de donde resulta la

igualdad que se quiere.

(vii) Como Ac AUB y Bc AUB, entonces
m,~Cl(A) m, ~CI (AUB) , m, ~CI(B) c m ~CI(AUB) . En
consecuencia, Mx ~CI(AUB) > m, —Cl(A)Um, —CI(B) .

El siguiente ejemplo muestra que la contencién en el Teorema 4.1.2 (vii) es

estricta.

X ={a,b,c,d}

Ejemplo 4.1.2. Considere el conjunto con la siguiente My .

estructura Mx ={®’ X,{a},{d},{a,c},{a,b,c},{b,c,d}}. Observe que existen Ay B

subconjuntos de X tales que my_CI(AuB) @ m, —CI(A)um, _CI(B). En efecto,

~CI(A) ={a)

sean A={a} y B={d}, entonces M -CI(AY B)= X, Mx y My -CI(B)=

{9} por tanto, Mx ~CI(AUB) & m, —CI(A)um, ~CI(B).

La Mx -clausura y el Mx _interior de un conjunto pueden relacionarse tal y como
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lo muestra el siguiente teorema.

(X, my)

Teorema 4.1.3. Sean un m-espacio y A un subconjunto de X, entonces

0 my —CI(X —A)=X —-(m, — Int(A))'

(ii) my —Int(X —A) = X —(m, —CI(A)).
Demostracion:

m, —Int(A) = G:GcAY;
(i) Por la Definicién 4.1.3, se tiene que (A Ueemx{ }

de modo que,

X =(m—Int(A))= X =, {6:Gc A=, y oum IX-G:X-AC

X -G} m

: pero, como G es ' ' -abierto y esta contenido en A, entonces X —G es My .

cerrado y contiene a X —A: y como para cada "X -cerrado que contenga a X — A

existe un Mx -abierto contenido en A, entonces al tomar esta interseccion sobre todos

m

los Mx -abiertos contenidos en A se esta intersectando a todos los M -cerrados que

contienen a X —-A Luego, ﬂx,(x,e)emx{ X-G:X-Ac X-G }:

M =CHX=A) porio tanto, ™ —CI(X =A) =X =(m, — Int(A)).

(i) Por la Definicion 4.1.4, se tiene que
my, ~CI(A) =, ., {FIF DA} 4 modo e
X —(m, —CI(A))=X —ﬂx_FemX {(F:Fo Al =UX_FEmX (X-FcX-Al=
my —Int (X _A), segin la Definicion 4.1.3. Por lo tanto, M —Int (X -A)=

X —(m, —CI(A)).
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Es importante destacar que a diferencia de cdmo ocurre con el interior y la

clausura de un conjunto en un espacio topoldgico, el Mx _interior no necesariamente

m

es un conjunto X -abierto ni la Mx _clausura es necesariamente un conjunto My

cerrado.

Sin embargo, si a la estructura minimal se le exige cierta condicion se pueden

obtener estos resultados. Dicha condicion se especifica a continuacion.

Definicion 4.1.5. Una estructura minimal ™ sobre un conjunto X, se dice que
satisface la condicion (B) de Maki si la union arbitraria de elementos de la My .

estructura es un elemento de la ™x -estructura.

m

Observe que si  x satisface la condicién (B) de Maki, entonces interseccion

Mx satisface

de conjuntos Mx _cerrados es un conjunto Mx _cerrado. De modo que, si
la condicion (B) de Makiy si A< X, entonces My -Int(A) es un conjunto Myx _abierto

y My -CI(A) es un conjunto Mx _cerrado.

En el siguiente teorema, se obtienen los reciprocos del Teorema 4.1.1 (ii) y el

Teorema 4.1.2 (ii), haciendo uso de la condicion (B) de Maki.

Teorema 4.1.4. Sean (X, my) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si My

satisface la condicion (B) de Maki, entonces

() Aes Mx-abierto siy solosimx ~ Int(A) = A

(i) Aes M-cerrado siy solosi Mx -CI(A) = A
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Demostracion:

(i)  Por (ii) del Teorema 4.1.1, es inmediato que si A es My -abierto, entonces

My _Int(A)=A.

m, — Int(A)

Reciprocamente, como es un conjunto Mx _abierto y por hipétesis

my — Int(A) = A, se tiene que A es un conjunto "X -abierto.

(if)  Por (ii) del Teorema 4.1.2, es inmediato que si A es Mx _cerrado, entonces

My _cl(a)=A.
Reciprocamente, como my —CI(A) es un conjunto Mx _cerrado y por
hipétesis, m —CI(A)=A, se deduce que A es un conjunto Mx _cerrado. ]
Definicion 4.1.6. Sean (X, my) un m-espacio y A un subconjunto de X, se

define el Mx-Kernel de A, denotado por mX-Ker(A), como la interseccion de

My

todos los - abiertos que contienen a A, es decir,

m, —Ker(A)=(){C:C>ACem,}.

En el siguiente teorema se muestran algunas propiedades del Mx _Kernel de un

conjunto.

Teorema 4.1.5. Sean (X, my) un m-espacio y A un subconjunto de X,

entonces
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(i) Si Aes Mx-abierto, entonces Mx ~ Ker(A) = A

Demostracion:
(i)  Es consecuencia inmediata de la Definicion 4.1.6.

(i)  Por hipdtesis y la Definicion 4.1.6, se tiene que m, —Ker(A) < A;

Acm, —Ker(A) —Ker(A)=A

y

como ademas, por (i), se concluye que My [ ]

m

A continuacion, se plantea el concepto de m-operador sobre una " '* -estructura.

(X, my)

Definicion 4.1.7. Sea un m-espacio, un m-operador sobre Mx es una

aplicacion & P (X)® P (X) gue es expansiva sobre mX, es decir, U Ca(u) para

todo Y €Mx |

m

Observe que si % es una topologia en la definicion anterior, entonces la

nocion de m-operador coincide con la nocion de operador asociado a la topologia

a,b:P(X)® P (X)

Dados dos m-operadores sobre mX, la notacion

ap b gignifica que a(A)1 b(A) paratodo A1 Mx-

Ejemplo 4.1.2. Los siguientes son ejemplos de m-operadores

(i)  El m-operador identidad @ P (X)® P (X) gefinido por 2U) = 1d(U)

a:P(X)® P (X)

(i) ElI' m -operador Mx _interior definido por
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aU)=m, - Int(U)'

a:P(X)® P (X)

(i) El m- operador Mx _clausura definido por

a(U)=m, —Cl(U).

(iv) El operador My interior clausura &P (X)® P (X) " definido por

a(U)=m, —Int(CI(U)).

(v) El operador ™ ~clausura interior &P (X)® P (X) gefinido por

a(U)=my- Cl(IntU)).

(vi) EI operador ™ -kernel @:P (X)® P (X) gefinido por 2U)= Mx_
Ker (U)

(X, my)

Definicion 4.1.8. Sean un m-espacio y @ un m-operador, se dice que

a es un m-operador monotono si para todo ABI P (X) tales que Al B, se tiene

que a(A)Il a(B)

Observe que los m-operadores definidos en el Ejemplo 4.1.2 son monotonos

my =7

sobre la familia Mx* Ademés, si es una topologia sobre X, entonces el

concepto de -moperador monotono coincide con el de operador monotono.

(X,my) b

Definicion 4.1.9. Sean un m-espacio, cualquier operador y el

operador my - Int asociados a la Mx -estructura. El operador £ induce otro
operador, denotado por m, - Intb, definido como sigue:
(my - Intb)(A)=m, - Int(b(A)) para cada AT P (X)
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m =t

Note que si es una topologia sobre X, entonces la definicion anterior

corresponde a la de operador inducido en espacios topoldgicos.

Sean (X, my) y (Y. m,) dos m-espacios. Ahora, se presentan algunas

definiciones relacionadas con funciones entre m-espacios.

f:(X,m)—>(Y,m)

Definicion 4.1.10. Se dice que es una funcion m-abierta,

si la imagen directa de cada Mx _abierto es un ™ -abierto.

Observe que  si my =t y My =1 son topologias sobre X e Y
respectivamente, entonces la definicion anterior coincide con la definicion de funcién

abierta entre espacios topologicos.

f:(X,m)—>(Y,m,)

Teorema 4.1.6. Sea una funcion, tal que

o1 3 o1 N
F@®) 1 (my - Int(B)) para cada B1 Y- Si ™ es una estructura minimal que

satisface la condicion (B) de Maki, entonces f es una funcion m-abierta.

f-3(B)1 f *(m,- Int(B))

Demostracion: Suponga que para cada BI Y Y,

sea U un Mx _abierto.  Como fU)ey,

EAEUNT FHmy - It (F U)o gegir, YT T 7= ECFUN) 1o 10 que

fU)I m, - Int(fU)). Asi, TU) es ™ abierto, ya que ™ satisface la

condicion (B) de Maki, y en consecuencia, f es m-abierta. ]

se tiene que

f:(X,m)—>(Y,m)

Definicion 4.1.11. Se dice que satisface la condicion de
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-1 i -1
m-abierto respecto al m-operador & sobre My s a(t—(®)l a(t(m - Int(B)))

para cada B1 Y.

—Int

Observe que, si &= Id o & =My , entonces esta definicidn coincide con

la definicion de funcion m-abierta, si se le exige a la My _estructura que satisfaga la
condicion (B) de Maki.

si Mx =t ;M= y @ es un m-operador cualquiera, entonces la Definicion

4.1.11 coincide con la Definicién 1.2.6

fo(X,my)—>(Y,m)

Teorema 4.1.7. Si es una funcién m-abierta, entonces

m, —Int(f ~*(B)) < f ~*(m, —Int(B)) para cada BI Y. @)

Reciprocamente, si se verifica (1) y My satisface la condicion (B) de Maki,

f

entonces ' es m-abierta.

-1
Demostracion: Sea B<Y 'y suponga que xem, —Int(f (B)),

existe un  Mx-abierto U, tal que

f(U,)c f(f™(B))cB;

entonces

1
xeU, < T7(B) " 4o modo que

y como f es m-abierta, también se tiene que FU) =W

es un ™ -abierto. Ahora bien, como | UJ<=B y FUI=Wit e obtiene que

f(x)ew, A c B,

existe Wi My _abierto tal que 00

f(x)em, —Int(B),

lo cual implica que

-1
de donde resulta que xe t7(my —Int(B)). Por lo tanto,
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m, —Int(f *(B)) = f*(m, - Int(B)).

-1 Tof-1
Reciprocamente, suponga que "x Int(t™"(B))1 1 (m, - Int(B)) para cada

fu)cy

BIY y sea U un ™-abierto. Como se tiene que

M- (FAEUMT 12 m - (T gg gegir, U1 11 (M- M(FU). o,

lo que FU)T m, - Int(FU)). Asi, fU) es M -abierto, ya que My satisface la

condicion (B) de Maki, y en consecuencia, fes m-abierta. ]

f:(X,m)—>(Y,m)

Teorema 4.1.8. Si es una funcion m-abierta, entonces f

satisface la condicion de m-abierto respecto al m-operador ¢ = My = Int.

Demostracion: Sea B <Y y suponga que f es una funcion m-abierta, entonces

1 1
por el Teorema 4.1.7 Mx ~ INL(F 7 (B)) = (M, —INt(B)). A; e 1a monotonia del

m my —Int(f~(B)) = my —Int(f(m, = Int(B)))- por 1o tanto,

operador X -interior,

a=m, —Int

al tomar como el m-operador sobre Mx en la Gltima expresion, resulta

1 1
que (T B)ca(t=(my —Int(B)) |4 cyal significa que f satisface la condicion.

|
A continuacion, se definen propiedades de separacion sobre un m-espacio.

(X,my) my, T

, se dice que es 1 si para cada

V,Wem

Definicion 4.1.12. Un m-espacio

X,ye X xeV,xeW

par de puntos distintos , existen conjuntos X tales que

y yeW,yeV.
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(X,my) my T

2 sj para cada
V,Wem

Definicion 4.1.13. Un m-espacio , se dice que es

X,y eX

par de puntos distintos , existen conjuntos disjuntos X tales que

XeEVyYy yeW.

Observe gque todo m-espacio m T es mx -Tl, pero el reciproco no es cierto

como lo muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.1.3. Sea el conjunto de los nimeros reales i con la M _estructura

D, i

formada por la clase de conjuntos de y todos los complementos unitarios en

i ,es decir, m, Z{Q’i }U{i _{X}:Xei } entonces Gi.m) es™ —h pero

no M _TZ.

En efecto, si Y <i con X* Y entonces X ! =V y JEI X =y

y tanto V como W son ™ -abiertos por definicion de ™ ; ademas XgW y yev.

m. ) m —T.

Por tanto, (i ,m) es M _Tl. Sin embargo, (i, noes i 2 pues suponga

X, YeEi

lo contrario, es decir, para con X# Y existen conjuntos V, W< m; disjuntos

tales que X€V y YW Entonces, V=i ey y W=i —{a} o, adei

BEX B #Y - ademas, ¥ W T “laa)2g

, lo cual es una contradiccion.

Asi, (i m) noes M _TZ.

Observe que como toda topologia 7 sobre un conjunto X cualquiera, es una

-, T,

Mx _estructura el Ejemplo 1.1.3 también muestra que My =11 no implica My =
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(X, my)

Definicion 4.1.14. Sean un m-espacio y ¢ un m-operador sobre My |

(mx1a)_T1 X,ye X x=zy

se dice que el m-espacio X es si para cada par de puntos

existen conjuntos ™ -abiertos V y W tales que XV, Y#aV) y yew, xeaW).

(X,my) m, —ClI

Teorema 4.1.9. Sean un m-espacio y a=

~T2 g y solo si es

m-operador sobre

M, Entonces X es Mx (my, )T,

a=m, —-Cl m

Demostracion: Sea el operador asociado a la "* -estructura.

(Xomy) o My —

Suponga que T2 entonces para cada XY EX:X# VY existen

conjuntos ™x -abiertos V y W tales que X€V y YEW con WAV =3 por tanto,
s6lo falta verificar que XZ¢W) y Y€a(V) para mostrar que X es (my, ) =T,

Suponga lo contrario, es decir, X€*W) o yealV) gj xea(W) entonces para
todo Mx -abierto U que contiene a x se tiene que W NU =< En particular, para el

Mx _abierto U=V, se tiene que W NV #J | o cual conduce a una contradiccion,

puesto que V y W son disjuntos. Por tanto, X € *W)- De manera similar, se muestra

que Y 22()  En consecuencia, X es My, @) =T,

(mx ,0{) _Tl

Reciprocamente, si X es , entonces para cada par de puntos

X,yeX X#Y oxisten Mx-abiertos V y W tales que XV, Y€a(V) y yeW

x¢ga(W). Luego, como y &m, ~CI(V) existe un Mx -abierto Uy que contiene a 'y

VmUy:Q

tal que (1); ademés, como V es Mx _abierto, se tiene que

M —INtV) =V y como X€V, entonces X€ Mx ~ MMV - 5or 10 que existe un Mx -
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U UXmUchmUﬁ

abierto ~x que contiene a x tal que U,V , de modo que asi,

Unu, =g

por (1), " Por tanto, para cada par de puntos XY €X X#Y  existen

Mx _abiertos U, y Y, disjuntos que contienen a x y Yy respectivamente, lo cual

T

significa que X es My = n

Ahora, se presentan algunas nociones de compacidad asociadas a un m-espacio.

(X, my)

Definicion 4.1.15. Sean un m-espacio y A una familia de

subconjuntos de X, se dice que A es un cubrimiento m-abierto de X si A es un

cubrimiento de X tal que cada elemento de A es un conjunto Mx ~ abierto.

(X, my) X

Definicidn 4.1.16. Sean un m-espacio y Ac X, sedice que

(i) A es m-compacto si cada cubrimiento m-abierto de A tiene un

subcubrimiento finito. En otras palabras, A es m-compacto si cada cubrimiento m-

abierto {C“}ae' de A tiene una subcoleccion finita {Ci}H tal que Ac Ui=lc‘ .

(i) A es am-compacto si para cada cubrimiento m-abierto {Va}a“ de A

A‘I Uinzlam (\/|)

a

: o Y
existe una subcoleccion finita { '}'=1 tal que , donde '™ es un m-

operador sobre M-

Al igual que en casos anteriores, si Mx es una topologia sobre X, entonces se

recobran los conceptos clasicos de compacidad y & -compacidad.
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4.2 Funciones (a,f,6,6,1)-Continuas

En esta seccidn, se aporta un nuevo concepto que generaliza las nociones de
continuidad definidas en capitulos anteriores. Dicha generalizacion, se logra
entrelazando los conceptos de estructura minimal, operadores e ideales. A

continuacion, se presenta dicho concepto.

sean (X:Mx) ¢ (¥.M) o espacios, @ y B m-operadores sobre Mx, 6y &

m-operadores sobre M & I un ideal sobre X.

Definicion 4.2.1. Sea [ (X\m)=>(M) yna funcion, se dice que f es

(@.5.0.6,1), . continua si para cada My _abierto V de Y, se tiene que

a(f SV BE (V) el

Observe que esta nueva definicién es mas amplia que la definicion de funcion

(@.5.0,90, I)-continua, en el sentido que cuando las estructuras minimales, tanto de

X como de Y, son topologias entonces obtenemos dichas funciones.

El siguiente teorema muestra que la clase de funciones (@.5.0.6. 1)

continuas es no vacia.

fo(X,my)—>(Y,m)

Teorema 4.2.1. i =6, a(©)=9 es una funcién

(,,6,6,1)

definida por, FO)=Yo paratodo X€ X | entonces fes m-continua.

Demostracion: Sea V un conjunto My _abierto en Y, entonces para probar que
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f es (@,5,6,6,1), -continua, se debe considerar
Caso |: Yo<V-

En este caso, como Fx) = Yo para cada X€X | es claro que FrVv)=Xx,
Luego, como ¢ y O son m-operadores sobre My se deduce que V) e
F2(6(V) = X y FEV) = F70V) = X - ademas, como V) =X , se sigue que
a(t7(EVN) =a(X) y AIEON))) =B(X). 4 su vez, puesto que @ y & son
operadores asociados a la Mx _estructura, se obtiene que a(X)=p(X)=X por lo
que a(f(5(V)) =X y B OV)) =X . asi.

a(f WM\ B(F V) =D <l . Por lo tanto, Fes (@.5.0.9, I)m-continua.
Caso I1: Yo 2V perg Yo €9(V) y Yo OV).

En este caso, como Yo SO(V) Yo €O0(V)y T()=Yo para cada X€X | es

X< t76v) y X < £5(0V), Luego, de manera similar al Caso

I, se obtiene que @(f (VD) =Xy BIEZ(OVD) =X hor 1o que, #(f (VN

POV =D el y 4 T es (@5.0.6.)n_continua

inmediato que

Caso IllI: yoee(\/)'

En este caso, como F)=Yo para todo X€X y Yo £00V) se tiene que

fﬁl(a(v))zg; luego, como 5(V)C9(V), se sigue que V) =2 y como
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a(@)=D 5o deduce que a(f2EVMBIEZOVN) =D el por 1o tanto, | es

(aa ﬁl 9’ 6’ I )m -continua.

En este caso, como Yo £9(V) y ¥9)=9D s claro que a(f(6(V)=9. y
a su vez, como Yo c0(V) y B(X)=X , entonces B0V ) = X' De modo

que, a(t7 (VN BT (OV)) 1. En consecuencia, f es (@,5,0,6,1)_

continua.m

Los siguientes teoremas son propiedades relativas a las funciones

(@.5.0,6.1), -continuas que generalizan algunos de los teoremas dados en la seccion
2 y 3 del Capitulo 3, en el sentido que cuando las estructuras minimales son

topologias se recuperan tales teoremas.

Teorema 422. Si P es un m-operador monétono, 9<6° 'y

Fr(X,m) = (¥, m,) una funcién (a’ﬂ'9'5’|)m_continua, entonces f es

(a,B,6",0, I)m_continua.

Demostracion: Sea V un mY -abierto en Y y suponga que f es (@, 5.0,6,1)_

continua, entonces

a(f SN\ B (OV)) <. 1)
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Luego, como ¢ <" se tiene que
V)< o'(V)
de donde

fOV) c 7O (V)).

pero, A esun m-operador monotono, por lo que
BUTO (V) < BUEO (V)
y por tanto

a( TSN (VD) ca(THEOUINA(TOV)). o

Asi, por (1) y (2) y la propiedad hereditaria del ideal I, se obtiene que
a(fHSVUM\ BEHE Vel

(@, ,6*,6,1),

Por lo tanto, f es ~ continua. ]

Teorema 4.2.3. Si Fr(X,m) = (Y, m,) es una funcidn (@,/,0,6,1),

continua y satisface la condicién de m-abierto con respecto al m-operador ﬂ,

—Intg,9,1),

entonces f es (&AM ~ continua.
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Demostracion: Sea V un ™ -abierto en Y y suponga que f es (@.8.0.6.1),

continua, entonces
a(fHEVMM\ B OV <. )

Luego, como f satisface la condicién de m-abierto con respecto al m-operador

ﬂ, se tiene de la Definicion 4.1.11 que

BEHOV)) < BT (M, —IntOV)))
De modo que,

a(fH(8(V)) NB(FH(m —Into(V)))ca(f GV B(FHOV))).
()

Asi, por (1), (2) y la propiedad hereditaria del ideal I, resulta que

a(fHEVN)NA(FHm, —Into(V)))el |

~Into,s,1),,

Por lo tanto, f es (@, f,my ~ continua.

fo(X,mg)—>(Y,m)

Teorema 4.2.4. Sea una funcién

(ar, my =t 8, S{@Nn~ ontinua, Suponga que (Y.my) g (My,0)=T, ~my
satisface la condicién (B) de Maki y que Bca(B) para todo B < X | entonces las

preimagenes de los conjuntos unitarios de Y son conjuntos Mx _cerrados.
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-1
Demostracion: Sea Y EY, para mostrar que f ({q}) es un ™ ~cerrado se

A={xeX:f(x)=#q}

prueba que su complemento es Mx -abierto en X. Si A=X ¢

A= se tiene que A es My _abierto en X en ambos casos. Suponga que
ADX A#D y sea @A entonces (@ #0 para cada €A y como Y es

(my "9)_T1), existe segun la Definicion 4.1.14, un M ~abierto V en Y tal que

(a,Int,0,6,{2})

Ademas, como f es m " continua, también se tiene que

_ -1
a(17(8(V))) e m—Int F7(6(V)). asi, como Mx satisface la condicion (B) de

_ -1
Maki, al tomar U=m, —Int f (9(\/)), el cual es un Mx -abierto en X tal que
a(t* (V) U e o)), @

De modo que fU) = f(F(0(V)) y COmo f(EeV)) = 0(V) , se obtiene
que

Por otro lado, como f(a)eV y Ve 5(\/), pues O es un m-operador sobre la

1 1
™ estructura, resulta que @€t V) y aef7(6(V))  Luego, como

FPOVN =X se sigue que T @V =a(f(SV)) por hipstesis, por tanto,
aca(t(6(V)). Asi, de esto y el hecho de que a(t*(@EW)) <y , por (2), se

obtiene que @<V . Ahora, sélo resta verificar que U < A o equivalentemente que
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UNX\VA=9 syponga lo contrario que U NX VA= y seqg beUNX\A

respectivamente; por lo que Y€ fU). pero, segun (3) FU)cOV) a1 a€O(V)
lo cual es una contradiccion, ya que de (1) 929(V): por tanto, U< A En

consecuencia, existe un My _abierto U en X, tal que @€U < A es decir, A es My

abierto en X. m

f:(X,my)—>(Y,m,)

Teorema 4.2.5: Sea una funcién

(. my _Int’e'é’{g})m-continua. si A< a(A) para todo Ac X, Mx satisface la

condicion (B) de Maki y K es un subconjunto m-compacto de X, entonces F(K) es

Oy ~ compactoen .

Demostracién: Sea ¥V un cubrimiento ™ -abierto de [ (K) y considere la
colesgign ¥ =1V €V IV f(K)= ®}’ent0nces, existe Ve €V tal que
F(k)€ Ve para cada K € K- 1)

(a,m, —1Int,0,5,{S})

Luego, como f es m-continua, se tiene que para cada

m, - abierto V en Y ’ a ( f_1(5 (V))) cmy - |nt(f_1(0(\/))), en particular, para

-1 _ -1
cada ™ " abierto Vk, con k! K, « (f (6 (Vi) )C M Int(f (HM)))' Asi, al

W, =m, —Int(f*(6(V,))) W,

tomar , Se sigue que "k es un My _abierto en X tal que

a( VN EW, < TV paracada kKeKe (2
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f1(o(V,))c X

Por otra parte, como , para cada ke K entonces de la

hipdtesis para &

F1(5(v,) c a( (V). @)

Y a su vez, como Vi =) para cada keK, pues Y es un m-operador sobre

-1 -1
M _estructura, se tiene que V)=t (5(\/k)); a continuacion, como

ke f((V,

la
ke f™(V,) para cada K€K | por (1), se sigue que )), de modo que
k e“(ffl(é(vk))), por (3), lo cual implica que XYk por (2). Asi,
K:UkeK{k}CUkeK{Wk}' Por consiguiente, la coleccion Wtk eKj es un

cubrimiento M -abierto de K y como K es m-compacto, entonces por la Definicion

L Kel ) .w
4.1.16 (i), existen Ky, Ky elementos en K, tales que < Ui:l k- por lo cual,

f(KycU, F(W,). @

-1 .
Ahora bien, FWy ) = F(T0 V) = 00 ) para cada 1 1£ N por (2): asi,

Ui:l f (Wki) < Ui:lg(\/ki ) (5)

Por tanto, de (4) y (5), f(K)CUiﬂe(Vki)’ y como consecuencia de la

Definicion 4.1.16 (ii), se concluye que F(K) es Oy ~ compacto. ]
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4.3 Comentario Sobre Las Funciones (a,f,6,6,1)-Continuas

En esta seccidn, se caracteriza bajo el concepto de funcién (@.5.0.6. 1)

continua una forma débil de continuidad, dada en el Capitulo 2, la funcién irresoluta

(a,ﬂ,ﬁ,é,

gue no es caracterizada a través de la definicion de funcion I)_continua.

sean (X:7)y (Y.9) dos espacios topolégicos y [ (X)) =>(V,9) nq

funcion.

(1d,Cl Int, Id, 1d,{@})

Si f es irresoluta, se tiene que f es -continua. Pero, el

reciproco no es valido, ya que el Ejemplo 2.1.1 muestra que f no es irresoluta y el

(1d,Cl Int, Id, Id,{@})

mismo sirve para verificar que f es -continua. Por lo que, esta

forma débil de continuidad no puede ser caracterizada por la funcidn

(1d,Clint 1d, 1d {@})- . o

Ahora, si se sustituye . 9) por el m-espacio (Y’mY), donde ™ = {A: A es

B =Cl Int

semi-abierto}, en la funcién f y se observa que el operador es un m-

operador, entonces se puede caracterizar la funcion irresoluta mediante la definicion

de funcién (@.8.0,6.1), - continua como muestra el siguiente teorema.

Teorema 4.3.1. Sea [ “(X:0)=>(.\™) yna funcién, donde ™ ={A: A es semi-

(1d,ClInt, 1, 1d,{@}),

abierto}, entonces f es irresoluta si y sélo si f es ~ continua.

Demostracion: Sea V un ™ -abierto, es decir, V es un conjunto semi-abierto en
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-1 -1
Y y suponga que f es irresoluta, entonces f (V)CCI(Int(f (V)))

que £V) OCl Int(f (V) e (D)

(1d,Cl Int, Id, Id, {@})

, lo cual implica
"Por lo tanto, f es

m continua.

VEM v como f es

fAVv)0cH Int(f (V) e {2},

Reciprocamente, sea V un semi-abierto en Y, entonces

(1d,Cl Int, 1d, Id,{&})

m " continua, se sigue que, e

(V) =CI(Int(f (V)

modo que y esto significa que V) es semi-abierto en X.

Asi, f es irresoluta. ]
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CONCLUSIONES

En este trabajo, se realizd un estudio detallado de una clase de funciones

denominadas funciones (% /5:0:9, I)_continuas, se demostré que dichas funciones
generalizan y unifican muchas de las formas débiles de continuidad conocidas en la
literatura, en el sentido que para ciertos operadores e ideales especificos se recobran
algunas nociones de funciones débilmente continuas, entre las cuales podemos
mencionar: densely aproached, quasi-continua, almost-continua, weakly continua,

entre otras.

Utilizando el concepto de estructura minimal, se definié una nueva clase de

funciones denominada (a’ﬂ"g'g’l)m_continua, se probé que dichas funciones

generalizan a las funciones (@,5.0,0, I)_continuas, en el sentido que cuando las
estructuras minimales son topologias, entonces se recupera el concepto de funcidn

(@,/,6,6,1) = continua. Ademas, se caracterizd a través del concepto de funcién

(@.5.0,6.1), ~ continua, una forma débil de continuidad, la funcién irresoluta, que

no es caracterizada por la definicion de funcion (@,/,0,5,1) = continua.
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