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RESUMEN

En esta tesis se analiza un sistema de ecuaciones diferenciales tridimensional que
representa un modelo de cadena alimentaria simple. El trabajo esta presentado en
dos capitulos. En el primero, se expone la teoria preliminar tratando en lo posible
que el trabajo sea autocontenido. Aqui se destaca de manera primordial la teoria
de los sistemas dinamicos, asi como también los criterios de Poincaré-Bendixson y
Dulac. En el capitulo 2 se considera un modelo del tipo que ocurre en el quimiostato
para una cadena alimentaria de tres eslabones. El sistema descrito por el modelo
consiste de: Una sustancia de nutrientes bien agitada es el primer eslabén de la
cadena; los nutrientes sirven de alimento a la poblaciéon de microorganismos que se
encuentra en el nivel intermedio de la cadena alimentaria, y en el tercer eslabéon
se encuentran otros microorganismos que crecen a expensas de los anteriores. La
respuesta de funcionamiento, es decir la manera en que las especies consumen su
alimento, es de la forma Holling tipo I (o Lotka-Volterra). Se muestra la existencia
de un atractor global para las soluciones del modelo y también que el tinico punto
de equilibrio con coordenadas positivas es global asintéticamente estable para las

soluciones del sistema.

VI



INTRODUCCION

Los sistemas que describen la interaccion entre comunidades biolégicas estan
recibiendo un considerable interés, en un mundo cada vez més comprometido con la
conservacion y defensa del medio ambiente y los recursos naturales (ver[1], [2], [3]
y [4]). Las perturbaciones que actian sobre dichas comunidades y los efectos que
llevan a la persistencia o extincion de algunas especies son de maximo interés, tanto
desde el punto de vista practico como tedrico y su estudio requiere cada vez mas de
la implementacion de modelos matemaéticos.

Esto queda patente en la literatura matemadtica sobre ecuaciones diferenciales
lineales y no lineales, de todos los tipos (ordinarias, en derivadas parciales, inte-
grodiferenciales, con retardo, entre otros), como puede verse en [5], [6], [2], [7] ¥ [8].
Cabe senalar que el estudio de mecanismos simples inter-especies o entre especies y
el medio (problemas logisticos) condujo en la matematica al descubrimiento de uno
de los fenémenos mas interesantes de las ultimas décadas: los sistemas cadticos.

En este contexto, en la actualidad, el tema de investigacién sobre la dindmica
de las poblaciones que intervienen en cadenas alimentarias ha motivado un especial
interés y se estan construyendo los aspectos tedricos relevantes que permiten com-
prender y predecir los comportamientos futuros de las especies que intervienen en
estos sistemas biolégicos.

En su forma mas elemental, una cadena alimentaria se puede describir por la
conocida interaccién depredador-presa en la que una especie(presa) sirve de alimento
a otra especie (depredadora). A esta interaccién elemental le sigue el caso de una ca-
dena alimentaria constituida por tres eslabones. El primer eslabén es un suplemento
alimenticio o nutriente de crecimiento que a menudo se encuentra en proporciones
limitadas en la naturaleza, en el nivel intermedio una poblacién presa que crece a
expensas del nutriente y en el tltimo una poblacién depredadora que se alimenta de
la poblacién presa.

Experimentalmente este proceso se puede desarrollar en un ensayo de labora-



torio que se realiza en un aparato denominado quimiostato o reactor de cultivo, el
cual modela la competencia en un lago. Este aparato consiste de tres botellas, una
botella alimentaria que contiene todos los nutrientes necesarios para el crecimiento
de un microorganismo, otra botella donde ocurre todo el experimento y una botella
colectora o de desperdicio, constituyendo de esta forma un sistema abierto. Este
aparato es importante en estudios ecologicos porque la matematica es manejable
y los experimentos relevantes son posibles de realizar (aunque no necesariamente
faciles); su lugar en la ecologia estd bien documentado en libros y articulos del tema,
tales como [8], [9] v [10].

Las investigaciones realizadas en las ultimas décadas muestran que la dindmica
de los modelos de cadenas alimentarias de tres eslabones exhiben un comportamiento
variado, incluyendo atractores miltiples y caos, como puede observarse en [11] y [12].

El quimiéstato viene a representar el punto inicial para modelos biolégicos
mas reales, los cuales conducen a problemas matematicos interesantes. Todas estas
acotaciones reflejan la importancia del quimidstato.

El modelo especifico de cadena alimentaria de tres eslabones que se estu-
diara, esta compuesto por un suplemento alimenticio o nutriente en el primer es-
labén que denotaremos S(t), el cual se supone distribuido de manera uniforme en el
quimiostato, en el nivel intermedio, la poblacién presa P(t) y en el ultimo eslabén
la poblacién depredadora Q(t). Estas notaciones representan las densidades del nu-
triente, de la especie presa y de la especie depredadora en el instante de tiempo ¢,
respectivamente.

La interaccion local, entre las especies y el nutriente dentro del quimiostato,
estd representada por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias o por
medio de un sistema de ecuaciones integrodiferenciales; Nuestro caso serd modelado

por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias.
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donde S(0) = Sy > 0, P(0) = Py > 0, Q0) = Qo > 0,t >0, y b, d, S° ~,
D, y n son pardmetros positivos. La respuesta funcional de las especies presa y
depredadora es de forma Holling tipo I (o Lotka-Volterra) (ver [13]), donde los
parametros b y d denotan la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacién presa
y de la poblacion depredadora, respectivamente; v y 7 representan las constantes de
rendimiento de crecimiento de los microorganismos presas y depredadores respecti-
vamente. El pardmetro S° denota la concentracién de la botella alimentaria y D
representa simultaneamente la tasa de desperdicio de la botella alimentaria y la tasa
de mortalidad de la presa y del depredador.

El principal propdsito de este trabajo es establecer la estabilidad local y global
de los puntos de equilibrio del sistema (1); ademés, de buscar el conjunto absorbente
para las soluciones del sistema con algunos valores de los pardmetros, y hallar valores
de estos para los cuales las especies sobreviven.

Este trabajo estd estructurado de la siguiente forma: En el capitulo 1, se
resumen los resultados matematicos mas importantes que se utilizaran. En el capitulo
2, se determina y analiza la estabilidad local de los equilibrios del modelo de cadena
alimentaria en el quimiostato. Se describen las propiedades locales y globales de los
puntos de equilibrio del sistema, se estudia la persistencia y disipatividad y se realizan
algunas simulaciones numéricas que comprueban la veracidad de las afirmaciones

tedricas.



CAPITULO 1
NOCIONES PRELIMINARES

En el presente capitulo se presentan algunos resultados béasicos que seran
utilizados en el desarrollo de este trabajo. Se enuncian algunos teoremas, cuyas
demostraciones serdan omitidas; sin embargo, siempre se daran referencias apropia-

das donde pueden encontrarse.

1.1 Teorema de Existencia y Unicidad.

La forma normal de un Problema de Valor Inicial (P.V.l.) para un sistema

diferencial de primer orden es

a'(t) = F(t, z(t)),
(1.1)

ZL’(to) = 2o,
donde x, zy y F' son vectores de R".

Teorema 1.1. Existencia y Unicidad.

Considere el (P.V.1.) (1.1) donde F':J xQ — R", J=(a,b), con —oo <
a < b < +4oo, Q C R, abierto y conexo; las funciones F; y Dy F; (i,j = 1,2....,n)
son continuas en el conjunto J x Q del espacio t — x. F satisface una condicion de
Lipschitz con respecto a © € Q, (to,x0) es un punto interior de J x . Entonces
existe h > 0 tal que el (P.V.1.) (1.1) tiene una tinica solucion definida en el intervalo

[to — h,to + hl.
Demostracién: Ver[14].
Observaciones. Recuerde que:

e 1, es un punto interior del conjunto A si existe un conjunto abierto U tal que

ZL’()EUCA.



e Un conjunto de puntos 2 es conexo si no existen conjuntos A y B tal que

ANBNQ=0,ANQ#0,BNQ#ADyQC AUB.

e Un conjunto de puntos ) es convexo si cualquier segmento de recta que una

dos de sus puntos, también pertenezca al conjunto.
e Un subconjunto €2 de R™ es un dominio si es un conjunto abierto y conexo.

e Una funcion F': J x 2 — R", donde J es un intervalo y 2 C R"; se dice que es
globalmente lipschitziana, respecto a x € ) y uniformemente en t € J, sobre
J x €, si existe una constante L > 0 tal que |F(¢t,z) — F(t,y)| < L|x —y|, para
todo x,y € ), t € J. A la constante L se le llama constante de Lipschitz para
F.

e Se dice que F' es una funcién localmente Lipschitz sobre J x D, si para todo
punto p € J x D, existe un entorno V,, del punto p, tal que la restriccién de F

a V), es globalmente Lipschitz.

Mas adelante, con el propdsito de mostrar la existencia y unicidad se usa el siguiente

resultado cuya demostracién puede encontrarse en [15].

Propociciéon 1.1. Sea F : J x Q@ — R"™ una funcion continua, donde J es un
dF

intervalo, y 2 un subconjunto abierto de R™. Supongamos que o existe, es continua
x

y uniformemente acotada sobre J x €2, con €2 un conjunto convexro. Si J X €2 es un

subconjunto acotado de R™™, entonces F es globalmente Lipschitz sobre J x Q.

1.2 Principio de comparacion.

El principio de comparacién sirve para obtener cotas de la solucién de (1.1)
sin necesidad de calcular la solucién. Se aplica a las desigualdades diferenciales de la
forma o' < F(t,v(t)) para todo t en un cierto intervalo. El principio de comparacién
compara la solucién de la desigualdad diferencial v* < F(¢,v(t)) con la de la ecuacién

diferencial v’ = F(t,u).



Lema 1.1. (Principio de comparacion). Considere la ecuacion diferencial es-
calar
u = F(t,u), u(ty) = ug
donde F(t,u) es continua en t y localmente Lipschitz en u, para todo t > 0 y todo
u€ JCR. Sealty,T) (T puede ser infinito) el maximo intervalo de existencia de la
solucion u(t) y supongamos que u(t) € J para todo t € [ty,T). Sea v(t) una funcion
diferenciable que satisface la desigualdad diferencial.
vV < F(to(t), wvlty) < ug

con v(t) € J para todo t € [ty,T). Entonces

v(t) < u(t)

para todo t € [ty,T).

Demostracién. Ver[16].

1.3 Estabilidad.

Considere el sistema (1.1) donde F' es Lipschitz, F' € C[J x Q,R"], J = (a,b),
con —o0 < a < b < 400, £ un subconjunto abierto y conexo de R™ y xz(t) una

solucién del sistema.

Definicién 1.1. La solucion x(t) es llamada estable si: para cada € > 0, existe
d > 0 tal que cada solucion ZT(t) con |T(0) — x(0)| < §, existe para todo t > 0 y

satisface la desiqualdad
|Z(t) — x(t)| <, 0<t<o0.
Si la solucion z(t) no es estable se dice que es inestable.

Definicién 1.2. Una solucion x(t) es llamada asintoticamente estable si es es-

table y existe > 0 tal que cada solucion T(t) con |Z(0) — x(0)| < G satisface

lim [Z(t) — ()| = 0.

t—o0



1.4 Estabilidad para sistemas lineales.
Considere el sistema lineal
1 = Ax, (1.2)
donde A es una matriz real o compleja de dimensién n X n.
Teorema 1.2.

(a) Toda solucion x(t) de (1.2) es asintdticamente estable si todos los autovalores

de A tienen parte real negativa.

(b) Toda solucion x(t) de (1.2) es inestable si al menos un autovalor de A tiene

parte real positiva.

(c) Suponga que n — 1 autovalores de A tienen parte real negativa y | tiene parte
real cero; es decir, \y = 101, .., \; = i0;. Suponga ademds que \; = io0; , tiene
multiplicidad k; . Eso significa que el polinomio caracteristico de A se puede

factorizar como

donde todas las raices de q(\) tiene parte real negativa. Entonces toda solucion
x(t) de (1.2) es estable si A tiene k; autovectores, linealmente independientes
para cada autovalor \; = ic;. De otro modo, todas las soluciones x(t) son

inestables.

Demostracién. Ver[17].

1.5 Sistemas auténomos. Linealizacién.

Definicién 1.3. El sistema



donde F : 2 — R"™ es continua y  es un subconjunto abierto de R™, es llamado un

sistema auténomo.

Nota: Observe que el lado derecho de (1.5) no depende explicitamente de la variable
temporal ¢.

Propiedades.

e Si x(t) es una solucién de (1.3) sobre un intervalo I = (a,b), entonces para
cualquier nimero real 7, la funcién z(t — 7) es la solucién de (1.3) sobre el

intervalo I, = (a + 7,0+ 7).

e Asuma que para todo z € €, existe una tnica solucién ¢(t, xy) de (1.3) que
pasa por zp cuando t = 0. La funcién ¢(t, zq) estd definida sobre el abierto

J x Q C R x R" y satisface las siguiente propiedades:

(4) #(0,20) = wo;
(17) ¢(t,z0) es continua en J x €2

(131) o(t + s,20) = P(t, P(s,x0)) sobre J x €.

Definicién 1.4. Una 6rbita v = ~(x¢) a través de un punto fijo xy € § es el

conjunto de R™ definido por
Y(zg) = {x e R" : v = ¢(t, 20),t € R}
Observaciones.
o o(t, )y ¢(t+7,x0) son diferentes parametrizaciones de la misma 6rbita ().
e Para cada x en (), existe una tunica orbita.

Definicién 1.5. Un punto de equilibrio o punto critico o punto singular
del campo vectorial F(x) es un punto p tal que F(p) = 0.
Sip es un punto de equilibrio del campo vectorial F(x); entonces x(t) =p, t € R, es

una solucion de (1.3).



Las definiciones que vienen a continuacién se refieren a conjuntos limites y

conjuntos invariantes.

Definicién 1.6. Un punto p € R", se dice que es un punto w-limite de la solucion
©i(xg) si existe una sucesion {t,} C R con la propiedad que lim, .. (t,) = 0o y tal
que

Denotaremos por w(xg) al conjunto de todos los puntos w-limites de la solucion

©i(x0); es decir,
w(ze) = {p € R" : existe {t,} C R,t, — 00,y (z0) — p}

Definicién 1.7. Diremos que un punto p € R", se dice que es un punto a—limite de
la solucion pi(xo) si existe una sucesion {t,} C R con la propiedad que limy,—,(t,) =
—00 y tal que

Jim g, (20) = p.

Denotaremos por a(xg) al conjunto de todos los puntos a-limites de la solucion

©i(xo), es decir.
a(zg) ={p € R" : existe {t,} CRt, — —o0, ¢, (z0) — p}
Definicién 1.8. Sea Z(t) cualquier solucion de (1.3) y sea
x=7(t) +v, (1.4)

Sustituyendo (1.4) en (1.3) y desarrollando en serie de Taylor alrededor de Z(t)

resulta
=7 +y =F&®) + D, F@®)y + O(]y?])

donde D, F' es la matriz jacobiana de F' vy |.| denota una norma en R™. Luego, como

==/

T = F(%(t)), se tiene que

y' = D F(x(t))y + Oly*)), (1.5)
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La ecuacion D, F(Z(t))y es llamada la primera aprozimacion a (1.5) alrededor de la

solucion T(t) y la ecuacion (1.5) describe la evolucion de las orbitas cerca de T(t).

Definicién 1.9. Sea F € CY(Q), donde Q C R" es una vecindad de 0, y 0 es
un punto de equilibrio de F'; es decir, F(0) = 0. La ecuacion 2’ = Az, donde A
es la matriz jacobiana D, F(0), es llamada la ecuacion linealizada en el punto 0 y
la transicion de la ecuacion no lineal (1.3) a la ecuacion lineal ' = D, F(0)x se

denomina linealizacion.

Teorema 1.3. Sea x = 0 el punto de equilibrio del sistema no lineal (1.3) y considere

la ecuacion linealizada (1.2), con A = D,F(0)

(a) Siel punto de equilibrio x(t) = 0 de la ecuacion linealizada (1.2) es asintdticamente
estable, entonces el punto de equilibrio x(t) = 0 de (1.3) también es asintiti-
camente estable. De manera equivalente, la solucion z(t) = 0 de (1.3) es

asintoticamente estable si todos los autovalores de A tienen parte real negativa.

(b) Si el punto de equilibrio z(t) = 0 de la ecuacion linealizada (1.2) es inestable,
entonces el punto de equilibrio x(t) = 0 del sistema no lineal (1.3) es inestable.
De manera equivalente, la solucion x(t) = 0 de (1.3) es inestable si al menos

un autovalor de A tiene parte real positiva.

(c) Si el punto de equilibrio x(t) = 0 de la ecuacion linealizada (1.2) es estable pero
no asintdticamente estable, entonces el punto de equilibrio x(t) = 0 del sistema

no lineal (1.3) puede ser estable, asintdticamente estable o inestable.

Demostracién. Ver[17].

Definicién 1.10. El origen es llamado punto de equilibrio hiperbolico de F' si F\(0) =
0 y la matriz jacobiana A = D,F(0) tiene solamente autovalores con ReX # 0. Si

ReA = 0 se dice que el punto de equilibrio es no hiperbdlico.

Definicién 1.11. Sea D un subconjunto abierto de R™ con n > 1, y sea x(t) =

o(t,xo) tal que ¢y : D — D el flujo de la ecuacion diferencial (1.1) definida para
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todo t € R. Entonces un conjunto S C D es llamado invariante con respecto al flujo
i st pi(S) C S para todo, t € R y S es llamado positivamente (o negativamente)

invariante con respecto al flujo @, si pi(S) C S para todot >0 (0t <0).

Definiciéon 1.12. Un sistema dindmico es puntualmente disipativo, si existe un con-
Junto acotado B C R™ tal que, para todo xy € R™, y todo € > 0, existe T = T (xg,&) >
0 tal que pi(xg) € N(B,¢), para todo t > T, donde N(B,¢) es una vecindad de B.

Al conjunto B se le denomina conjunto absorbente.

1.6 Criterio negativo de Bendixson y criterio de Dulac.

En esta seccién se enuncian dos criterios cuyas demostraciones se pueden
obtener en [18], los cuales son unicamente vélidos para sistemas de ecuaciones di-
ferenciales auténomos en R% Estos permiten descartar (o negar) la existencia de
orbitas o soluciones periddicas.

Counsidere el sistema bidimensional

a' = F(z,y), L6

Yy =G(z,y),

con (z,y) € Q,donde F: Q =Ry G:Q— R, QC R?son dos funciones continuas

y globalmente lipschitzianas en ().

Teorema 1.4. (Teorema Negativo de Bendixzson) Sean F,G : Q@ — R, dos
funciones diferenciables y considere el sistema de ecuaciones diferenciales (1.6). Sea

Q un subconjunto abierto de R?, simplemente conexo. Si la expresion
D.,F+D,G

no es idénticamente cero y no cambia de signo en ), entonces el sistema dado no

puede tener una orbita cerrada completamente contenida en 2.
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Observacién. Recuerde que: Un conjunto 2 C R? es simplemente conexo si para
toda curva simple cerrada contenida en €2 el recinto encerrado por dicha curva
también estd contenido en €.

A continuacién se enunciara el criterio de Dulac que es una generalizacion del

criterio negativo de Bendixson.

Teorema 1.5. (Criterio de Dulac) Considere en el plano el sistema (1.6), suponga
que F y G son funciones diferenciables y sea B : 0 — R una funcién de clase C*,

Q C R2, abierto y simplemente conexo. Si
D,(BF)+ D,(BG)

no es idénticamente cero y no cambia de signo en €2 entonces el sistema no puede

tener orbitas cerradas totalmente contenidas en €.

Teorema 1.6. (Linealizacién y Estabilidad).

Supongamos que (T¢;y.) es un punto de equilibrio del sistema bidimensional

El equilibrio es (local asintdticamente) estable si

(i) = (ﬁ T @) (@ei9) < 0

dr  dy

df dg  df dg
detJ(ze;ye.) = (%d_y - d_y% |(ze;e) > 0

El equilibrio es inestable si alguna de las desiqualdades se invierte.

Demostracién. Ver[19].
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1.7 Persistencia.

La persistencia uniforme para modelos de interacciones de poblaciones (1.3)
significa que las soluciones x = z(t) de (1.3) que inicialmente tienen componentes po-
sitivas se mantienen con componentes positivas asintéticamente uniformes; es decir,
existen numeros positivos d; tales que si x = x(t) = (z1(t), z2(t), ..., x;(t), ..., z, (1))
es cualquier solucién de (1.3) con z;(0) > 0; ¢ = 1, ..., n entonces

lim inf z;(t) > §;

t—o0

En (1.3), z;(t) representa la densidad de poblacién de la i-ésima especie en un tiempo
t con su tasa neta (total) de crecimiento dada por (1.3). La persistencia para (1.3)
corresponde a la supervivencia mutua para las especies representadas en el modelo.
Generalmente, se espera que las poblaciones ademas sean acotadas. Mas precisa-
mente, si también (1.3) es puntualmente disipativa, es decir, si existe constantes
M; > 0 tales que

lim sup z;(t) < M;

t—o0
entonces (1.3) se dice que es uniformemente persistente. La persistencia uniforme
surge como un concepto de estabilidad importante para la dinamica de modelos de
poblaciones. Generalmente, la persistencia uniforme indica que un sostenido nivel de
complejidad se mantiene en (1.3), en el que por lo menos, la dimensién del sistema

es conservada durante un tiempo arbitrariamente grande.

Corolario 1.1. Sea z(t) una solucion del sistema (1.1) y existe un valor M tal que

| z(t) |< M. Entonces x(t) existe para todo t € R



CAPITULO 2
MODELO DE CADENA ALIMENTARIA SIMPLE DE TRES
ESLABONES EN EL QUIMIOSTATO SIN RETARDO

En este capitulo se estudia el modelo de cadena alimentaria de tres eslabones
en el quimiostato, demostrando que el primer octante es positivamente invariante.
Ademas se determinan los puntos de equilibrio y se dan condiciones a los parametros

para que dichos puntos posean las propiedades de estabilidad local y global.

2.1 Descripcion del modelo.

Considere el modelo de cadena alimentaria de tres eslabones en el quimiostato:

(dS b
— =D[S°—-S]—--SP.
gzp{bg_p_ﬁle (2.1)
dt n
dQ

donde S(0) = Sy > 0, P(0) = P, > 0, Q0) = Qo > 0,t >0,y b, d, S ~,
D, y n son parametros positivos. La respuesta funcional de las especies presa y
depredadora es de la forma Holling tipo I (o Lotka-Volterra) (ver [13]), donde los
parametros b y d denotan la tasa de crecimiento per cdpita de la poblacién presa y
de la poblacién depredadora, respectivamente; v y 71 representan las constantes de
rendimiento de crecimiento de los microorganismos presas y depredadores respecti-
vamente. El parametro S° denota la concentracién inicial de la botella alimentaria
y D representa simultdneamente la tasa de desperdicio de la botella alimentaria; la
tasa de mortalidad de la presa y la del depredador.

Con el propésito de facilitar la investigacion adimensionemos el modelo dado

por la ecuacién (2.1), haciendo las sustituciones.

- - S = P
[=tD, §=5 5

Q
nvS°’

0=

14



15

b= =7

SIE

Omitiendo las barras, tenemos:

( % —1-S—bSP=F(S,P,Q),
C;_f = P(bS —1—dQ) = F»(S, P,Q), (22)
d

\ d_‘f — Q(dP —1) = Fy(S, P,Q).

El modelo (2.2) es mas facil de analizar ya que como se puede observar exis-
ten menos parametros. A continuacién se estudiaran las diferentes propiedades que
posee dicho sistema. Se muestra que el punto de equilibrio de coordenada positiva
del sistema (2.2) es globalmente asintéticamente estable. Con respecto al sistema
(2.2) tenemos las propiedades de positividad y disipatividad, dado que, las densi-
dades de las poblaciones presas y depredadoras y las concentraciones de sustrato que
interviene en una cadena alimentaria, son cantidades positivas, esto requiere que las
coordenadas de las trayectorias de las soluciones sean positivas y acotadas para todo

tiempo.

2.2 Disipatividad

El siguiente lema nos garantiza que todas las soluciones de (2.2) que son

tomadas en el primer octante de R?,
]Ri ={(S,P,Q)eR*:5>0,P>0,Q >0}

permanecen en €l.

Lema 2.1. El cono positivo, ]Ri, es positivamente invariante con respecto a las solu-

ciones que genera el sistema (2.2). Es decir, toda solucion con condiciones iniciales

en R3, permanece en R,
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Demostracién: Note que la parte derecha del sistema (2.2) son funciones conti-

nuas, ademas poseen derivadas parciales y satisfacen

8F1 aFl 6Fl

or, . 0F, ) T
5 =bPs S5 =bS—1-dQ; o dP;
oF,  OF, . OF
25 =0 gp =@ 5o =dP-1

es claro que dichas derivadas parciales son continuas para todo ¢ > 0; por lo tanto,
(2.2), con condiciones iniciales S(0) = Sy > 0, P(0) = P, > 0y Q(0) = Qo > 0 tiene
solucién tnica para t > 0, como podemos ver existe un t* > 0 tal que S(t*) = 0,
debido a que existe un instante de tiempo en el cual la cantidad de nutrientes S es

nula, de la primera ecuacién del sistema (2.2) se tiene

S(t) = Spexp{— /t (L+P(u))du} +exp{— /t (L+DP(u))du) /t e /t (1P (u))du}dh

por lo tanto S(t) > 0 para todo t > t*.
Ahora probaremos que P(t) > 0y Q(t) > 0, del sistema (2.2) tenemos que
para Py @ distintos de cero

P'(t)

P = Y50 —1-dR()
Q@) _ 3
o =P -1,

ahora integrando de 0 a ¢t obtenemos que P(t) y Q(t) estan definidas de la siguiente

manera:

P(t) = Pyexp ( /0 L (bS() — 1 — dQ(u)) du)

t
Q) = Quesp ([ (@P(w) 1))
0
como P(0) = Py > 0y Q(0) = Qo > 0, entonces podemos deducir que P(t) > 0y
Q(t) > 0 para todo t > 0.
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Lema 2.2. Todas las soluciones del sistema (2.2) son acotadas.

Demostracion: Para efectuar la demostracion, consideramos la funcién definida

de la siguiente manera

De las ecuaciones de (2.2) se puede observar que
W'(t) = =(5'(t) + P'(t) + Q'(1)) = =W (1),
lo cual es una ecuacion diferencial lineal homogénea, con condicién inicial
W(0) =1—(5(0) + P(0) + Q(0)).

Su solucién viene dada por

W(t) = Woeit;
luego
1tlim Wi(t)=0

Por la definicién de limite, tenemos que dado € > 0 existe T (e) > 0 tal que
W (t)| <e ¥Vt >Ti(e).

Ahora tomando

My =max{W(t): te€|0,Ti(e)]}
y como 0 < W (t) < e, Vt > Ti(e), tomamos
M = max{ My, ¢}

de donde resulta que

Wi(t) <M, Vt>O0,
lo cual demuestra el lema.

Lema 2.3. Fl sistema (2.2) es puntualmente disipativo.
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Demostracion: Sea la norma
| o) [[=max{| S+ P+ Q |} =max{S+ P+ Q} <1+e Vt>Te)
por lo tanto
o(t) e V(B,e) Vt>ce¢

donde V' (B, ¢€) es una vecindad de By
B={(S,P,Q)eR’: | (S PQ)<1}.

Lema 2.4. El conjunto w-limite de cualquier solucion del problema de valor inicial

(2.2) estd contenido en el conjunto.
Ir={(S,PQER:S+P+Q=1,8>0P>0,Q >0}

Demostraciéon: Dado que el conjunto w-limite es el conjunto positivamente in-
variante més pequeno del sistema (2.2), cualquier otro conjunto positivamente in-
variante contiene al conjunto w-limite. Por lo tanto, para demostrar el lema, es
suficiente con demostrar que I' es invariante con respecto a las soluciones del sistema
(2.2).

Sea (S*(0), P*(0),Q*(0)) € T, entonces S*(0) + P*(0) + Q*(0) = 1, tomando
estos puntos como condicién inicial, para la solucién del sistema (2.2) tendremos la

solucién
(S*(8), P*(1), Q" (1))

ahora bien, si definimos la funcién
N(t)=1—=5*(t)— P*(t) — Q*(t), t>0

tenemos

cuya solucién es
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y asi N(t) — 0 cuando t — oo; por lo tanto
(5(1), P*(1),Q"(t)) e ' Vi =0,

lo que significa que la solucién que se inicia en I" permanece en I'; es decir, I' es
invariante.

Como una conclusién de éste lema se tiene que el sistema (2.2) puede ser sim-
plificado a un sistema de dos ecuaciones eliminando una de las variables, lo cual pro-
porciona mucha ventaja, como lo es poder utilizar la teoria disponible para sistema
bidimensionales. Esto permitirda obtener el cuadro global del sistema utilizando el

criterio negativo de Bendixson, criterio de Dulac y el teorema de Poincaré-Bendixson.

2.3 Reduccién a un sistema bidimensional.

Como consecuencia del lema 2.4 y teniendo en cuenta que cada trayectoria del
sistema (2.2) tiende al conjunto I' cuando ¢ — oo, podemos restringir este estudio a

la region I', de modo que, haciendo

S(t)=1-P@) = Q(t)

en la segunda ecuacién del sistema (2.2), conduce a

( % = (b—1)P—bP%— (b+d)QP,
% —Q(dP—1), (2.3)
| P(0) = Fy>0;Q(0) = Qo > 0.

Con esta restriccion a I', para el analisis, nos concentraremos en la regién triangular

A={(P.Q)eR?: 0<PQ; P+Q<1}.
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2.4 Escenario de extincion

Vamos a demostrar algunos resultados que desde el punto de vista cualitativo
reflejan el comportamiento de las poblaciones, conforme sea el rango de valores en
el que se ubiquen las tasas de crecimiento de la poblacién presa(pardametro b) y la
poblacién depredadora(pardmetro d). Estos resultados constituyen propiedades del
modelo referido a la supervivencia de las poblaciones que interactian en la cadena
alimentaria. Los rangos de valores de los parametros b y d demuestran que el proceso
de extincién es independiente del proceso de depredacion y también son condicio-
nantes para determinar la estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema, asi

como su ubicacién en el cono positivo R?.

Lema 2.5. Si d < 1 en el sistema (2.3), entonces la poblacion depredadora se ex-
tingue; es decir,

lim Q(t) = 0.

t—o0

Demostracién: De acuerdo a la regién A, se tiene que P(t) < 1y 0 < Q(t) por

consiguiente,
Q') <Q)(d—1) <0

lo que significa que Q(t) es decreciente para todo t > 0, considere el Problema de

Valor Inicial (P.V.I.)

dm(t)
TR m(t)(d —1);
m(0) = Qo

la solucién del P.V.I1. es
m(t) = Qoexp(d — 1)t

usando el lema 1.1 (Principio de Comparacion) se tiene que

Q) <m(t) = Qoexp(d — 1)t; V>0
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entonces para d < 1 se deduce que
tlim sup Q(t) < 0;
como Q(t) > 0 para todo t > 0 se concluye que

lim Q(t) = 0.

t—o0

Lema 2.6. Si b < 1 en el sistema (2.3), entonces la presa y el depredador se ez-
tinguen; es decir,

lim P(t) =0 lim Q(t) = 0.

t—o0 t—o0

Demostracién: De acuerdo a la primera ecuacién sistema (2.3) se tiene
P'(t) = (b—1)P(t) = bP(t)* — (b+ d)P(H)Q(1);
por lo tanto, considérese el caso b < 1, como Q(t) y P(t) son positivo se tiene
P'(t) < (b—1)P(t).

Consideremos el Problema de Valor Inicial (P.V.I)

m/(t) = (b—1)m(t);

cuya solucién es

m(t) = Pyexp(b— 1)t.

y procediendo de igual manera que en el lema anterior, se puede concluir que

lim P(t) = 0.

t—o00

Ahora considerando el caso cuando b = 1. Se tiene,

P'(t) < —P2(t).

Sea el P.V.I.



cuya solucién es
)=
m(t) = )
1+ Pyt

de manera similar al caso anterior, se concluye que

lim P(t) = 0.

t—o00

quedando demostrado que cuando b < 1,

lim P(t) = 0.

t—o00

1
En particular, existe t, > 0 tal que P(t) < — para todo t > tg

ecuacién diferencial de (2.3) implica entonces que

1

Q) < —5Q(1); Vit
Consideremos el P.V.1.
m(t) = —mi1)
m(to) = Q(to)-

cuya solucién es

m(t) = Qo) exp (%) 7

Usando el principio de comparacion se obtiene que

lim Q(t) = 0.

t—o00

. La segunda

22
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2.5 Puntos de equilibrio para el caso bidimensional

Los equilibrios del sistema (2.3) estdn dados por las soluciones de las siguientes

ecuaciones

(b—1)P —bP? — (b+d)QP =0,
(2.4)
Q(dP—1)=0.

Al factorizar,

Plb—1—bP— (b+d)Q] =0,
(2.5)
Q[dP — 1] = 0.

Es claro que Ey = (0,0) es un punto de equilibrio del sistema (2.5).

b—1
Por otro lado si @ = 0y P # 0, la primera ecuacién de (2.5) impone P = 5

de aqui se tiene el punto de equilibrio

b—1
puede observarse que P, + ()1 = 3 < 1: el punto E; pertenece a A si b > 1,
ademés cuando b — 1T, el punto E; tiende al punto Ej.
Ahora considere el caso cuando ) # 0; entonces la segunda ecuacién de (2.5)

. 1 - : : .
impone P = —. Al sustituir esto en la primera ecuacién, se obtiene

d
(b1~ (p+dQ=0,

de donde
_db-1)-b
©= d(b+ d)

b
Este valor es positivo sélosib > 1y d > T

Por lo tanto, existe un punto de equilibrio con ambas coordenadas positivas,

1db—1) -0

B =G d(b+ d)

)
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b
puede observarse que P, + ()3 = b d < 1: el punto E» dado pertenece a A sib > 1

b b \"
yd> T Dado b > 1, cuando d — (ﬁ) , el punto E5 tiende al punto Ej.

2.6 Estabilidad local de los equilibrios para el caso bidimensional.

El estudio de la estabilidad asintoética local de los puntos de equilibrio en los
sistemas biolégicos adquiere relevancia porque nos permite establecer interesantes
predicciones ecoldgicas.

Para el analisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio del sistema
(2.3), se considerara la matriz jacobiana evaluada en cada punto de equilibrio. A tal

efecto, la matriz Jacobiana del sistema (2.3) estd dada por

IF(P,Q) OF (P, Q)
oP o)

9G(P, Q) 9G(P, Q)
P 50

donde
F(P,Q)=(b—1)P—-bP?— (b+d)QP,
G(P,Q)=Q(dP —-1).

Al calcular las cuatro derivadas parciales, la matriz jacobiana queda definida como

b—1—-20P — (b+d)Q —(b+a)P
J(PaQ) =
dQ dP —1

En el siguiente lema, se analizara la estabilidad del punto de equilibrio Ej.

Lema 2.7.
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e Sib <1 entonces el punto de equilibrio Ey es local asintoticamente estable.

e 5ib>1 entonces el punto de equilibrio Ey es inestable.

Demostracién: Al ser evaluada la matriz jacobiana en las coordenadas del punto

de equilibrio Ejy, toma la forma

Como la matriz jacobiana es diagonal se nota que los autovalores correspondientes

son b — 1y —1. Asi se obtienen los siguientes casos:

e Si b < 1 los dos autovalores son negativos, por lo tanto utilizando el teorema

1.2, Ej es local asintéticamente estable.

e Si b = 1 un autovalor es negativo y el otro nulo. La linealizacién no permite

concluir.

e Si b > 1 un autovalor es negativo y el otro positivo; por lo tanto, de acuerdo

con el teorema 1.2, Fy es inestable.

Lema 2.8.

, entonces el punto de equilibrio E es local asintoticamente

b
b>1yd
e Sib>1y <b—1

estable.

b
e Sib>1yd> T entonces el punto de equilibrio Ey es inestable.

Demostraciéon: Al ser evaluada la matriz jacobiana en las coordenadas del punto

de equilibrio E7, toma la forma
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Como la matriz jacobiana es triangular se nota que los autovalores correspon-
db—1)—=b

dientes son (1 —b) y ;

. Asi se obtiene los siguientes casos:

los dos autovalores son negativos, por lo tanto utilizando

b
oSib>1yd<b

el teorema 1.2, E; es local asintoticamente estable.

e Sid= 1Y b > 1, un autovalor es negativo y el otro nulo.

b
e Sib>1yd>-——, un autovalor es negativo y el otro positivo, por lo tanto

b—1
de acuerdo con el teorema 1.2, E; es inestable.

Lema 2.9.

b
e Sib>1yd>-——, entonces el punto de equilibrio Fs es local asintoticamente

b—1

estable.

Demostracion: Al ser evaluada la matriz jacobiana en las coordenadas del punto

de equilibrio Fs, toma la forma

1_9b_ ab-1)-b  _b+d

(A= —b b-1-20 - b+ =g d
& dbrd) PR

w--o 0

b+d



27

b _b+d
d d
d(b—1)—b .
b+d

luego,

1 db—1)—b b
trJ (=) =2
Tj(d’ b+ d) ) a0

1 d(b—1)—b b
detJ (=0 =0) 1 %5
¢ (d’ b+ d) ) i~

son las condiciones de estabilidad para el sistema. Por lo tanto F» es local asintoticamente

estable.

2.7 Estabilidad global de los equilibrios para el sistema bidimensional.

En los siguiente teoremas se muestra que los equilibrios Fy, £ v Es son global

asintoticamente estable bajo ciertos valores de los parametros.

Lema 2.10.

e 5ib <1 entonces el punto de equilibrio Ey es global asintoticamente estable.
e Sib=1 entonces el punto de equilibrio Ey pierde estabilidad.

e 5ib>1 entonces el punto de equilibrio Ey es inestable.

Demostracién: Ver lema 2.6

Lema 2.11.

e Sib>1lyd<

- entonces el punto de equilibrio E es global asintoticamente

estable para Py > 0.
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e Sid= entonces el punto de equilibrio Ey pierde estabilidad.

b—1

b
« Sib>1yd>

1 entonces el punto de equilibrio Ey es inestable.
Demostracién: De la primera ecuacién del sistema (2.3) se obtiene

P'(t) = (b—1)P(t) — bP%(t) — (b+ d)P(t)Q(t).
Eliminando el tltimo término de la parte derecha de la igualdad tenemos lo siguiente
P'(t) < (b—1)P(t) — bP%(t)

Consideremos el P.V.I.

aplicando factor comun se tiene
m(t)" = m(t)((b—1) — bm(t))

La solucion del P.V.I es

a
a
1 — 1 —(b—=1)t
" (Po ) ‘

-1 o - :
donde a = 3 > (, usando el principio de comparacion se tiene

m(t) =

P(t) <m(t),  Vt>0

entonces

b—1
limsup P(t) < a = 5
t—o0

b—1
Dado € > 0 existe un 7" > 0 tal que P(t) < 5 + € para todo t > T'. Sustituyendo

P en la segunda ecuacion del sistema (2.3), tenemos
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Considere el P.V.1.

m(T) = Q(T)
Despejando m(t)
-1
dm_ (d(b—+e) —1)dt:kdt
m b
b—1 ) . .
con k= |d 3 +¢ ) — 1), integrando de ambos lados se tiene que la solucion

de la ecuacion diferencial es:
m(t) = Qoert=71)
usando el método de comparacion se tiene que
Q(t) < m(t), Vit > T,
entonces tomando € arbitrariamente pequeno se tiene que:

limsup Q(t) <0,

t—o0

b
cuando d < T por lo que se puede concluir que

lim Q(t) = 0.

t—o0

Por lo tanto se tiene que dado un € > 0 existe un 7" > T} tal que ) < € para

todo t > T'. Sustituyendo @ en la segunda ecuacién del sistema (2.3) tenemos
P'(t) > (b—1)P(t) — bP%(t) — e(b+ d) P(t)

entonces



P'(t)—Pt)((b—1)—e(b+d)) > —bP?(t)
sea el problema de valor inicial P.V.I

m/(t) —m(t)((b—1) — e(b+d)) = —bm>(t);
m(T) = Py > 0.

Entonces dividiendo en ambos lados de la ecuacién por m?(t) nos queda

m/(t)ym=2(t) —m= L ()[(b—1) —e(b+ d)] = —b

tomando el cambio de variable u = m~! y aplicando el método Bernoulli se tiene

w(t)+u(t)[(b—1)—€eb+d)]=>b
posteriormente calculamos el factor integrante que viene dado por
[ = oJlb=D)—e(b+d)dt _ [(b-1)—e(b+d)]t

multiplicando la ecuacion por el factor integrante nos queda

d(u(t)e[(b_l)_g(b"’d)]t)

_ pel-1—cae
dt ©

integrando tenemos que u(t) estd definida de la siguiente manera

b b
=gt (“0_ (b—1)—elb+d)

) o= l(b—1)—e(b+d)]t

entonces m(t) estd definida de la siguiente manera

1

m(t) = 2 2

(b—l)—e(b+d)+(P0_ O—1)—<cb+d)

) e—l(b—1)—e(b+d)]t
usando el método de comparacion se tiene

P(t)>m(t); Vt>T

30
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entonces para € arbitrariamente pequeno se tiene que

b—1
liminf P(t) > ——
t—oo b
por lo que se puede concluir que
. b—1
Jim P = P
quedando demostrado que el punto E es global asintéticamente estable cuando b > 1
b
d< ——.
M -
Lema 2.12.
o Sid > P 1 entonces el punto de equilibrio Fo es global asintoticamente es-
table.

Demostracion: Para demostrar la estabilidad asintética global, basta con probar
la no existencia de soluciones periddicas y para esto se aplicara el criterio de Dulac.

Sea B : R? — R, definida por

b= L

Note que B(P,Q) > 0 en el interior del primer cuadrante debido que Py @
son positivamente invariantes. Por el Criterio de Dulac, se sabe que la no existencia

de soluciones periddicas ocurre cuando la expresion
A(P,Q) = Dp(BF) + Do(BG)

no cambia de signo. Calculando esta expresion se tiene que

A(P,Q) = Dp (P—lQ[(b —1)P —bP2— (b+ d)PQ}) + Dg <PLQQ(dP - 1))
A(P,Q) = Dp (%[(b —1)—bP —(b+ d)Q]) + Dg (%(dP - 1))
A(P,Q) = —£+O= b <0

Q Q
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A(P, Q) no cambia de signo y no es idénticamente cero en el cuadrante positivo del
plano P-Q, ya que b > 0 y @) es definida positiva para todo t. Por lo tanto, resulta
claro que se cumple la hipétesis del Criterio de Dulac la cual nos garantiza la no
existencia de soluciones peridédicas para las configuraciones de parametros dada y del
teorema de Bendixson se deduce que el conjunto w-limite esta formado tinicamente
por el equilibrieo positivo Ey. Asi, el punto Es es global asintéticamente estable en

el interior del cuadrante positivo del plano P-Q.

2.8 Simulacion numeérica

En esta seccion, se presentan algunas simulaciones numéricas, hechas a través
de un programa realizado con el software Matlab 6.5, dirigidas a investigar la dinamica
del sistema (2.3).

Se pudo observar en la seccién 2.5 que el sistema dinamico posee tres puntos

b—1 1 d(b—1)—b
0), By = (2 A= =b

de equilibrio Ey = (0,0), By = (—— 7 AT d) ); estos dependen

b
directamente de los valores que posean los parametros b y d; de esto se derivan dife-

rentes casos.

Ejemplo 1. Si se consideran los valores b = 1/2, d = 3/2 y las condiciones iniciales
P(0) =1y Q(0) = 1, se puede ver que, el tnico punto de equilibrio perteneciente a

la region A es Ey = (0,0). El sistema (2.3) queda definido de la siguiente manera:

( dP 1 1 5
A A
dQ _ _ (2.6)
P(0) = 1;Q(0) = 1,
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La solucién del sistema tiende al estado estable; se puede ver como las curvas

que representan el estado de la presa P(t) (color azul) y el depredador Q(t) (color

verde) tienden a cero, es decir la presa y el depredador se extingue a medida que
transcurre el tiempo.

Ejemplo 2. Si se considera los valores b = —, d

3 3 y las condiciones iniciales
P(0) =1y Q(0) =1, se puede ver que el tinico punto de equilibrio perteneciente a

la regién A es Ey = (0,0) y el sistema (2.3) queda definido de la siguiente manera:
(dP 1

2
— = _p-ZIp2_QpP
dt 37 3 .

aQ (1
%—Q(gfj”)’

| P(0)=1Q(0) =1,

(2.7)

33



34

Caso b=213 y d=1/3
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Similar al ejemplo anterior al solucién del sistema tiende la estado estable, se
puede ver como las curvas que representan el estado de la presa P(t) (color azul) y
el depredador Q(t) (color verde) tiende a cero, es decir al igual que en el ejemplo

anterior la presa y el depredador se extingue a medida que transcurre el tiempo.

3 1
Ejemplo 3. Si se consideran los valores b = 5 d = 5y las condiciones iniciales
P(0) =1y Q(0) =1, se puede ver que los puntos de equilibrio pertenecientes a la
1
regién A son Ey = (0,0), Ey = (5, 0) y el sistema (2.3) queda definido de la siguiente

manera:

(dP 1 3

Q _H(1p_ 2.8
dt Q(zp 1)’ 28)
P(0) =1;Q(0) =1
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Caso h=3/2y d=1/2
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La solucion del sistema tiende al estado estable, se puede ver como la curva

1
que representa el estado de la presa P(t) (color azul) tiende a 3> por otro lado la
curva que representa el estado del depredador Q(t) (color verde) tiende a cero, es

decir, se extingue. Por lo tanto el punto F; es global asintéticamente estable.

Ejemplo 4. Si se consideran los valores b = 2, d = 2 y las condiciones iniciales

P(0) =1y Q(0) =1, se puede ver que los puntos de equilibrio pertenecientes a la
1

regién A son Ey = (0,0), By = (5, 0) = Ey y el sistema (2.3) queda definido de la

siguiente manera:

( dP
=P -2P—4QP,
dQ _ _ (2.9)
Y _qer-),

| P0) = 10W0) 1,
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La solucion del sistema tiende al estado estable, se puede ver como la curva

1
que representa el estado de la presa P(t) (color azul) tiende a 3V la curva que rep-
resenta el estado del depredador Q(t) (color verde) tiende a cero, es decir, el punto

E es global asintoticamente estable.

Ejemplo 5. Si se consideran los valores b = 2, d = 3 y las condiciones iniciales
P(0) =1y Q(0) =1, se puede ver que los puntos de equilibrio pertenecientes a la
1 1 1
regién A son Ey = (0,0), By = (=,0) y By = (5, —) el sistema (2.3) queda definido

2’ 315
de la siguiente manera:
( dP
— =P —-2P? - 5QP
dt Q Y
dQ) (2.10)
— =Q@BP—-1 '
T =Q@P-1),
P(0) =1;Q(0) = 1,




Caso b=2yd=3
— — Depredadores "Q(t)"
12
;‘,l Presas "P(t)"
i
1
]
]
1
1
[ ]
1
=08} .
g |
N 1
= 1
@ '
06F
1
1
1
1
1
1
1
1
1
i
)
3

Tiempo(t)

La solucion del sistema tiende al estado estable, se puede ver como la curva
que representa el estado de la presa P(t) (color azul) tiende a -, por otro lado la

curva que representa el estado del depredador Q(t) (color verde) tiende a

—; es
decir, el punto E5 es global asintoticamente estable.

157

3
Ejemplo 6. Si se consideran los valores b = —, d = 4 y las condiciones iniciales
P(0) =1y Q(0) = 1, se puede ver que los puntos de equilibrio pertenecientes a la
1
region A son Fy = (0,0), E; = (=,0) y

2 = (Z’ ﬂ) el sistema (2.3) queda definido
de la siguiente manera:

(dP 1

dt 2

d@

X 04P -1
o Q ( )

| P0) = 1:Q0) =1

3 11

—2p2- QP
5 5 @F,

(2.11)
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La solucion del sistema tiende al estado estable, se puede ver como la curva

que representa el estado de la presa P(t) (color azul) tiende a

7 por otro lado la
curva que representa el estado del depredador Q(t) (color verde) tiende a — es decir

el punto FEs es global asintéticamente estable.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se ha estudiado una cadena alimentaria en el quimiostato.
Aqui se trata de un modelo constituido por un sistema de tres ecuaciones diferenciales
ordinarias, y se describe completamente el cuadro global de las soluciones para todas
las configuraciones posibles de los pardametros. El rasgo resaltante es cuando el
sistema posee un punto de equilibrio de coordenadas positivas (en cuyo caso es inico):
este es un atractor global para las soluciones del sistema.

Se puede observar que en modelos de esta naturaleza existe un nivel de jerar-
quia de los puntos de equilibrio, en el sentido de que bajo ciertas condiciones, con
la variacion de algunos parametros, la estabilidad global se transfiere de un primer
punto a otro segundo y asi sucesivamente.

En la naturaleza los ejemplos de respuestas funcionales de tipo I, como es
nuestro caso, que alcanza el maximo estable, son raros. En general la tasa de consumo
se incrementa en forma lineal para un amplio rango de disponibilidad de nutrientes.
Un ejemplo de este tipo de respuesta es la tasa con que la presa consume el alimento,
expresado en el modelo que hemos estudiado. Esto se debe a que el alimento es
extraido de un volumen constante de agua que pasa a través de un aparato filtrador.
La cantidad de alimento se incrementa en forma constante con la concentracién,
hasta alcanzar el maximo que puede deglutir, y a partir de ahi el consumo permanece
constante.

Nosotros hemos dado condiciones a los pardmetros del modelo estudiado para
su coexistencia.

Se prueba la no existencias de o6rbitas periddicas en las simulaciones realizadas
con el programa matlab se puede percibir que cuando la tasa de crecimiento per
cépita de la poblacién presa (b) es menor que la tasa de crecimiento per cdpita de la
poblacién depredadora (d), la poblacién depredadora incrementa rapidamente por un
intervalo de tiempo, posteriormente al disminuir la poblacién, producto de la caza,

disminuye de manera mas drastica la poblacion depredadora y en muchas ocasiones
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se extingue.
Por Ultimo, se puede observar en las simulaciones numéricas que, cuando la
presa alcanza la misma densidad que la especie depredadora, la densidad de la presa

se incrementa.
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