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RESUMEN

En este trabajo se introducen los conceptos y las propiedades basicas de
la regresion cuantilica propuestos por Koenker y Bassett (1978). La regresion
cuantilica, a diferencia de la regresion de la media, produce modelos que no sélo
se basan en la estimacion de la tendencia central de los datos sino que estiman
toda la distribucion de la variable dependiente. Para determinar los estimadores
y los errores estandares de los modelos de regresion cuantilica, se requiere el
uso de cualquier software con paquetes estadisticos que utilicen los métodos de
regresion cuantilica. Se consider6 el software R para determinar las tablas de los
estimadores y los errores estandares de una muestra de los datos del International
Seismological Centre suministrados por el Centro de Sismologia de la Universidad

de Oriente.
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INTRODUCCION

Girdano (2003), citado por Albright (2009), estableci6 que un modelo mate-
méatico es una idea matemaética disenada para estudiar un sistema particular o
fenémeno del mundo real. Los modelos mateméticos pueden tomar muchas for-
mas diferentes que involucran ecuaciones, inecuaciones, ecuaciones diferenciales,
matrices, logica y cualquier tipo de ideas matematicas.

Estos autores se refieren a que un modelo matematico puede ser entendido
como una férmula que permite predecir el comportamiento de un fenémeno de
la vida real y en esto se ve su importancia dado que el propoésito, segin Fowler
(1997), es formular una descripcion de un mecanismo en términos cuantitativos y el
analisis del modelo resultante orienta hacia los resultados que pueden ser probados
junto con las observaciones. El modelo también guia hacia las predicciones que
en caso de ser probadas, dan la autenticidad del modelo.

Una definicion general del modelo estadistico, segun Gouriéroux (1995), es
un par (Y,P) donde Y es el conjunto de las observaciones posibles y P es una
familia de distribuciones de probabilidad sobre Y.

Entre los modelos estadisticos estan los modelos de regresion multiple que
tienen por finalidad encontrar las relaciones existentes entre una variable deter-
minada que se considera dependiente y otro conjunto de variables que entre si
no son funcionalmente dependientes. Determinar la relacion existente entre una
variable y un conjunto de otras es bastante complejo; pues tedéricamente pueden
existir numerosas funciones que las enlacen.

Cuando el objetivo es encontrar la mejor funciéon que sea lineal en los
parametros, estamos en presencia de un modelo de regresion lineal.

Draper y Smith (1998) definieron un modelo de regresion lineal como una

ecuacion matematica Y = [y + 51X + €, que provee una relacion lineal entre



dos variables continuas, una aleatoria dependiente Y y la otra independiente X,
no aleatoria. En este modelo, 5y es la intercepcion y [; es la pendiente. Los
parametros By y (1 se determinan examinando las posibles incidencias de Y y X,
mientras que ¢ es el error aleatorio con € ~ N(0, 0?).

En la practica, es necesario encontrar estimadores para Sy y 1 digamos by

y by, para asi poder determinar el modelo de regresion lineal estimado

A

Y = by + by X,

por el método de minimos cuadrados. Este método es un procedimiento 6éptimo
en muchos casos cuando los errores son independientes y tienen una distribucion
gaussiana.

El modelo de regresion lineal anterior es un caso especial del modelo de
regresion lineal multiple. Segin Draper y Smith (1998), en el modelo de regresion
lineal multiple se supone que existe una relaciéon lineal entre algunas variables
aleatorias Y, las cuales son dependientes, y k variables no aleatorias indepen-
dientes X;, ¢« = 1,2...,k. Estas tultimas se conocen como variables explicativas
debido a que se utilizan para explicar la variaciéon de Y.

El modelo de regresion multiple puede expresarse:
Y, =B0+B:Xa+...+ B8 X +€i, 1=1,...,n,

en el cual By es la intercepcion y B; es un parametro asociado con X;; y asi

sucesivamente. Este modelo puede representarse en forma matricial
Y =XB +e¢,

en la cual Y es una matriz n x 1 de variables dependientes, X es una matriz
nx (k+1) de variables independientes, B es una matriz (k+1) x 1 de estimadores
del modelo y € es una matriz n x 1 de errores.

Aligual que la regresion lineal simple, usando el método de minimos cuadra-

dos se encuentra un vector de estimadores 8 = (,30, B, ,Bk) que minimiza a



la suma de los errores al cuadrado de todas las observaciones. Este vector de

estimadores tiene la formula
B = (X’X)_IX’Y
n -1 n
- ()
i=1 i=1

En los modelos de regresion, se asume los errores € como una sucesion de
variables idénticamente distribuidas con medias iguales a cero. Generalmente, la
distribucién que se asume es la normal. Sin embargo, no siempre se cumple el
supuesto de normalidad. En particular, no resulta conveniente aplicar este método
cuando se tiene asimetria en la distribucion y existe la presencia de datos atipicos.

Los econométricos Koenker y Bassett (1978) introdujeron y desarrollaron
el concepto de Regresion Cuantilica como una soluciéon a este tipo de problemas,
sabiendo que la presencia de datos atipicos, en el caso de la regresion simple,
puede alterar notablemente los resultados.

En el método de minimos cuadrados el objetivo es minimizar la suma de los
errores al cuadrado y utilizar la media como estimador; mientras que la regresion
cuantilica busca minimizar la suma de los valores absolutos de los residuales pon-
derados asimétricamente y utiliza los cuantiles como estimadores. Un cuantil es
un valor que corresponde a una proporcién especifica de una muestra o poblacion,
una vez que han sido ordenados los datos.

Una de las definiciones importantes utilizadas por Koenker y Bassett (1978),
en la regresion cuantilica, es la de cuantiles muestrales debido a que estos tienen
la propiedad de ser robustos en presencia de datos atipicos. Estos autores mini-

mizaron la funcién objetivo
i=1

en la cual p, es la caracteristica central, la cual sirve como funcién de chequeo,

{¥1,...,yn} es una muestra aleatoria de la variable dependiente Y y z; € RP
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es el vector de covariables correspondiente a la i-ésima observacion y;. Los esti-
madores B de B se conocen como regresion cuantilica. Una herramienta tutil en la
minimizaciéon de funciones objetivos es la programacion lineal.

Koenker y d“Orey (1987) afirmaron que para encontrar los estimadores
B en la ecuacion (1), es necesario escribir dicha funcién como un problema de

programacion lineal y luego expresarlo en forma béasica

B(h) = X (h)"'y(h) (2)

en la cual h es un elemento de un conjunto indexado H, X (h) es una matriz
singular de X con filas {z; : i« € h} y y(h) es un p vector de coordenadas
{y; i € h}.

Una vez escrito el problema en forma basica, el uso de un método como el
algoritmo Simplex permite pasar de una solucién bésica del conjunto de restric-
ciones a otra de modo que el valor de la funcién objetivo decrezca continuamente
hasta alcanzar la minimizacion.

Segin los mismos autores, el algoritmo Simplex de Barrodale y Roberts
(1974) utilizado en la regresion de la media puede ser usado en la regresion cuan-
tilica. Este algoritmo se desarrolla en dos fases; en la fase I, se busca un vértice
factible y en la fase II, se procede de un vértice a otro adyacente y se continua
aplicando iteraciones del método Simplex hasta que se logre la optimizacion.

En el caso de la regresion cuantilica podemos elegir cualquier subconjunto
h en la ecuacion y definir un punto bésico factible para el problema, y de
ese modo completar la fase I, mientras que para la fase II del algoritmo, la fun-
cion objetivo de la ecuacion debe satisfacer ciertas condiciones para lograr la
optimizacion.

Existen muchos programas estadisticos que traen incorporado el algoritmo
Simplex, uno de ellos es el Software R, una version libre del lenguaje S, intro-

ducida por Becker, et al. (1988), y utilizado en la regresion cuantilica para hacer

4



graficas y obtener el valor de los estimadores. Segin Koenker (2012), el paquete
quantreg almacenado en la libreria de software R ejecuta por defecto una variante
del algoritmo Simplex desarrollada por Barrodale y Roberts (1974).

De acuerdo a Koenker (2005), la teoria asintotica de inferencia estadistica
utilizada en la regresion de la media condicional puede extenderse a la regresion
cuantilica siempre que se mantengan las nociones del error independiente e idén-
ticamente distribuido (i.i.d). Uno de los procedimientos que se puede aplicar para
hacer inferencias es el método asintético con error i.i.d.

Alternativamente, este autor establecié varios métodos que no toman en
cuenta la distribucién de los residuales para producir las tablas de los errores
estandares y construir los intervalos de confianza; entre estos, se tienen: El método
Estimacion del Escalar Esparcido (Sparsity), el cual se basa en la estimacion
de la funcion esparcida, que a su vez depende de un parametro de suavizado y
utiliza la distribucion asintotica de los estimadores para construir los intervalos
de confianza. El método de Bootstrap, el cual aplica varias veces el remuestreo
sobre un conjunto de datos, calcula el estimador para cada muestra y encuentra
la desviacion estandar de la distribucién de ese estimador. Por tltimo, el método
Transformacion Rango (Rankscore), cuyo objetivo es minimizar una distancia que
depende de la funcién score de Hajek y Sidak (1967) para encontrar un vector
de estimadores robustos a los datos atipicos y luego invertir la prueba de Rango
para determinar los intervalos de confianza. Este método asume que los errores
son independientes e idénticamente distribuidos.

De acuerdo a Koenker (2012), el método utilizado en R por defecto para
construir los intervalos de confianza, cuando la muestra es menor o igual a 1000,
es el de la Transformacion Rango. Pero cuando la muestra es superior a 1000, el
método por defecto usado en R estima autométicamente a la matriz de covarianza
y produce la tabla de los errores estandares para cada cuantil .

Hao & Naiman (2007) afirmaron que la técnica del bootstrap es preferible



a la del método asintotico con errores i.i.d. debido a que las condiciones de ese
procedimiento asintotico usualmente no se mantienen, y en caso de mantenerse es
complicado encontrar el error estandar y los cambios en la sesgadez. En cambio el
método de Bootstrap ofrece flexibilidad para obtener el error estandar y el intervalo
de confianza para cualquier cuantil.

De manera similar, el software estadistico Stata puede ser usado para obtener
los estimadores, los errores estandares, los intervalos de confianza y la bondad del
ajuste de la regresion cuantilica usando la funcién greg. Los errores estandares
e intervalos de confianza calculados con este comando asumen que la muestra
tiene errores independientes e idénticamente distribuidos. Si se quiere obtener los
errores estandares para una muestra donde la distribuciéon no es i.i.d; se utiliza
el método Bootstrap mediante el comando bsreg. El nimero de repeticiones del
Bootstrap que se obtienen por defecto con este comando es 20, si se quiere un
mayor numero de repeticiones se puede usar la opciéon reps (#) .

En este trabajo se estudia el modelo de Regresion Cuantilica propuesto
por Koenker y Bassett (1978); estos autores utilizaron los cuantiles condicionales
para producir una familia de funciones condicionales cuantilicas que permitan
obtener estimaciones més confiables que las del modelo de regresiéon de la media
en presencia de datos atipicos. Para lograr este proposito se realizan los siguientes

objetivos especificos:

- Enunciar los fundamentos basicos de la Regresion Cuantilica.

Determinar los estimadores de la Regresion Cuantilica.

- Realizar inferencias sobre los estimadores de la Regresion Cuantilica.

Aplicar el modelo de la Regresion Cuantilica a un conjunto de datos.

Cada objetivo se lleva acabo en un Capitulo propio, y la tesis finaliza con

unas Conclusiones.



CAPITULO 1
DEFINICIONES BASICAS

En el ajuste de los modelos de regresion lineal, el método de minimos cuadra-
dos es 1util cuando los errores tienen una distribuciéon normal y existe poca disper-
si6n. Sin embargo, los estimadores son muy sensibles a los datos atipicos. Estos se
pueden encontrar en la variable dependiente o en la variable independiente, si los
datos atipicos se encuentran en la variable independiente, el par (X,Y’) se conoce
como punto de influencia.

En el problema de la estimacion de la elasticidad de La Tierra propuesto por
Boskovich (1760), las condiciones para aplicar el método de minimos cuadrados
no se satisfacen. En este caso, para obtener los estimadores del modelo, el autor
consider6 reemplazar la minimizacion de la suma de los errores al cuadrado por la
minimizacion de la suma de valores absolutos de los errores. Para finales del siglo
XIX, Edgeworth (1888), siguiendo las ideas de Boskovich, propuso minimizar la
suma de los residuales absolutos para la intercepcion y la pendiente del modelo.

Los estimadores, de la recta de regresion de la mediana, obtenidos por
Boskovich y Edgeworth resultaron ser robustos a los datos atipicos en la variable
dependiente pero poco confiables si los datos atipicos se encuentran en la variable
independiente, donde el efecto de los puntos de influencia es tan fuerte como en
la recta de regresion por el método de minimo cuadrados.

La idea de la regresion cuantilica tiene su origen en los estudios de la regre-
sion de la mediana realizados por Boskovich (1760) y Edgeworth (1888) . Koenker
y Bassett (1978) extendieron las propiedades de los estimadores del cuantil 0,5 a
los otros cuantiles condicionales. El modelo de la regresion cuantilica al utilizar
los cuantiles condicionales como estimadores produce una familia de funciones

condicionales cuantilicas que permiten modelar cualquier posicion en la distribu-



cion de la variable dependiente mientras que el modelo de regresion lineal sélo
provee informacion acerca de la media condicional. Ademaés, cuando la distribu-
cion es muy sesgada, la media condicional ofrece poca informacion para estudiar
el modelo, mientras que la regresion cuantilica permite un analisis mas detallado
de la variable dependiente en cada cuantil.

En el modelo de regresion lineal para obtener los estadisticos inferenciales
se requiere de las nociones de normalidad, mientras que en la regresion cuantilica
los estadisticos tienen distribucion libre.

En este Capitulo se estudian los conceptos de Cuantil, Datos Atipicos, Re-
gresion Cuantilica y Robustez. Ademas, se demuestra que la media, p, minimiza
el promedio al cuadrado de las desviaciones E[(Y — u)?], la mediana minimiza al
promedio de las distancias absolutas E[|Y — m| ] y se generaliza a cualquier otro

cuantil. Finalmente se mencionan los casos donde es ttil la regresiéon cuantilica.

1.1 Cuantil

Definicién 1.1. (Cuantil)

Un cuantil es un valor que corresponde a una proporcion especifica de una
muestra o poblacién, una vez que han sido ordenados los datos. Formalmente,
para una variable aleatoria continua X, el 7-ésimo cuantil poblacional es aquel

valor z, tal que X es menor o igual que x, con una probabilidad 7, asi:
Fx(x;)=P[X <z]=r71 (1.1)

en la cual Fy es la funcién de distribucién acumulada de X.

Otra forma de expresar el 7-ésimo cuantil, es la siguiente:
2, = Fy'(7) (1.2)

x, es tal que constituye la inversa de la funcién F'x para una probabilidad 7.



Se observan dos posibles escenarios. Un escenario seria, si la funcion de
distribuciéon acumulada Fxy es monoétona creciente, entonces los cuantiles estéan
bien definidos para todo 7 € (0,1). Sin embargo, si una funcién de distribucion
acumulada F'x no es estrictamente mondtona creciente, existen algunos 7 para el
cual un dnico cuantil no puede ser definido. En este caso, se usa el valor mas
pequeno que x puede tomar para una probabilidad dada 7. Es decir, z,, puede

ser descrito como el T-ésimo cuantil de X:
T, = F);l(T) =inf{z € R | Fx(z) > 7}. (1.3)

En consecuencia, un cuantil al igual que la media p y la mediana m, puede

ser considerado como una solucién a ciertos problemas de minimizacién.

1.2 Soluciones a Determinados Problemas de Minimizacién.
Mediante el siguiente lema se mostraré la propiedad de minimizaciéon de la
media, u.
Lema 1.1. Si Y es una variable aleatoria con segundo momento finito entonces
f(b) = E[(Y —b)’]
es minimo cuando b = E[Y| = p, donde p es la media de la distribucion de Y.

Demostracion.
Sea E[(Y —p)’] = E[Y* =2E[Y]u+p’
= @' =2E[Y]u+ (E[Y])* — (B[Y])* + E[Y”]
= (n—E[])" + (EY?] - (E[Y])?)
= (u— E[Y])*+ Var(Y). (1.4)
Debido a que la Var(Y) > 0, la minimizacion para la ecuacion se obtiene

encontrando el valor de u para el cual la expresion (u — E[Y])? es cero, en este

caso u = E[Y]. Asi, la media satisface el problema de minimizacion. O
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La mediana, m, tiene una propiedad de minimizacién similar a la media.
Pero en vez de usar el cuadrado de la distancia, se mide la distancia entre los
valores de Y y m, usando el promedio de las distancia absolutas de m a los
valores de Y, es decir, E|Y —m/|. Minimizando F|Y — m| se encuentra el valor de
m. La funciéon |Y —m]| es convexa, asi que para obtener la solucién de minimizacion
se debe encontrar un punto donde la derivada con respecto a m sea cero o donde
las derivadas direccionales tengan signos diferentes pero con la misma magnitud.
Para observar, por qué la mediana puede ser definida como un problema de mini-

mizacion se enuncia el lema [[.2]

Lema 1.2. Si Y es una variable aleatoria con primer momento finito y funcion
de densidad de probabilidad f entonces E|Y —b| es minimo cuando b = m, donde

m es la mediana de la distribucion de Y.

Demostracion.
+oo
Sea E|Y —m| = /]y—m]f(y)dy
m +oo
_ /yy_myf(y)der/!y—m!f(y)dy
_O;l 77—:_00
_ / (m— ) f () dy + / (y—m)fly)dy (L)
Con ly —m| = o } e

m—y si y<m.
Diferenciando con respecto a m y haciendo la derivada parcial igual a cero se
obtiene la soluciéon al problema de minimizacion.

Derivando parcialmente el primer término de (1.5]) se obtiene:
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i [ [ m=wisw) dy] — m=pfw)|,_ + [ gm0 dy

- / £(y) dy
— F(m)

De manera analoga para el 29° término ((1.5))

+o0
%[ / (y—m)f(y)dy] = -mf)

400
4 et mf)dy
— [ fay

Puesto que
400 +oo m
[ twds= [ swav- [ swan

Por las propiedades de las funciones de densidad y distribucién se tiene que

m

+/Oof<y>dy=1 v [ 1wy =Fim)

luego,

+oo
- [ fdy = (- Fm)), (16)
Sustituyendo (1.6]) y (1.6) en (1.5) se obtiene

o [yl sy dy = Fw)+ Fon) -1

= 2F(m)—1
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haciendo

2F(m)—1=0
se tiene
F(m) = 5
"=y
Luego la mediana satisface el problema de minimizacion. O]

Asimismo, la media y la mediana muestrales para una muestra de tamano

n, pueden ser vistas como soluciones a los problemas de minimizacion:

1 & ] —
;izl(yi—uf y E;Iyi—m\,

respectivamente.

Se observa que el punto ¢ minimiza al promedio del cuadrado de la distancia

1 n
E; (i —M)2

En efecto,
1 & 1 « o
= Wi—w’ = =Y Wi—pty—9)’
ni:l ni:l
1 <& N )
= EZ[(yi—y)Jr(y—u)]

i=1

Il
Sl
—
<
|
N
SN—
[\
|
[\]
~
<
|
N
SN—
—
N
|
=
SN—
+
~
Ny
|
=
SN—
I_IM

I
SRS
[
=
|
S
no
_l’_
SN
=
|
S
=
|
=

DR, (1.7)
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Desarrollando el 2% y 3¢ término de la ecuacion ([1.7)) se tiene

=D USRI RS SICE %[Z@Z«y—w—(ymym

n “ -
=1 =1

i=1 i=1
2n 22 y 2
L2ngp n@)” _ 2pny  np
n n n n
= (5 —2pg+p
- ISy (15)
Y K=Y
=1
Sustituyendo (|1.8]) en la ecuacion (1.7]) se tiene
1o S R e, 1 2
nZ(yz p? = 2 ( y)+n‘ (v —7)
=1 =1 =1
_ —\2 2
- (,LL y) +Sy7

en la cual ¥ es la media muestral y 5’5 > 0 es la varianza muestral. Esta tltima
., .. . —\2 . =
expresion se minimiza cuando (u — 7 )* = 0, es decir, u = 7.
Para ilustrar graficamente que la media muestral puede ser vista como un
problema de minimizacién se utilizara el software R.

Considere una muestra de 10 valores
y; - {0,50; 1,10; 1,60; 1,73; 2,13; 2,93; 3,34; 4,06; 5,49; 7,12.}

1. Definir un vector de valores muestrales con la funcién c.

y<-c(0.5, 1.10, 1.6, 1.73, 2.13, 2.93, 3.34, 4.06, 5.49, 7.12)
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. Determinar la media muestral y mostrar su valor en pantalla .
ymean<-mean (y)
ymean

3

. Crear una funcién para calcular el promedio de la distancia cuadrada de los
puntos a p.

mean.squared.dist<-function (u)

{

sum ( (y—u) "2) /10

}

. Crear un conjunto de valores uniformemente separados entre cero y siete
coma dos.

u<-seq(0, 7.2, by=0.001)

. Aplicar la funcién definida anteriormente para cada uno de los puntos gene-
rados en paso anterior.

w<-sapply(u, mean.squared.dist)

. Graficar cada uno de los puntos con su valor correspondiente evaluado en la
funcion.
plot (u, w, type="1", lwd=2, ylim=c(0,20), xlab="Valores Mues-—

trales", ylab="Distancia cuadrada de la media a los puntos de u")

. Graficar los puntos que corresponden a la distancia absoluta de la media
para cada uno de los valores en el vector "y".

for(i in seqg(l,10))

{

points(y[i], mean.squared.dist(y[i]), pch=19)

}
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8. Crear un segmento de recta para visualizar el punto donde ocurre la mini-
mizacion.
segments (ymean, 0, ymean, 20)

9. Anadir una etiqueta a manera de leyenda mostrando el valor de la media en

la grafica.

text (3.3, 0, "y=3")

La grafica del promedio de la distancia cuadrada de los puntos muestrales a un

punto dado p se muestra en la figura (|1.1)

20
|

Distancia Cuadrada de la Media a los Puntos de u
10
|

Valores Muestrales

Figura 1.1: Grafica de la media muestral como solucion al problema de minimizacion. Elabo-

rada con el software R usando los 10 valores muestrales.

De manera similar, se puede demostrar a nivel muestral que la mediana

15



minimiza el promedio de la distancia absoluta de los puntos muestrales a m usando

1 n
n Z | yi —m |
i=1
Entonces, para cualquier muestra, la funcién definida por

Fm) = =3 e —m)

n <
=1

es la suma de las funciones que tienen forma de V

(ﬁ(WU = Bﬁ;%lﬂia

donde m es la mediana.

La funcién f; toma un valor minimo igual a cero cuando m = y;. Pero no es
diferenciable en ese punto minimo; tiene una derivada direccional igual a —1/n en
la direccion negativa y 1/n en la direccion positiva. Haciendo la sumas de estas

en la direccién

funciones, la derivada direccional de f con respecto a m es

negativa y en la direccion positiva, (ver Apéndice (A.1)) donde s es el
ntmero de puntos a la izquierda de m y r es el nimero de puntos a la derecha de
m. Se sigue que el minimo de f ocurre cuando el nimero de puntos a la izquierda
es igual al nimero de puntos a la derecha, es decir, cuando m es una mediana.
Con el mismo vector de valores muestrales y; definido en el ejemplo ante-

rior, se ilustrara graficamente que la mediana muestral puede ser vista como un

problema de minimizacion.

1. Determinar la mediana muestral y mostrar su valor en pantalla.
ymedian<-median (y)
ymedian

2.53

2. Crear una funcién para calcular el promedio de la distancia absoluta de los

puntos a m.
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mean.absolute.dist<-function (u)
{
sum (abs (y-u)) /10

}

. Crear un conjunto de valores uniformemente separados entre cero y siete.

u<-seq(0, 7, by=0.001)

. Aplicar la funcién definida anteriormente para cada uno de los puntos genera-
dos en paso anterior.

w<-sapply (u, mean.absolute.dist)

. Construir la region de la gréafica con sus ejes etiquetados.
plot (u, w, type="null", xlab="Valores Muestrales", ylab="Distan-

cia absoluta de la media a los puntos de m")

. Graficar los puntos que corresponden al promedio de la distancia absoluta
para cada uno de los valores en el vector "y".

for (i in seqg(1,10))

{

points(y[i], mean.absolute.dist(y[i]), pch=19)

}

. Graficar los segmentos de recta comprendidos entre cada par de puntos
adyacentes.

for (i in seqg(2,10))

{

u<-seq(y[i-1], vyI[i], length=10)

w<-sapply (u,mean.absolute.dist)

lines (u, w)

}
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8. Crear un segmento de recta para visualizar el punto donde ocurre la mini-
mizacion.
segments (ymedian, 0, ymedian, 4.5)

9. Anadir una etiqueta a manera de leyenda mostrando el valor de la mediana

en la grafica.

text (3.2, 2, "m=2.53")

La grafica de esta funciéon para los diez puntos muestrales dados se muestra

en la figura (|1.2)

4,0

3,5

2,0
|

m=2,53

Distancia Absoluta de la Media a los Puntos de m

1,5

Valores Muestrales

Figura 1.2: Gréfica de la mediana muestral como solucion al problema de minimizacion. Elabo-

rada con el software R usando los 10 valores muestrales.

En comparacion con la funcion graficada en (|1.1)), la figura ((1.2)) permanece
convexa y parabélica; la funcion de la figura ((1.2)) es lineal por segmentos y pre-

senta una pendiente que cambia en cada punto muestral. Un valor minimo de la
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funciéon mostrada en la figura coincide con el valor muestral de la mediana
2,03.

Para elegir el valor del minimo se observa que en la figura ((1.2) cualquier
valor comprendido entre 2,13 y 2,93 sirve como minimo. En este caso, se puede
elegir m = 2,13. Luego, utilizando el vector de valores muestrales y; se realiza un

proceso similar al del ejemplo anterior.

1. Crear una funcion para calcular el valor de f;(m).
valorabs<-function (y)
{
abs(y-2.13)/10

}

2. Crear un conjunto de valores uniformemente separados entre cero y siete.

u<-seq(0, 7, by=0.001)

3. Aplicar la funcién definida anteriormente para cada uno de los puntos gene-
rados en paso anterior.

w<-sapply (u, valorabs)

4. Graficar cada uno de los puntos con su valor correspondiente evaluado en la
funcion.
plot(u, w, type="1",1lwd=2, ylim=c¢(0,0.5), xlab="Valores Mues-—

trales", ylab="fi(m)")

5. Anadir una etiqueta a manera de leyenda mostrando el valor del minimo
seleccionado.

text (2.8, 0, "y=2.13")

La gréfica de f;(m) vs. los valores muestrales del vector y; se muestra en la figura

3
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£,m)

Valores Muestrales

Figura 1.3: Grafica de la funciéon forma de V usada para describir la mediana como la solucion

a un problema de minimizacién. Elaborada con el software R usando el minimo m = 2,13.

En la grafica ((1.3) un valor minimo para f; se presenta cuando y; = 2, 13.

1.3 Funcién Chequeo

Definicion 1.2. (Funcién Chequeo)

Para 7 € (0, 1) se define la funcién chequeo de las siguientes formas:
pr(u) =[1l(u>0)+ (1 —=7)(u<0)]|ul=[r—I(u<0)]u (1.9)
donde u es la prediccion del error, I(u) es la funcion indicatriz definida mediante

1 si u >0
I(u>0) =
0 si u <0
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1 si u <0

I(u<0) =
0 si u >0
y
(I—=7)u] st uwu<0
pr(u) = | (1.10)
T|u| si u>0

La funcién p,(-) es continua y lineal por segmentos, asimétrica cuando 7 # 0,5 y

no es diferenciable en u = 0. Su grafica se ilustra en la figura [I.4}

CAC))

Figura 1.4: Gréfica de la funcién chequeo p para la regresion cuantilica

Graficamente se puede observar céomo es el comportamiento de la funcién

p, cuando 7 = 0, 25 usando el software R. Considere una muestra de 21 valores
yi: {10, =9; =8; =7, =6; =5, =4, =3, =2, =1; 0; 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8 9; 10}

1. Definir un vector de valores muestrales comprendidos entre -10 y 10.

y<-seq(-10,10)

2. Crear una funciéon para calcular el vector de la funciéon de chequeo para un

f y un 7 dados.
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funct_rho<-function (u, tau) {

Crear una variable para guardar la funcion indicatriz.

var<-0

Crear un vector vacio para almacenar el vector de valores de p, para cada
u.

vec_rhos<-vector ()

Para cada valor en el vector u, se le aplica la funcién y se obtiene un valor
de la funcion indicatriz dependiendo del valor del yli].

for (i in l:length(u)) {

if (ul[i]>0){

var<-0

}

else(

var<—-1

}

vec_rhos[i]<-u[i]~* (tau-var)

}

return (vec_rhos)

}

. Se aplica la funcién p, al vector para 7 = 0, 25.

rhos<-funct_rho(y,0.25)

. Graficar los puntos de y con su respectivo valor de la funcién p,.

plot (y, rhos, type="1", lwd=1, xlim=c(-10,10), ylim=c(0,8))

. Para cada elemento de y se grafica con un circulo relleno el valor correspon-
diente a la funcion objetivo.

for (i in 1l:length(y)){
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points(y[i], rhos[i], pch=20)

}
La grafica de la funcion chequeo cuando 7 = 0, 25 se ilustra en la figura (|1.5))

<+

rhos

-10 -5 0 5 10

Figura 1.5: Gréfica de la funcion chequeo cuando 7 = 0,25. Elaborada con el software R

usando los 21 valores muestrales.

1.4 Cuantil como Solucién a Problemas de Minimizacion.

Sea Y una variable aleatoria, para cualquier 7 € (0,1), la distancia de
Y a un gy dado estd medida por la distancia absoluta pero se aplican diferentes
ponderaciones dependiendo de si Y se ubica a la derecha o la izquierda de ¢. En

este caso, la distancia ponderada viene dada por
4(Y,9) = prlY — 3 (1.11)
en la cual p; es la funcion chequeo definida en (|1.10)).
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Aplicando la definicion de la funcion p, a la ecuacion ([1.11)), se obtiene que
la distancia de Y a un gy esta dada por
. Tly — 9| st y>9
d. (Y, 9) = o )
A=7ly-gl si  y<3g

Se buscara el valor § que minimiza la esperanza de la funcién de chequeo:

Elp-(Y =9)].

Esta minimizacion ocurre cuando ¢ es el T-ésimo cuantil.
Aplicando un procedimiento similar utilizado en la minimizacién de la me-

diana, se tiene

Elp, (Y — )] = / (1= )y — 31 () dy + / rly — 31£(y) dy
- (-7 / (v— ) f)dy + / (v— 9)f ) dy

Diferenciando con respecto a y y haciendo la derivada parcial igual a cero se
obtiene la soluciéon al problema de minimizacion.

La derivada parcial del 1°" término es

~-ng | fw-arwa| = ~a-ng | [urwa- [arwa
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Por lo tanto,

- (1_T>a% [/(yz))f(y)dy] = (1-7) F(9) (1.12)

Ahora para el segundo término

a% [/(y@)f(y)dy] _ T%ny(y)dy/ﬂf(y)dy]

(]
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9y

= - T+/oof(y) dy

Como

]wf(y) dy = +/oof(y) dy — /y f(y) dy,

Por las propiedades de la funcién de distribucion se tiene que

/f@ﬁwzl y (/f@MyzF@%

luego,

Combinando las ecuaciones ((1.12) y (1.13]) se obtiene

—+00

0
9y

—00

= Fly)—17F@) —17+71F(

— Flj) -7
Luego, igualando la derivada parcial a cero se tiene
F(y)—7=0

F(y) =r.
Esto satisface el problema de minimizacion.
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Definicion 1.3. (Cuantil Muestral)
Dada una variable aleatoria {Y,...,Y,} se define el cuantil muestral me-

diante
n

};EE: 1(Y; <vy)
=1

donde F,, es la funcién de distribuciéon acumulada e I es la funcién indicatriz

3

definida mediante
1 si Yi<y
1Y < y) = (1.14)
0 si Y, >y
Se observa que por ([1.14)), la funcion F), es continua y constante por segmentos.

Si F), es una funciéon escalonada, luego

F'(y)=inf{y: F,(y) > 7} para 7€ (0,1)

n
toma un numero finito de valores diferentes.

Similarmente, el 7-ésimo cuantil muestral de Y puede ser visto como una
soluciéon al problema de minimizacion.

El valor y minimiza el promedio de la funcién de chequeo

%pr(yi ~) (1.15)

Aplicandole la definicion de la funcion de chequeo a ((1.15)) se obtiene

y\+ > v -l (1.16)

Yi<y Yi>y

Considere ahora una muestra de tamano n = 7 para ilustrar graficamente

que los cuantiles muestrales pueden definirse como un problema de minimizacién
v« {1,62234; —0,16122; —0, 46060; —0, 61184; 0, 67386; 0, 71067; —0, 86516}

1. Definir un vector de valores muestrales con la funcién c.
y<-c(1l.62234,-0.16122, -0.46060, -0.61184, 0.67386, 0.71067,

-0.86516)
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2. Crear una funciéon para calcular el vector de la funciéon de chequeo para un
f vy un 7 dados.
funct_loss<-function (f, tau) {
Crear un vector vacio para almacenar cada valor de la funcién objetivo.
val<-vector ()
Para cada valor en el vector y, se le aplica la funcién correspondiente de-
pendiendo del valor de los y[i] con respecto al valor de f.
for (i in l:length(y)){
if (y[i]1<£){
val[i]<- (1-tau)*abs(y[i]-f)
}
else(
val[i]<-tauxabs (y[i]-1f)
}
}
return (val)

}

3. Crear un conjunto de valores entre -2 y 2 separados uniformemente por
0.001.

f<-seqg(-2,2,by = .001)

4. Crear un vector vacio para almacenar el valor de la funcién objetivo corres-
pondiente al conjunto de valores definido anteriormente.

suma<-vector ()

5. Para cada valor en el conjunto f se le aplica la funcién chequeo para crear
luego un bosquejo de la grafica que pasa por los puntos de y.

for (i in 1l:length(f)){
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10.

11.

12.

w<-sapply (f[i], funct_loss, tau=0.25)
Guardar el valor de la suma para el i-ésimo valor de f.
suma [1]<-sum (w)

}

Crear un vector vacio para almacenar los valores de la funciéon objetivo para
los puntos del vector y.

k<-vector ()

Para cada valor en el conjunto y se le aplica la funcién funct_loss con
T =0,25.

for (i in l:length(y)) {

w<-sapply(y[i], funct_loss, tau=0.25)

Guardar el valor de la suma para el i-ésimo valor de y.

k[i]<—sum (w)

}

Calcular el minimo valor del vector.

min_valor<—min (k)

Obtener el indice del vector suma cuyo valor es el minimo calculado arriba.

indice_minimo<-match (c (min_valor), k)

Obtener el valor de y cuyo indice es el calculado arriba.

minimo<-y[indice_minimo]

Graficar los puntos de f con su respectivo valor de la funcién objetivo
(suma).

plot (£, suma, type="1", lwd=1, xlim=c(-2.5,2.5), ylim=c(0,12))

Para cada elemento de y se grafica con un circulo relleno el valor correspon-

diente a la funcién objetivo.
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13.

14.

15.

16.

for (i in seq(1,7)){
points(y[i], k[i], pch=20)

}

Dibujar un segmento de recta para representar la ubicacion del valor minimo
ver grafica (|1.6]).

segments (minimo, 0, minimo, 12)

Mostrar en pantalla el valor de la funcién objetivo para cada uno de los
puntos de y.
k

7.836247 1.963087 1.588863 1.551052 3.842018 3.961650 1.741043

Mostrar en pantalla el valor minimo de las sumas para cada uno de los
puntos de y.
min_valor

1.551052

Mostrar en pantalla el valor del elemento de y con el que se obtuvo el valor
minimo.
minimo

-0.61184
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12

suma
6
]

Figura 1.6: Grafica del cuantil muestral 7 = 0,25. como una soluciéon al problema de mini-

mizacion. Elaborada con el software R usando los 7 valores muestrales.

1.5

11.

Propiedades de los Cuantiles

. Para cualquier 7 € (0,1), los estimadores del 7-ésimo cuantil se encuentran

resolviendo el problema de minimizacion
min E [p,(y — §)]

Transformacion Monoétona: Para una funcion monoétona h € R y cualquier

variable aleatoria Y
Qn) (1) = h(Qy (7)) (1.17)
Por Ejemplo, si a la funcién h se le aplica una transformacién logaritmica,

luego la ecuacion ((1.17) puede expresarse
Cglog(Y) (7—) = IOg(Qy(T))
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y equivalentemente,

QY (7—> — eXleog(Y)(T)

iii. Equivarianza Lineal: Suponga que Y es una variable aleatoria y a,c son

constantes luego,

QchaY =c+ aQY (7_)

iv. Robustez a los datos atipicos en la variable dependiente Y. (Ver definicion

(L.8))

Definicién 1.4. (Cuantil Condicional)
Suponga que (X,Y’) es un vector aleatorio, donde Y es la variable depen-

diente y X es la variable independiente. El 7-ésimo cuantil condicional se define
Fy)yx =P(Y <7/x)=1

donde Fy,x es la funcion condicional de Y dado X = x.

Otra forma de expresar el 7-ésimo cuantil condicional es

F;/lx(T/x) =inf{y : Fy,x(7/x) > 7}

La demostracion de que el 7-ésimo cuantil condicional minimiza la esperanza de

la funcién de chequeo
Ep:(Y —9)/X],

se realiza de forma similar a la del cuantil.

Definicion 1.5. (Datos Atipicos)

Un dato atipico es una observacién que parece ser inconsistente con el resto
del conjunto de datos.

Si un valor en la variable dependiente se encuentra distante de la mayoria
de los valores de Y, ese valor se conocen como dato atipico en la direccién de Y,

en la variable independiente como dato atipico en la direccion de X.
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En el contexto de la regresiéon lineal, los datos atipicos se conocen como

puntos que tienen un residual grande en valor absoluto.

Definicion 1.6. (Punto de Influencia)

Si un valor z; € X, es un dato atipico, el par (z;,y;) se conoce como punto de
influencia porque tiene un efecto importante sobre los estimadores de la regresion
lineal por el método de minimos cuadrados.

Cuando en la variable independiente existen valores que son grandes o pe-
quenos en comparacion con el resto de las observaciones y un punto de influencia
se encuentra cercano a la recta de regresion, alrededor de la cual la mayoria de
los pares de puntos estédn centrados, estos valores influyen mejorando la precision
de los estimadores.

En caso contrario, cuando un punto de influencia esta situado lejos de la
recta de regresion, alrededor de la cual la mayoria de los pares de puntos estéan
centrados, los datos atipicos de la variable independiente influyen reduciendo la
precision de los coeficientes de regresion por el método de minimos cuadrados.

En algunos casos los datos atipicos representa un error en la medida del
fenémeno a ser estudiado o un error en la transcripcion de los datos. Si éste es el

caso, un dato atipico puede ser corregido o removido del conjunto de datos.

1.6 Regresiéon Cuantilica

Definicion 1.7. (Regresion Cuantilica)
Suponga que {y; : i = 1,...,n} es una muestra aleatoria sobre un vector Y’

de variables aleatorias dependientes, con una funciéon de distribucién condicional
Fy —z;8) = Pr(Y; < y/z),

en la cual x; es un vector n x 1 de variables independientes, 8 es un vector n x 1

de parametros desconocidos. Luego la funciéon condicional cuantilica de Y dado
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T puede expresarse como:
Qv(r/z) =28 (1.18)

Koenker y Bassett (1982) determinaron que la funciéon condicional cuantilica

(1.18)) puede definirse mediante la solucion al problema de minimizacion

minzpfr(yi_m;ﬂ)v (119>

en la cual p, estd definida por

Tly; — ! si i >
pr(yi —ziB) = v: ~ =B Y A (1.20)
(L=7)|ys —ziB| si y<zB

y los estimadores de B de B los definieron como regresion cuantilica.

Definicién 1.8. (Robustez)

La robustez se refiere a la insensibilidad a los datos atipicos y al incumpli-
miento de las nociones distribucionales del modelo en cuanto a los datos de la
variable dependiente. Bajo las nociones del modelo de regresion lineal, los esti-
madores pueden ser sensibles a los datos atipicos en comparaciéon con el modelo
de regresion cuantilica, en la cual los estimadores no son sensibles a los datos

atipicos. Esta robustez se debe a la naturaleza de la funcién objetivo
> pelyi — iB).
i=1

Ademas, para determinar la matriz de varianza-covarianza, en la regresion
lineal se requiere la nocién de normalidad para obtener los estadisticos inferen-
ciales. La violacion de la nocién de normalidad puede causar inexactitud en los
errores estandares. Por otro lado, el modelo de regresion cuantilica es robusto
a las nociones distribucionales porque el estimador pondera el comportamiento
local de la distribucién cercana al cuantil especifico mas que el comportamiento

asintotico de la distribucion. Los estadisticos inferenciales del modelo de regresion
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cuantilica pueden tener una distribucion libre. Esta robustez es importante en el

estudio de fenémenos de distribucién muy insesgados.

1.7 Usos de la Regresion Cuantilica.

En esta seccion se mencionan los casos en que resulta ttil aplicar la regresion
cuantilica en vez de la regresiéon por minimos cuadrados.

De acuerdo con John y Nduka (2009), cuando en un conjunto de datos existe
heteroscedasticidad el método de minimos cuadrados resulta no ser muy seguro.
No obstante, la regresion cuantilica es muy tutil para visualizar los cambios en la
distribuciéon condicional del conjunto de datos.

Lee (2005), citado por John y Nduka (2009), establecieron que el beneficio
de aplicar la regresion cuantilica es que, al usar los cuantiles, éstos tienen la
propiedad de ser robustos en la estimacion de los datos atipicos y por lo tanto la
regresion cuantilica hereda su propiedad de robustez.

Kecojevi¢ (2011) afirmo que la regresion cuantilica se utiliza para medir el
efecto de las covariables no sélo en el centro de la distribucion sino en los extremos
superiores e inferiores de ésta.

Surendra, et al. (2011), citando a Buchisky (1998) mencionaron que otra
ventaja del modelo de regresion cuantilica, cuando la distribucion de los errores
no es normal, es que los estimadores de la regresion cuantilica son més eficientes
que los estimadores de minimos cuadrados.

Ademas, la regresion cuantilica permite modelar datos que presentan mucha

variabilidad, describiendo su comportamiento para cada cuantil.
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CAPITULO 2
ESTIMADORES DE LA REGRESION CUANTILICA

La regresion cuantilica, introducida por Koenker y Bassett (1978), puede
verse como una extension del modelo de regresion lineal. Pero, mientras en este
modelo el objetivo es minimizar la suma de los residuales al cuadrado y utilizar
la media como estimador; en la regresion cuantilica se busca minimizar una suma
de errores absolutos ponderados asimétricamente y utilizar los cuantiles como
estimadores.

Una de las técnicas més usadas para solucionar un problema de regresion
cuantilica es por medio de su representacion como un problema de programacion
lineal.

Un problema de programacion lineal es un problema mateméatico en el cual
la funcién objetivo es lineal en las incognitas y las restricciones constan de igual-
dades y desigualdades lineales.

En esencia, la programacion lineal consiste en optimizar (maximizar o mini-
mizar) una funcién objetivo, que es una funciéon de varias variables, sujeta a una
serie de restricciones expresadas por inecuaciones lineales. Una de las grandes
ventajas de utilizar la programacion lineal es que mediante un algoritmo de reso-
lucion se puede obtener la decision més 6ptima aunque hayan miles de variables
y relaciones entre ellas.

Desafortunadamente, para mediados del siglo XVIII, se conocia poco acer-
ca de la teoria de programacion lineal, por esta razéon Boskovich (1760), en el
problema de la estimacion de la elasticidad de La Tierra aplico un algoritmo
geométrico para minimizar la suma de los valores absolutos de los residuales, sujeto
a la restriccion de que el promedio de los errores sea igual a cero. Sin embargo, en

la aproximacion geométrica utilizada por Edgeworth (1888), la minimizacion de la



suma de los valores absolutos de los residuales se aplico sobre la intercepcién y la
pendiente de los parametros del modelo. El uso de esta aproximacion le permitio
al autor anterior acercarse a lo que hoy se conoce como método Simplex.

Uno de los algoritmos utilizados para resolver problemas de programacion
lineal es el método Simplex, creado en 1947 por el matematico George Dantzig,
que consiste en partir de una soluciéon béasica factible o punto extremo e ir a una
solucion basica factible adyacente con mejor valor de la funciéon objetivo. Este
proceso continda hasta que ya no se pueden obtener mejoras, por lo que se habra
encontrado una soluciéon 6ptima.

En este Capitulo se introducen las propiedades de los estimadores de la
regresion cuantilica y las definiciones relacionadas con el algoritmo utilizado para

determinar dichos estimadores.

2.1 Estimacion de los Parametros de la Regresion Cuantilica.

El punto de partida de este modelo son las funciones cuantilicas descritas
en el Capitulo I, las cuales se utilizan para describir y comparar distribuciones de
una variable aleatoria Y con funcién de distribucién acumulada Fy-.

Ahora bien, cuando se necesita modelar la relacién entre una variable res-
puesta y un conjunto de variables predictoras, se introducen modelos tipo regresion
para explicar las variaciones de la variable respuesta en términos de una medida
de tendencia central como la media 6 a través de diversos cuantiles.

En el caso de la media, se tiene la regresion lineal clasica donde los esti-
madores se determinan mediante el método de minimos cuadrados. Cuando la
medida empleada son los cuantiles, se tiene la regresion cuantilica, y el método se
cambia por el de las minimas distancias absolutas.

A continuacién, se esbozara el proceso a seguir en ambos casos: En la

regresion lineal clésica, la variable respuesta Y puede escribirse en forma matricial
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como

Y =XB+e¢

donde Y es el vector n x 1 de las observaciones, f es el vector (m + 1) x 1 de
parametros desconocidos, X es la matriz n x (m + 1) de la regresion y € es el
vector n x 1 de los errores.

Se supone que los errores g; son desviaciones que se comportan como varia-
bles aleatorias, tienen una distribuciéon normal, son independientes y verifican las

siguientes condiciones:
1. E(g;) =0, para i=1,...,n.

. i)=0 =1,... varianz i -
2. Var(e 2 ara 1 =1,...,n, las varianzas son iguales pero descono

cidas.

3. E(gi,e;) =0, paratodo i# j, las n desviaciones no estan relacionadas.

Para estimar los parametros 8 = (B4, ...,B,) se utiliza el método de mini-
mos cuadrados, en el cual se determina el conjunto de valores B = (31, e Bn)'

que minimiza el cuadrado de las desviaciones
/

le]* = €

= Y -XB)(Y - XB) (2.1)

Diferenciando ([2.1)) con respecto a cada una de las componentes del vector S,
e igualando a cero se obtiene un conjunto de ecuaciones equivalente a la forma

matricial

Vilell* = -X"(Y - XB) — (Y - XB)'X

Usando la propiedad de la transposicion de matrices

(Y - XB)X]' = X'(Y — XB)
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Se tiene
Vilel? = —2X'(Y - XB)

= 0

X'(Y - XB)=0

y se resuelve para .
Estas ecuaciones normales tienen una tnica solucion 8 cuando el rango de la
matriz X es maximo, es decir, cuando las columnas de esta matriz son linealmente

independiente. Luego, Y =X ,3 , de manera que
Y =X(X'X)'X'Y

El modelo de regresion ajustado es una media condicional, es decir,

ElY|X] = XB.
En la regresion cuantilica, se procedera de forma similar a la regresion lineal;
pero antes se da la definicion de la derivada direccional en la direccion del vector

w.

Definiciéon 2.1. (Derivada direccional en el Punto P)
Sea f una funcién escalar, la derivada direccional de f en el punto P, en la

direccion del vector unitario w viene dada por

o Jrsw) — ()
ds s—0 S
la cual es equivalente a
—f(r—l—sw) = wVf(rw)
ds s=0 ’
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Para determinar los estimadores cuantilicos se requiere de la minimizaciéon
de la funcién objetivo, proceso que se lleva a cabo usando el concepto de la derivada
direccional.

La funcién objetivo

donde la funcién p, se define igual a la ecuacion , es lineal por segmentos
y continua. Ademas, es diferenciable excepto en los puntos donde uno o mas
residuales, y; — 3, se anulan. En tales puntos, R(f) tiene derivadas direccionales
en todas las direcciones, dependiendo de la direcciéon elegida para evaluarla.

La derivada direccional de R en la direccion w, viene dada por

wVR(B,w) = %R(ﬂ—l—tw)
S (sl altw) 7 — L= e — ta) < )
=1 t=0
= —Z rw [T — I(y; — z;8) < 0)] (2.2)

La suma (2.2)) se parte en tres sumando: uno para los residuales nulos, otra
para los residuales positivos y otro para los residuales negativos; pero todos en la

direccién de —z}w. Es decir,

wVRB,w) = — Z Trw + Z T T W

ie{i: u;=0,—zjw} ie{i: u;>0,—z;w}

— Z (1—7)rw

1e{i: u;<0,—z} w}

— _qu i — 1 B, —rlw)riw (2.3)

donde los u; = y; — x}3 son los residuales y
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T —1I(u<0) si u # 0,
V7 (u, w) = (2.4)
7—I(w <0) si u = 0.

Si en un punto ,B, las derivadas direccionales son todas no negativas, es decir,
VR(B,w) > 0, para todo w € R con |[w|| = 1, entonces B minimiza R(B). Esta es
una generalizacion de VR(B) = 0 cuando se suaviza la funcion R(f). Simplemente
se requiere que la funcion crezca a medida que se aleja de ﬁ independientemente
de la direccion que se tome. Las soluciones que minimizan a R(() ocurren en

aquellos vértices unidos por lineas donde esta funcién no es decreciente.

2.2 Propiedades de los Estimadores de la Regresion Cuantilica

Suponga que B(T; y, X)) representa el 7-ésimo estimador de la regresion cuan-
tilica, ¥ es un vector 1 x n de variables aleatorias dependientes, v € R" y X 6 A
son matrices de orden n x n con A no singular. Luego, para cualquier 7 € [0, 1],

se cumplen las siguientes propiedades:

(i) Escala de la Equivarianza: Para ¢ > 0,
¢B(ry,X) = B(r; cy, X) (2:5)

Cuando el 7-ésimo estimador de la regresion cuantilica se multiplica por una
constante ¢ > 0, la variable dependiente cambia su escala a cy produciendo

un nuevo estimador que cambia proporcionalmente.

(ii) Parac <0

N A

—cB(ry,X) = B(r;—cy,X)
= —cB(l -1y, X) (2.6)
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(iii)

Cuando el 7-ésimo estimador de la regresion cuantilica se multiplica por una
constante ¢ < 0, la variable dependiente cambia de signo y se obtiene un

estimador que transforma a 7 en 1 — 7.
Ajuste de la Equivarianza:
B(riy, X)+ v =B(m;y + Xv,X) (2.7)

Cuando el 7-ésimo estimador de la regresion cuantilica se le suma un vector
v de orden 1 x n, se obtiene un nuevo estimador que aumenta en X+ el valor

de la variable dependiente.
Equivarianza para la Reparametrizacion del Diseno:
A7 B(riy, X) = B(riy, X A) (2.8)

Cuando el 7-ésimo estimador de la regresion cuantilica se multiplica por la
inversa de la matriz A, se obtiene un estimador que cambia la escala de X

a XA.

Equivarianza para la Transformacion Mono6tona: Para una funcién mono-

tona h y cualquier variable aleatoria Y.

Qn)(T/) = M(Qy (7/x)) (2.9)

Asi mismo, se puede aplicar una transformacion logaritmica sustituyendo

h =log en (2.9) para obtener:

Quog(v) (7/x) = log(Qy (7/z))

Para cualquier 7 € (0, 1), los estimadores de la regresion cuantilica se en-

cuentran resolviendo el problema de minimizacion

min E [p-(y — z'B)]
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Las propiedades (2.5)), (2.6, (2.7) y (2.8) pueden resumirse en el Teorema
2.1k

Teorema 2.1. Suponga que A es cualquier matriz n X n, no singular, y € R™, y

¢ > 0. Luego, para cualquier 7 € [0, 1],
(i) cB(ry, X) = B(r; cy, X)
(ii) —cB(r;y,X) = —cB(1 - 759, X)
(iii) B(r;y, X) + v = B(r;y + X7, X)
(iv) A7'B(r;y,X) = B(r;y, X A)
Demostracion. Ver Koenker y Bassett (1978) O

Definicion 2.2. (Problemas de Programacion Lineal)

Un problema de programacion lineal consiste en maximizar o minimizar
una funcion lineal en la presencia de restricciones lineales del tipo desigualdad,
igualdad o ambas. Por ejemplo, el siguiente sistema representa un problema de

programacion lineal.

Minimizar  cj2y + coxs + - +  CuTn.
a11T1 + 129 + Tt + A1nTy Z bl
) 9211 —+ A929T9 + -+ A2nTLh Z b?'
Sujeto a
1T+ Am2T2 o+ Gmn®n 2 O

En la cual ¢ciz1 + coxg + - - - + ¢, 7, es la funcion objetivo, que debe ser mini-
mizada. Los coeficientes ¢;,b; y a;j, (i = 1,...,m, j = 1,...,n) son constantes
reales fijas, y las x; son variables que deben determinarse. El vector (cy, co, ..., ¢y)

representa el vector de costo, y la desigualdad
j=1
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representa la i-ésima restriccion. Los a;; forman la matriz de restricciones

aix Qa2 - Qi

ag1 Qg2 -+ Q21
A=

Am1 Am2 - Amnp

El vector columna cuya i-ésima componente es b;, en la desigualdad repre-
senta los requerimientos minimos que deben satisfacerse.

El problema de programacion lineal anterior puede escribirse en su forma
canonica

min{c'z | Ax > b,z > 0}. (2.11)
o en su forma estandar
min{c'z | Az = b,x > 0}. (2.12)

enlacual ce R", be R™ y A e R™*",

Definicion 2.3. (Punto o Vector Factible )
Es un punto o vector para un problema de optimizacion que satisface todas

las restricciones del problema.

Definicion 2.4. (Region o Espacio Factible )
Es el conjunto de todos los puntos factibles que satisfacen las restricciones.

Su representacion viene dada por
S={zxeR"| Az =0, x > 0}. (2.13)

Definicion 2.5. (Conjuntos Poliédricos)
Es la interseccidon de un ntimero finito de subespacios y se puede representar
por {z: Ax < b}, enlacual A es una matriz de orden m x n cuyo i-ésimo renglon

es a' y b es un m vector.
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Si el conjunto poliédrico es acotado, su representacion viene dada por
{z : Az = b,z > 0}. (2.14)

Definicion 2.6. (Conjuntos Convexos)

Un conjunto, D C R? es convexo si, siempre que (t1,41) v (t2, y2) pertenecen
a D, ((1—X\t;+ Az, (1 — AN)y1 + Ay2) también pertenecen a D para cada nimero
real A, 0 < A< 1.

Definicion 2.7. (Cono Convexo)
Un conjunto K C R™ es cono convexo si éste es cerrado bajo las siguientes

operaciones:
1. La multiplicacién por escalar no negativo, es decir, axz € K, a >0, x € K
2. Las combinaciones convexas, aK + (1 —a)K C K, o € (0,1).

Definicion 2.8. (Puntos Extremos)

Un punto z € X, de un conjunto convexo X se llama punto extremo de
X, si x no se puede representar como una combinaciéon convexa de dos puntos
distintos en X, es decir, z = Azy + (1 — )z con A € [0,1] 1,79 € X entonces

r =1 = Ts.

Definiciéon 2.9. (Vértices)

Sea S = {x: Az > b,x > 0} un conjunto restringido, poliédrico y convexo,
los vértices de S se definen como puntos extremos, esquinas, o puntos aislados,
los cuales no permanecen sobre una recta conectando los puntos diferentes que

estan en S.

2.3 Soluciones Basicas

Definicién 2.10. (Solucién Basica)
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Dada una matriz base B formada por m columnas de la matriz A se dice

que Xp es una solucién bésica si verifica BXpg = b.

En la terminologia de la programacion lineal, a los subconjuntos de los p
vértices donde R(f) se minimiza, se conocen como soluciones bésicas.

Suponga que h pertenece a un conjunto indexado H, los subconjuntos de los
p elementos para los primeros n enteros, N'= {1, -+ ,n}, y que X(h) representa
una submatriz de X con filas {z; : i € h}. También suponga que y(h) es un
vector con coordenadas {y; : ¢ € h}. El complemento de h con respecto a N
es h; asimismo, se definen los complementos de X (h) y y(h). Luego, cualquier

solucion bésica que pase a través de estos puntos {(z;,y;), @ € h} se define como:

en la cual X (h) es una matriz no singular. Ademaés, existen muchas de estas

soluciones basicas (3 ).

2.4 Direcciones de la Pendiente

Suponga que xy es un punto inicial, no necesariamente factible, y considere
la factibilidad de un paso de longitud o en la direccién p con respecto a la i-ésima

restriccion, ¢z > b;. Por consiguiente
/ / /
ci(xg + op) = cixg + ocp,

luego se define la longitud del paso para la i-ésima restriccion de z( en la direccion

P €COmMo

con ¢,p # 0. Para definir la factibilidad de la direccién de la pendiente considere
d(xo + op) = dwg + oc'p,
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una direccién p se dice que es una direccion de la pendiente en xy si y sélo si
'p < 0. Para determinar si existe una direccion factible de la pendiente, considere
un punto o y S(A’) un espacio generado por los vectores de la columna A’

definido por
S(A") ={y |y = A'v, para algtn v},

luego siy € S(A’) y Ap =0, existe un v tal que

y = Av
(py) = (pA)
v = (AP
yp = v'A'p
yp = v'Ap
yp = 00
yp = 0

Luego, p no es una direccion de la pendiente.
Por otro lado, si y € S(A’), luego existe p € R" tal que Ap=0 y y'p <0,

por lo tanto p es una direccion de la pendiente en xg.

Definicion 2.11. (Restricciones Activas e Inactivas )
Una restriccion de desigualdad se dice que es activa en un punto factible x

si 7;(x) = 0. Una restriccion de desigualdad es inactiva en z si r;(z) < 0.

2.5 Condiciones para la Optimizaciéon
Considere el problema de programacion lineal
min{cdz | Az = b}. (2.15)
Luego, existen tres posibles circunstancias:
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1. Las restricciones Az = b son inconsistentes, asi, el conjunto factible es vacio

y no existe punto 6ptimo.

2. Las restricciones Ax = b son consistentes, asi, el conjunto factible es no

vacio y, ademas,

(a) ¢ € S(A’), luego existe v tal que ¢ = A’v, y para cualquier punto

factible x,

C/:r/ — /U/(xA/)/
de = VA2
de = VAx
de = Vb

asi cualquier punto factible alcanza el mismo valor de la funcién obje-
tivo, luego todos los puntos factibles son 6ptimos, o

(b) ¢ & S(A"), luego existe una direccion p tal que Ap = 0 y p < 0.
Esta direccion es factible y asi, partiendo de cualquier punto factible
x, la funcién objetivo tiende a -oco haciendo un paso x+op para uno

arbitrariamente grande.

3. Suponga que h representa el conjunto indexado de las restricciones activas y
h representa el conjunto indexado de las restricciones inactivas en un punto

factible inicial zy. Una direcciéon factible de la pendiente p existe si
A(h)p >0 y dp<0
El punto factible x( es 6ptimo si y sélo si no existe direccion de la pendiente.
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Lema 2.1. Suponga que A es una matriz de orden m X n y ¢ es un vector en
R™; luego
cp>0 para toda p tal que Ap >0
sty solo si
c=Av para algin v >0.

Ademés, ¢ puede ser expresada como una combinacion lineal de las columnas
de A con ponderaciones no negativas, o existe una direccion p tal que ¢'p <0 'y
Ap > 0. Aplicando el lema se obtienen las condiciones de optimizacién para

el problema de programacion lineal y se genera el siguiente resultado.
Teorema 2.2. (Gill, et al. 1991) Para el problema de la desigualdad restringida
min{c'z | Az > b}
Se puede cumplir que:
(1) Las restricciones Ax > b son inconsistentes y por lo tanto el problema no
tiene solucion o
(2) Eziste un punto factible & y un vector © tal que
c=A(h)d para algin 9 > 0, (2.16)
en el cual A(h) representa la submatriz de A correspondiente a las restric-

ciones activas en &. En este caso, ¢(z) es el unico valor minimo de c'x

para

{z | Az > b}

y T es un optimizador, o,

(3) Las restricciones Az > b son consistentes, pero la condicion (2.16|) no se
mantiene para cualquier punto factible x. En este caso, la solucion no estd

acotada por abajo.

Demostracion. Ver Gill, et al. (1991) O
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2.6 Holgura Complementaria

En el teorema , las condiciones de optimizacién para requieren
que una suma ponderada de las m columnas de la matriz A’ sean iguales al vector
de costos ¢. En el teorema no se especifica la dimension del vector @, pero
se observa que si T es un veértice, luego la matriz A(h)" estd compuesta de por
lo menos n columnas linealmente independientes del conjunto completo de las m

columnas de A’. Luego, se puede expresar la condicion como
c=Au con uw>0
con la condicién de holgura complementaria definida por
ryu; = 0, para 1=1,...,m

en la cual r; = a,& — b;. Para i € h, lo que garantiza que r;u; = 0 es que r; vale
cero por la definicién de las restricciones activas, mientras que i € h, u; = 0. El
vector u € R puede considerarse como un vector de multiplicadores de Lagrange
correspondientes a las restricciones Az > b. Combinando la igualdad y desigualdad

restringida se genera el siguiente teorema.

Teorema 2.3. Considere el problema de programacion lineal
min{c'z | Ax =b, x>0} (2.17)

y suponga que T es un punto factible, luego T es optimo si y solo si existe u € R™

y 0 € R™ tal que

con z;u; =0 para 1=1,...,n.
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2.7 Dualidad

La interpretacion de los multiplicadores de Lagrange del vector u en el
teorema ([2.3]), representa un primer indicio de la teoria de la dualidad en la pro-
gramacion lineal. Por el teorema ({2.3]) se tiene que en una soluciéon Z existe un

vector de multiplicadores de Lagrange (¢/,4'), tal que

c=Ad+4
y (a&; —b)0; =0 para i =1,...,m y Za; =0 para ¢ =1,...,n. En tal
punto se observa que
c = Av+d
tc = 2[AD+a

dr = (A) ' +4' 7
di = A"+ d
di = Az +4' 2
di = 9'b

Esto sugiere que el problema de programacion lineal
min{cz | Az = b, x > 0}, (2.18)

pueda ser reformulado como un problema que permita encontrar el vector de

multiplicadores de Lagrange resolviendo
max{dv | Av+u=¢, (u,v)>0}.
El vector de holgura u es un residual obtenido de la restricciéon
Av+u=rc

o1



Para examinar la dualidad de manera general Koenker (2005) citando a

Berman (1973) formul6 el problema de la ecuacion (2.18)) en forma canoénica,
min{dx | Ax—beT, xS}, (2.19)

en la cual S y T son conos convexos cerrados. Luego, el problema dual correspon-

diente a la ecuacion (2.19)) es
max{b'y | c — A'y € S*, y € T*}, (2.20)
v

donde S* y T™ son los conos duales de T y S respectivamente. Luego, para

cualquier punto factible (z,y) se define el espacio dualidad
by <y Az < 'z,

el cual es la diferencia entre la funcién objetivo y la funciéon dual y se representa

por dz — by > 0.

Definicion 2.12. (Dual de un Cono)

Para cualquier conjunto K, el dual del cono se define mediante

K*={yeR"|2'y > 0,para toda = € K}

2.8 Meétodo Simplex para la Regresion Cuantilica

Para describir este método, Koenker (2005) estableci6 la férmula del pro-

blema de regresion cuantilica para 7 € (0, 1)

min Y p.(y; — 7b), (2.21)
=1

bERP £

la cual puede ser escrita como una féormula de optimizacién lineal introduciendo
dos variables artificiales

{uj,v; :i=1,...,n}
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para representar las partes positivas y negativas del vector residual. Esta formula

viene dada por
min{rel,u+ (1 —71)ew |y — Xb=u—v,be R (u,v) € R}, (2.22)

en la cual e, representa un n vector de unos y X es una matriz de orden n x p.

La formula (2.22)) puede ser representada en su forma canodnica
min{c'z | Az —be T,z € S} (2.23)

haciendo las siguientes identificaciones:

0, b
c = Te, , T = u R A:[Xajv_j]v
(1—"1)e, v

donde 0, es el p vector de ceros, b = y, los conjuntos T' =0, y S = RP x R?"
son conos convexos cerrados.

La naturaleza poliédrica del conjunto restringido y la funcién objetivo de
la ecuacion permiten que los vértices del conjunto restringido puedan ser

indexados por los (g) elementos de h € H y toman la forma

b(h) = X(h)~'y(h),
u(h) = w(h) =0,

u(h) = (y—Xb(h))",
v(h) = (y—Xb(h))".

Luego, las condiciones de la holgura complementaria, u;v; = 0, se mantienen
para cualquier vértice y hay por lo menos p indices, ¢ € h, con u; = v; = 0. Tales

puntos proporcionan un ajuste exacto para las p observaciones en el subconjunto h
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y el conjunto de los vectores wu,v correspondientes de la solucién igual a la parte
positiva y negativa del vector residual resultante.
El problema de la regresion cuantilica en (2.21)) tiene su representacion dual

correspondiente

méax{y'd | X'd=0, d € [t —1,7]"}. (2.24)

Para esto, se observa que la restriccion (¢ — A'y) € S* se convierte en

0, X’
T€n - I, de OP X Rin7
(1—"1)e, —1,

con S* = {y € R x RP | 'y > 0 si z € S} mientras que la condicion y € T*
se convierte en d € R™. Equivalentemente, se puede reparametrizar el problema

dual en ([2.24)) usando

a=d+ (1—71)e,,
luego, sustituyendo d =a — (1 —7)e, en la funcion (2.24)
X'd =0
X'a—(1-7)e,] = 0
Xa—-(1-7)Xe, = 0
X'a = (1-71)Xe,
y se produce un nuevo problema
max{y'a | X'a=(1—-1)X'e,,a €[0,1]"}. (2.25)

En forma dual, la funciéon [2.25| puede ser vista como un problema de opti-
mizaciéon con respecto a un vector que esta situado en un cubo unitario. Por lo

tanto, para cualquier solucion, {(i), w,0), CZ}, se tiene
rel i+ (1—71)e o =1yd,
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luego se observa que, para i € h,

T si u; >0,

SHY
Il

(’T — ].) si 0; >0.
Mientras que para las observaciones ¢ € h con u; = v; = 0, cZ(h) se determina
de la desigualdad restringida X’'d =0 como

— A —

d(h) = —[X(h)] 7 X (R)'d(R).

El vector dual cZ(h) en una solucion correspondiente a las observaciones bésicas de
h es el mismo vector —¢;, del Teorema (2.4). El hecho de que d(h) € [r — 1,7,
en una solucion, es la optimizacion requerida que aparece en ese resultado.

Para resolver problemas de programacion lineal, usando el método Simplex,
resulta conveniente hablar de las dos fases del algoritmo. En la fase I se encuentra
un vértice factible del problema y en la fase II procedemos de un vértice a otro
hasta que se logra la optimizacion.

En algunos problemas de programacion lineal, solamente determinar si exis-
te un vértice factible puede ser un poco dificil, aunque en el problema de regre-
sion cuantilica se puede elegir cualquier subconjunto A y definir un punto béasico
factible para el problema provisto de que la matriz X (h) sea de rango completo y
de ese modo completar la fase I del algoritmo. Luego, se puede enfocar la aten-
cion sobre la fase IT del célculo, describiendo una aproximaciéon implementada en
el algoritmo de Barrodale y Roberts (1974).

Suponga que hy € H representa el conjunto indexado correspondiente a un
vértice factible inicial del conjunto restringido. Considere la derivada direccional

de la funcién objetivo
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para cualquier 7 € (0,1) evaluada en b(hg) = X (ho) 'y(ho) en la direccion de &
se obtiene de la ecuacion ([2.3)

n

VR(b(ho),6) = = > i (y: — ib(ho), —a;6)0

i=1
en la cual ¥*(y; — xb(hg), —xi0) se define igual a la ecuacion (2.4)

Como se esta en un vértice y el conjunto restringido es convexo, se puede
restringir la atencion a unas ciertas direcciones extremas de ¢, que corresponden
al movimiento fuera del vértice a lo largo de los bordes del conjunto restringido
que forman una interseccion en el vértice comin. Estos bordes pueden ser repre-

sentados algebraicamente como

n(a, ho, 6;) = b(ho) + ad;. (2.27)

en la cual d; es la j-ésima columna de la matriz X (h)™!

y « es un escalar que
indica las posiciones que se recorren a lo largo del borde. Esta representacion del
borde es precisamente la representacion paramétrica usual de la recta a través del
punto b(hg) en la direccion §;. Aqui, §; es el vector ortogonal para la restriccion
formada por las observaciones bésicas restantes con la j-ésima columna eliminada.
Se observa que el valor de a puede ser tanto positivo como negativo en y
su derivada direccional puede ser diferente para d; y —d;
Suponga que

a(h) = =X ()" S vy — alb(h)) a, (2.28)

ich

si 0, es la j-ésima columna de X (h)™!, luego para i € h,

0, para j# 1,

/ —

1 para i=7.
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asi, para d; se obtienen los gradientes de la funcién (2.26)) representados por
VR(b(ho),d;) = dj(h) + (1 —7) y VR((ho),—6;) = —d;j(h) + 7.  (2.29)

Si estas derivadas direccionales son todas positivas para 7 = 1,...,p, se

tiene que las condiciones de optimizacion del Teorema ([2.3)
d(h) € [T — 1,7]° se mantienen. (2.30)

De lo contrario, hay un borde que es una direcciéon de la pendiente guiando
fuera del punto b(hg) y se puede reducir R(b) por el movimiento en esta direccion
fuera de b(hy).

Koenker (2005) mencioné que la eleccion convencional del borde adaptado
por Barrodale y Roberts (1974), fue la primera de las pendientes mas inclinadas
y, en consecuencia, las derivadas direccionales VR(h(b),+d;) son mas negativas.
Teniendo una direccion seleccionada §* = ¢d; para algin j y o € {—1,1}, se
plantea la siguiente pregunta ;Hasta qué punto deberia recorrerse en esta direc-
cion?

Barrodale y Roberts (1974) respondieron esta interrogante, mas que adop-
tar la estrategia usual del algoritmo Simplex de ir solamente hasta el proximo
vértice, se propone continuar en la direcciéon original siempre que, haciendo esto,
se continte reduciendo el valor de la funcién objetivo. Luego, hay que moverse
en la direccion 0* hasta encontrar los puntos en los cuales las observaciones que
no estan en la base original tienen residuales que tienden a cero. Las estrate-
gias convencionales del algoritmo Simplex, cuando se encuentra tal situacién, se
introduce la nueva observacion en la base y se calcula una direccion de la pendi-
ente. En cambio, Barrodale y Roberts (1974) eligieron continuar en la direccion
determinada originalmente siempre que esto produzca una direccion factible de
la direccion de la pendiente. En este caso, ellos reducieron draméticamente el

numero de operaciones pivote que requiere el Simplex cuando la base cambia.
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En los puntos intermedios todo lo que se requiere es un cambio de signo en
la contribucién al gradiente de la observacion, cuyo residual pasa a través del cero.
Esta estrategia constituye lo que algunas veces es llamado algoritmo de Cauchy
en la teorfa de optimizacion no lineal. Una de las pendientes mas inclinadas se
selecciona en cada iteracion y luego se busca una recta unidimensional usada para

minimizar la direccién elegida en cada paso y se resuelve el siguiente problema

n

min pr(yi — 2ib(h) — axid™®), (2.31)
ac
i=1

la cual es justamente la regresion a través del origen del problema de regresion
cuantilica en « con la variable dependiente y; — 25b(h) y un disefio compuesto
de una variable individual z;6*. Este problema se resuelve encontrado el cuantil
ponderado. Para esto, se generaliza la caracterizacion de la mediana ponderada.

Considere el problema de regresion a través del origen,
min pr(yi — z:b).

beR 4
=1

Las soluciones basicas de b(h) tienen la forma simple b; = Yi Las derivadas direc-

cionales son de la siguiente forma

VR(b,6) ==Y Wiy — wib, —2:6) 36,

y una solucion deberia ser no negativa en alguna solucion para ¢ € {—1, 1}. Luego,

eligiendo sgn(0) = 1, se escribe

(= Iy < wib)a

Ccomo

T—1 si i < x;b
T— Iy <ab) = Y
T si yi > x;b
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Ademés,

yi<wib & oy —ax;b<0
& sgn(y; — xb) = —1
yi>l’ib <~ yi—xib>0
& sgn(y; —ab) =1
Por otro lado,
T——+—(=1) si oy <xbd
1 1
T— 5+ 5 sgnly —xib) =
2 2
1 1
T———|—§(1) si oy > ab

Luego, haciendo uso de esta equivalencia se tiene

[ 1 1
Z(T—I(yi<xib)mi = Z T—§+§sgn(yi—xib)]xi

[ 1 1
= Z T—5+gsen (yi/x; — b) sgn (xl)l x;

— (T—%> Z xl—%z |$z’+%z I(yi/x; > b)|zy.

Entonces, se pueden ordenar los candidatos de las pendientes b; = y;/x;
como bg;y y buscar la indexacion mas pequena para j tal que la sumatoria corres-

1
pondiente de las 5 | z; | exceda la cantidad

—(T—%)Z ﬂme%Z |z
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El algoritmo contintia en esta forma hasta que no hay una direccién més
grande de la pendiente en la cual el punto de optimizaciéon ha sido alcanzado, y el
algoritmo termina. Este algoritmo provee una aproximacion extremadamente efi-
ciente para realizar célculos de regresion cuantilica en problemas donde el tamano
de la muestra se considera pequeno.

De acuerdo a Koenker (2012), el algoritmo utilizado por defecto en el soft-
ware R es el método de Barrodale y Robert (1974), y el comando utilizado es

method = "br".

Definicién 2.13. (Envoltura Convexa)
La envoltura convexa de un conjunto C', denotado por ConvC, es el con-
junto de todas las combinaciones convexas de los puntos que estén en C' y su

formula esta dada por:
ConvC = {01xy,...,0,x, | x; € C,0;, >0 para i=1,....k}

Por otro lado, la envoltura convexa de un conjunto finito {us, ..., u;} se define
por

C'on'v{ul, . ,Uk} = {Qlul, ce ,Qnuk | 02 Z 0, 1/0 = 1}

2.9 Condici6én del Subgradiente

La condicion bésica de optimizacion para el problema de regresion cuantilica

i=1

beRP 4=

y la solucién basica

con he€ H* ={heH: |X(h)| #0}. Se observa que la condicion de optimizacion

implica verificar que las derivadas direccionales son no negativas en todas las
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direcciones. Para comprobar esto, en b(h) se considera el gradiente
VR(b Z U (y; — 2ib(h), —ziw)riw.

Luego, reparametrizando las direcciones con v = X (h)w, se tiene la opti-

mizacion si y solo si
0<— Z U (y; — 2ib(h), =2, X (h) ')z, X (h) v

para todo v € RP. Se observa que cuando i € h, se tiene €, = 2/ X (h)™!, la i-ésima

base unitaria del vector de R? y se escribe

0<— Z P20, —vy)v; — E'v = — Z (1 — I(—v; <0))v; — &,
i€h i€h

en la cual
&= Uiy — @ib(h), —wi X (h) o)z X (h) '
ich
Luego, el espacio de las direcciones v € R? es generado por las direcciones

v==e, para k=1,...,p.

Por lo tanto, la condiciéon de las derivadas direccionales se mantiene para todo

v € RP siy solo si se mantiene para las 2p direcciones canénicas

{£e;:i=1,...,p}

Asi, para v = ¢; se tienen p desigualdades

0< —(t—=1)=¢&(h), i=1,...,p
mientras que para v = —e; se cumple
0 <7+4¢&(h), i=1,...,p.
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Combinando ambas desigualdades, se tiene la condicion de optimizaciéon
en su generalizacion completa. Si ninguno de los residuales de las observaciones
no bésicas, i € h, son iguales a cero, lo que podria darse en el caso de que la
probabilidad sea 1 si las y variables tienen una densidad respecto a la medida de
Lebesgue, entonces la dependencia de £ sobre v desaparece y se combinan las dos

desigualdades para producir
—71, <&(h) < (1—1)1,.

De acuerdo a lo mencionado se reformula el teorema 3.3 de Koenker y Bas-
sett (1978) introduciendo la definicién de posicion general dada en Rousseeuw y

Leroy (1987).

Definicion 2.14. (Posicion General)
Las observaciones de la regresion (y, X) estén en posicion general si cualquier

p elemento de ellas produce un ajuste exacto tnico, para cualquier h € H,
y; —x;b(h) #0 para cualquier i ¢ h.

Teorema 2.4. Si (y, X) estin en posicion general, entonces existe una solucion
para el problema de regresion cuantilica (2.32) de la forma b(h) = X (k) ty(h) si

y solo si para algin h € H,
—71, <&(h) < (1—71)1,,

enla cual  €(h) = X vnlys — DA HX(A) Y =7 — I{u<0),
ich
Ademds, b(h) es la tinica solucion si y sdlo si las desigualdades son estrictas; en

otro caso, el conjunto solucion es la envoltura convexa de varias soluciones de la

forma b(h).

Demostracion. Ver Koenker y Bassett (1978) O
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CAPITULO 3
INFERENCIA SOBRE LOS ESTIMADORES DE LA REGRESION
CUANTILICA

De acuerdo a Kecojevi¢ (2011), los métodos de inferencia para la regresion
cuantilica se clasifican en: Estimacion directa de la matriz de varianza-covarianza
asintotica, la Transformacion Rango y el método del Bootstrap.

Los métodos basados en la Estimacion directa de la matriz de varianza-
covarianza no son muy precisos debido a que éstos dependen de la estimacion del
reciproco de la densidad del error, en el cuantil de interés, una cantidad conocida
como la funcién esparcida. Esta cantidad refleja la densidad de las observaciones
cercanas al cuantil dado. Si los datos estan muy dispersos del cuantil de in-
terés, éste seria dificil de estimar con exactitud. Sin embargo, en caso contrario,
cuando hay muchas observaciones cercanas al cuantil dado hay menor dispersion,
luego el cuantil puede ser estimado con mayor precision. Otra aproximacion para
hacer inferencias sobre los estimadores de la regresion cuantilica es el método de
la Transformacion Rango. Este método evita la seleccion de los parametros de
suavizado de Hall & Sheather (1988) y Bofinger (1975).

Las pruebas del multiplicador de Lagrange para la regresiéon cuantilica son,
en efecto, una clase de prueba de Rango generalizadas para el modelo de regresion
cuantilica. Estas pruebas estan basadas en la regresion Transformacion Rango, son
robustas a los datos atipicos en la variable dependiente y tienen una distribucion
asintoticamente libre en el sentido de que ningtn parametro que dependa de la
distribucién debe ser estimado para determinar el estadistico de prueba. En la
construccion de los intervalos de confianza resulta necesario invertir la prueba de
Rango y relacionar el dual de la regresion cuantilica con las funciones clasicas de

Hajek y Sidak (1965). La principal ventaja de este método es que evita el problema



de la estimacion de la funcion esparcida utilizada en la estimacion directa.

El método de remuestreo introducido por Efron (1979), es un método de
Monte Carlo utilizado para aproximar la distribucion muestral de un estimador
del parametro. La ventaja de este método es que hace pocas nociones acerca de
la forma de la distribuciéon muestral. Existen varios métodos de remuestreo para
determinar el error estandar en la regresion cuantilica. Entre éstos se tienen: el
bootstrap del residual, el bootstrap del par (x,y) y el bootstrap sobre la condicion
del subgradiente.

De acuerdo a Kecojevi¢ (2011), el bootstrap del residual es una técnica no
paramétrica que hace inferencias de la probabilidad basada en una caracteristica
de la poblacién, ©, con su estimador, @, usando una muestra etiquetada de la
poblaciéon. El método del bootstrap para el residual depende de una analogia entre
la muestra y la poblacion del cual se etiqueta una muestra y se considera ésta
como si fuese la poblacién. Los datos son remuestreados con reemplazamiento
muchas veces para obtener un estimador empirico de la distribuciéon muestral del
estadistico de interés ©. La técnica del bootstrap del residual para la regresion
no lineal de la mediana fue adaptada para el ajuste de la regresion cuantilica
pero, en este caso, la autora, citando a Efron (1979), afirmé que el método sélo
resulto 1util en los modelos de regresion cuantilica con errores i.i.d. Mientras que
el método del bootstrap para el par (z,y) tiene una distribucion independiente
pero no idénticamente distribuida, ademés, provee una alternativa efectiva que se
adapta a los modelos con heteroscedasticidad.

A diferencia del bootstrap para el residual, que etiqueta muestras de la dis-
tribucién empirica de los residuales, el método del par (z,y) etiqueta muestras
para la distribucion conjunta de la muestra. Luego, el par (z},y}) se etiqueta con

reemplazamiento de los n pares de una muestra definida por
{(%Z,yl) = 1,...,77,}
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con una probabilidad de 1/n.

Cuando se implementa la técnica del bootstrap en la regresion cuantilica,
hay que tomar en cuenta la eleccién del nimero de B repeticiones. Andrew y
Buchinsky (2000), citado por Kecojevié¢ (2011), establecieron un procedimiento
para determinar cuantas veces deben realizarse el nimero de B repeticiones para
poder alcanzar un nivel de precision basado en la distribucion asintotica. El
método bootstrap de Parzen, et al. (1994) sugiere el uso de un algoritmo poco
comun. FEn vez de remuestrear las observaciones o los residuales, se aplica el
remuestreo sobre la condicién del subgradiente. Como el estadistico S.(8) es
una cantidad de pivote para el 7-ésimo pardmetro de la regresion cuantilica, su
distribucién puede ser aproximada por un vector aleatorio U de orden p x 1 el cual
es una suma ponderada de variables de Bernoulli. Para cualquier valor u; € U,
el estadistico de pivote S;(B) es igual a u; para j = 1,...,B y se repite este
procedimiento B veces hasta obtener la soluciéon del conjunto vectores Buj, los
cuales se usan para realizar la inferencia estadistica.

En este Capitulo se presentan algunos de los métodos utilizados por el soft-
ware R para obtener los errores estandares y los intervalos de confianza de la

regresion cuantilica.

3.1 Asint6ticos de la Regresion Cuantilica con Errores 1.1.D.

Considere el modelo lineal para la 7-ésima funcién condicional cuantilica de

una variable dependiente Y, dada las covariables x; € R?,

Qy(7/x) = z;B(7)

para ¢ = 1,...,n. Luego, se pueden construir intervalos de confianza para la

T-ésima coordenada de B,. Para esto se obtiene un estimador puntual ,B (1) del
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parametro B(7) mediante

i T\Yi — /b
o2 v (yi — z3b)
y la funcién p, se define como en (|1.9).

En el caso més simple, para el modelo de la regresion lineal,
}/i = x;ﬂ + eia
donde ¢; =Y,; — 8, deben cumplirse las siguientes condiciones:
(1) Los errores {&;} son independientes e idénticamente distribuidos (i.i.d.).

(2) Los errores {e;} tienen una funcion de distribucion acumulada F' continua-
mente diferenciable con su respectiva funciéon de densidad de probabili-
dad f, la cual es continua y estrictamente positiva. Ademaés, f = F' y

f(E7(7)) > 0, en una vecindad de 7.

(3) n7'>" m;x) = D,, converge a una matriz positiva Dy y x; es la i-ésima

fila de X.

Bajo las condiciones del diseno de Mild, Koenker (1994) formul6 la siguiente
distribucion asintotica

A

V(B(1) = B(7)) ~ N(0,w*(r, F)D™Y). (3.1)
con B(7) = B+ F~!(7)ey, en la cual e; es un vector p x 1 con base unitaria

(1,0,...,0) de R?, D = lim n™* Z z;x, y (1, F)=11-7)/f2(F(7))
i=1

n—o0

es la matriz de varianza-covarianza.

3.2 Asintéticos de la Regresion Cuantilica con Errores no I.1.D.

De acuerdo a Koenker (2005), el modelo de regresion lineal con error i.i.d.

A

produce una forma simple para la distribucion limitante del estimador B(7) de
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la regresion cuantilica. Sin embargo, debe argumentarse que, en el cambio de la
forma de las medidas de posicién para modelos con error i.i.d., la regresion cuan-
tilica es muy excesiva; en este caso, cualquier estimador de la tendencia central
condicional de la variable dependiente, dadas las covariables, es perfectamente
adecuado. En los ajustes del error no i.i.d., como el modelo condicional de las
medidas de posicion y la escala, la teoria asintotica de B(T) es un poco mas

complicada, la matriz de varianza-covarianza de la distribucion

Vi(B(r) = B(r))

toma la forma del Sandwich de Huber (1967),

V(B(r) = B(r) ~ N(0,7(1 = )H, ", H, "), (3.2)

en la cual

n
Jo(7) = lim n~! E xT),
n—oo

=1

Hy(r) = lim n™' Y @] fi(&(7)). (3.3)
i=1

La densidad condicional de la variable dependiente y;, evaluada en el 7-

ésimo cuantil condicional, esta representada por f;(&;(7)). Bajo las condiciones de

Mild sobre las f; v z;, se tiene la normalidad asintética disjunta para los vectores

&(1i)y- -, &(Tm). En el caso de tener una distribucién con errores i.i.d., las f; son

idénticas y el Sandwich de Huber toma la forma de la ecuacion (3.2)).

3.3 Estimaciéon del Escalar Esparcido (Sparsity)

El método del escalar esparcido es el méas directo y rapido, involucra un
estimador de la funcion esparcida, este estimador es sensible a las nociones de i.i.d.
En este caso, Koenker y Machado (1999) utilizaron un estimador local de la funcion

densidad expresado como la diferencia de los cocientes de funciones cuantilicas.
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La dificultad de este método es la seleccion del parametro de suavizado cuando
se usa la diferencia del cociente. En una muestra pequena, tanto el parametro de
Bofinger (1975) como el de Hall Sheather (1988) tienden a ser muy grandes para
asegurar la linealidad local de la funcién condicional cuantilica.

Tomando en cuenta la distribucién asintotica de la regresion cuantilica,
se pueden construir los intervalos de confianza. Koenker (2005) afirmo6 que los
estimadores de la regresion cuantilica dependen del reciproco de la funcién de

densidad evaluada en un cuantil.

s(r) = [f(F ()] (3.4)

una cantidad que Turkey (1965), ha calificado como funcion esparcida y Parzen
(1979) reconocité como funciéon de densidad cuantilica. Para estimar s(7), Siddiqui
(1960) consider6 la diferenciacion de la identidad F(F~1(t)) = ¢, luego se tiene
que la funcién esparcida es la derivada de la funcién cuantilica.

d
ZF7(t) = s(t).

Tomando en cuenta las sugerencias de Siddiqui (1960), en la construccion
de los intervalos de confianza para los cuantiles muestrales se puede estimar s(t)

por medio de la diferencia del cociente de la funciéon cuantilica
Su(t) = [ (t 4 h) = Ey M (E = )] /2, (3.5)

en la cual h, es un pardmetro de suavizado que tiende a cero cuando n — oo.
Este pardametro puede ser de Bofinger o de Hall Sheather y F ~1(+) es el T-ésimo
cuantil de los residuales.

Koenker (2005) citando a Bofinger (1975) mencion6 que este autor utilizo
la estimacion asintotica de la densidad y demostré que la secuencia del parametro

de suavizado esta dada por
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fue la eleccion 6ptima de h,, bajo las condiciones de Mild sobre F. Este resultado
se obtiene de la densidad estdndar de la estimacion asintotica. Obviamente, si se
conocen s(t) y s”(t) no se necesitaria usar h,, pero afortunadamente s(t)/s”(t)
no son muy sensibles a F' y se perderia poco si se sustituye alguna forma de
distribucién, por ejemplo, gaussiana.

Sheather y Maritz (1983) discutieron la estimacion de sy s” como un medio

de establecer una conexién con h,. En forma general, la proporcion

s(t) f?
"6 200U = 1T

Si f es gaussiana, (f'/f)(F7'(t)) = ®7'(¢) y el término entre paréntesis elevado

(3.7)

al cuadrado es igual a 1; luego, usando la ecuacion (3.7)), el pardmetro de suavizado
de Bofinger se convierte en

s [ 45000 (1) 17
o = 17 {<2<I>1<t>2+1>2} |

En la cual ¢(-) = f es la funcion de densidad de probabilidad y ®(-) es la funcion
de densidad acumulada de una variable aleatoria normal.

Basados en las expansiones de Edgeworth, para cuantiles muestrales estu-
dentizados, Hall y Sheather (1988) propusieron el parametro de suavizado

1,5 s(t)] 1/3
S”(t)

hy =n~37%/3 { (3.8)

en el cual Z, satisface ¢(Z,) = 1 — a/2 para la construccion de intervalos de
confianzas del tipo 1 — a, « representa el tamano deseado para la prueba y
n es el tamano muestral. Asimismo, usando la férmula (3.7)), el parametro de

suavizado de Hall y Sheather (1988) se convierte en

_n—1/3 2/3 1,5¢2(q)1(t)):|1/3
b= P2 )

En la figura (3.1) se grafica h, versus el tamano muestral, el pardmetro

(3.9)

de suavizado de Hall & Sheather (1988) se representa con lineas punteadas, y el
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pardametro de suavizado de Bofinger (1975) con lineas solidas, respectivamente,

para los cuantiles 7 = 0,50; 0,75 y 0,95.

w
= 0.5 — Bofinger
’ — - Hall y Sheather
o ..
o] (e}
8
B o
72 o
(]
o]
(@]
3 O
E O
S
s
A~
(e}
S
< T T T T T T T T T T
108 102 100 100 100 10° 107 108 107 10!

Tamaiio muestral

Figura 3.1: Parametro de Suavizado h,. Las curvas punteadas representan el parametro de
Hall & Sheather y las curvas solidas el pardmetro de Bofinger para los cuantiles 0,50; 0,75 y
0,95.

Ademas, se observa que h, tiene un valor méas grande cuando se usa el
pardametro de suavizado de Hall & Sheather (1988) para muestras pequenas, y
cuando el tamano de la muestra se incrementa de moderado a grande, el pardmetro
de suavizado de Hall & Sheather produce valores méas pequenos para h, que el
parametro de Bofinger (1975).

En la figura se observa que las sucesiones de parametros de suavizado
h, para los cuantiles 7 y 1 — 7, cuando F' tiene una distribuciéon normal, son

idénticamente iguales.
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Figura 3.2: Diferentes elecciones del Parametro de Suavizado h, para una muestra de
tamano n=500, basada en la distribuciéon gaussiana con diferentes niveles de significancia

a1 =0,05 as =0,01 y az =0,001.

Una vez elegido el pardmetro de suavizado, se debe determinar el valor
F,; I de la ecuacion , la aproximacién mas simple es usar los residuales de la
regresion cuantilica. Suponga que {w; : ¢ = 1,...,n} son esos residuales, y su
estimador
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para i =1,--- ,n. Luego, la funciéon cuantilica empirica esta dada por

F_I(T) = IALZ

n

{i—l z)
para 7 € , —
n o'n

Otra alternativa para estimar F'~! consiste en utilizar la funcién cuantilica

sugerida en Bassett y Koenker (1982), definida por
F () =#B(7),

enelcual Z=n"'> =, vy B(-) son los estimadores de la regresion cuantilica.

De acuerdo a Kocherginsky, et al. (2005), el paquete quantreg del software R
para la estimacion cuantilica, utiliza la opciéon se="iid" de la funciéon summary.rq
y el parametro de suavizado utilizado por defecto es el de Hall y Sheather (1988).
La funcion para calcular el pardmetro de suavizado por defecto es hs="TRUE", si
se quiere elegir el parametro de suavizado de Bofinger (1975), se coloca en R el
comando hs="FALSE".

Ademas, Kecojevi¢ (2011) afirmé que la aproximacion de la Estimacion
esparcida incorporada en el paquete quantreg de R asume homocedasticidad, asi
la covariable no afecta cualquier otro aspecto de la distribuciéon condicional de la

variable dependiente.

3.4 Estimacion de la Matriz de Varianza-Covarianza para Modelos con

Error no 1.1.D.

En esta seccion se describirdn dos aproximaciones para la estimacion de
la matriz H, (7). La primera es una extension de los métodos de la estimacion
del escalar esparcido, sugerido por Hendricks y Koenker (1991), la cual asume
la linealidad de la 7-ésima funcién cuantilica condicional. Para un parametro

de suavizado h,, — 0, se puede estimar consistentemente los pardametros de las

72



funciones cuantilicas condicionales 7 + h mediante 3(7 = h). La densidad f;(&;)

pueden ser estimada usando la diferencia del cociente.

A 2h,
i(&ilT)) = —= 3 e
) = B+ ) — B — ) .

Sustituyendo el estimador de la ecuacion (3.10]) en la siguiente expresion

n—oo

H,(7) = lim n™! Z xx, fi(&(7)) (3.11)

se obtiene un estimador de la matriz de varianza-covarianza de B(7) para los

modelos con errores no i.i.d. El estimador f;(&(7)) se puede escribir

p 2h,,
fil&(7)) = 7
luego, la cantidad
d; = Z}(B(T + hy) — B(T — hy)), (3.12)

es necesariamente positiva sélo cuando

n
r=z=n"" Z x;.
i=1
En caso contrario, cuando las observaciones de la muestra no son positivas, existen
problemas con la estimacion de f;(&(7)). Para solucionar este tipo de problemas
Koenker (2005) reemplazo las f; por su parte positiva

f;r:méx{(), 2L }
di—€

con un parametro de tolerancia € > 0.
La otra aproximacion esta basada en la estimacion de la densidad del Kernel
propuesta por Powell (1991), para estimar la matriz H,(7), el autor propuso el

siguiente estimador

H,(7) = (nhy)™ "> K(;(1)/hy)x:!,

=1
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con u;(7) = y; — .’L‘;B (1) v hp es un parametro de suavizado que cumple con las
condiciones h, — 0 y nh,, — oo.

El Kernel K es una funciéon de densidad de probabilidad definida por
K(x):[0,1] = R
y tiene las siguientes propiedades:
L [K(z)dx =1
ii. [zK(z)dx =0
iii. [2?K(z)dz = o}

Asimismo, Koenker (2005) citando a Powell (1991) estableci6 que la eleccion

del Kernel y pardmetro de suavizado viene dado por

A 1
> (i < en)ai,

Hy(7)
enla cual ¢, -0 y /n ¢, = oo con un parametro de suavizado

2n ¢,

cn = k(N7 + hy) — 7N — hy)),

donde k es un estimador robusto de la escala y h, = O(n~'/3)
De acuerdo a Kocherginsky, et al. (2005), la aproximacion de Hendricks y
Koenker (1991), en el paquete quantreg de R esta dada por se="nid" y la aproxi-

macion de Powell (1991), se encuentra implementada con la opcion se="ker".

3.5 Intervalos de Confianza para la Regresion Cuantilica Basados en

la Transformacion Rango (Rank scores)

De acuerdo a Koenker (1994), la teoria clasica de la Transformacion Rango
puede ser usada para realizar pruebas de hipdtesis. Considere un modelo de

regresion lineal

Y:Xlﬁl +X2,BQ —|—FU, (313)
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en el cual Y es un vector n x 1 de variables dependiente, X, X5 son vectores
n x p de variables independientes, U es un vector aleatorio de orden n x 1 y I'
es una matriz n X n. En este caso, B1(7) y B2(7) son vectores de parametros
desconocidos, el primero de orden p x 1 y el segundo de orden ¢ x 1, especificados

por la hipoétesis nula
Hy: Ba(1) =0
la cual se prueba en contra de la hipotesis alternativa
Hy : Ba(1) #0.
Tomando en cuenta el vector n x 1, de la Transformacion Rango

R(r)=a—-(1—1)]1,

en el cual 1 representa un vector de unos de orden n x 1, @ es la funciéon Trans-

formacion Rango definida por Hajek y Sidak (1967), mediante

1 si t<(R;—1)/n
a;(r)=4q Ri—t, si (Ri—1)/n<t<R;/n
0 si R;/n <t

y tiene las siguientes propiedades:
1. @;(7) es continua.
2. a;(7) es lineal por segmentos.
3. a;(7) = 1 cuando (x;, y;) esta por debajo del plano estimado H(z) = 2/5(7).
4. a;(1) =0 cuando y; > z3(7).
5. 0<a;(r) <1.
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Ademas, R; es el rango de la i-ésima observacion Y;, para la muestra {Y7,...,Y,}.

En este caso, el estadistico de prueba viene dado por

S'(r)Q~'S(7)

Ir= (1 —171)

con
S'(1) =n"Y3(X, — X1 (X' X)X X5)R(7),
Q = ’I’L_1X,2(I — Xl(X'le)_lX'l)Xg

y T tiene una distribucién asintotica x? con ¢ grados de libertad.

Mediante la inversion de la prueba de rango se provee un método de esti-
maciéon para un intervalo de confianza de los parametros del modelo de la regresion
cuantilica. El método de la Transformacién Rango evita calcular la funcién es-
parcida y es muy robusto a las nociones distribucionales del modelo.

Koenker (1994) defini6 la funcion score para el 7-ésimo cuantil como:
or:(0,1) = R

or=17—1I(t <71),

en la cual I es la funcién indicatriz y ¢ es la 7-ésima funcién creciente dos
veces integrable en el intervalo (0,1). Luego, integrando @; con respecto a la

funcion score, se obtiene el i-ésimo vector de rango
1
Bi_—/ng(t)dai(t) —a(r) —(1—7)  pama i=1,...n
0

Considerando el modelo definido en (3.13]) con una prueba de hipotesis
Hy:Ba=¢
basada sobre a;, se resuelve el problema de programacion lineal
max{(y — x2¢)'a | X1a = (1 —7)X11, a € [0,1]"} (3.14)
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y el hecho de que
8a(€) = 0™ 2X0bu(€) ~ N (0, A%(r)a7)
en la cual I;n = (IA)nl, . ,I;nn)’, y se definen
Ap) = T(1-7)

y o gn=n" X5 = X(X1 X)X X,

Luego, se encuentra el valor del estadistico de prueba

Sn(£)
(A(pr)an)

con A(p,) = +/7(1 —7) y serechaza Hy si|T,(&)] > & (1 —«a/2).

Tn(g) =

Si se quiere un intervalo de confianza para &, se invierte la prueba de rango
y luego se encuentran los valores de & tal que no se rechace la prueba. Por lo
tanto, la ecuacién puede ser vista como un problema de programacion
lineal uniparamétrico en &. El vector dual a;(¢) es constante por segmentos.
Luego, el valor de ¢ puede alterarse sin comprometer la optimizacion de a;(&)
siempre que el signo de los residuales en el problema principal de la regresion
cuantilica no cambie. Cuando £ alcanza tal acotamiento, la solucién cambia pero
la optimizaciéon puede restablecerse haciendo un pivote del método Simplex. El
proceso contintia en esta direccion hasta que T,,(£) supera el valor critico especifico.
Por lo tanto, T,(§) es constante por segmentos, luego se utiliza la interpolacion
lineal en ¢ para obtener el nivel esperado para el intervalo de confianza, el cual
es asimétrico, pero se encuentra centrado en el punto de estimacion ,32(7) en
el sentido que T},(B2(7)) = 0. Esto se deduce inmediatamente de la restriccion
X'a = (1 — 7)X/1 en el problema completo.

La ventaja principal de esta aproximacion es que ésta hereda la propiedad
de la invarianza escalar del estadistico de prueba T, y, por lo tanto, evita el

problema de estimacién de la funcién esparcida.
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Kocherginsky, et al. (2005) afirmaron que el método de la Transformacion
Rango implementado por defecto en el paquete quantreg de R, utiliza la funciéon
se="rank" cuando la distribucién del error es i.i.d. Ademés, cuando la muestra
es de tamano n < 1001 este método produce limites de confianza inferiores y supe-
riores pero, para problemas de tamano superior, el método por defecto es estimar
la matriz de varianza-covarianza asintotica utilizando el comando se="nid" para

producir los errores estandares en cada cuantil.

3.6 Remuestreo del Residual.
En el ajuste de la regresion cuantilica lineal, suponga que
B(7) = min Z pr(y; — x'b)
i=1
y E, representa la distribucion empirica de los residuales,
=y — m;B(T)v
para ¢ = 1,...,n con respecto a su ajuste:
Fuw)=n""Y" I(i; < u),
i=1

en la cual I(-) es la funciéon indicatriz.

Ahora, se consideran las muestras del bootstrap etiquetadas {u},--- ,u’},
correspondientes a la funcion Fn(u) con reemplazamientos. Luego, se genera un
vector remuestreado de la variable dependiente, el remuestreo se genera anadiendo
el vector remuestreado de los residuales al vector de los valores estimados de la

variable dependiente,

desde la muestra

Yy =z.B(1) +u} (3.15)
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luego se usa la ecuaciéon para estimar los coeficientes de la regresion cuan-
tilica determinando
B =min Y p,(y; - zif),
en la cual p, es la funcién de chequeo definida en ((1.9). Este procedimiento
del remuestreo sobre el residual para la estimacion de B:(T) se repite B veces,
generando una matriz de orden B x p en la cual B%(7) es un vector de los
coeficientes de la regresion cuantilica de orden p x 1. Cada columna en esta
matriz se convierte en un estimador de la distribucion muestral de Bj (1), para
j = 1,...,p colocando una probabilidad de 1/B en cada valor de B;‘L(T) para
cada parametro dado por ;. Por el teorema (A.1)), el 7-ésimo cuantil muestral &,
converge débilmente a
N(0,7(1—7)/f(0)%)

y aproximando esta distribucion, se pueden construir intervalos de confianza para
B(7).

Asumiendo la condicién del error i.i.d. cuando se aplica el residual del
bootstrap, De Angelis, et al.(1993) mostraron que si 2 = (z1,...,2,) € Rel

estimador bootstrap de la distribucion G de B
G(z) = P{(vn (Bj(7) — Boj(7)) <z, 1<j<p}
condicional sobre la muestra inicial
x={(z,Y;):i=1,...,n},
viene dado por
G(z) = P{vn (BZ(T) —,Bj(r)) <z, paraj=1,...,p|x}
y converge a la distribuciéon limitante de

Vi (B(T) — B(7))
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luego, el error de esta aproximacion es de orden O(n~"/ 1) cuando n — oo.
Teniendo B’{, e ,,B*B y asumiendo que la distribuciéon del error es i.i.d.,
bajo la condicién de que no exista normalidad dado por el teorema (A.2)), se
puede estimar la matriz de varianza-covarianza asintotica w?Dy' de B en la cual
2 T(l—1)
fAHEZN(T))
y Dyt =limn Y] @l
De Angelis, et al. (1993) compararon la estrategia convencional de la esti-
macion directa de la matriz de covarianza con una aproximacion no paramétrica
basada en el estimador Kernel de f(F~1(7)), luego

n
A

FFEH 7)) = (k)™ K(ii/h),

i=1
en la cual el Kernel K es una funciéon de densidad simétrica. Se observa que
f(F~Y(7)) puede ser estimada de una forma no paramétrica para la precision de
O(n=2/%). Consecuentemente, el error de la aproximacion N'(0,0%Dy!) también
es de orden O(n~%°). El comando utilizado en R para este método viene dado

por se = "boot".

3.7 Remuestreo del par (x,y).

El Remuestreo del par (x,y) provee una alternativa mas efectiva para los
modelos con errores independientes pero no idénticamente distribuidos. En vez
de considerar muestras etiquetadas del Bootstrap para la distribuciéon empirica
de los residuales, se consideran pares (z;,y;) de las muestras etiquetadas para la
distribucion conjunta de la muestra. El par (z},y}) se etiqueta con reemplaza-
miento de los n pares {(z;,y;) : ¢ = 1,...,n} de la muestra original, cada uno
con probabilidad 1/n. Dada las realizaciones del Bootstrap {,32 :b=1,...,B},

existen muchas opciones que se pueden considerar para construir los intervalos de
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confianza. De acuerdo a Kocherginsky, et al. (2005), cuando el conjunto de datos

es grande el intervalo de confianza toma la forma
B‘r + Za/2SD(BT)

Este método de bootstrap se encuentra implementado en el software R con

el comando se = "boot", bsmethod ="xy".

3.8 Remuestreo sobre la Condiciéon del Subgradiente.

Koenker (1994) citando a Parzen, et al. (1994) sugiri6 un mecanismo de
remuestreo sobre el subgradiente. Para describir este método, suponga que Y; es
la i-ésima variable dependiente, x; es el vector de covariables para i =1,...,n y
7 € (0,1). Luego, considere la funcion de estimacion S, (b) para el 7-ésimo cuantil

definida por
Suld) = =2 mi(r — I(y; < z}h)), (3.16)

i=1

se observa que S, (b) es un estadistico de pivote cuando b = B(7) en el modelo de
regresion cuantilica, lo cual hace que su distribucion sea independiente de (7).
Una soluciéon para B en la ecuacion S, (B) = 0 es un estimador puntual consistente

de Boy. En la practica, ,3 se obtiene mediante

La distribuciéon de S, puede ser generada por un vector aleatorio U, el cual es una

suma ponderada de variables aleatorias de Bernoulli
Un = —n*1/2 Z xi(T — &)
i=1

donde {¢;} es una muestra aleatoria de una variable aleatoria de Bernoulli, las
cuales toman el valor de 1 para una probabilidad 7 y el valor de cero para una

probabilidad 1 — 7.
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Para cualquier realizacion, u,, de U,,, se encuentra
B ={b: S.(b) =u,} (3.17)

y se resuelve el problema de regresion cuantilica argumentado

IBU = min pT(yi - mzb) + pT(C - \/ﬁu;b/T),

beR
en el cual la variable ( se elige lo suficientemente grande para asegurar que ésta
exceda a /n u,,b/7. Esto garantiza que el tltimo término para el subgradiente

sea
Vnu, = Z (T — &)
y asi, se satisface S, (b) = u,
Parzen, et al. (1994) afirmaron que para probar que la distribucion B — B,

tiene la misma distribucion asintotica que ,3” — Bo, debe mostrarse que, para
16— Boll <n™'% y  |b* = Boll <2,
el sup [[S,(b") — n 2y m [(Fi(@b — Bo)) — Fil@i(b—Bo))] || = 0,

en la cual F; es la funcién de distribucion de la funcion de densidad continua f;

y n es el tamano muestral, luego, por la continuidad de f; se tiene

w2 (R — By) — B —Bo)] = n V2 fi(0)z2b" —b)

+ Y2 Z o(l)z; z,(b* — b).

Ahora, haciendo b* = B%(1) y b= ,Bn(T> y tomando en cuenta que

n

Su(Br(T)) — Sn(Bn(T)) =U,,

se tiene que /n(B%(7) — Bn(7)) ~» DU, para D; = lim n~! lear:;
n—oo

i=1
Este método de bootstrap se encuentra implementado en el software R con

el comando se = "boot", bsmethod ="pwy".
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3.9 Coeficiente de Determinacion.

En los modelos de regresion lineal, la bondad del ajuste se mide por el

coeficiente de determinacion R? y su formula viene dada por:

R2 . =1

Z (yi —9)°

i=1
R? se interpreta como la razén de variacién entre la variable dependiente y las
variables independientes del modelo. Ademés, se expresa como un porcentaje mul-
tiplicado por 100, esta cantidad varia entre 0 y 1. Cuando R? tiene un valor grande
indica un mejor ajuste del modelo. Para una muestra yi,...,¥y,, el estadistico
R? puede ser desarrollado en los modelos de regresién cuantilica, dado que estos

modelos se basan en la minimizaciéon de una suma de distancias ponderadas

Z dT(yia yAZ)v
=1

con diferentes ponderaciones que dependen de si y; > y; o y; < y;, en el cual el

valor estimado se define por

i = Bo(7) + z:5:(7).
Hao y Naiman (2007) citando a Koenker y Machado (1999) sugirieron medir
la bondad del ajuste comparando la suma de las distancias ponderadas para el
modelo de interés con la suma en la cual sélo la intercepcion del parametro aparece.

Suponga que V(T) es la suma de las distancias ponderadas para todos los 7-ésimos
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modelos de regresion cuantilica definida por:

V(r) = Z dr (i, 9i)

= 7 Z lys — Bo — Brs| + (1 —7) Z lyi — Bo — Bl

Yi> Bo+P1T; yi< Bo+P1z;

y ‘7(7') es la suma de las distancias ponderada para el modelo que incluye so6lo

un término constante y esta definida por:

V(ir) = Y di(y, Qi)
=1

= TZ \yi—Q(T)lﬂL(l—T)Z v — Qer)|

Yi>y Yi<y

en la cual Q(T) es el 7-ésimo cuantil muestral para una muestra {yi,...,yn, }
definido mediante
Q(T) :F_I(T) :inf{y| min pT(yi—f)}.

£eR

=1
Luego, la bondad del ajuste para el modelo de regresion cuantilica estd dada por:
V()

R (r)=1- \7(7)

(3.18)

Puesto que V(7) y V(7) son no negativas, R'(7) esta dentro del rango del in-
tervalo [0,1]. Un valor grande para R'(7) indica un mejor ajuste del modelo.
La ecuacion (3.18]) es una medida local de la bondad del ajuste del modelo de
regresion cuantilica en 7.

El software Stata provee la medida del ajuste para el modelo de regresion
cuantilica usando la ecuaciéon y se refiere a este coeficiente como pseudo
R? para diferenciarlo del coeficiente de determinacion para el modelo de regresion

lineal.
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CAPITULO 4
APLICACION DE LA REGRESION CUANTILICA

En este capitulo se presentaran cuatro ejemplos donde se estima, mediante
el paquete quantreg del software R, rectas de regresion cuantilica para diversos
valores de 7. El primero es un ejemplo tomado de Koenker(2005), disenado para
explorar algunas caracteristicas bésicas del paquete antes mencionado.

Los demés ejemplos se construyen con datos suministrados, por diversas
agencias sismologicas, referentes a magnitud y latitud de los sismos ocurridos en

la zona nororiental del pais. A continuacién se dan los ejemplos.

4.1 Ejemplo 1: Datos Engel (1857).

Considere el estudio de Engel (1857) sobre los gastos familiares de comida
versus los ingresos anuales de las 235 clases trabajadoras Europeas. Los datos

estan disponibles en el software R.

1. Instalar los paquetes quantreg.

instalar.packages ("quantreg")

2. Ordenar a R que dé acceso a los paquetes quantreg.

library (quantregq)

3. Leer los datos.

data (engel)

4. Hacer que las columnas del conjunto de datos sean visible como variables.

attach (engel)

5. Almacenar los datos en una variable cualquiera para el cuantil 7 = 0,5

fit.5 <- rg(foodexp~income, tau = 0.5, data = engel)



6. Mostrar en pantalla los estimadores de los coeficientes, los grados de libertad
y los residuales para el cuantil 7 = 0,5. Ver tabla (4.1))

fit.5

Tabla 4.1: Estimadores de la regresion cuantilica para las variables ingresos familiar y

gastos de comida en el cuantil 0,5.

Estimadores:
(Intercepcidn) Ingresos
81,482 0,560

Grados de Libertad: 235 total; 233 residual

7. Graficar un diagrama de dispersion para los datos Engel (1857). Ver figura

(D).

plot (income, foodexp, xlab = "Ingreso Familiar", ylab = "Gastos

de Comida")

8. Trazar la recta de regresion lineal sobre el diagrama de dispersion.

abline (Im(foodexp ~ income), col = "red")

9. Trazar la recta de regresion cuantilica con 7 = 0,5 sobre el diagrama de
dispersion.

abline (rg(foodexp ~ income, tau = 0.5), col = "blue")

10. Crear un vector para 7 € [0, 1].

taus <- ¢(0.05, 0.25, 0.5, 0.75, 0.9, 0.95)
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Figura 4.1: Datos Engel (1857). La figura muestra el diagrama de dispersion de los gastos de
comida vs. el ingreso familiar para una muestras de 235 observaciones.

11.

Para cada uno de los valores contenidos en el vector 7 se traza una recta de
regresion cuantilica. Ver figura (4.2)).

for (i in 1l:length(taus)) {abline(rg(foodexp ~ income,

tau = taus([i]))}

87



o
o
(@]
N
3
g 9
5
@) — 0.05
[0}
© (@) — 025
n O )
% S — mediana
& 0.75
— 0.9
o
3 — 095
—— media

I I I I I
1000 2000 3000 4000 5000

Ingreso Familiar

Figura 4.2: Datos Engel (1857). La figura muestra la recta de regresion lineal y las rectas de
regresion cuantilicas de los gastos de comida vs. el ingreso familiar.

12. Asignar a una variable cualquiera a la funcion Summary para determinar los
estimadores e intervalos de confianza de los coeficientes para cada cuantil
usando el método por defecto del software R (Transformacion Rango).

regtaus <-summary (rq(foodexp ~ income, tau = taus))

13. Mostrar en pantalla los estimadores, cotas superiores y cotas inferiores para
cada cuantil. Ver tabla (4.2]).

regtaus
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Tabla 4.2: Estimadores e intervalos de confianza de la regresiéon cuantilica obtenidos
usando el método Transformaciéon Rango para las variables ingreso familiar y gastos de

comida en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable | Coeficientes | Cota Inferior | Cota Superior

Intercep 124,880 98,302 130,516
0.05

Ingresos 0,343 0,343 0,389

Intercep 95,483 73,786 120,098
0.25

Ingresos 0,474 0,4203 0,494

Intercep 81,482 53,259 114,011
0.5

Ingresos 0,5601 0,487 0,601

Intercep 62,396 32,744 107,313
0.75

Ingresos 0,644 0,580 0,690

Intercep 67,350 37,118 103,173
0.90

Ingresos 0,686 0,649 0,7422

Intercep 64,103 46,264 83,578
0.95

Ingresos 0,709 0,673 0,734

14. Asignar a una variable cualquiera los estimadores de los parametros para
cada cuantil.

inftaus <-rg(foodexp ~ income, tau = taus, data = engel)

15. Mostrar en pantalla los estimadores de los coeficientes para cada cuantil.

Ver tabla (4.3).

inftaus

Call:rg(formula = foodexp ~ income,tau = taus, data = engel)
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Tabla 4.3: Resumen de los estimadores de la regresiéon cuantilica para las variables ingre-

sos familiar y gastos de comida en cada uno de los cuantiles presentados anteriormente.

taus 0,05 0,25 0,5 0,75 0,9 0,95
Intercepcidn 124,880 | 95,483 | 81,482 | 62,396 | 67,350 | 64,103
Ingresos 0,343 0,474 0,560 0,644 0,686 0,709

Los modelos de regresion cuantilica para los ingresos y gastos de comida

Son:

Q(0,05 | Ingreso

Q(0,25 | Ingreso

Q
Q(0,90 | Ingreso

(
(

Q(0,50 | Ingreso
(0,75 | Ingreso
(
(

)
)
)
)
)
)

Q(0,95 | Ingreso

= 124,88 + 0, 343 Ingreso
= 95,48 + 0,47 Ingreso
= 81,48 + 0,56 Ingreso
= 62,39+ 0,64 Ingreso
= 67,35+ 0,68 Ingreso

= 64,10+ 0,709 Ingreso

16. Realizar y mostrar en pantalla inferencias de la regresion cuantilica por

el método del escalar esparcido con el pardmetro de suavizado de Hall y

Sheather (1988). Ver tabla [4.4]

summary (inftaus,

se = "iid")

Tabla 4.4: Inferencias de la regresion cuantilica por el método

del escalar esparcido con el parametro de suavizado de Hall y

Sheather (1988) para las variables ingresos familiar y gastos

de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estandar | valor t | Pr(>|t])
Intercep 124,880 17,654 7,073 0,000
0.05
Ingresos 0,343 0,015 21,602 0,000
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Tabla 4.4: Inferencias de la regresion cuantilica por el método

del escalar esparcido con el parametro de suavizado de Hall y

Sheather (1988) para las variables ingresos familiar y gastos

de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95 (Continuacion)

tau Variable Value Error Estédndar | valor t | Pr(>|t])
Intercep 95,483 15,861 6,019 0,000
0.25
Ingresos 0,474 0,014 33,198 0,000
Intercep 81,482 13,239 6,154 0,000
0.5
Ingresos 0,560 0,0119 46,997 0,000
Intercep 62,396 10,671 5,847 0,000
0.75
Ingresos 0,6440 0,009 67,033 0,000
Intercep 67,3508 20,567 3,274 0,001
0.90
Ingresos 0,686 0,018 37,062 0,000
Intercep 64,103 9,846 6,510 0,000
0.95
Ingresos 0,709 0,008 79,981 0,000

17. Efectuar inferencias de la regresion cuantilica por el método Remuestreo del
residual. Ver tabla (4.5)).

summary (inftaus, se = "boot")

Tabla 4.5: Inferencias de la regresion cuantilica por el método
Remuestreo del residual para las variables ingresos familiar y

gastos de comida en los taus 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estandar | valor t | Pr(>]|t])
Intercep 124,880 27,149 4,59969 | 0,00001

0.05
Ingresos 0,343 0,0413 8,297 0,000
0.25 Intercep 95,483 25,222 3,785 0,0002
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Tabla 4.5: Inferencias de la regresion cuantilica por el método

Remuestreo del residual para las variables ingresos familiar y

gastos de comida en los taus 0,05 al 0,95.(Continuacion)

tau Variable Value Error Estédndar | valor t | Pr(>|t])
0.25 Ingresos 0,474 0,034 13,882 0,000
Intercep 81,482 27,994 2,910 0,0039
0.5
Ingresos 0,560 0,0359 15,578 0,000
Intercep 62,396 26,752 2,332 0,0205
0.75
Ingresos 0,6440 0,033 19,171 0,000
Intercep 67,3508 22,102 3,047 0,002
0.90
Ingresos 0,686 0,027 25,272 0,000
Intercep 64,103 23,761 2,697 0,007
0.95
Ingresos 0,709 0,027 25,871 0,000

18. Hacer inferencias de la regresion cuantilica por el método Remuestreo sobre

el par (x,y). Ver tabla ({4.6]).

summary (inftaus,

se = "boot",bsmethod ="xy")

Tabla 4.6: Inferencias de la regresion cuantilica por el método

Remuestreo del par (z,y) para las variables ingresos familiar

y gastos de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estandar | valor t | Pr(>]|t])
Intercep 124,880 23,045 5,418 0,000
0.05
Ingresos 0,343 0,0353 9,704 0,000
Intercep 95,483 28,221 3,383 0,0008
0.25
Ingresos 0,474 0,038 12,316 0,000
0.5 Intercep 81,482 29,506 2,761 0,006
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Tabla 4.6: Inferencias de la regresion cuantilica por el método
Remuestreo del par (z,y) para las variables ingresos familiar y

gastos de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95. (Continuacion)

tau Variable Value Error Estédndar | valor t | Pr(>|t])
0.5 Ingresos 0,560 0,038 14,672 0,000
Intercep 62,396 23,429 2,663 0,008
0.75
Ingresos 0,6440 0,030 21,398 0,000
Intercep 67,3508 22,104 3,046 0,002
0.90
Ingresos 0,686 0,027 24,648 0,000
Intercep 64,103 23,404 2,738 0,006
0.95
Ingresos 0,709 0,028 24,499 0,000

19. Efectuar inferencias de la regresion cuantilica por el método Remuestreo de
Parzen, et al. (1994). Ver tabla (4.7).

summary (inftaus, se = "boot",bsmethod ="pwy")

Tabla 4.7: Inferencias de la regresion cuantilica por el método
Remuestreo de Parzen, et al. (1994) para las variables ingre-

sos familiar y gastos de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estéandar valor t Pr(>|t])
Intercep 124,880 14,981 8,335 0,000
0.05
Ingresos 0,343 0,023 14,912 0,000
Intercep 95,483 18,656 5,118 0,000
0.25
Ingresos 0,474 0,026 17,942 0,000
Intercep 81,482 23,793 3,4246 0,0007
0.5
Ingresos 0,560 0,0302 18,538 0,000
0.75 Intercep 62,396 27,301 2,285 0,023
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Tabla 4.7: Inferencias de la regresion cuantilica por el método
Remuestreo de Parzen, et al. (1994) para las variables ingre-

sos familiar y gastos de comida en los cuantiles 0,05 al 0,95.

(Continuacion)
tau Variable Value Error Esténdar valor t Pr(>|t])
0.75 Ingresos | 0,6440 0,033 19,2474 0,000
Intercep 67,3508 25,116 2,681 0,007
0.90
Ingresos 0,686 0,030 22,680 0,000
Intercep 64,103 29,504 2,172 0,030
0.95
Ingresos 0,709 0,033 21,110 0,000

Como el software R no tiene disponible alguna funcién que permita medir
la bondad del ajuste para el modelo de la regresion cuantilica, se usaré el software

Stata para determinar el coeficiente de determinacion R?. Ver tabla (4.8)]).

Tabla 4.8: Bondad del ajuste para las variables ingreso familiar y gasto familiar en la

regresion cuantilica.

=00 7=0,25 7=0,5 7=0,7 7=0,90 7=0,95

0,696 0,764 0,804

0,554 0,620

Pseudo R? 0,474

En la figura se muestran las seis rectas de regresion cuantilica, corres-
pondientes a los cuantiles 0,05; 0,25; 0,5; 0,75; 0,9; 0,95 y la recta de regresion
para la media condicional.

El hecho de que la pendiente de la regresion cuantilica en el cuantil 0,05 sea
menos inclinada que la pendiente de la recta de la regresion cuantilica en el cuantil
0,95, indica que las rectas convergen cuando se tienen ingresos inferiores, es decir,
hay menor dispersion en la distribucion de los gastos de comida cuando se tienen

ingresos inferiores. Ademas, la separacion en las rectas de regresion indica que la
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distribucion de los gastos de comida es sesgada hacia la izquierda.

Las rectas de regresion de la mediana y la media condicional son muy dife-
rentes en este ejemplo, debido a la asimetria de la densidad condicional y a que
los estimadores de minimos cuadrados estan fuertemente afectados por dos ob-
servaciones extremas una con gastos de comida muy bajos y otra con ingresos
familiares altos. Se observa que una consecuencia de que no exista robustez es
que el ajuste de minimos cuadrados provee un estimador ligeramente deficiente de
la media condicional para los ingresos més bajos en la muestra. Ademas, la recta
de regresion por minimos cuadrados pasa por encima de todos los ingresos muy
bajos de las observaciones.

Se observa que los estimadores para la variable gastos de comida (intercep-
cion) van disminuyendo de 124,88 en el cuantil 7 = 0,05 a 64,103 en el cuantil
7 = 0,95. Ademas, los estimadores para la variable ingreso familiar (pendiente)
van aumentando de 0,34 en el cuantil 7 = 0,05 a 0,70 en el cuantil 7 = 0, 95.

Los errores estandares por los métodos bootstrap para las variables gastos de
comida e ingreso familiar, en cada cuantil, son mayores que los errores estandares
del método del escalar esparcido, esto se debe a que la distribucién de la variable
dependiente es sesgada hacia la izquierda, lo cual produce heteroscedéasticidad
y el método del escalar esparcido resulta ser ineficaz debido a que este asume
homoscedasticidad en la distribucién de la variable dependiente. Los valores de
R? indican que las rectas que explican mejor la variaciéon son los 7 =0,5; 0,75;

0,90 v 0,95.

4.2 Estimacioén de los Datos Emitidos por las Agencias Sismolégicas.

Uno de los estados de mayor potencial sismico, es el estado Sucre, represen-
tado por la zona 7, donde se recibiran las mayores aceleraciones del suelo, 0,40g.

El estado Sucre forma parte del borde de interaccion de las placas del Caribe y
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Sur America, generando el sistema de fallas de El Pilar, entre Cabo Costera y
Trinidad.

La mejor manera de cuantificar el tamano de un sismo es determinar su
momento sismico. Las amplitudes de los movimientos de las ondas sismicas son
directamente proporcional a los momentos sismicos. Las escalas basadas en las
medidas de las amplitudes sismicas se conocen como magnitudes sismicas y fueron
desarrolladas por Wadati (1933) y Richter (1935).

A continuacion se utilizaran las técnicas de regresion cuantilica para de-
terminar las diferencias existentes a lo largo de toda la distribucion, entre las
magnitudes de las ondas sismicas (mb), comprendidas entre 0° y 10° en la escala
de Richter , las latitudes sismicas (LAT), comprendidas entre 8° y 12° y las lon-
gitudes sismicas (LONG), comprendidas entre —66° y —60°, suministradas por el
International Seismological Centre (ISC) y las demas agencias sismologicas desde
el ano 1964 hasta el ano 2011. Entre éstas se tienen: International Seismological
Centre(ISCJIB), University of the West Indies (TRN), United States Coast and
Geodetic Survey (USCGS) y Stiftelsen NORSAR (NAO).

4.3 Ejemplo 2: Magnitudes Sismicas de ISC vs. USCGS.

Se trata de una muestra de 39 sismos ocurridos cerca de la costa de Venezuela
entre —66° y —60° de longitud, 8° y 12° de latitud. Para cada sismo se tomo la
magnitud dada por ISC y USCGS.

Los estimadores de los coeficientes, las cotas superiores y las cotas inferiores
de las magnitudes de las ondas sismicas de ISC y USCGS para cada cuantil se

muestran en la tabla (4.9)).
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Tabla 4.9: Estimadores e intervalos de confianza de la regresiéon cuantilica obtenidos por

el método Transformaciéon Rango para las magnitudes de las ondas sismicas de ISC y

USCGS en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable | Coeficientes | Cota Inferior | Cota Superior

Intercep 0,720 -0,551 6,154

0.05
ISC 0,800 0,185 0,994
Intercep 0,000 -0,160 0,792

0.25
IsC 1,000 0,762 1,006
Intercep 0,000 0,000 0,000

0.5
ISC 1,000 1,000 1,000
Intercep 0,100 0,100 0,339

0.75
IsC 1,000 0,945 1,000
Intercep 0,775 -1,930 0,813

0.90
ISC 0,875 0,867 1,056
Intercep 0,808 0,746 0,808

0.95
IsC 0,869 0,869 0,885

Los modelos de regresion cuantilica para las magnitudes de las ondas sismicas

de ISC y USCGS son:

Q0,05 ISC) = 0,720+ 0,800 ISC
Q(0,25]1SC) = 1,000 [SC
Q(0,50 | ISC) = 1,000 ISC

0,100 + 1,000 1.5C

= 0,775+0,875 ISC
— 0,808+ 0,869 ISC

Los grados de libertad y los residuales para las magnitudes de las ondas

sismicas de ISC y USCGS son:

97



Grados de Libertad: 39 total; 37 residual
Efectuar inferencias sobre los estimadores de la regresion cuantilica por el
método Remuestreo del residual para las magnitudes de las ondas sismicas de

USCGS y ISC. Ver tabla (4.10))

Tabla 4.10: Inferencias de la regresion cuantilica obtenidas
usando el método Remuestreo del residual para las magni-

tudes de las ondas sismicas de ISC y USCGS en los cuantiles

0,05 al 0,95.
tau Variable Value Error Estédndar | valor t | Pr(>|t])
Intercep 0,720 1,318 0,545 0,588
0.05
ISsC 0,800 0,311 2,567 0,014
Intercep 0,000 0,280 0,000 1,000
0.25
ISC 1,000 0,063 15,641 0,000
Intercep 0,000 0,113 0,000 1,000
0.5
ISC 1,000 0,024 40,415 0,000
Intercep 0,100 0,255 0,391 0,697
0.75
ISC 1,000 0,053 18,640 0,000
Intercep 0,775 0,394 1,965 0,056
0.90
ISC 0,875 0,078 11,151 0,000
Intercep 0,808 0,338 2,391 0,021
0.95
ISC 0,869 0,070 12,303 0,000

Tabla 4.11: Bondad del ajuste para las magnitudes de las ondas sismicas de ISC y

USCGS en la regresion cuantilica.

7=0,06 7=0,25 7=0,5 7=0,7% 7=0,90 7=0,95

pseudo R"2 0,433 0,666 0,766 0,780 0,808 0,838
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Figura 4.3: Rectas de Regresion Cuantilica y Regresion Lineal de las magnitudes de las ondas
sismicas (mb) de USCGS y ISC.

En la figura se observa que el diagrama de dispersion sigue una regre-
sion lineal entre las magnitudes sismicas de ISC y USCGS. En la tabla se
muestran los coeficientes de las diferentes rectas de regresion cuantilica para los
7 = 0,05 al 7 = 0,95; junto con sus respectivos intervalos de confianza del 95%
para cada uno de los coeficientes. Comparando diversas rectas puede verse que
la de los cuantiles centrales tienen la misma pendiente; es decir, sus rectas son
paralelas lo cual indica que las varianzas para ese conjunto de datos son iguales.

Segtn los valores de la tabla , hay una relacion significativa entre mb
de ISC y mb de USCGS, pues todas las probabilidades asociadas a las pendientes
son menores que 0,05. Esto también se concluye observando los valores de R? en

la tabla (4.11) para los cuantiles 0,25; 0,5; 0,75; 0,90 y 0,95. En la figura (4.3)
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se observa que las rectas de regresion correspondiente a la media y a la mediana
practicamente se confunden; lo cual significa que la distribucion es simétrica, en
consecuencia en este caso es preferible usar la regresion lineal clasica en vez de la

cuantilica.

4.4 Ejemplo 3: Magnitudes Sismicas de ISC vs. NAO.

Para este ejemplo se seleccioné una muestra de 65 sismos ocurridos en la
misma region, pero ahora se tiene la magnitud de cada sismo dada por ISC y
NAO.

Los estimadores de los coeficientes, las cotas superiores y las cotas inferio-
res para las magnitudes de las ondas sismicas de ISC y NAO para cada cuantil se
muestran en la tabla (4.12)

Los modelos de regresion cuantilica para las magnitudes de las ondas sismi-
cas de ISC y NAO son:

Q0,05 |1SC) = 2,271+ 0,428 ISC

Q(0,25|ISC) = 0,800+ 0,800 ISC
= 0,533 40,888 ISC
Q

Q(0,90| ISC

0,75 ISC) = 0,200+ 1,000 ISC

(
(

Q(0,50 | ISC
(
( = —0,136 + 1,090 ISC
(

)
)
)
)
)
Q(0,95| 15C)

= —0,285+1,142 ISC

Los grados de libertad y los residuales para las magnitudes de las ondas
sismicas de ISC y NAO son:

Grados de Libertad: 65 total; 63 residual
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Tabla 4.12: Estimadores e intervalos de confianza de la regresién cuantilica obtenidos

por el método Transformacién Rango para las magnitudes de las ondas sismicas de ISC

vy NAO en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable | Coeficientes | Cota Inferior | Cota Superior
Intercep 2,271 0,314 2,653
0.05
ISC 0,428 0,341 0,846
Intercep 0,800 -0,176 1,817
0.25
IsC 0,800 0,515 0,861
Intercep 0,533 -0,505 0,939
0.5
ISC 0,888 0,786 1,016
Intercep 0,200 0,195 0,688
0.75
IsC 1,000 0,868 1,020
Intercep -0,136 -0,136 0,376
0.90
ISC 1,090 0,965 1,090
Intercep -0,285 -0,404 0,322
0.95
IsC 1,142 1,020 1,183

Efectuar inferencias sobre los estimadores de la regresion cuantilica por el

método de Remuestreo del residual para las magnitudes de las ondas sismicas de

ISC v NAO.

Tabla 4.13: Inferencias de la regresiéon cuantilica obtenidas
usando el método Bootstrap para las magnitudes de las ondas

sismicas de ISC y NAO en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estédndar | valor t | Pr(>|t])
Intercep 2,271 0,765 2,965 0,004
0.05
ISC 0,428 0,173 2,467 0,016
0.25 Intercep | 0,800 0,535 1,493 0,140
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Tabla 4.13: Inferencias de la regresiéon cuantilica obtenidas
usando el método Remuestreo del residual para las magni-
tudes de las ondas sismicas de ISC y NAO en los cuantiles

0,05 al 0,95. (Continuacion)

tau Variable Value Error Estéandar | valor t | Pr(>|t])
0.25 IsC 0,800 0,125 6,366 0,000
Intercep 0,533 0,311 1,712 0,091
0.5
ISC 0,888 0,069 12,860 0,000
Intercep 0,200 0,300 0,665 0,508
0.75
ISC 1,000 0,072 13,275 0,000
Intercep -0,136 0,234 -0,582 0,562
0.90
IsC 1,090 0,055 19,816 0,000
Intercep -0,285 0,220 -1,2906 0,199
0.95
ISC 1,142 0,053 21,512 0,000

Tabla 4.14: Bondad del ajuste para las magnitudes de las ondas sismicas de ISC y NAO

en la regresion cuantilica.

=005 7=0,25 7=0,5 7=0,75 7=0,90 7=0,095

pseudo R"2 0,420 0,398 0,505 0,581 0,624 0,664
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Figura 4.4: Rectas de Regresion Cuantilica y Regresion Lineal de las magnitudes de las ondas
sismicas (mb) de NAO y ISC.

En la tabla , se observa que las pendientes de las rectas aumentan a
medida que aumentan los valores de 7, los cuales indican que hay heteroscedasti-
cidad. En la figura puede apreciarse como los ajustes mediante la regresion
cuantilica expresan de forma adecuada la relacion existente entre los datos de ISC
y NAO para los diferentes cuantiles, pues en la tabla (4.13|) se observa que existe
una relacion significativa entre estas dos variables. Ademas, el hecho de que la
pendiente de la recta en el cuantil 0,05 sea menos inclinada que la pendiente de
la recta en el cuantil 0,95 indica que las rectas convergen cuando se tienen valores
pequenos de mb (ISC), es decir, hay menor dispersion en las magnitudes de NAO
para valores pequenos de las magnitudes de ISC y la separacion de las rectas de

regresion en la parte superior indica que la distribucion de mb dado por NAO es
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sesgada hacia la izquierda.

4.5 Ejemplo 4: Latitudes Sismicas de ISCJB vs. TRN.

Se tom6 una muestra de 410 datos de las latitudes de los sismos ocurridas
en la region antes descrita, suministrada por las agencias ISCJB y TRN .
Los estimadores de los coeficientes, las cotas superiores y las cotas inferiores

para las latitudes sismicas de ISCJB y TRN en cada cuantil se muestran en la

tabla (4.15)

Tabla 4.15: Estimadores e intervalos de confianza de la regresiéon cuantilica obtenidos
por el método Transformacion Rango para las latitudes sismicas de ISCJB y TRN en

los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable | Coeficientes | Cota Inferior | Cota Superior
Intercep -1,266 -2,432 -0,559
0.05
ISCJB 1,111 1,050 1,218
Intercep -0,076 -0,397 0,222
0.25
ISCJB 1,008 0,980 1,038
Intercep 0,289 -0,080 0,913
0.5
ISCJB 0,978 0,919 1,012
Intercep 1,144 0,458 1,648
0.75
ISCJB 0,904 0,857 0,968
Intercep 2,437 0,031 5,152
0.90
ISCJB 0,793 0,539 0,977
Intercep 5,364 1,325 7,762
0.95
ISCJB 0,528 0,307 0,812

Los modelos de regresion cuantilica para las latitudes sismicas de ISCJB 'Y

TRN son:
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Q(0,05/ISCJB) = —1,266+ 1,111 1SCJB

Q(0,25|/I1SCJB) = —0,076+ 1,008 ISCJB

Q(0,50/ISCJB) = —0,032+ 1,002 ISCJB

= 0,491+ 0,956 ISCJB

Q(0,90|1SCJB

)
)
)
)
) = 1,134+0,898 ISCJB
)

(

(

(
Q(0,75|ISCJB

(

(

Q(0,95|I1SCJB) = 1,328+ 0,881 ISCJB

Los grados de libertad y los residuales para las latitudes sismicas de ISCJB
y TRN son:
Grados de Libertad: 410 total; 408 residual

Efectuar inferencias sobre los estimadores de la regresion cuantilica por el

método de Remuestreo del residual para las latitudes sismicas de ISCJB y TRN.

Tabla 4.16: Inferencias de la regresion cuantilica obtenidas usando el método Remuestreo

del residual para las latitudes sismicas de ISCJB y TRN en los cuantiles 0,05 al 0,95.

tau Variable Value Error Estéandar | valor t | Pr(>|t])
Intercep -1,266 0,700 -1,807 0,071
0.05
ISCJB 1,111 0,064 17,229 0,000
Intercep -0,076 0,260 -0,293 0,769
0.25
ISCJB 1,008 0,024 41,555 0,000
Intercep 0,289 0,258 1,118 0,263
0.5
ISCJB 0,978 0,024 40,502 0,000
Intercep 1,144 0,445 2,570 0,010
0.75
ISCJB 0,904 0,041 21,785 0,000
Intercep 2,437 1,394 1,747 0,081
0.90
ISCJB 0,793 0,129 6,130 0,000
Intercep 1,328 0,733 1,810 0,073
0.95
ISCJB 0,881 0,068 12,965 0,000
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Tabla 4.17: Bondad del ajuste para las latitudes sismicas de ISCJB y TRN en la regresion

cuantilica.
=005 7=0,25 7=05 7=075 7=0,90 7=095

pseudo R"2 0,675 0,671 0,581 0,411 0,201 0,105

o
-
- 0
(0]
(0]
(0]
Te]
o
—
> (0]
l0_: o — 0.05
|_| = — 0.25
< :
3 —— mediana
0.75
L0
o — 0.9
— 0.95
— media
o |
o | I I I I I
9.0 95 10.0 10.5 11.0 115

LAT_ISCJB

Figura 4.5: Rectas de Regresion Cuantilica y Regresion Lineal de las latitudes sismicas de
ISCJB y TRN

En la tabla se observan que las pendientes de las rectas disminuyen a
medida que aumentan los valores de 7, lo cual indica que hay heteroscedéasticidad
en los datos. Ademés, indica que las rectas convergen cuando se tienen valores
altos de ISCJB senalando que hay mayor dispersiéon para este tipo de valores.
La separacion de las rectas en la parte inferior senala que la distribucion de las
latitudes dadas por TRN es sesgada hacia la derecha. De la tabla se concluye
que para los cuantiles utilizados existe una relacion significativa entre la latitudes

dadas por ISCJB Y TRN . Los valores de R? indican que las rectas que explican
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mejor la variacion son los 7 =0,05; 0,25 y 0,5.
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CONCLUSIONES

Se concluyo que la regresion cuantilica permitié estudiar el efecto de la
variable independiente sobre la variable de respuesta, para diferentes cuantiles; sin
tomar en consideracion la distribucion de los residuales. La regresion cuantilica
se utilizo para determinar la relacion entre las magnitudes sismicas dadas y la
relacion entre las latitudes para diversas agencias, encontrandose que en la mayoria
de los casos es conveniente usar este tipo de metodologia para explicar la relacion

existente entre las medidas dadas por las agencias.
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APENDICE A

Teorema A.1l. Suponga que {éml, e ,émm} representa una secuencia de cuan-
tiles muestrales con 0 < 7 < 7o < ... < Ty, <1 y estin basados en una muestra
aleatoria de una poblacion de tamano n con una funcion de distribucion inversa
& = F7Y(7). Si F es continua y tiene densidad positiva y continua f, en &,., para

1=1,...,m entonces,

\/ﬁ [én’rl - €T17 s aén’rm - ng]

converge en distribucion a una m variable del vector aleatorio gaussiano con media

igual a 0, y matriz de covarianza

Q1, .oy F)
con
Ti(1 — 7)) .
Wij = 2o~ v LS
T &)
Demostracion. Ver Koenker y Bassett (1978). O
Teorema A.2. Suponga que {Bn(ﬁ), Bn(Tg), o ,Bn(Tm)} representa una Secuen-
cia de cuantiles muestrales unicos con 0 < 171 < T < ... < T, < 1 y estdn

basados en una muestra aleatoria de una poblacion de tamarno n con funcion de
distribucion inversa & = F~(7), & = (£,,0,...,0) € RF y &, = Bu(1) — B. Se

asume.

1. F es una funcion continua y tiene una densidad positiva y continua f, en

gTj’j:]""’7my

2. xi; = L parat = 1,...,n y lim n1X'X = Qo, una matriz definida
n—oo

positiva.



Entonces,
\/ﬁ [ém‘l - 57'17 B 7én7—m - ng]

converge en distribucion a una mk variable del vector aleatorio gaussiano con

media igual a 0 y matriz de covarianza
Q(Tla s 77—m;F) ®Qal

donde ) es la matriz de covarianza de los m cuantiles muestrales obtenidos de

una muestra aleatoria de tamano n de la distribucion F.
Demostracion. Ver Koenker y Bassett(1978). O

Nota: 1.y 2. se conocen como las condiciones de Mild.

A.1 Calculo de la derivada direccional de f en forma vectorial

Sea
n

|yl_m’7
=1

SRS

f(yi7 m) =

1=
7 el vector unitario a lo largo del eje m; j el vector unitario a lo largo de las y;.

Asi que,

voil 40
~ Om j@yi

y la derivada direccional a lo largo de m, aproximédndonos a un mg de izquierda

a derecha es

Luego, se determina 7 —

om



Por lo tanto,

118



HOJA DE METADATOS



Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 1/6

ESTUDIO Y APLICACION DEL MODELO DE REGRESION
CUANTILICA

Titulo

Subtitulo

Autor(es)

Apellidos y Nombres Codigo CVLAC / e-mail

CVLAC 16.256.902

Rojas, Richard J. e-mail richardjoserojas@hotmail.com

e-mail

CVLAC

e-mail

e-mail

CVLAC

e-mail

e-mail

CVLAC

e-mail

e-mail

Palabras o frases claves:

Regresion cuantilica




Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 2/6

Lineas y sublineas de investigacion:

Area Subarea

Ciencias Béasicas Mateméticas

Resumen (abstract):

En este trabajo se introducen los conceptos y las propiedades béasicas de la regre-
sién cuantilica propuestos por Koenker y Bassett (1978). La regresion cuantilica,
a diferencia de la regresion de la media, produce modelos que no sélo se basan en
la estimacion de la tendencia central de los datos sino que estiman toda la dis-
tribucion de la variable dependiente. Para determinar los estimadores y los errores
estandares de los modelos de regresion cuantilica, se requiere el uso de cualquier
software con paquetes estadisticos que utilicen los métodos de regresiéon cuan-
tilica. Se considera el software R para determinar las tablas de los estimadores y
los errores estandares de una muestra de los datos del International Seismological

Centre suministrados por el Centro de Sismologia de la Universidad de Oriente.



Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 3/6

Contribuidores:
Apellidos y Nombres ROL / Cédigo CVLAC / e-mail

ROL CA[ JAS[ JTU [x]JU[]
CVLAC 4.187.024

Ruiz, Nancy e-mail najeru@yahoo.com.ar
e-mail
ROL CA[ JAS[ JTU[ ]JU [x]
CVLAC 8.438.392

Avendano L., Jaime E. e-mail javendano@udo.edu.ve
e-mail
ROL CA[ JAS[ JTU[ ]JU [x]
CVLAC 6.611.165

Rodriguez, Milagros E. e-mail melenamate@hotmail.com
e-mail
ROL CA[ JAS[ JTU[ JJU[]
CVLAC
e-mail
e-mail

Fecha de discusion y aprobacion:
Ano Mes Dia

2013 | 11 04

Lenguaje: spa




Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 4/6

Archivo(s):
Nombre de archivo Tipo MIME
Tesis-Richard.pdf Aplication/pdf
Alcance:
Espacial: Nacional (Opcional)
Temporal: Temporal (Opcional)

Titulo o Grado asociado con el trabajo: Licenciado en Matematicas

Nivel Asociado con el Trabajo: Licenciatura

Area de Estudio:

Matemaéticas

Institucion(es) que garantiza(n) el Titulo o grado:

Universidad de Oriente Nucleo de Sucre




Hoja de Metadatos para Tesis y Trabajos de Ascenso - 5/6

CUN°OAS
Cumand, 04 AGD 2019

Ciudadano

Prof. JESUS MARTINEZ YEPEZ
Vicerrector Académico
Universidad de Oriente

Su Despacho

Estimado Profesor Martinez:

Cumplo en notificarle que el Consejo Universitario, en Reunién Ordinaria
celebrada en Centro de Convenciones de Cantaura, los dias 28 y 29 de julio
de 2009, conocid el punto de agenda “SOLICITUD DE AUTORIZACFON PARA
PUBLICAR TODA LA PRODUCCION INTELECTUAL DE LA UNIVERSIDAD
DE ORIENTE EN EL REPOSITORIO INSTITUCIONAL DE LA UDO, SEGUN
VRAC N° 696/2009",

Leido el oficio SIBI - 139/2009 de fecha 09-07-2009, suscrita por el Dr.
Abul K. Bashirullah, Director de Bibliotecas, este Cuerpo Colegiado decidi6, por
unanimidad, autorizar la publicacién de toda la produccion intelectual de la
Universidad de Oriente en el Repositorio en cuestitn.

UNIVERSM‘WE%%
| SISTEMA DE BIBLIOTECA

a usted a los fines consiguientes.

RECIBIDO POR #

[ 4
1350 wonS =
} erCHA HORA -

§ appppert. SYRLE S
L - canntd it

Cc.C: Rectora, Vicerrectora Administrativa, Decanos de los Nicleos, Coordinador Geneml de
Administracién, Director de Personal, Direccion de Finanzas, Direccion de Presupuesto,
Contraloria Interna, Consultoria Juridica, Director de Bibliotecas, Direccién de Publicaciones,

& Direccién de Computacion, Coordinacién de Teleinformatica, Coordinacién General de Postgrado.

JABC/ YGC/ maruja

Apartado Correos 094 / Telfs: 4008042 - 4008044 / 3008045 Telofax: 4008043 / Cumand - Venezuela
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Articulo 41 del REGLAMENTO DE TRABAJO DE PREGRADO (vi-
gente a partir del IT Semestre 2009, segiin comunicaciéon CU-034-2009):
“Los Trabajos de Grado son de la exclusiva propiedad de la Universidad de Oriente,
y s6lo podran ser utilizados para otros fines con el consentimiento del Consejo del
Ncleo respectivo, quién debera participarlo previamente al Consejo Universitario,

para su autorizacion.”

|
Br. Richard J/ Rojas.
Autor

%&é (s Aty
S
F/r/ofa. Délcy Ruiz

Tutor
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