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RESUMEN

Se estudia la evolucion de un fluido perfecto con simetria axial y de reflexion
utilizando el esquema de Bondi, donde se expresan las variables fisicas en términos
de la velocidad de un observador comévil con el fluido. Para evitar la aparicion
de singularidades en algunos puntos del espaciotiempo, se garantiza la regularidad
de las soluciones en el origen, en la superficie y en la zona de radiaciéon. En el
origen, la regularidad se determina a través del desarrollo en series de potencias
positivas de la coordenada radial. En la frontera de la distribucién material, se
acopla suavemente la region que contiene al fluido con la regiéon correspondiente
al vacio mediante la continuidad de los coeficientes de espin del formalismo de
Newman—Penrose. Posteriormente, la regularidad cerca del infinito se garantiza
con el desarrollo en series de potencias negativas de la coordenada radial. En
el origen, se encontré una cantidad conservada en funciéon de variables fisicas y
potenciales gravitacionales asociados a la no esfericidad del sistema, también se
obtuvo que en el centro del fluido el espaciotiempo no es conformemente plano
y depende directamente de la no esfericidad del sistema. En la superficie, se
determin6 que la presion del fluido no es nula y depende explicitamente de la
no esfericidad de la distribuciéon material. En la zona de radiacion, la pérdida de
masa del sistema, por efecto de la radiacion gravitacional, se expresa en términos
de la funcién de informacién y, en el infinito, el espaciotiempo es asintéticamente
plano.
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INTRODUCCION

Einstein determiné en 1907, que localmente un sistema de referencia no inercial es
equivalente a un campo gravitacional. A esta equivalencia la denominé “Principio
de Equivalencia”, y fue una de las ideas que mantuvo en mente, hasta la
formulacién final de su teoria relativista de la gravitacion en 1915. De este modo
el Principio de Equivalencia establece que la gravedad no es una fuerza fisica,
sino un artificio del sistema de referencia. Es decir, no solamente las velocidades,
sino también las aceleraciones son relativas. Incluso, los efectos producidos por un
campo gravitacional son los mismos que los producidos por un sistema acelerado.
En este sentido, la Teoria de la Relatividad General es una teoria geométrica de la
gravitacion, donde las ecuaciones de campo de Einstein expresan la equivalencia
entre la geometria del espaciotiempo y el contenido energético material. De acuerdo
con la Teoria de la Relatividad General el espaciotiempo no esta fijo, sino que es
un ente dindmico, a diferencia de la Relatividad Especial donde el espaciotiempo

esta fijo y es determinado por la métrica de Minkowski.

En la actualidad, la Relatividad General ha pasado con extraordinaria precision
todas las pruebas experimentales [1] a las que se ha sometido, convirtiéndose asi
en la teoria de la gravitacion por excelencia. Una de las predicciones de la Teoria
de la Relatividad General, que no se ha podido comprobar directamente, es la
radiacion gravitacional. Las ondas gravitacionales son fluctuaciones muy débiles
generadas en la curvatura del espaciotiempo que se propagan como una onda a la
velocidad de la luz. Este fendmeno no ha sido confirmado en forma directa, a pesar
de los enormes esfuerzos que se estéan realizando a nivel mundial. Sin embargo, se
tienen algunas evidencias indirectas que confirman su existencia, como veremos

en seguida.



En el ano 1974 Joseph Taylor y Russell Hulse, encontraron que el periodo de
rotacion del pulsar binario (PSR1913+16) decrece progresivamente al perder
energia por emision de la radiaciéon gravitacional, como lo predice la Teoria de
la Relatividad General. Por tal motivo, Hulse y Taylor recibieron el Premio
Nobel de Fisica en 1993. Mas recientemente, en el ano 2005, se descubrié un
segundo pilsar binario (PSR J0737-3039) cuyo comportamiento confirma también
las predicciones de la Teoria de la Relatividad General con respecto a la emision

de ondas gravitacionales.

Existe una gran diferencia entre las ondas electromagnéticas y las ondas
gravitacionales, la primera diferencia que podemos considerar es que las frecuencias
de las ondas gravitacionales son muy pequeiias (entre 107 Hz y 103 Hz)
comparadas con el espectro visible de la luz. El hecho de que las frecuencias de las
ondas gravitacionales sean muy débiles hace extremadamente dificil su deteccion
directa. La segunda diferencia es que la radiaciéon electromagnética es facilmente
absorbida por la materia en general, esto implica que la informaciéon obtenida
de las ondas electromagnéticas esté distorsionada debido a dicha interaccion. Sin
embargo, las ondas gravitacionales atraviesan la materia sin ser perturbadas.
Por esta razon, si se lograran detectar directamente las ondas gravitacionales,

obtendriamos informacién invaluable sobre nuestro universo.

La consideracion matematica a realizar inicialmente cuando se estudia un sistema
fisico a través de la Teoria de la Relatividad General, es la de definir la
meétrica riemanniana para la situacion particular. Existen varias métricas (creadas
con componentes de simetria para hacer posible la soluciéon de las usualmente
complejas ecuaciones de campo de Einstein), definidas por los autores para diversas
consideraciones, una de las mas generales es la de Bondi para simetria axial y de

reflexion. La simetria axial se refiere a la independencia de las variables métricas



y fisicas con respecto al angulo azimutal, y la simetria de reflexion implica que
el cambio de ¢ por —p deja invariante la métrica. Un caso particular de esta
simetria, que vamos a considerar, es una distribuciéon de materia esferoidal oblata
[2]. Podemos decir, que un esferoide oblato es aquel producto del achatamiento de
una esfera en los polos y el ensanchamiento en el ecuador. El contenido material
estudiado usualmente, al cual se le aplicarén estos pardmetros de simetria, teniendo
en mente la obtencion de las situaciones mas generales posibles, es el fluido perfecto
caracterizado completamente por la densidad de energia y la presion isétropa del

sistema.

En el estudio de la evoluciéon de un fluido perfecto hay atn mucho terreno
inexplorado. Una discusién sobre los campos gravitacionales en el exterior de las
distribuciones materiales en un espaciotiempo con simetria axial y de reflexion fue
realizada por Bondi en 1962 [3], donde se determina de manera explicita la pérdida
de masa por efecto de la radiacion gravitacional. Si bien el estudio de distribuciones
suficientemente generales es conveniente en la busqueda de la comprension de
lo observado en la boveda celeste, implica la resolucion de ecuaciones cada vez
mas complejas; puede comentarse que, inicialmente, el propio Einstein dudé de
la posibilidad de que pudieran encontrarse soluciones a sus ecuaciones recién

planteadas.

En la busqueda de generalidad, Herrera, Di Prisco y Martinez [4], estudian
un sistema relativista perturbando su simetria esférica, asi usando ecuaciones
de campo con simetria axial y de reflexion. Esto permite estudiar la radiacion
gravitacional, puesto que por el teorema de Birkhoff [5] que reza: un campo
gravitacional esféricamente simétrico en un espaciotiempo vacio es estdtico y viene
dado por la métrica de Schwarzschild; siendo una consecuencia importante de esto

que una disribucién esférica, atin en el caso dindmico, no puede emitir ondas



gravitacionales. Con el mismo afan que obtuvieron de Einstein los investigadores
de un campo recién nacido, nuestro objetivo es el de estudiar la evolucién de
un fluido perfecto en coordenadas de Bondi con simetria axial y de reflexion,
tomando como referencia el trabajo realizado por Herrera, Di Prisco y Martinez
[4], dando el siguiente paso en la inspeccion de estas distribuciones materiales
con el rompimiento de la siempre interesante y ampliamente examinada simetria

esférica.

A continuacién, se estudia la evolucién de un fluido perfecto con simetria axial
y de reflexion, considerando la dindmica de todo el espaciotiempo, es decir, la
region acotada por el fluido y el exterior correspondiente al vacio. Para garantizar
la regularidad en todo el espaciotiempo se deben considerar ciertas condiciones
cerca del centro de la distribucién material, en la superficie del fluido y cerca
del infinito, a través de las ecuaciones de campo de Einstein. En este sentido, se
plantea la siguiente organizacion: en el capitulo uno se determinan las ecuaciones
de campo para un fluido perfecto con simetria axial y de reflexion utilizando el
esquema de Bondi ([6] y [4]), correspondiente a las transformaciones de un sistema
minkowskiano al sistema de coordenadas de radiacion, encontrando de esta forma
las componentes de la cuadrivelocidad en funcion de la velocidad de un observador
como6vil. Una vez planteadas las ecuaciones de campo, en el segundo capitulo se
propone un desarrollo en serie de potencias de la coordenada radial alrededor del
origen de todas las variables fisicas y métricas con el proposito de obtener las
condiciones de regularidad en dicha regiéon, garantizando también la regularidad

del invariante de Weyl.

Posteriormente, en el tercer capitulo se estudian las condiciones de acoplamiento
en la superficie de un fluido perfecto, entre la regién interior ocupada por la

materia y la exterior correspondiente al vacio. El objetivo primordial de estas



condiciones es el de evitar cualquier comportamiento singular de las variables
fisicas sobre la hipersuperficie de la distribuciéon de materia, con simetria axial
y de reflexiéon. Estas condiciones de acoplamiento se obtienen a través de un
conjunto de invariantes denominados coeficientes de espin, deducidos por Newman
y Penrose en 1965 [7|. En el capitulo cuatro se plantea el desarrollo en serie de
potencias negativas de la coordenada radial como lo propuso Bondi en 1962 [3]
para garantizar la convergencia a un espaciotiempo minkowskiano y determinar la
pérdida de masa, de la fuente, por efecto de la radiacion gravitacional. Finalmente,

presentamos las conclusiones.



CAPITULO 1
ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

De acuerdo con la Teoria de la Relatividad General, las ecuaciones de campo
de Einstein relacionan el contenido de materia y energia con las propiedades
geométricas del espaciotiempo cuadridimensional. Es decir, una ecuacion que
permita determinar las variables métricas a partir del contenido energético—
material de forma que las soluciones constituyan los espaciotiempos fisicamente

posibles. Las ecuaciones de campo de Einstein vienen dadas por

1 rG
G = R — éRgm, =——T, (1.1)

2
donde G, es el tensor de Einstein, R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de
Ricci (R = ¢" R,), g, €s el tensor métrico, G es la constante universal de Newton
o constante gravitacional, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y T}, es el tensor
de energia—momento, el cual se definird mas adelante. El tensor de Einstein (1.1)
es la tinica combinaciéon posible del tensor de Ricci, el escalar de Ricci y el tensor
métrico, con divergencia nula. En unidades geometrizadas, tanto la constante de
gravitacion como la velocidad de la luz se igualan a la unidad (G = ¢ = 1). Estas
unidades adimensionales, permiten reescribir las ecuaciones de campo de Einstein

(1.1), con indices que van de 0 a 3, como
1
R, — §ng = —8nT,, (1.2)

Si se lee esta ecuacion (1.2) de izquierda a derecha, indica como la curvatura
del espaciotiempo determina el comportamiento dindmico de los sistemas fisicos,
caracterizados por su tensor de energia—momento. Leyendo de derecha a izquierda,
es el contenido energético-material de una regiéon dada el que determina la

curvatura del espaciotiempo.



1.1. El tensor de Ricci en funcion del contenido material

El tensor de energia-momento contiene las contribuciones de todos los tipos
de energias presentes en la distribucion de materia. En particular, el tensor de

energia—momento de un fluido perfecto se puede expresar

T, = (p+ P)UU, — Pg,, (1.3)

donde p es la densidad de energia del fluido, P es la presién del fluido y U, es
la forma covariante de la cuadrivelocidad U* = da* /ds definida por U, = g, U",
en la cual se usa el convenio de sumacion de Einstein (1916), es decir, cuando
se tienen dos indices iguales se supone una suma desde 0 hasta 3. En general, la
densidad de energia se descompone como p = p, (1 + €), donde p, es la densidad

de energia en reposo y € es la energia interna del sistema.

La ley de conservacion del tensor de energia—momento de un fluido perfecto se
obtiene a través de la nulidad de su divergencia, es decir, V, 7" = 0, donde V,
denota la derivada covariante con respecto a las coordenadas x*. Esta ley conduce

a las siguientes ecuaciones de conservacion

(p+ P)U"V,U" — (¢ — U'U")V,P =0 (1.4)
UN p+ (p+P)V,U* =0 (1.5)

donde (1.4) es un vector contravariante conocido cominmente como la ecuacion
de Euler relativista. La expresion (1.5) es una ecuacion escalar y representa la

conservacion de la masa y la energia del sistema.

Ahora, si se expresa el escalar de Ricci en funciéon de estas variables fisicas p y P,



las ecuaciones de campo de Einstein (1.2) también se pueden reescribir como
R, = =811, +4r (p —3P) g = —472(p+ P)U U, — (p — P) 9]  (1.6)

Toda la materia se considera contenida en el tubo mundo cuando se estudian
sistemas astrofisicos aislados, por lo que no se toma en cuenta la influencia de los
campos gravitacionales que distribuciones lejanas de materia pudieran producir.

En ausencia de materia las ecuaciones de campo se reducen a:
R, =0 (1.7)

Con el proposito de estudiar la evolucion de un fluido perfecto axialmente simétrico
e invariante con respecto a la inversion del angulo azimutal, primero se determinan
las ecuaciones de campo (1.2) de forma explicita, utilizando la métrica de Bondi
[3] con simetria axial y de reflexion definida por
Vv
ds* = (—ew — U2T2e27> du® + 2% du dr 4+ 2Ur?e* du df

r

(1.8)
— 7 (627 d6? + e=* sen® dng)

donde las variables métricas V, 8, U y v s6lo dependen de u, r y 0. Aqui, u = 2°

1

es una coordenada tipo tiempo, r = x' es una coordenada nula (g,. = 0), § = 2 y

¢ = 23 son las coordenadas angulares usuales. Estas funciones métricas se pueden

interpretar fisicamente de la siguiente forma:

e 7 define la geometria conforme de las superficies du = dr = 0 y representa
el tnico grado de libertad para la radiacién gravitacional. El gradiente v ,

esta relacionado con la cizalladura sobre la hipersuperficie nula.

e [ mide el corrimiento hacia el rojo entre un sistema de referencia asintético y



el origen, es decir, mide la expansion de los rayos de luz cuando se propagan

desde el origen.

e 1/ esel equivalente al potencial newtoniano y su desarrollo asintético contiene

la masa total del sistema.

e U para r constante mide el desplazamiento en direccién angular entre una

hipersuperficie y otra.

De esta forma se puede escribir el tensor métrico covariante, contravariante y su

determinante como sigue

Zezﬁ —Usr2e® 28 Ure? 0
”
e2P 0 0 0
Guv =
Ur2e2y 0 —r2e® 0
0 0 0 —r2e~ 2V sen? 0
0 e=28 0 0 (1.9)
e 28 Ve 2p-l e 28 0
g =
0 Ue 28 —e 22 0
0 0 0 —e?'r2gen~20
g =—r**sen?d

En particular, la métrica de Bondi para simetria axial y de reflexion se reduce a la
simetria esférica cuando se anulan las variables métricas U y 7y, mientras se hacen
independientes de 6 las funciones 3y V, en este caso la métrica se expresa
2V a5, 9 23 2 (1n2 2 2
ds? = —e*Pdu® + 2¢* dudr — 1* (d6” + sen” 0 dp?) (1.10)

e

r



Como se ha mencionado anteriormente, la distribucién de materia consiste en un
fluido perfecto, con simetria axial y de reflexion, caracterizado por una densidad de
energia p y una presion P. Para un observador comoévil con la materia, moviéndose
con respecto a un sistema localmente minkowskiano, el tensor de energia-momento

(1.3) covariante se escribe

(1.11)

pv

o O O D

0 0 0
P 0 0
0 P 0
0o 0 P

La meétrica de Minkowski describe el caso méas sencillo del espaciotiempo
relativista, introducido por Hermann Minkowski en 1908, fisicamente representa
un espacio de cuatro dimensiones plano, donde las curvas geodésicas, que describen
la trayectoria mas corta entre dos puntos, son lineas rectas. En coordenadas

rectangulares, la métrica de Minkowski se define como
ds® = (dz°)° — (dz*)* — (dz?)* — (dz®)’ (1.12)

Para hallar el significado fisico de las componentes del tensor de energia—momento
TW en coordenadas de radiacion de Bondi y determinar la cuadrivelocidad U,
de forma explicita, se utiliza el esquema propuesto por Bondi [6]. Para ello, se
introducen las coordenadas locales de Minkowski (7°, ', 72, z°) de la siguiente

forma [9]

dz’ = Adu+ Bdr +Cdf, dz'= Bdr+Cdf (1.13)
1.13

di? = Fd, dz® = Gdy

donde los coeficientes A, B, C', F'y GG se especifican de tal manera que reproduzcan

10



la métrica de Bondi, con simetria axial y de reflexion (1.8), explicitamente

1/2 —-1/2
A= <K625 _ U2r2627> ., B= 28 (Ke% . U2r2627)

r r

v 12 (1.14)
C = Ur?e* (—GQﬂ — U2r2627> , F=re’, G=re"senf

r

De acuerdo con el esquema de Bondi [6], el observador comévil es aquel que
se mueve con el fluido con una velocidad v = \/w? + w3 respecto al sistema
localmente minkowskiano. En este caso, las transformaciones de Lorentz del

sistema comévil al minkowskiano, estan dadas por

A —U)l)\ —wg)\ 0
—wi A 14+ N =Dw?/v2 (A= Dwws/v?> 0
P O T (Y .
—woA (A= Dwiwy/v?> 1+ (X = Dw3/v? 0
0 0 0 1

donde A es el tensor de transformacion de Lorentz, wy = dz'/dz° y w, = dz*/dz°
son las componentes de la velocidad a lo largo de los ejes Z' v Z2, respectivamente;
v A es el factor de las transformaciones de Lorentz utilizado en la relatividad
especial: A = (1 —v?/ 02)71/ 2 que, por usar unidades geometrizadas, y teniendo

v? = w} + w3, se expresa como:

A= = (1.16)

/ 2 2

La transformacion del sistema comévil al minkowskiano se determina a través de

Ty = NGAIT g (1.17)

y la transformacion del sistema minkowskiano al sistema de coordenadas de Bondi

11



se obtiene mediante las leyes de transformacion de los tensores

0z 0P _

T = T,
K oxr oxv P

(1.18)

La transformacion del sistema comovil al minkowskiano, describe los efectos

de la velocidad del observador comévil sobre las variables fisicas. En cambio,

la transformacion del sistema minkowskiano al de radiacién determina los

efectos de los potenciales gravitacionales sobre las variables fisicas. Bajo estas

transformaciones, las componentes no nulas del tensor de energia-momento (1.3)

S€ expresan

Too = [N (p+ P

X
[

) — P] A?
*(p+ P)

TOIZ 1—’11)1) P] AB

=

Too = N (p+ P)[(1 —w,) AC — wy AF] — PAC

Ty =X((p+P)(1—w)B (1.19)
Tia =N (p+ P) (1 —w)[(1 —w)BC —wy,BF)]

Tyy = A2 (p+ P)[(1 — wy) C — wy F)? + PF?

Ty3 = PG?

Por analogia a la interpretacion fisica de las componentes del tensor de energia—

momento para un observador comoévil con el fluido, se puede asignar significado

fisico a las componentes del 7" en coordenadas de radiacion de Bondi [6]:

90 es la densidad de energia con respecto al referencial de Bondi.
TY% representa el flujo de energfa en la direccion i.
T% representa el flujo de la componente i del momento en la direccion j.

T son las presiones anisdtropas con respecto al referencial de Bondi.

12



donde 7 y 5 van de 1 a 3. En el sistema minkowskiano, la cuadrivelocidad del

sistema comovil se escribe [4]

U“:)\(l,wl,wg,O) (120)

A partir de estos resultados, y usando las transformaciones de coordenadas (1.13)

en la expresion
L
_Oxt

Ur =
oze

(1.21)

se pueden determinar las componentes de la cuadrivelocidad, de forma
contravariante y covariante, en coordenadas de radiacion de Bondi

1— w1 'lUlF - wgC Wa 0

UM = )\[A, (1 —U}l)B, (1 —wl)C—ng, O]

Ul =X

y luego, las componentes de la velocidad del observador comévil con respecto al

observador minkowskiano se expresan

dz! Bdr + C df
Wy = — =
V=420 ~ Adu+ Bdr +Cdb (1.23)
dz> Fdb ‘
Wa =

= d®  Adu+ Bdr+Cdo

Ahora, las velocidades materiales en el sistema de coordenadas de radiacién toman

la forma

ﬁ _U)lF—'LUQC A
dv  1—w, BF
df o W2 A

@—1—’61)1]'7

(1.24)

Finalmente, las ecuaciones de campo de FEinstein (1.6) se pueden escribir

13



explicitamente en términos de las variables fisicas como:

Ryg = —4wA* [2X* (p+ P) — (p — P)]

Ry1 = —47AB [2)* (p+ P) (1 —wy) — (p — P)]

Roy = =47 A {2X* (p+ P)[(1 — w1) C — wsF| — (p— P) C}

Ry = —87B*X* (p+ P) (1 — wy)’ (1.25)
Riy = —87tBN (p+ P) (1 —w1) [(1 — w;) C — wy F]

Roy = =47 {2)2 (p+ P) [(1 — wy) C — wyF" + (p — P) F?}

R33 = —47TG2 (p—P)

1.2. El tensor de Ricci en funcion de las variables métricas

Para determinar las componentes del tensor de Ricci, primero se deben encontrar

los simbolos de Christoffel definidos por

1 a
F;);y = 59 )\(gau,u + uo,v — guu,a) (126)

donde la coma como subindice denota la derivada parcial con respecto a las

coordenadas indicadas.

Obtener los simbolos de Christoffel para la métrica de Bondi con simetria axial
y de reflexién requiere de numerosos céalculos realizados con Maple, luego de los

cuales se pueden escribir los 20 no nulos

VvV, B,V V U
ro =25 ,— —- —5r 2L 2,200-8) .
00 =28« o " + 52 + rée U\U,,+ " +..U
v, U
gy =B 9 — r?e’0? ( 5 T +7,TU)

14



Fg2 :TeZ('Y*ﬁ) (1 + TV,r)

1%, =re 20 sen? 9 (1 —ry )

G Ve BV VE VYL BVE UV, BV
00 9 r 2r3 2r2 r? 2r r
WV uu ..V
+ r2e2(0=F) {UQ (U,e—i—’)/ oU——Q—fY’ —F’V,u)— : :|
r r
Vv BV 1
1 _V.r T r220-P
0L 9 92p2 r "
Vo V o~ V Uu.,v
rL -8l T U ,—~ U L
02 =5, +re 7,2+ r o= 70U | 2r
Iy, =26,
1
Iy =00+ 577 =,
1% v
F§2:T262(7 8) (7 +U79—|—79U——2—Fy’ )
,
Vv AV
i, =r?sen? fe20+F) (—’V,u +Ucotl —yoU——+ & >
r r

vov, g,y (127
2r2 2r r )

F%OZ—U,U+U<267u—277u_U79_770U_|____,_

2
w0 Vot B s (4 L v o)

by, U 8.0 28)

+

FQ = — —U p— — — ’I’U )
01 5 . v, +_7’2 e
1 U
L2 =70+ B,0U — r*e®09U <§U,r + = +wU)
1
2, == .
12 = +7,
1
I3, =v,0+ 12?07 0U (; +~“>
1
I35 =r?sen® fe” 2048 (— ) " sen? 6 (cot O — 7 4)
r
PgS =~ 7u
1
F?Z’, - Y,

F§3 ZCOt9 — 779
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El tensor de Ricci se define a través de los simbolos de Christoffel de la siguiente
manera

Ry =R, =T0, ,—T% o+ T0.T% - T (1.28)

Qo po, v v, o

asi, a través de extensas manipulaciones simbolicas, realizadas con Maple, se

pueden obtener sus componentes no nulas:

25,urv . Vv,rr . B,rrvz . B,rvz . ﬁ,rvv,r . V,u - Q/B,UV

ROO =

r 2r2 r2 r3 72 r2
+QﬂﬂngUV+579U7rv+5y7~U79V+QﬂwUV’g+2579UV
r r2
U@V U@VT 2UV9 UTVQ 2’7TUV9
— = g e T — — 28 U
2r2 * 2r 72 2r r B,
— Qﬁqu,g +2’y,u9U—|—2’y7uU’9+U,u9+ UU,99+ U’QQ
uv.,
+2(v,0—B,9)UU g + T’6+(25?9—25,07,0+7,99)U2+27?u
v UV,
—cotf (28 U -2y ,U—-U,—UUy—7 U+ -— — —
’ ’ ’ ’ ’ 2r2 2r
UV u
_B,T )+r262(v—/3) [_UU7W—2<7,W+77’> U’ (1.29)

~2(Y = Bu)UU,, = 2U%U g — 2UU U g — 27 ,U?

%y oUP UU LV AUU ,V
O 3y U, 428,00, — e
T T

UU.,V v UV 5 UV, v, UV
+2(’7,r_ﬁ,r) : + = r + r + 7’2

3U2U v, UV
—~ Ly U+ T+
T T 2r
2 U Ly 4(y=B) 172772
-U\U,+—+~v,U|coth +§r67 U-U~,
/'n b
1

- 2—7362(5_7) (V.00 +28 00V + (28,9 — 27,9 + cot 0) (Vg + 28 4V)]
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Ry, =2rUU ,.e*078) — 123 . UU 2078 442y . UU 0P

+ 27"2UU 2P +UB o+ Uy o +2 ﬁ b + U~y ,cotf
1 U U tH 2(8=)
+ §T2U72r€2(77’8) + §U,r9 + 7:0 + C;) - 6,99i2
B2062(577) v o8 062(5—7) . (130)
_2 : T2 +2 : 7/’42 +U797,T+2/87’U/7‘_ 2’71
V rr Vr T 62(’6_7) cot @
6 - — 6’ +U,rﬁ,9+27,rfy,u_6’0 r2
V
6 A U cot 8
r2 2

Roy =B,u0 — 7, u0 + 27, 07,0 — 27,ucot 0 — U (8,00 + 287 — 28,67, 0

+5,9C0t6) 27, 22 (7 ﬁ,?‘) r +7’€ UUT‘9
3UU w 1
+ r ’9+2U< UT+L>+§U,ur+2’y,r9U2+<’Y,u_ﬂ,u)U,r
.,V
+v,UU g+ 2v9—B0)UU .+ U U g— 727‘ (1.31)
_ ov ,+2U0 .,V B ¥ UV + (7,,« —6,7«) Uu,V+~,U0V,
r2 r
UV 2y gU? 1 U
SN B —i—U(—U,r—i———i—’y,rU)cotQ}
r r 2 T
_ 17«464(7—[3)UU2
2 , T
1 -1
R11:—4 577:—57"}/77, r (132)
Ryy = —2rU ,e*0=% — 20y | (Y.r—B.r) e2(=58) _ LJU e20=F)
’ o ’ 2 (1.33)

+ B0 —V,r0 +2v7,0 — 25,97"_1 — 27 ,cotf
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1
Roy =279 V,+ §T4U?T62(7_B) — TQUJ:Q —3rU g —rUcot 6

—2r (T/V) ur + T'V,TV,T + (7“’7,7”7’ + 7,7") V- TQU,G'V,T - TQ’Y,OU,T

(1.34)
— 27‘277r9U — 2ry U — 7“2’}/7TUC0139 —1—3y.gcott — 0
+28,00 +26% + 27,0 (7,0 — B,0)
Rys =e 201 gen? 9 {27‘ (1) e T L=y )V = (ry e +7.0)V
—r(1—ry, U g—1*(cot @ —y ) U, (1.35)

+7(2ry 0 +2y 9+ 1y, cot —3coth) U

T (3v,6 =28 9)cot @ — v 09+ 27 0 (7,0 — 5,9)]}

De esta manera, se encuentran siete componentes no nulas del tensor de Ricci, las
cuales permiten escribir las ecuaciones de campo de Einstein como se muestra a

continuacion.

1.3. Las ecuaciones de campo

Las siete ecuaciones de campo se pueden construir usando las siete componentes
no nulas del tensor de Ricci (1.29-1.35). Se establecen ciertas combinaciones de
las componentes de este tensor para introducir algunas simplificaciones en las
ecuaciones de campo, para luego presentar la equivalencia entre las expresiones
en funcién de variables fisicas y en funciéon de variables métricas y sus derivadas.
Explicitamente, las ecuaciones de Einstein y sus expresiones asociadas se escriben

a continuacion en la tabla 1.1.

Ahora, introduciendo las componentes del tensor de Ricci ya obtenidas, en sus
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Tabla 1.1: Componentes del tensor de Ricci asociadas a las ecuaciones de campo
propuestas.

Primera Ry
Segunda —Ryp/1?
Tercera (Ra2e®=7) + Ryze*®+7) sen=2 ) /r?
Cuarta R332+t =2 g50n=20
Quinta Roo
Sexta Ry /12
Séptima Roy

dos versiones, en términos de las variables fisicas y en funcién de las variables

métricas y sus derivadas, se pueden escribir cada una de las ecuaciones de campo

de Einstein como siguen:

Primera,
Sre (p P (L—wn) _ 4y 1, (1.36)
_ _ 4 L |
(¥62ﬂ - U2T2€2’7) r 4 2 ’y,r
segunda,
8me* N* (p+ P) (1 — wy) 2 Wa Vo, 1/2
- - — ro28 772,22
(Ye2s — U2r2e27) (1 —wy) Ue™ e (T e — U?r?e V)
= % 27"U,7ﬂe2(vfﬁ) + 7~2U7T ('Y,r — 5T) e20=8) %7“2U,Tr62(75) (1.37)
r

—Bro+ Y00 —27,07,0 F 2% + 27, cot 9]
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tercera,

Sre2(B—)

2
_ (%ew - U2r2627) AN (p+ P)

(1 —w) Ure®

e 1/2
— wae” (—625 - U27"2627>
r

+ (p— P)e* (Kew — U2r2627>
r

. | (1.38)
== {QVJ + 57"462(7_5)U2T - TQU,TQ —4rU o — rQU,TcotQ —4rU cot 0
/)/n b

+ 2¢2(8-7) [_1 — (37,0 — B g)cot @ — g9+ B 00 + (5,9)2

+ 27,0 (7,0 — @,e)]}

cuarta,

47 (p = P) = 5 {2 (b 17,0) (L) Vi = (e 47.0) V
—r(1—ry U g—1%(cot —7v o) U,
+7(2ry 0 +2y 9+ 17y, . cot@ —3coth) U (1.39)
+ €2 [—1 — (37,9 — 2B.9) cot @ — g

+ 27,0 (7,0 — B,0)]}
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quinta,

— 47 (gew - U2r2627> [2X%(p + P) — (p — P)]

. 25,1”"‘/ o vv,rr o /B,TTV2 _ B,rvz o ﬁ,'rvv,r _ V,u - 2ﬁ,uv
a r 212 72 73 r2 72
QﬁyrgUV—l-ﬁ’gU,rV—i—ﬁ’rU’gV—l—2ﬂ’TUV?9 Qﬁ’gUV U’QV
+ + 2 o 2
T T 2r
U, 20V U,V 2v UV
+ ST AL ik 0 QB,UﬂU_ Zﬁ,uU,Q
2r 72 2r r
+27,uU + 27U g+ U g+ UU g9+ U +2(v,6 — B,0) UU ¢

UV o
r

+

+ (26% — 2B,07,0 +7,00) U* + 2+°, — cot 6 (ZB,uU
vV uv, ﬁ,TUV)

—2v U —=U ,—UU g—~ gU? _
7 ’ 07,0 +2r2 2r r

+ T2€2(7_5) |:_UU7u7' - 2 (7,’&1” + %) U2 - 2 (77“ - 57'“) UU7T

2y U
QU g — 2UU U g — 2y ,0U% — “107 3y UU,
T
UU .,V AUU.,V UU .,V

FU et T G 20 = )

LUV 4 UV, 4, URV SURU U,
4+ L 4+ oy L o U g+

T T T T T

2

Utv U 1
+—— U? <U,T +—+ 7,,U> cot 9] + §r4e4(7_ﬁ)U2U2T
r r ’

1
— 2—7362(5_7) [V,ge + 26799‘/ + (Zﬂﬁ — 2’7,9 + COt@) (Vﬁ + 2@79‘/)]
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sexta,

— 4me? {2)\2(p + P) .

1/2
(1 —wp)Ue” — % (Z€2B _ U2r2€27) ]

—(p— P)Ue'y}

1
=2 {5,% — Y0 +27,uY,0 — 27,ucot @ — U (8,90 + 267 — 28,07,0

V., V V. 5|3
’9+—’6+(’Y,r—ﬁ,r)7’0+7”2e2(7 B) liUUﬂ (1.41)

+ 8,9 cot ) — 2r 212

3UU
r

+

" 1
+ 2U (7,ur + 777> + §U,ur + 27,r9U2 + ("Y,u - ﬁ,u) U,r

v,V UV,+2U0.,V
+7,.UU g4+ 2v,0—B0)UU .+ U U y— ’QT — ’tQ :

o ’Y,’I"I‘UV + (7,7‘ - B,r) U,T’V +/7,TUV,7" _ /Y,TUV + 27,6U2

r 72 r

1 1
+U <§U,T LA WU) cot 9} — §r4e4(7_5)UU2T}
/r- b

y séptima,

—4me®2X%(p + P)(1 —w1) — (p — P)]

= 2rUU ,e*07%) — 23 . UU ,e* 0P 42y UU 2079

1 U
+ §T2UU’W«62(77B) +Uﬁ,r9+U'7,r9+2 f’g +U7,r COte
+ 1’/’2U2 e20-8) 4 lU n Uy n Ucotf B gpe2 P~ (1.42)
2 T 2 " , 2
32,e2(6-7) e2(8-7) V.oovaL
_ 9,0 2 +27,05,92 U gy ot 2B — Lo B,
r r 2r r
VT r 2(6_7) t9 V . 1
- 75’ +U7’66’+277’7u_679€ €0 — 6’ +_U7»COt9
r 7 ' ' ’ 7‘2 7"2 2 ,

donde, en el vacio, de la primera a la cuarta ecuacion corresponden a las ecuaciones
principales que estructur6é Bondi [3] en 1962, la quinta y sexta son las ecuaciones

suplementarias y la séptima es la ecuacion trivial. De acuerdo a la estructura de
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las ecuaciones de campo se puede observar facilmente que v debe ser proporcional
asen’d y U a senf para garantizar la regularidad de las soluciones en los polos,
es decir, en # = 0 y en § = 7. También se puede observar que las ecuaciones de
campo representan un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales en derivadas
parciales y acopladas. Por estas razones es practicamente imposible encontrar una

solucién analitica a este sistema.

1.4. La ecuacién de las ondas gravitacionales

Las ondas gravitacionales son fluctuaciones del espaciotiempo que se propagan a
la velocidad de la luz. Su existencia se conoce tedricamente desde 1918 cuando
Einstein linealiz6 las ecuaciones de campo y encontré una ecuaciéon de onda,

asociada a la emision de radiacion gravitacional.

La ecuacion de onda generalizada para un espaciotiempo Riemanniano es
Oy = ¢"'V,V, 9 (1.43)

mientras que en el minkowskiano se reduce a la bien conocida expresion

0% B 0% B 0% B 0%
o2 0x2 Oy? 022

Ly (1.44)

que puede naturalmente escribirse en cualquier sistema de coordenadas. Para la
métrica de Bondi con simetria axial y de reflexién se obtiene la ecuaciéon de onda
no homogénea

r2e?Php =2r (r) ot (—rVw,T + T‘QU%U’@)

T

(1.45)
_l’_

sen [sene (rQUsz - 62(677)%9” 0
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Como se puede observar, esta expresion se encuentra contenida en la cuarta
ecuacion de campo de Einstein (1.35), donde el comportamiento ondulatorio queda
determinado para v de la siguiente forma

r2e?0y = — dnr?e? (p—P) =V, +71U¢+7°U, cotf+ 3rU cot § ( )
1.46

+ e2(6=7) [1—2(8.0—".0)cotd]

Obteniéndose que las distribuciones de materia con simetria axial y de reflexion
generan ondas gravitacionales, que dependen explicitamente de la variable métrica

7, como se puede observar en la ecuaciéon de onda no homogénea (1.46).
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CAPITULO 2
ECUACIONES CERCA DEL ORIGEN

Con el propésito de estudiar la evoluciéon de un fluido perfecto completamente
regular en el origen, se hace un desarrollo en serie de potencias de r alrededor de
r = 0. En este sentido, para simplificar el sistema de ecuaciones en el centro de la

distribucién de materia, conviene hacer el siguiente cambio de variable:
V= (r—2m)e* (2.1)

donde m = m(u,r,0) representa una generalizacion de la funcion de masa de

Misner—Sharp para simetria axial y de reflexion [10].

En la implementacion del desarrollo en el origen se escriben cada una de las

variables, tanto fisicas como métricas, de la siguiente manera:

v(u, 7, 0) = ~o(u, 0) + v1(u, 0)r + vo(u, )1 + v3(u, O)r° + . ..
B(u,,0) = Bo(u, 0) + B1(u, 0)r + Ba(u, O)r* + Bs(u, O)r® + ...
U(u,r,0) = Up(u, 0) + Uy (u, 0)r + Us(u, 0)1* + Us(u, 0)r® + . ..
m(u,r,0) = my(u, 0)r +ma(u, 0)r* +ms(u, 0)r® + my(u, O)r* + ...

(2.2)
p(u,r,0) = po(u) + p1(u, 0)r + pa(u, 0)r* + ps(u, )r® + ...

P(u,r,0) = Po(u) + Pa(u, 0)r + Pa(u, 0)r* + Py(u, 0)r° + ..
wi(u,,0) = Xy (u, 0)r + Xa(u, 0)r* + Xa(u, 0)r® + Xy (u, O)r' + ...

wa(u, 7,0) = Yi(u, 0)r + Ya(u, 0)r* + Vi (u, 0)r® + Ya(u, 0)r* + ...

Notese que mg, Xo v Yp son nulos. De ser mq # 0, introduciria una singularidad en
la métrica, Xy # 0y Yy # 0 romperian la simetria del sistema. Se requiere que pq

y Py sean solo funciones de u, puesto que estas representan la densidad de energia
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y la presion del sistema evaluadas en r = 0 donde la situaciéon no es diferente de

un punto, o una esfera de radio 0, haciendo inadmisible una dependencia angular.

Se puede distinguir entre singularidades fisicas y singularidades de coordenadas
mediante los invariantes de curvatura. En una singularidad de coordenadas el
espaciotiempo es siempre regular, debido a que la singularidad es so6lo un artificio
de las coordenadas utilizadas en la definicion de la métrica. Sin embargo, en
una singularidad fisica, la curvatura del espaciotiempo diverge donde el campo
gravitacional se hace infinitamente fuerte. Cuando se estudia la evolucion de
un fluido, los invariantes de curvatura relevantes son el invariante de Ricci y el
invariante de Weyl. En particular, la regularidad del invariante de Ricci para un
fluido perfecto

# = R" R, = 64> (p* + 3P?) (2.3)

requiere que las variables fisicas p y P sean regulares en el centro del fluido.

Luego, escribiendo las ecuaciones de campo en forma de series, se tienen potencias
negativas y positivas de r. Los coeficientes de las r con potencias negativas deben
ser nulos, construyéndose para cada uno ecuaciones que vienen a ser condiciones
de regularidad en el origen del sistema. Los coeficientes de la serie de potencias
positivas resultante deben cumplir determinadas ecuaciones, que relacionan las

variables métricas y las fisicas.

De las condiciones de regularidad de las ecuaciones se determina que:

Bo=Bo(u), P=0, 11=0 (2.4)

Antes de escribir las ecuaciones correspondientes a los primeros coeficientes de la
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series, consideremos el invariante de Weyl. El tensor de Weyl se construye con

2

Cuas = Ruwep = 57— (guielisw = utoFla) + ¢

2
N-1)(N-2)

Rg,u[agﬂ]u (25)

donde el corchete indica la antisimetrizacion de los indices respectivos. El tensor
de Weyl se encuentra definido unicamente para dimensiones mayores a 3 (N >
3), en dos y tres dimensiones se anula, estableciendo que estos espacios son

conformemente planos. El invariante del tensor de Weyl esta dado por
C = ChiapCh ™’ (2.6)

Por su extension no se escribira en este texto, pero si se efectuia el desarrollo de
las variables en él, se pueden obtener cuatro condiciones que deben cumplir las
variables métricas para garantizar la regularidad del invariante de Weyl cerca del

origen, estas condiciones requieren que:
m1:0, mgz(), UOZO, ")/0:0 (27)

Estos resultados corresponden a un sistema local de Fermi en el origen cuando

Bo=0.

Utilizando estas condiciones se pueden escribir los coeficientes de los desarrollos

de las variables métricas y fisicas, obteniéndose el siguiente sistema:

Coeficiente de r°. Primera ecuacién

— 8B+ 8m (po + o) =0 (2.8)
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Coeficiente de r!'. Primera ecuacién
— 1285+ 87 (p1 + P1) — 167 (po + Py) X1 =0
Condicién de regularidad. Segunda ecuacién
272 9 + 42 cot 6 + 2U e 2P0 =
Coeficiente de r°. Segunda ecuacién
—B3.0+ 3739+ 673 cot O + 5Use 2 + 87 (pg + Po) Y1 =0

Coeficiente de r°. Tercera ecuaciéon

4’)/2 — 2’}/2799 — 6’}/279 COte + 852 — 127713 —+ 87T (,00 — PO)
—5(Uy,0 + Uy coth) e 20 =

Coeficiente de r!. Tercera ecuacién

— 4w (p1 — P1) — 273 + 73,90 + 373,09 cOt 0 — 3 99 — B3 9 cOt 0 — 633

+ 8777/4 + 3 (Ug}@ + U2 cot 0) 67260 =0
Coeficiente de r°. Cuarta ecuaciéon

499 + Y200 + 372 9 cOt O — 4By + 6mz — 47 (po — Po)
+ (Uy g +4U  cot ) e =0

Coeficiente de r!. Cuarta ecuacién

— 203 gcot @ — 655 + 8myg + 103 + v3.00 + 373, 0 cOt 0 — 4w (p1 — Py)

+ (5U2 cot 0 + U279) 6_250 — 672,116_250 =0
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Coeficiente de 7°. Quinta ecuacién
— 6777,3 — M3 990 — M3 9 cot @ + 1252 —A4r (po + 3P0) =0 (216)

Coeficiente de r!. Quinta ecuacién

(48,0 + 2ms3 o) e 2P0 4 [(Ul,e + U, cot 6) 67260} . e~ 2P0 4 4g (p1 + 3P))

— 205,99 — 2435 + my gcot O — 2[5 gcot O + 127r;4 +my 90 =0 210
Condicioén de regularidad. Sexta ecuacion
2(ms g — Ba.g) — 3Ure 20 =0 (2.18)
Coeficiente de r°. Sexta ecuacién
2(v2,9 +272cot — Ba9) , e 2P0 _ (Ule’%’“) . e~ 2P0
: ’ (2.19)

+ 12U26_250 —6 (m479 — 5379) + 167 (,00 + Po) Y1=0
Coeficiente de r°. Séptima ecuacién

3
5 (U179 -+ U1 cot Q) 6_250 + 6m3 - 12&2 - 52799 - 5279 cot 0
(2.20)

+ 47 (po+3F) =0

Coeficiente de r!. Séptima ecuacion

—2(Ua.g+ Uscot ) e — 4By ,e 2™ + B3 g9 + 2453 + B3 g cot 0 (2.21)
2.21

—12m4—47r(,01+3P1)+87T(p0+P0)X1:0

Resolviendo este sistema (2.8-2.21) para el caso con ausencia de materia, es decir,
con p =0y P =0, se consigue que todas las variables métricas pueden escribirse

en funcion de v, por esto, a fin de proporcionar soluciones, se requiere especificar
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~ inicialmente. Como se mencion6 anteriormente, por condiciéon de regularidad en
los polos, 7 debe ser proporcional a sen? @, por lo que se elige para la variable ~y

la expresion méas simple posible haciendo:

v=(ar®+br’+--)sen’6 (2.22)

La simplicidad en v seré necesaria para poder obtener resultados en el caso mas

general con materia. Ahora, escribiendo las soluciones del sistema en el vacio:

7o =asen’

v3 =bsen® 6

B =0

By =0

U = — 4ae®™ sen 6 cos 0 (2.23)

12
Uy =— Ebezﬁo sen @ cos 6
ms=—a (3sen29 — 2)

my = — ;b (3861129—2)

Una vez se conoce el sistema en el vacio se facilita la visualizacién del sistema
considerando fluido perfecto, ademés, las constantes de integracion, imposibles de
determinar de otra manera, se hacen coincidir con las soluciones para el vacio. Se
obtiene entonces para el sistema caracterizado por un fluido perfecto, usando la

misma expresion para v que en el caso anterior, todas las variables en funcién de
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v, po, Poy Yi:

2 =asen?

3 =bsen? 6

Bo = (po + Fo)

Bs :% {57T (po+3P) , e " sen® 0 — 16w (po + Fp) /Ylde]
U, = — 4ae® sen b cos 6

12
Uy = — —be*® senf cos b

2
+ 7 [(po +3FR) ,senfcos — 4 (po + Fo) Yl}

3

ms=—a (3 sen® 6 — 2) + %lﬂ'po (224)
my =— ;b (3sen® 0 — 2) + 2w (po + 3) u e~ sen? 0

— 87 (po + Fo) /Y1d0
P1 :é (po+3Py) , e ™ (15sen’ 0 — 4) + Py e 2%

- ; (po + Fo) <Y1,9+Y1C0t@+ 12/5/1619)
P, =Py e P
X, =— % <%€§J+m,g+mcme>

y
57 (po + 3Py) , 2% = 18b — 15a, > (2.25)

La ultima expresion constituye una ecuaciéon de estado de un fluido perfecto en
el origen del sistema de coordenadas para simetria axial y de reflexion, ésta se
corresponde con el resultado para simetria esférica, donde pyg+3F, es una constante
[8], va que a y b son funciones asociadas a la no esfericidad del sistema. De acuerdo

a la interpretacion de Winicour, dicha constante puede estar relacionada con una
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de las cantidades conservadas de Newman—Penrose [11], propuestas en 1965, cuyo
significado fisico no se ha podido establecer en su totalidad. En un caso mas
general, para simetria axial y de reflexion (2.25), se consigue la siguiente cantidad
conservada:

18
7 (po + 3F) + 3a — 5 /be%0 du = constante (2.26)

La ecuacion (2.25) también esta acorde con el resultado para el vacio [12]|, donde

se obtiene b = (5/6) a e 2% cuando py =0y Py = 0.

Cuando se usan estos resultados en el desarrollo del invariante de Weyl € en

potencias de r resulta:

5
€ =192a* + 32a {1261,“ + §7T (po + 3P) " (6 cos’0 + 5 — 3 cos* (9)
2
+ 4 (1 — 3 cos? 9) Py.u— 87 (po + Py) 2 {(COS2 0 — g) Y10 (2.27)

— (400828—1—;>Y100t6— (300520—1)/Yldﬁ}}7“+...

El término independiente del desarrollo del invariante de Weyl es, luego de sustituir
las variables determinadas, igual a 192a?, esto implica que el espaciotiempo no es
conformemente plano en el origen del sistema. Este resultado puede contrastarse
con el caso de la simetria esférica, donde se obtiene €|,—o = 0, teniendo un espacio
conformemente plano en el origen para esta situacion [8]. Los resultados para cada
simetria son consistentes entre si, puesto que la no nulidad del primer término del
invariante depende tnicamente de la no esfericidad del sistema, evidenciada por

el potencial gravitacional ~.

32



CAPITULO 3
ACOPLAMIENTO EN LA SUPERFICIE

Se estudia un espaciotiempo dividido en dos regiones: una interior que contiene
el fluido material y una exterior correspondiente al vacio, estas regiones estan
separadas por la hipersuperficie S, que limita la distribuciéon de materia y que se

denomina superficie de acoplamiento.

La solucion interna y la solucién externa se acoplan en la superficie del fluido, las
propiedades que deben satisfacer las soluciones sobre la superficie se denominan
condiciones de acoplamiento. Estas condiciones se obtienen cuando se acopla
la solucién interior, correspondiente a una distribucién de materia localizada,
con el campo gravitacional exterior creado por dicha distribuciéon. Ademaés, las
condiciones de acoplamiento en la superficie tienen como finalidad evitar la
aparicion de comportamientos singulares en las variables fisicas sobre la superficie

de separacion.

Inicialmente las condiciones de acoplamiento fueron definidas por Darmois
[13]. Segtn el enfoque de Darmois, la condiciéon necesaria y suficiente para
el acoplamiento de dos regiones del espaciotiempo sobre una hipersuperficie,
es que tanto la métrica inducida sobre ella, conocida como primera forma
fundamental, como la derivada covariante del tensor normal proyectada sobre
esta hipersuperficie, conocida como segunda forma fundamental, sean continuas a

través de ella.
Posteriormente, Lichnerowicz [14] propuso ciertas condiciones de acoplamiento

alternativas, cuya equivalencia con las condiciones de Darmois fue demostrada

luego por Bonnor y Vickers [15].
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Para integrar las ecuaciones de campo en la superficie de la distribucién, acoplamos
la solucion interior con la exterior en r = R a través de las condiciones de Darmois—
Lichnerowicz. En la region interior la métrica esta dada por (1.8), para la region
exterior, denotada por el subindice e, se tiene la métrica de Bondi exterior
d2_(E 255_U222’Ye)d2 28 2 27
s, = e ore u” + 2e” dudr 42U re™ du do

" (3.1)

—r? (62% df? 4+ e > sen’ dgoQ)

Ahora, para acoplar la métrica interior y la exterior sobre la hipersuperficie S, se
exige la continuidad de la primera forma fundamental a través de r = R(u, ),
donde r = R(u,#) es la ecuacion de la superficie de acoplamiento. Esto resulta
equivalente a la continuidad de las funciones V'(u,r,0), G(u,r,0), U(u,r,0) y

~v(u,r,0) en la frontera

V| = V;a’ s 6’ = Be‘
s s s s (3.2)
U|5’ = Ue|S ) 7|S = /YE|S
con la notacion
f<u7 T, 6)‘5‘ = f(u7 R7 9) (33)

Las condiciones de Darmois—Lichnerowicz demandan ademas la continuidad de
la segunda forma fundamental, que también puede ser obtenida a través de la
continuidad de los coeficientes de espin [16]. Los coeficientes de espin son doce
cantidades invariantes, es decir, independientes del sistema de coordenadas, que

se obtienen del formalismo de Newman-Penrose |7].

Mediante el esquema de Herrera—Jiménez [16], las ecuaciones en la superficie

quedan determinadas por la continuidad de los coeficientes de espin, que para
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simetria axial y de reflexion estan dados por [17]:

C.=Cc=0, C,=-— ' C'g:—e_wy,,«
=28 Ve
C“/: 2 < 2 )771_ (626),U_U(626),€]
1 -7"67*25 \/56*7 \/56*”Y
a = — r _— t@ -
C 1|7 U . B.o . (co 7.6)
1 -7"67*25 \/56*7
Cg=- U, — + —cotf
il v sl (Bo+7.0 )]
-2 —7+28 (3.4)
C, _¢ [re’yUm % 79]
22
6_2ﬁ 6_7"’26
= re’U . +
22 [ | ’ "’}
t 0 1 \%
Cy=U {7,9—60 } +Yut 3 {U,e——’y,r}
2 2 r
U % U
CM :ECOte— 2_7"2+T

Usando la continuidad de la primera y segunda forma fundamental se obtiene:

'7,7"|S:'Ve,r|g U,’I‘|S: Ue,r|5 ’7,6"5:'7@,6|S

U79|S: Ue,9|5 6,€|S:Be,0|5 V’9|S: ‘/e,9|s
7,u|5: ’Ye,u’S

Ve 28 A
(%) | - @0l (55),

S b
donde la continuidad de los coeficientes de espin exige la continuidad de v en todas

(3.5)

= (),
S

S

sus primeras derivadas parciales a través de la superficie, que U sea continua en
sus derivadas parciales en r y #, 8 y V continuas sblo en sus derivadas parciales

con respecto a . También, se encuentra una ecuacién que relaciona las derivadas
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parciales de V' y B con respecto a r y de la funcién [ con respecto a u en la

superficie

1 V
E (QV,T _2‘/e,r> S+ ?(6,7‘ _ﬂe,r> < = 2(6,11, _Be,u>|s (36>

Considerando el desarrollo de f en la superficie alrededor de r = R

B=Blg+ Brlg(r—R)+--- (3.7)
se tiene
(B|S)7u: 5,u|5+ﬁ,r|sR,u (38)
por lo que
(5,u_ﬁe,u)‘sz (/Be,r_ﬁ,r)’SR,u (39)

Ahora, usando (3.9), la primera y tercera ecuaciéon de campo, (1.36) y (1.38), se

puede reescribir la ecuacion sobre la superficie (3.6) como

= 2 o+ P [(0)° (2R V) = (12)? €20 442 o = P) )

S
55202 .10

’
= Z(U,re—Ue,r(%)‘S— (=Y .00 + Ye.00 + .00 — Be.00)

S
Se puede escribir sin equivocaciéon alguna

d
i :R7u+<ﬁ
S du

du

— R7u) (3.11)
S
con lo que

(GITIRY: Wo 1 [dr
R,=——7A ——A|— | —
’ 1—wn ‘ 1 —wn [reV (du

— R7u) + Ure”] (3.12)
S

Expresando las componentes de la cuadrivelocidad (1.22) y las velocidades
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materiales (1.24) se llega a

5,7“_6677" de d’l" 672ﬁ
Pls==—"5 \au ) \aul = Bou)| * 167 (Uire = Ueoro)
° s S (3.13)
20 (3.
- 5 (=700 + Ve 00 + B 60 — Be 00)
o ;

En particular, a partir de la ecuacion (1.24), si se considera la siguiente relacion

en la superficie de separacion

dr _dR_wlF—wgCA (3.14)
duS_du_ l—w; BF|q4 ’
se puede reescribir la ecuacion (3.13) como
6 T ﬁe r do 2 e—ZB
Plo=—"—"F"""Ry| — Uw—U.,
s 2mre® 0 \du - 167 (U.ro 0) s
s (3.15)

2e~27
3 (—.00 + Ve, 00 + 5,00 — Be . 00)

wr

S

de la tltima expresion se puede notar que la presion en la superficie del fluido,
en general, no es nula sino que presenta una discontinuidad en r = R(u,0),
garantizandose la regularidad de las variables fisicas en la superficie del fluido
gracias a las condiciones dadas en (3.5). P|4 se diferencia del caso esférico, en el
cual es bien sabido que la presiéon en la superficie de un fluido perfecto siempre
se anula [6], debido a la dependencia exclusiva de derivadas en 6, las cuales
representan la desviacion respecto al modelo esférico. Notese que las variables
del lado derecho de la ecuacion (3.15) dependen de la no esfericidad del sistema,

dado que en el caso esférico son exactamente cero.
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CAPITULO 4
DESARROLLO ASINTOTICO

Para completar el estudio de la evoluciéon del fluido perfecto, es necesario asegurar

que el espaciotiempo sea regular también fuera de la distribuciéon de materia, cerca

del infinito, donde la métrica (3.1) describe el espaciotiempo exterior vacio y las

ecuaciones de campo a considerar, usando el esquema propuesto por Bondi 3] que

las clasifica en 4 ecuaciones principales, 2 suplementarias y 1 trivial, se reducen a

Principales:

0=03, — %m?r

0 =20 200 1220 (v, — B.,) 200 & %rm,”ez(w—ﬁ)
—Bro+ Y0 — 27,070+ 2% + 27, cotf

0=2V,+ %r4e2(76) (UJ)2 — 72U g — 41U g — 1*U . cot § — 4rU cot 0
+ 26707 [—1 — (37,9 — B,0) cot O — 7,00 + 5,00 + (8,0)°
+27,0 (7,0 — B,0)]

0=2r(Y,ut+rVu)+Q=1y,) V= (v,m+t7,,)V
—r(1=7ry,)Ug—7"(cotd —v,) U,
+7(2ry 0 +2y 9+ 17y, cot® —3cotO) U
+ 2P =1 — (37,9 — 2B.9) cot 6 — v g

+27.0(v,0 = B.0)]

38

(4.1)

(4.2)

(4.4)



y suplementarias:

25 urv VV rr ﬁ rrv2 ﬁ VZ ﬁ VV V,u _2ﬂ,uv
272 r2 73 r2 r2
26 UV + 89UV +5.,.U gV +25.,.UV 4 2579UV_U,9V
T 72 2r2
Uy, 2V U,V 2v UV
potr D 2l T 96 U — 28,4
2r 72 2r r ’
+ 27,00 +2v,uU g+ U g+ UU g9 + U+ 2 (7,0 — B,0) UU ¢

Uuv. o
+ )
T

0=

+ (ZB?(, —2B 7.0 +’Y,99) U? + QV?U —cot f (QBJLU
uv. _uv, 5,rUV)

-9 — — — 2
VU —=U = UU g—7 oU” + 92 o .
(4.5)

+ 220~ [ UUW—2<’YW+_)U2_2( —B,.)UU,,
29,oU°
,

—2UU g —2UU U g — 2 ,gU? — —3y.U%U ,

uu .V 4UU .,V uu v
+ 280UV + ——+ ——5— +2(7,, = B.,) —

U2V UV, U2V 3UU
L L oy B 0

2

Uv,
—’y’TUQU,g—F :

T T T

UtV U 1
S U? (U,T + =+ WU) cot e} + §r4e4(7_5)U2U2r
T r ’

1
~ 53¢ 2NNV g9+ 28,00V + (28,0 — 27,0 + cot 0) (Vg + 28 4V)]

r

_|_

0=8,u0 —V,u0 +27,uY,0 — 27,ucot @ — U (8,90 + 267 — 28,07,0

Vi Vo Vio | 2 o¢-p |3
+8,0cot0) — o 92 (v,r =B, , + 12?0 QUUTQ
3UU N1
+— ’9+2U( WN—)+§U,ur+2v,reU2+<v,u—ﬁ,u>U,r

.,V Uv.,+2U0 .,V (4.6)
+7,.UU g+ (276 —Bo)UU .+ U U g— o ,47:2 ,

_ ’Y,rrUV + (7,7’ - B,r) U,rv +7,TUV,7‘ . V,TUV + 27,0(]2

2

T r r

1 U 1
+U (EU,T +—+ ”}’,TU) cot 9] — §r4e4(7’5)UU2r
/'n ’
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Bondi [3] escribe las ecuaciones principales (4.1-4.4) de modo que se encuentren
jerarquizadas. Si se observan las ecuaciones principales puede notarse que: si se
especifica v para algtn valor de u, se puede integrar 8 de (4.1), introduciendo ~
y [ en (4.2) se obtiene U, con v, f y U se determina V de (4.3), y (4.4) es una
ecuacion dindmica que permite evolucionar v en u, conocida como la ecuacion de

evolucion.
4.1. Desarrollo cerca del infinito

De acuerdo con el esquema de Bondi [3], se especifica el desarrollo asintotico de ~y
como una serie de potencias negativas en r, de manera que el espaciotiempo sea

plano en el inﬁnito, de la forma
-1 1 3 -3 i
Yy =cr -+ C —=C 1 + - ( 7)

donde se anul6 el término proporcional a r~—2 puesto que introduce términos
logaritmicos en las variables métricas, que generan singularidades en el

espaciotiempo. Utilizando esta expresion de 7 (4.7) en la ecuacion (4.1) se obtiene

1 1 1
B = —1027“’2 1 (BCC — 504) rh (4.8)

donde se anula la funciéon de integraciéon a fin de mantener un espaciotiempo
minkowskiano en el infinito. Siguiendo el procedimiento indicado, y fijando las
funciones de integracion de forma que se asegure la obtenciéon de la métrica de

Minkowski con el desarrollo asintético de (3.1), con (4.2) y (4.3) se determina

U=—(cg+2ccotf)r—+ [2N(u,0) + 3cc o + 4c* cot §] r >
4.9)
1 (

+ D) (3079—1—66’601:9— 6cN—8cgc79 —80360t9) r
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V=r—2M(u,0) — [Nﬁ + Ncotf — (c.g)® — 4cc gcot d

1
— = (1 + 8 cot? 0)} rt
2 (4.10)

1
b {C 99+ 3C gcot® —2C 4+ 6N (¢ g + 2ccot )

+8c [(c,9)” + 3cc,g + 2 cot O] } r% 4 - -

Usando estas expresiones (4.7-4.10) en las ecuaciones restantes, la ecuacion de

evolucion (4.4) queda expresada como
4C , = 2c¢*c , +2cM + Ncot — N 4 (4.11)

y las ecuaciones suplementarias se reducen a

1
M= (c.)’ + 5 (e.on+3cgcotf —2c) , (4.12)
—3N =M ¢+ 3cc up + 4cc ycoth +c e g (4.13)

Mediante la inspeccion de la ecuacion (4.10), se puede extraer que M (u, ) es una
expresion generalizada para la masa de Schwarzchild, que Bondi llama “aspecto
de masa” [3]. Asi, la masa de la fuente se define como la integral promedio del
aspecto de masa a través de una superficie esférica de radio R,, donde el radio de
la esfera de integracion es mucho mayor que el radio de la distribucién de materia,

es decir, R, > R

1 T 2T
m(u) = m/o /0 M (u, 0)R?sen® 0 do) (4.14)
con lo que se puede obtener la masa de la fuente como funcién de u de la forma

m(u) = %/0” M (u,0)sen6 dd (4.15)
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y usando (4.12) se verifica que

1 s
m o, = ——/ c®, senf df (4.16)
2 )y

Esta expresion describe la pérdida de masa de la distribuciéon de materia por
efecto de radiacion gravitacional, tal como lo predijo Einstein cuando postuld la
Teoria de la Relatividad General. Bondi [3] fue el primero en obtener una expresion
matemaética que describe la pérdida de masa de una fuente material debido a la

emision de ondas gravitacionales.

Con el proposito de encontrar una interpretacion fisica a los resultados obtenidos,
se considera el caso particular cuando ¢ es sblo funcién de 6. En este caso, cuando
se integra el sistema de ecuaciones (4.11-4.13) se encuentra que las variables M,
N y C' también deben ser independientes de la coordenada temporal u para evitar

singularidades en el tiempo. Explicitamente, quedan determinadas por

M = constante (4.17)

N =senf (D + QM/ < d&) (4.18)
sen 6

C=0C(0) (4.19)

donde D es una constante de integracion.

Dado que M es una constante se obtiene que la masa del sistema también

permanece constante, es decir,

m = M = constante (4.20)

Se puede observar de estas expresiones que si ¢ es independiente del tiempo
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entonces no hay emision de radiacion gravitacional, y por tanto la masa de la
fuente permanece constante. Luego se demuestra, que si ¢ es independiente de
u, el sistema debe ser estatico para evitar la aparicion de funciones que diverjan
en el tiempo. De acuerdo con estos resultados se puede concluir que la funcién ¢
determina completamente la evolucion del sistema en la zona de radiacion, por esta
razon, Bondi [3], denominé el término ¢, como “funcion de informacion” (news).

Teorema: “Hay pérdida de masa si y sélo si hay funcion de informacion” [1].

Utilizando el desarrollo en serie de potencias negativas en r de la variable métrica
V/r (4.10) cuando ¢ = 0, Bondi [3] encuentra que M = m, N = Dsenf y
C = @ sen? 0/2, cuyas expresiones se pueden interpretar fisicamente de la siguiente
forma: m representa el momento monopolar, D es el momento dipolar y @) es el

momento cuadrupolar.

Por otra parte, cuando se aplica el desarrollo de potencias negativas en r, se obtiene
que en el infinito el invariante de Weyl es cero, lo que implica que el espaciotiempo
es conformemente plano, lo cual es consistente con el desarrollo propuesto por

Bondi que garantiza que el espaciotiempo sea asintéticamente plano en el infinito.
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CONCLUSIONES

En el centro de una distribucién de materia con simetria axial y de reflexion se
obtiene una cantidad conservada que depende de las variables fisicas, asociadas a
un fluido perfecto, y a los potenciales gravitacionales asociados a la no esfericidad
del sistema. Esto concuerda con el resultado obtenido para el caso esférico donde
la cantidad conservada se puede expresar sélo en términos de variables fisicas.
También se encuentra que en el centro de la distribucién material el espaciotiempo

no es conformemente plano y depende directamente de la no esfericidad del fluido.

En la superficie de un fluido perfecto con simetria axial y de reflexion se tiene que,
en general, la presiéon no es nula y depende directamente de la no esfericidad del
sistema. Ademas, se encuentra que todas las primeras derivadas parciales de la
variable métrica v son continuas a través de la superficie, al igual que las primeras
derivadas parciales de U con respecto a r y #, mientras que las funciones 5y V son
continuas so6lo en sus primeras derivadas parciales con respecto a . Por otro lado,
la continuidad de la segunda forma fundamental queda expresada en términos de
las primeras derivadas parciales de V' y 3, con respecto a r, y de la variable 5 con

respecto a u en la superficie de acoplamiento.
En la zona de radiacién se verifican los resultados obtenidos por Bondi en 1962,

cuando se anula la funcién de informacion el sistema es estético y, por lo tanto,

no hay pérdida de masa por efecto de la radiacion gravitacional.
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plano.
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