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RESUMEN

Las estructuras estan sujetas a movimientos producidos por la accion
de fuerzas externas, entre las cuales cabe destacar las ondas sismicas. La
base de los edificios tiende a seguir el movimiento de estas ondas mientras
que por inercia, la masa del edificio se opone a ser desplazada

dinamicamente.

Dado que los sistemas formados por las estructuras son muy complejos
se hace necesario el uso de grandes simplificaciones para analizar el
comportamiento estructural de las mismas. Una aproximacién a la respuesta
sismica de una estructura, seria un sistema simple de un grado de libertad el
cual esta constituido por una masa concentrada y un elemento con cierta
rigidez lateral y amortiguamiento, sin embargo las estructuras reales son mas

complejas y su repuestas es mas dificil de estimar.

Con la informacion obtenida de varios libros y paginas web se pudo
obtener las ecuaciones de movimiento para este tipo de estructura ademas
de un método que facilita el estudio de estructuras reales. Este método es el
de Superposicién Modal, el cual se aplica al analisis de estructuras lineales
simplificandolo en gran parte, reduciendo los grados de libertad que posee la
estructura compleja de varios niveles, la cual puede estar sometida a una
fuerza inducida. Para la aplicacién de este método se hace necesario el
estudio de la matriz de rigidez, masa y amortiguamiento, del mismo modo
combina meétodos para una respuesta mas aproximada. Algunos de los
métodos que combina son los siguientes: CQC Combinacion Cuadratica
Completa (Wilson, Der Kiureghian, y Bayo 1981), SRSS La Raiz Cuadrada

de la Suma de los Cuadrados, ABS Suma Absoluta.

Xi



Otra de las condiciones que debe cumplir este método de superposicion
es la ortogonalidad, la cual esta relacionada con los autovalores,
autovectores, matriz de masa y rigidez de manera separada, resultando la

matriz identidad.

Xii



INTRODUCCION

Las estructuras generalmente son representadas como sistemas con
muchos grados de libertad, llegando en la mayoria de los casos a poseer

infinitos grados de libertad.

Para el estudio de estos sistemas estructurales existen métodos que

facilitan el analisis de dichas estructuras.

Uno de los métodos que simplifica este analisis estructural es el método
de superposicidon modal. Este método se basa en convertir un sistema de n
grados de libertad en n sistemas de un grado de libertad y sumar la
contribucion de cada sistema mediante el método La Raiz Cuadrada de la

suma de los Cuadrados de la contribucién de cada modo.

Para la aplicacion del método de superposicion modal se hace
necesaria la construccion de las matrices, como son la matriz de masa la

cual queda de forma diagonal y la matriz de rigidez.

Este método sera utilizado para el analisis de un modulo del edificio del
departamento de Ingenieria Civil de la Universidad de Oriente Nucleo
Anzoategui el cual consta de cuatro pérticos en el sentido “x” y dos pérticos
en el sentido “y” de tres niveles. A esta estructura se le calculara la respuesta
maxima cuando es sometido a una fuerza aplicada en la base del edificio de
0,30g.

Al calcular la respuesta se verificara que el método cumpla con la

condicion de ortogonalidad la cual dice que la multiplicacion de la traspuesta

Xiii



de la matriz de los autovalores con la matriz de masa y la matriz de

autovalores debe dar como resultado la matriz identidad.

Xiv



CAPITULO |

1.1 Planteamiento del Problema

El estudio del movimiento es muy importante realizarlo ya que son
muchos los fendmenos que se relacionan con él, ya sean fendmenos
producidos por el comportamiento de la naturaleza o fendmenos producidos

por el hombre.

Los experimentos de Galileo Galilei condujeron a Isaac Newton a
formular sus leyes fundamentales del movimiento, las cuales presento en su
obra principal “Principios Matematicos del la Filosofia Natural” en 1687. La
segunda Ley de Newton establece que la fuerza neta aplicada sobre un
cuerpo es proporcional a la aceleracion que adquiere dicho cuerpo, esta ley
fue aplicada para predecir el desplazamiento o velocidad de la masa en un
tiempo dado, considerando el sistema como un oscilador simple. Para llevar
este sistema a un estado de equilibrio se aprovecho el principio de
D’Alembert enunciado por Jean D’Alembert en su obra maestra “Tratado de
Dinamica” de 1973 que declara que un sistema puede ser puesto en estado
de equilibrio dinamico afadiendo a las fuerzas externas una fuerza ficticia

que comunmente se conoce como fuerza de inercia.

Las estructuras simples son idealizados como concentrado de masa m
soportada por un estructura de menor masa con rigidez k en la direccion
lateral, considerando que poseen un grado de libertad; en las estructuras

aporticadas un numero finito de grados de libertad.
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Al momento de analizar las estructuras aporticadas sometidas a una
fuerza inducida se requiere de un estudio complejo debido a que cada nivel
que conforma las estructuras posee componentes de masa, rigidez y
amortiguamiento. Por lo que se hace necesaria la aplicaciéon de métodos, los
cuales permiten trabajar cada nivel de la estructura como un sistema con un
grado de libertad, es decir, convirtiendo un sistema de n grados de libertad

en n sistemas de un grado de libertad.

El método que se presentara sera el método de superposicion modal el
cual, segun Mario Paz y William Leigh en su libro Strutural Dynamics Theory
and Computation, se encarga de transformar las coordenadas geométricas a
coordenadas modales o normales. Es el método mas comun y efectivo para
el analisis sismico de sistema de estructuras lineales, en el cual se evaluara
un conjunto de vectores ortogonales y asi reducir un gran conjunto de
ecuaciones de movimiento a un pequeio numero de ecuaciones
desacopladas de segundo orden, reduciendo de esta manera el tiempo de

computos.

La superposicion modal se combina con el Método SRSS “ La Raiz
Cuadrada de la Suma de los Cuadrados de las Contribuciones Modales”,
para poder tener una estimacion razonable de la maxima respuesta espectral

de los valores obtenidos con el método de superposicion modal.

El analisis de las estructuras mediante el método de superposicion
modal sera aplicado en el estudio de un pértico del Departamento de
Ingenieria Civil ubicado en la Universidad de Oriente. Este portico consta de
ocho columnas y tres niveles; esta ubicado en el Estado Anzoategui,
Municipio Simén Bolivar encontrandose en una zona sismica 5, segun

Normas COVENIN 1756-98. La estructura sera modelada como un sistema
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de masas concentradas en cada nivel teniendo cada uno de ellos un grado
de libertad correspondiente al desplazamiento lateral de la direccion

considerada.

Todas las estructuras estan sometidas a fuerzas externas o fuerzas de
excitacion. En el analisis del método de superposicion modal se considerara
que la estructura esta sometida a una fuerza en la base del edificio. Esta
fuerza tiene como origen un movimiento del terreno, es decir, un movimiento
producido por un sismo o terremoto. La fuerza aplicada en la base de la
estructura sera igual al coeficiente de aceleracion horizontal 0.30g tomada
segun Normas COVENIN 1756-98, para una zona con peligro sismico

elevado.

1.2 Objetivos
1.2.1 General:

Aplicar el Método de Superposicion Modal al analisis estructural de un
modulo del Departamento de Ingenieria Civil de la Universidad de Oriente,
Nucleo Anzoategui.

1.2.2 Especificos:

1. Describir el método de superposicion modal.

2. Comentar método SRSS “Raiz Cuadrada de la Suma de los

Cuadrados”
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3. Calcular la respuesta de modulo del Departamento de

Ingenieria Civil cuando es sometido a una fuerza externa en la base.



CAPITULO Il

2.1 Matriz De Rigidez

2.1.1 Definicion.

Esta matriz relaciona los desplazamientos de los nodos de la estructura
con la fuerza exterior que es necesario aplicar para lograr estos

desplazamientos.
2.1.2 Construccién de la Matriz de Rigidez

La matriz de rigidez dependera de sus condiciones de enlace
(articulacién, nodo rigido), la forma de la barra (recta, curvada,...), las
constantes elasticas del material de la barra (moédulo de elasticidad
longitudinal y modulo de elasticidad transversal), numero de grado de libertad
por nodo que depende si se trata de problemas bidimensionales (planos) o
tridimensionales.

La matriz de rigidez relaciona las fuerzas nodales equivalentes y
desplazamientos sobre los nudos de la estructura, mediante la siguiente

ecuacion:

Ky o K
[K]=Li ] (2.1)
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2.2 Matriz De Masa
2.2.1 Matriz de Masa Diagonal

Se ensambla cuando hay una unica masa asignada a cada grado de
libertad.

La masa a introducir en la matriz M es de tipo inercial por lo que se
introduce la masa en kgf dividida por la aceleracién de la gravedad en

cm/seg?, expresandose de la siguiente manera:

m, 0 0
[M]= 0 m. 0
0 0m,
2.2.2 Matriz de Masa Consistente.

(2.2)

Para este caso se conforma la matriz de masa global del sistema, a
partir de la definicion de la masa de una viga de tres grados de libertad por
nodo (Fiq 2.1)

A [ ] :E
4
156 22L 54 -13L
L m= QAL 412 13L -3L°
420 156 412
2
PN
| —

Fig. 2.1 Elemento de Vigay su Matriz de masa
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En caso de una estructura de n pisos la matriz global del sistema es

ensamblada a partir de la contribucion de cada piso.

2.3 Autovectores Y Autovalores

2.3.1 Definicion

Sea M una matriz de nxn. Se dice que un numero (w) es un valor propio

de M si existe un vector solucién (a), no cero, del sistema lineal.

Ma = wa (2.3)

El vector soluciéon (a) es un vector propio que corresponde al valor

propio (w).

El término hibrido eigenvalor se usa como traduccién de la palabra
alemana keigenwert que significa valor propio. A los valores propios y
vectores propios se les llama también valores caracteristicos y vectores

caracteristicos respectivamente.

2.3.2 Andlisis.

Este tipo de analisis genera una informacién muy util acerca de una
estructura, incluso aunque no sea descrita la respuesta a cualquier
excitacion. Las matrices de masa y rigidez utilizadas en el analisis han de ser
matrices reales y simétricas. Se asume que todas las partes del sistema

vibran sinusoidalmente con la misma frecuencia y en la misma fase.
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El analisis de vectores propios determina las formas y las frecuencias
de vibracién libre no amortiguada del sistema, resolviendo el sistema de

analisis de sistema de valores propios:

[r—
Il
L ::'|
—
N
N
~—

L

Donde:

K = Matriz de Rigidez.

M = Matriz de Masa Diagonal.

w? = Matriz de Valores Propios Diagonal.

a = Matriz de vectores Propios.

Esta ecuacion tiene una solucion trivial {a} = 0, las soluciones que
interesan son las no ftriviales, estas soluciones existiran solo en el caso que
la matriz [[k]-w’[m]] sea singular. Esto puede ocurrir solamente en un

conjunto de autovalores o un conjunto de frecuencias discretas.

Cada par valor propio-vector propio es llamado un modo natural de
vibracion de la estructura. Son nombrados desde 1 hasta n segun la cantidad

requerida por el usuario.

El valor propio es el cuadrado de la frecuencia angular de dicho modo.
f=w/2m (2.5)

Donde:

f = Frecuencia Ciclica.

w = Frecuencia Angular.
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2.4 Ortogonalidad

La ortogonalidad constituye la base de uno de los métodos mas
atractivos para solucionar problemas dinamicos de sistemas de multiples
grados de libertad. Se comenzara por reformular la ecuacion de autovalores

y autovectores:

[k]{a} = w* [m]{a} (2.6)

Para sistema de dos grados de libertad se obtiene:

k,+k)a,—k, #=a, =m, =w=
1 2J34 z ¥a3 1 1

(2.7)
—k,#a;, +ky,*a, =m, *w% *a,

Las formas modales pueden ser consideradas como las deflexiones
estaticas resultantes de las fuerzas en el lado derecho de la ecuacion 2.7
para cualquiera de los dos modos. Esta interpretacion, como un problema
estatico, nos permite el uso de los resultados de la teoria estatica general de
estructuras lineales. En particular, se puede usar el teorema de Betti, el cual
dice: “Para una estructura actuando bajo un sistema de carga y sus
correspondientes desplazamientos, el trabajo realizado por el primer sistema
de carga moviéndose a través de los desplazamientos del segundo sistema
es igual al trabajo realizado por el segundo sistema de cargas sufriendo los

desplazamientos producidos por el primer sistema de cargas”.

Los dos sistemas de carga y su desplazamiento correspondiente se

consideran a continuacion:



Sistema |: Fuerzas:

Desplazamientos:

Sistema Il: Fuerzas:

Desplazamientos:

24

2 % 2 % *

W1 ¥ a * my, witFazr F my,

aqq, A21

W22 * ag2 * My, Wol * ax * my

adq2, A2

La aplicacion del teorema de Betti para estos dos sistemas es:

(wi —w3)=(m, *a;; *a,,

Si las frecuencias naturales son diferentes (w1# wy), de la ecuacion 2.8

se obtiene:

[n11 gy F Az

A la cual se le llama relacién de ortogonalidad entre formas modales de
sistemas de dos grados de libertad. Para un sistema de “n” grados de

libertad en el cual la matriz de masa es diagonal la condicion de

+m; *ay *ay)=0 (2.9)

ortogonalidad entre cualquiera de los modos i y j se puede expresar como:

Emkﬁam*am =0

para i#j

En general para cualquier sistema de “n” grados de libertad:

1
{63 M lp)=1o
0

00 »
1 0 para i#j
0 1

+m, *a,, *a,,) =0 (2.8)

(2.10)

(2.11)
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Donde:
{@i} y {G;} son matrices de vectores modales.

[M] es la matriz de masa del sistema.
2.5 Factores De Participacion

Se utilizan como criterio para analizar la importancia relativa de los
modos de vibracion en la superposicion final.
El factor de participacion, para sistemas de varios grados de libertad

esta definida en forma matricial por:

[P]- [o] -[M]-f1}
(@] [M]-[@] (2.12)

Donde

[P]= vector de coeficientes de participacion para todos los modos
considerados.

{1}= vector unitario.

El célculo de los factores de participacién sin considerar la forma
matricial viene dado por la siguiente expresion:

m1a1n+ m2 a2n+ m3a3n

I'n=-
miaf, +m2aj, +m3ad, (2.13)

Para un sistema en especifico, los factores de participacion tienen las

propiedades de:

IPy 41 =1 (2.14)
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Para facilitar el procedimiento del analisis modal se puede utilizar
métodos numéricos. Para un modo de vibracion dado el factor de
participacion esta definido por:

_ZM; -4
M (2.15)

P

Donde

M; = masa correspondiente al nivel i.

@ = componente de la forma modal para el nudo i para un modo dado.
M = masa modal = IM;-¢?

Cuya sumatoria se extiende sobre todos los nudos de la estructura.

2.6 Ecuacion De Movimiento

Una estructura de varios niveles mostrada en la Figura 2.2, se puede
idealizar como un pdrtico de varios niveles con diafragma de cuerpo rigido
asumiendo que la masa esta concentrada en cada nivel, las columnas se
suponen axialmente inextensibles pero lateralmente flexibles. La respuesta
dinamica del sistema esta representada por el desplazamiento lateral de las
masas con el numero de grados de libertad dinamica o n modos de vibracién
que son iguales al numero de masas. La vibracion resultante del sistema
esta dada por la superposicion de las vibraciones de cada masa. Cada modo
individual de vibracién tiene su propio periodo y puede ser representado por

un sistema simple del mismo periodo.

La Figura 2.2 muestra tres modos de un sistema aporticado de tres

niveles. El modo de vibracién con periodo mayor (frecuencia baja) es llamado
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modo fundamental de vibraciéon; modos con periodos cortos son llamados

modos armonicos (frecuencias altas).

Para ilustrar el analisis correspondiente a varios grados de libertad
considerar un edificio de tres pisos. Cada masa de piso representa un grado

de libertad con una ecuacién de equilibrio dinamico para cada una:

o ' o o s T
E P e [
“ia ' “ua “odl Lalyy

fint fob+  f5b =Pbin (2.16)
f]c + fDE + f5|: = I]L‘I:t:l

'
+

Portico Sistema Modo Modo Modo Modo Modo
Equivalente 1 2 3 4 5

Fig. 2.2 Estructura de Varios Niveles [8]

Las fuerzas de inercia en la ecuacion 2.16 son simplemente:

f]ﬂ_ = mﬂﬁll_iﬂ
fip, = mypriy (2.17)
f]c = mc*ﬁc
En forma matricial:
[f,E mg, 0 07 (i
f]].:,}: |:ﬂ Iy, 0 ]*{ﬁh} (218)
[f,,: 0 0 m.Jl lig
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O mas generalmente:
{F} = [M] = {0} (2.19)

Donde {F} es el vector de fuerzas de inercia, [M] es la matriz de masa y
{U} es el vector de aceleraciones. Debe notarse que la matriz de masa es
diagonal para un sistema de sumas agrupadas, sin considerar acoplamiento
entre las masas. En sistemas de coordenadas de forma mas generalizada,
usualmente hay acoplamiento entre las coordenadas lo que complica la
solucion. Esta es una razéon primordial para usar el método de masas

concentradas.

Las fuerzas de la ecuacion 2.16 dependen de los desplazamientos y

usando coeficientes de influencia de rigidez pueden expresarse como:
fSa = kaa Ug +kab “Up +kac “Ug
fsh =Kpa ~Ua +Kpp -Up +Kpe - U

fSc :kca'ua"'kcb'ub"'kcc'uc (2.20)

En forma matricial:

fSa kaa kab kac ua
fsb r=|Kpa Kpp Kpc |"{Up
fSc kca kcb kcc l'Ic (2_21)

O mas generalmente:
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(R} = [K] +{if) (2.22)

Donde:
{Fs} es el vector de fuerzas elasticas.
[K] es la matriz de rigidez.

{U} es el vector de desplazamientos.

Por analogia, las fuerzas de amortiguamiento en la ecuacion 2.16
pueden expresarse como:
{Fp} =[] «{U} (2.23)

Donde {Fp} es el vector de fuerzas de amortiguamiento, [C] es la matriz

de amortiguamiento y {U}es el vector de velocidades. En general no es
practico determinar ¢ y el amortiguamiento es expresado en términos del

coeficiente de amortiguamiento (&).

Aplicando las ecuaciones 2.19, 2.22 y 2.23 las ecuaciones de equilibrio

dinamico (2.14) pueden escribirse generalmente como:

{Fi3+{Fo}+{Fs}={pw} (2.24)

Lo cual es equivalente a:

{MHU}+ {cHU} + (KHU} = {py } (2.25)
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2.7 Método De Superposicién Modal

Cuando se efectta un analisis dinamico, las acciones sobre la
estructura son funcion del tiempo, lo que hace movilizar unas fuerzas de
inercia unidas a las masas y a la aceleracion, interviniendo también los
fendomenos de amortiguamiento unidos a la velocidad de las masas

involucradas en el movimiento.

Un método aplicado al analisis de la estructura es el de superposicion
modal. En este método hay que calcular los modos de vibracion lo que

equivale a resolver el problema caracteristico o eigenproblema.

Se calculan los autovalores w? que define las frecuencias y periodos
naturales de la estructura y forma modal correspondiente a cada autovalor,
representada por el autovector {a} de las amplitudes de la deformada de
cada modo de vibracion (figura 2.2). Hay tantos modos de vibracion como
grados de libertad de la estructura considera y para cada uno de los
autovalores hay un autovector En general no es necesario calcular todo los
modos de vibracion, es suficiente con suponer solo modos de frecuencia mas

baja. Las amplitudes de vibracién se normalizan.

Para estimar la respuesta total en funcién de los valores modales
maximos utiliza la formulaciéon conocida como SRSS “Raiz Cuadrada de la
Suma de los Cuadrados”.
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2.8 Repuesta de un Edificio con Movimiento en La Base Aplicando el
Método de Superposicion Modal.

La respuesta cuando a la estructura se le aplica una fuerza en la base
es obtenida en términos de desplazamiento. Para el caso de un edificio de
dos pisos mostrado en la figura 2.4 que es modelada como se muestra en la
figura 2.5 las ecuaciones obtenidas cuando se igualan a cero las fuerzas en

el diagrama de cuerpo libre de la figura 2.6 son las siguientes:

my* Uy + kg = (uy —u) —ky = (up;—u)) =0

(2.26)

Donde us = ug(t) es el desplazamiento impuesto en la fundacion de la
estructura. Expresando el desplazamiento del piso relativo al movimiento de

la base tenemos:
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m
Ko

N

K1

—> U—»
Fig. 2.3. Sistema Estructural de dos niveles [3]

r E

(2.27)

U, =UuU;, —1u

De donde:

(2.28)
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A

Fig. 2.4 Modelo Matematico [3]

4.‘ . ‘.‘ -
K1 ( Yy — m
«— L » Kz (U2 —<— <+«

Fig. 2.5 Diagrama de Cuerpo Libre [3]

Sustituyendo las ecuaciones 2.27 y 2.28 en la ecuacion 2.26 resulta lo

siguiente:

my *® t'IJL":l T (ki - ksj S kf *p = —m, * (229)

m, *U,, Tk, #u,y Tk, #u,, = —m, U,
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Notamos que el lado derecho de la ecuacion es proporcional a la misma
funcion del tiempo Us(t). Este hecho conduce a una solucién mas simple
comparada con la solucion de la ecuacion, que puede contener funciones

diferentes de tiempo en cada ecuacion

2T Wy *Z1= Py

(2.30)

Para el movimiento en la base de un edificio la ecuacién viene dada

por:

—myayy T Myay * Ugy

5 2 g —
Z,+wp sz, = F— -
Myayy T Maasy

(2.31)
- —I]’IEI-.‘|'I]’1-|EI-|-|*TJ;
Bt wiez, = — 2 278 S0
myay; + Mmyag
O
.le+ WI * = 1—‘1 ® USI:t:I
(2.32)

'2'2 + WE ¥ Z, = 1—‘2 &= US-I"t:I
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Donde 1 y 2 son los llamados de factores de participacion y viene

dada por:

1 =-myaqs + moay
2 2
m+a~ 11 + Moa 24
(2.33)

La relacién entre los desplazamientos modales y los desplazamientos

relativos viene dada por la ecuacion:

U = anzq + annze
(2.34)

Ur = a21z1 + a2z

En la practica, es conveniente introducir un cambio de variable en |
ecuacion 2.32, de modo que los segundos miembros de esta ecuacién se
igualan a U(t).El cambio de variable es requerido para lograr la

simplificacion:

zy = ['191
(2.35)

zy =129
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Que cuando introduciendo a la ecuacién 2.32 resulta:
él +WI *8, = Usl:t}

(2.36)

g: +w§ *8:z < Us(t}

Finalmente solucionando g+(t) y gz2(t) en la ecuacion 2.36 y sustituyendo

la solucion en la ecuacion 2.34 la repuesta viene dada por:

Ur1(t) = Ta11ga(t) + Maarago(t)
(2.37)
Ura(t) = M2a2102(t) + Maz2gx(t)

Como la respuesta maxima modal gimax ¥ 92max SON obtenidos por las
trazas de espectros, podemos estimar que el maximo valor Urimax Y Uramax POr

la combinacion de método SRSS como:

Upimax — "H'la[rl *dyy Jécg':l..'—?fm:r:]: + [FE *dyy *gzmﬂsz

(2.38)

P

f . . 2 . ; 2
Upamaz — V (FE gy J'C-gz;"rmxj + (FZ ¥lgg * meﬁxj
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e— kn —P —
AT < > < mnU
> UN-1
[e—  kni —P <+ Kn(Un-Un-
\/\/ Un-1 —» myniUna
> — ]
iz 4—  Kyng(Un1-Unz2)
» U3 —» ki(us-uy)
— k3 —> Uz .
Y <+— myUj
> Uz
— k2 —» 4+——  Ky(uzuy)
AT —» mU;
— =
<+  Kkiy(us-uy)
FUNDACION > U, .
FUNDACION |

@ )

Fig 2.6 Edificio aporticado excitado en la fundacién.
(a) Modelo estructural.
(b) Diagrama de cuerpo libre [3]

Las ecuaciones de movimiento para un edificio de N-pisos (Figura 2.6)
sujeto a movimiento en la base son obtenidos comparando a cero las sumas
de las fuerzas mostrado en el diagrama de cuerpo libre figura 2.6(b), a saber:

m1*U1 + k1*(U1 - Us) - kz*(UQ - U1) =0
mz*Uz + kz*(UQ - U1) - k3*(U3 - U2) =0
........ (2.39)
Mn-1*Unet + Knet*(Unet — Une2) — KnF(Un = Une1) = 0
mN*UN + kN*(UN — UN-1) =0

Introduciendo en la ecuacién 2.39

U1 = Uj— Us (2.40)
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Resultando:

m4*Urr + KU —K2*(Ur2 — Ur1) = -m1*Us

mM2*Urz + Koz — K3*(Urs — Ur2) = -m2*Us
(2.41)

MN-1"Uin-1 + Kna1"(Urnet — Unne2) — K (U — Urnet) = -minag™Us

mMn* Uit Kn* (U — Urn-1) = -miUs

Cuando Us = Us (t) es la funcion aceleracion que excita la base de las
estructura.
La ecuacion 2.41 puede ser escrita convenientemente como notacion

matricial:

[MKU+[KKur}=-[MK{1} Us (t) (2.42)

En donde:

[M] = Matriz de Masa simétrica.

{1} = Vector con todos sus elementos iguales a uno

Us = Us (t) Aceleracién aplicada en la base del edificio.

{u} y {U;} = Respectivamente vectores de desplazamiento y aceleracion

al movimiento de la fundacion.

Como se ha demostrado, el sistema de ecuacion diferencial 2.41 puede

ser inacoplado por la transformacién dad por la ecuacion:

{u}=[el{z} (2.43)
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Donde:
[#] = Matriz modal correspondiente al eigenproblem [K]-w’[M]{g}={0}
La sustitucion de la ecuacién 2.43 en la ecuacion 2.42 seguido de la

pre-multiplicacion por la transpuesta del ith eigenvector resulta:

(T IMI[@1E} + (P} M][@]{z} = —{®}[MI{1}T,,  (2.44)

Que sobre la introduccién de la propiedad de ortogonalidad en los

eigenvectores normalizados resulta en la ecuacién modal
7, +wizy = U (i1,2,...N) (2.45)
Donde el factor de participacion modal ' viene dado en general por:

EEH:_ m, i

e (2.46)

l:'_m'-*ij

Y para eigenvector normalizado por:
=25, m®;, (i=1,2..,N) (2.47)
La maxima respuesta en términos de valores maximos de

desplazamiento (Urimax) © aceleracion (Usimax) en las coordenadas modales

calculadas por el método SRSS, da respectivamente:
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(2.48)

(2.49)

Donde:

Sp;j Y S : Desplazamiento y aceleracion espectral para el modo jth.

Los factores de participacion [ indicado en las ecuaciones 2.46 y 2.47

son los coeficientes de la funcion de la excitacion Us (t) en la ecuacion 2.45.

Las trazas del espectro de respuesta son preparadas como la solucién de la

ecuacion 2.45 donde I} = 1. Por lo tanto, los valores espectrales de las trazas

Spj Y Saj deberia ser multiplicado como indica las ecuaciones 2.48 y 2.49 por

el factor de participacion [ que fue omitido en el calculo de los valores

espectrales.

2.9 Método SRSS “Raiz Cuadrada De La Suma De Los Cuadrados”

Es una aproximacién mas racional (y no necesariamente conservativa),

donde las respuestas modales se suman utilizando la raiz cuadrada de la

suma de sus cuadrados de la contribucion de cada modo:

Urimax = \/(rl* all* glmax)2 + (FZ* a~12* meax)2 + (F3*a13* gSmax)2 (250)
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CAPITULO Il

3.1 Caso De Aplicacion

3.1.1 Calculo de la Respuesta de un Modulo del Edificio del
Departamento de Ingenieria Civil de la Universidad de Oriente Nucleo

Anzoategui.

Para la aplicacién del método de superposicion modal se tomara un
modulo del edificio del departamento de ingenieria civil de la Universidad de

Oriente Nucleo Anzoategui.

Este modulo lo conforman cuatro pérticos en el sentido “y” y dos
porticos en el sentido “x”, tres niveles de tres metros de altura cada uno, ocho

columnas.

La aceleracion del movimiento del suelo sera la indicada en las Normas
COVENIN 1756-98, la cual establece que el Estado Anzoategui municipio
Simén Bolivar se encuentra en una zona sismica 6 arrojando un valor de la

aceleracion de 0.30g.

Dimensiones de Las Columnas.

Pisos Primer Nivel | Segundo Nivel Tercer Nivel

Dimensiones 50x50 cm 40x50 cm 40x50 cm




Dimensiones de las Vigas
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Pisos Primer Nivel | Segundo Tercer Nivel | Volado
Nivel
Dimensiones 50x50 y | 40x50 40x50 y | 40x30
60x50 60x50 60x50

Pesos de Vigas:

Nivel 2 -3

0.50 m x 0.60 m x 25000 kg/m® x 21.6 m x 2 = 32400 kg
0.40 m x 0.50 m x 2500 kg/m® x 7.40 m x 4 = 14800 kg.
0.40 m x 0.30 m x 2500 kg/m® x 1.65 m x 4 = 1980 kg.

Pesos de Columnas:

Nivel 2 - 3

0.50 m x 0.40 m x 2500 kg/m® x 3 m x 8 = 12000 kg.

Peso de Losa:

Nivel 2 -3

510 kg/m? x 195.48 m? = 99694.8 Kg.




Carga Viva:

Nivel 1 —2

(300 kg/m? * 159.84 m?) + (500 kg/m? * 35.64 m?) = 65772 kg.

Pesos Totales:

Nivel 1

C.M+25% C.V. + VIGA + COLUMNAS.
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129016 kg + (0.25 * 65772 kg) + 56580 + 12000 = 214039.8 kg

Vigas (kg) Columnas(kg) Losas(kg) | Carga Totales (kg)
Viva(kg)

Nivel 56580 15000 129016,8 | 65775 214039,8
4
Nivel 49180 12000 129016,8 | 65775 195839,8
2
Nivel 49180 12000 99694,8 - 148874.8
3

Calculo de las Masa por Nivel:

mi = p1/g = 214039,8 kg / 980 cm/seg? = 218,40 kg seg?/ cm
mz = p2/g = 195839,8 kg / 980 cm/seg® = 199,83 kg seg?/cm




ms = pa/g = 148874,8 kg / 980 cm/seg® = 151,91 kg seg?/ cm

Construccion de la Matriz de Masa

m, 0 O
M]=| 0m, ©
0 0m,
21840 0 0
[M]=| 0 19983 0
0 0 15191

Construccion de la matriz de rigidez en el sentido x (porticos a vy b)

12El

k1: h3

Nivel 1

| =50 cm x (50 cm)® = 520833cm#
12
K; = 12 x 2,1E5 kag/cm?® x 520833.3333 cm? x 8 = 388888kg/cm.
300°

Nivel 2 = Nivel 3

44
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| =40 cm x (50 cm)® = 416666¢cm#
12
Koz = 12 x 2,1E5 kg/cm?® x 416666,6667 cm? x 8 = 311111kg/cm.
300°

A 4

Kyt = kq + Ky = 388888kg/cm + 311111kg/cm = 700000 kg/cm
K21 =- k2 = - 311111kq/cm
K31 =0 kg/CM

A 4

K12 =- Kz = -311111kq/cm
K22 = ko + ks = 311111kg/cm + 311111kg/cm = 622222 kg/cm
K32 =- k3 =-311111kg/cm




A 4

K13 =0 kg/cm
K23 =- k3 =-311111 kg/cm
K33 = k3 =311111kg/cm

700000 —311111 0
[k]=| -311111 622222 —311111
0  -311111 311111

Calculo de los Autovalores vy Autovectores:

2
[k]-w'[m]=0
700000 - 218,40\  —311111 0
[K]= ~311111 62222219985\  —311111
0 ~311111  311111-15191yp/
Resolviendo:

3,76406035627E16—-1,16122496341E14w*+55473745999,3w*
6630352,13874w°=0
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W4= 19,88 rad/seq
W»=52.,45 rad/seq
W3=72,24 rad/seqg

le =395,24rad / seg
W, = 275L,72rad / seg

Wi =5219,65rad / seg

Primer Modo \y/ = 395,24rad / seg

613674 —311111 0 A
—311111 5432936 -311111:q,,r=0
0 —-311111 251067 || Q.

Normalizando el tercer nodo:

613674g,, -—3111113,, 0 =0
—-311111y,, 543293g,, -311111gz, =0
0 —-311111g,, 2510673, =0
a,, = 0,4091
a,, = 0,8070 _
a., = 10000 211,000

/

// 821=0,8070

/
/

// a11=0,4091

/
—
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Segundo Modo W; = 2751,72rad / seg

699781 -311111 0 (g,
-311111 72326 -3111111{g, =0
0 -311111 -106912]|g,,

Normalizando el Tercer modo

699781y, -311111g 0 =0

-3111115,, 72326y, -311lllg, =0

0 3111115, -1069125g, =0
a,=-10795
a,,=—0.3436
a,,= 10000

———————

Tercer Modo Wj =5219,65rad / seg

—440009 -311111 0 A
—-311111 -420855 -311111113,,1=0
0 —-311111 -481823 ]| g.,

Normalizando el Segundo Modo

a32=1 ,0000

322=-0.3436

a12=-1 .0795
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4400099, -311111g 0 =0
-311111 , -420855g,, -311111g =0
0 -311111g,, -481823g =0
a,,=- 07071
a,= 1000
9.,=— 06457
a33=-0,6457
N _1y az=1,0000
e a13=-0,7071

\/m1a121+ m2a%1+ m3a§1

\/218,4070 * 0,40912 +199,8365* 0,80702 + 151,9131"‘12 =+/318.6096

\/m1a122 + mza%z + m3a§2

1/218,4070*~1,07502 +199,8365* ~0,34362 + 151,9131*12 = /430,020

\/m1a123+ mza%3+ m3a§3

J 218,4070*—0.70712 +199,8365*12 +151.9131* —0,64572 = +/372,3748
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b - Qu  _ 04091 . o.og
1 /318,6096 /318,6096
b - Qx  _ 08070 _ ...
2 /318,6096 +/318,6096
N - N Y
% /3186096 +/318,6096
g - OB _ go5p
12 /430,0200 +/430,0200
g ———du 030 _ 444
2 /430,0200 4/430,0200
R - S\
¥ /430,0200 /430,0200
¢ Qo O _ 0566
s \[372,3748 3723748
g - T _ 45
% [372,3748 |/372,3748
y CED —00457 _ 40335

® [3723748 3723748

0,0229 -0,0521 -0,0366
{#}=]0,0425 —0,0166 0,0518
00560 0482 —0,0335

Condicién de Ortogonalidad

50
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(ot Mg} -

o O -
o +— O
. O O

00229 00452 0,0560]|21840 O 0 {00229 -0,0521 -0,0366] |1 0 O
-0,0521 -0,0166 004827 0 19983 0 [J0,0452 -0,0166 00518 ;=0 1 O
—-0,0366 0,0518 0,0335 O 0 15191|/0,0560 00482 -0,0335 (0 0 1

La aceleracion actuante en la base de la estructura es:

u=030g = 0,30*980‘3—”"2 - 294‘:—”"2
seg seg

Calculo de los Factores de Participacion

mid,*m2a.,*m3ad.
m1a122 + m2a%2 + m3a%2
__21840%0,4091+199,83*0,8070+15091%1 o,
218,40*0,40912 +199,83*0,80702 +15191*12

I'=-

_ma,tm2a, * M3as,

I'2=
m1a122 + mga%2+ m3a§2

218,40* —1,07595 + 199,83 * —0,3436 + 151,91 *1
[2=- =0,3543
218,40* —1,075952 +199,83* — 0,34362 + 151,91*1

_ Ma;stM2a,; T M3Ass

Ira=
m1a123+ m2a%3+ m3a§3




*_ * * _|
ras 218,40*—-0,7071+199,83*1+151,91*—0,6457 ~ 01415

218,40 * — 0,70712 +199,83%12 +151,91* — 0,64572

Calculo de la Respuesta (Desplazamiento) del Sistema:

" 2 -
9+W, glzus(t)

Gy + 395,250 = 294
seg?

L 2 -
9+W292:Usm

6 +2751,729, =294
seg

. 2 -
g9+W, g3=us(t)

§3+5219,65g3=294—
seg?

Resolviendo:

91(t) = u;—izt)(l— coswt)

0. = —e(1-c0s19,88)
1)~ 395,25

Us(t)
92(t) = 7(1—COSW20
.
294

g = (1 - cos52,45t)
2t)  2751,72

52
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Us(t)
g 3(t) = 7 (1— COos W3t)
3
294

g = (1—cos72,24t)
3 5219,65

Respuesta en términos de movimiento relativo:

Uy = —0,3844(1— c0s19,88t) + 0,0407(1 — cos 52,45t) + 0,0064(1 — cos 72,24t)
Uory = —0,2833(1— c0s19,88t) + 0,0407 (L — cos52,45t) — 0,0079(1 — cos 72,24t)
Usr = 0,0744(1- c0s19,88t) — 0,0379(1 — cos 52,45t) + 0,0051(1 — cos 72,24t)

La maxima respuesta modal es obtenida para el presente analisis cuando
el coseno de la funcion gn es igual a -1. En este caso la maxima respuesta

modal viene dada por el siguiente valor:

glmax =0,3419
g —— 0,0491

g3max =0,0259

Aplicando el método de la suma de los cuadrados ecuacion (2.47)

obtenemos Urmax:

UrLmax= (~12634%0,4001%034192 1 (0,3543* 10795004992 + (01415 —0,70710,0259 2

Ur2 max = J (~1,2634*0,8070*0,3419)2 + (0,3543* —0,3436* 0,0491) 2 + (0,1415*1*0,0259) 2
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Ur3max = J (~1,2634*1*0,3419)2 + (0,3543 *1*0,0491)2 + (0,1415* —0,3457 * 0,0250) 2

Construccion de la matriz de rigidez en el sentido y (porticos

1,2,3.4)

Nivel 1

| =50 cm x (50 cm)® = 520833cm?
12
Ki = 12 x 2,1E5 ka/cm?® x 520833cm? x 8 = 388888ka/cm.
300°
Nivel 2 = Nivel 3
| =50 cm x (40 cm)® = 266666cm*
12
Ko = 12 x 2,1E5 ka/cm?® x 266666cm?* x 8 = 199111kg/cm.
300°




A 4

Kyt = kq + Ky = 388888kg/cm + 199111kg/cm = 588000 kg/cm
K21 =- k2 = - 199111kq/cm

K31 =0 kg/cm

\ 4

nn 1 1

K12 =- Kz = -199111kq/cm
K22 = k2 + k3 = 199111kg/cm + 199111kg/cm = 398222kg/cm
K32 =- k3 =-311111kg/cm




A 4
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K13 =0 kg/cm
Koz = - ks =-199111kg/cm
Kssz = k3 =199111kg/cm

588000 —199111 0
[k]=| -199111 398222 —199111
0 —199111 199111

Calculo de los Autovalores vy Autovectores

2
[k]-w'[m]=0
588000 - 218,40\\  —199111 0
[K]= ~199111  398222-19985\\  —199111
0 ~199111  19111-15191yy/

Resolviendo:




1,54175912001E16—6,1603687735E13w?+39753377200,2w"-
6630379,46076wW°=0

W4= 17,56 rad/seg
W,= 45,85 rad/seg
W3= 59,87 rad/seg

le =308,54rad / seg
\W, = 2102,36rad / seg

Wz = 3584,73rad / seg

Primer Modo /. = 308,54rad / seg

520612 -199111 0 Au
—199111 336564 -199111g,,r=0
0 —199111 152239 || .,

Normalizando el tercer nodo:

5206123, 1911111113~ +0=0

1001113~ +336564g,, 1991113 =0
0 ~1991113, 152239, =0

a,, = 0,2929

a,, = 0,7646

a,, = 1,0000



! ! . 421=0.7646
1% /a11=0.2929
Segundo Modo yy/; = 2102,36rad / seg
128826 199111 0 P>
—-199111 -21906 -199111\19.,7=0
0 —-199111 -120265]| q,,
Normalizando el Tercer modo:
128826 9,, —199111g,, 0 =0
-199111g,, 21906g,, -199111g,,=0
0 199111y,, -1069129,,=0
a,,=-0.9335
a,,=—0.6040
A, = 1000
L RN U
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a32=1 ,0000
a22=_

a12=-0,9335



Tercer Modo \y/; = 3584,73rad / seg

-194934 -199111 0 o I
—199111 -318138 -199111xQ,,r=0
0 —199111 345457 || q,,

Normalizando el Segundo Modo

—194934 A —199111a23 0 =0
—1991113_13 —318138 Ass —311111a33=0
0 —-199111 Fo PO 345457 Aus™ 0
a,,=-07071
a,,= 1,0000
A, = 0,6457
TITT ~~ ~. ~. a ds3z=-
\\\| \\\| \\\| | __ _\_\: a23=1 OOOO

// L7 /" /” aq3=-

|’/ |'/ |'/ |'r/'\ N7 A1

\\\-v\_ \\\J\_ \\\..J\_ \\\\\__

\/’“16‘121+ m23%1+ m3a§1
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J/218.40*0,29242 +199,83* 0,76462 + 15191*12 = [287,4135

\/m1a122 + m2a%2 + m3a§2

/218,40 0,03352 +199,83* — 0,60402 + 151,91*12 = /4151422

\/m1a123+ mza%3+ m3a§3

/218,40 ~1,02142 +199,83*12 + 151,91* — 0,64572 = /377,211

@, = Qu____ 02924 4755

1 [287,4135 /287,4135

@ = An 07646 459
2 [287,4135 /287,4135

g -t H000__4eg9
s [287,4135 ,/287,4135

g - 09 405
12 /4151422 /4151422

¢ = A _ —06040 _ 506
2 /4151422 /4151422

b - Bz L0000 040
%2 /4151422 /4151422

},.= & _ 10214 G heos
13 /377,2211 4/377,2211

b~ Q10000 o0
23 \[377,2211 4/377,2211



¢ — a33 — - 0,5764 — _0,0297
8 \[377,2211 4/377,2211

0,01725 -0,0458 -0,0526
{#}=| 00451 -0,0296 0,0475
0,0589  0,0491 -0,0297

Condicién de Ortogonalidad

(ot Mg} -

o O -
o - O
— O O

001725 00451 0,0589(/21840 O 0 {0,01725 —-0,0458 —0,0526
—-0,0458 —-0,0296 0,0491 0 19983 0 00451 -0,0296 0,0475
-0,0526 00475 -00297)] O 0 15191}/ 00589 00491 -0,0297

Calculo de los Factores de Participacion

_migdytm2ady, t M3ds

m1a121+ m2a%1+ m3a§1

=

* * *
rp=-— 218,40*0,2929 +199,83*0,7646 +151,91*1 —_12825

218,40*0,29292 +199,83*0,76462 +151,91*12

_ mla-IZ + m2a22 + m3a32

I'2=

* _ *_ *
Fp=-— 218,40*-0,9335 +199,83*-0,6040 +151,91*1 —0,4159

218,40* - 0,93352 +199,83* — 0,60402 +151,91*12
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_ mlalS + m2a23 + m3a33

I's=

*_ * *_
Fa3=-— 218,40*-1,0214 +199,83*1+151,91*-0,5754 ~0,2339

218,40* — 1,02142 +199,83*%12 +151,91* — 0,54572

Calculo de la Respuesta (Desplazamiento) del Sistema:

. 2 . o
9+W: 9, =Us
cm

seg 2

Gq+395,259, =294

. 2 -
9+Wzgzzus(t)

§o+2751,729 =294
seg 2

" 2 -
g+ W, gfus(t)

§3+5219,65g3=294—
seg?

Resolviendo:

91(t) = U;_izt) (1-coswit)

g _ 2% (1-co0s19,88t)
1y 395,25

92(t) =UVSV—(2t)(1—COSw2t)
2
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294
920~ 275172

(1—cos52,45t)

93(t) = u\;—g) (1-coswst)

294

g =————(1-cos72,24t)
3t 5219,65

Respuesta en términos de movimiento relativo:

Uy = 0,2794(1 - c0s19,88t) + 0,0415(1 — cos 52,45t) + 0,0135(1 — cos 72,24t)
Uary = 0,7294(1 - c0s19,88t) + 0,0268(1 — cos 52,45t) — 0,0132(1 — cos 72,24t)
Usrey = 0,9539(1 - c0s19,88t) — 0,0444(1 — cos52,45t) + 0,0076(1 — cos 72,24t)

La maxima respuesta modal es obtenida para el presente analisis cuando

el coseno de la funcion gn es igual a -1. En este caso la maxima respuesta
modal viene dada por el siguiente valor:

glmax =0,3419
g —— 0,0491

9..° 0,0259

Aplicando el método de la suma de los cuadrados ecuacion (2.47)

obtenemos Urnmax:

Urimax=1 (L28250,2029% 034192+ (0,4159%~0,9335-0,049) 2 + (-0,2339%~1,02140,02592
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Ur2 max = J (1,2825*0,7646* 0,3419) 2 + (~0,4159* —0,6040* 0,0491)2 + (~0,2339*1* 0,0259) 2

Ur2 max = J (1,2825*1%0,3419)2 + (~0,4159 *1* 0,0491) 2 + (~0,2339 * —0,5754 * 0,0250) 2
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CAPITULO IV

CONCLUSIONES

1.  El andlisis mediante superposicion modal de una estructura es uno
de los métodos mas practicos ya que considera menos grados de libertad por

nivel, pudiéndose de esta manera hacer su estudio mas simplificado.

2.  Un sistema posee tantas frecuencias naturales como grados de
libertad; cada frecuencia corresponde a un modo determinado de vibracién.
Por lo tanto; se puede deducir, que la forma mas sencilla de vibracion esta

dada por los sistemas de un grado de libertad.

3. El método de superposicidon modal combina varios métodos como
son: la matriz de masa, la matriz de rigidez y el método de la raiz cuadrada

de la suma delos cuadrados.

4. Una de las condiciones que debe cumplir este método es la
condicion de ortogonalidad la cual dice que la multiplicacion de la traspuesta
de la matriz del los autovalores multiplicada por la matriz de masa y a su vez
multiplicada por la matriz de los autovalores debe dar como resultado la

matriz identidad.

5. El método de superposicion modal expresa un movimiento forzado

de un sistema en términos de los modos normales de vibracion
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