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RESUMEN

Se determind la ecuacién general de transferencia térmica, para un gas diluido en
régimen de transicion, calculando la funcion de distribucion hasta tercer orden en el nimero
de Knudsen, usando la ecuacion de Boltzmann, en la aproximacion del tiempo de relajacion
[1] y el método de Chapman-Ensgok [2], junto con la ecuacion de la conservacién de la
energia [2]. Esta ecuacion es particularmente sencilla para el caso de un gas en reposo, la
cual nos da como resultado la ecuacion de la conduccién térmica o ecuacion de Fourier
generalizada, con derivadas espaciales hasta cuarto orden. Para una aplicacion se considerd
una geometria simple: dos planos infinitos paralelos a una distancia L y sometidos a dos
temperaturas diferentes. El perfil de temperaturas obtenido, presentd oscilaciones
caracteristicas del régimen de transicion, es poco sensible a la parametrizacion de las
interacciones moleculares en las fronteras, este perfil para nimeros de Knudsen muy

pequefios reproduce el comportamiento lineal caracteristico del continuo.



CAPITULO |
INTRODUCCION

Unos de los principales resultados de la teoria cinética de los gases son que la
viscosidad y la conductividad térmica son independientes de la densidad del gas [1, 3, 4].
Pero a medida que la presion disminuye, estas cantidades comienzan a depender de la
densidad y tienden a cero con la densidad [5]. Un criterio para establecer el grado de
enrarecimiento de un gas es mediante el nimero de Knunsen

fn =1 (1.1)
donde A es el recorrido libre medio de las moléculas del gas y L una distancia caracteristica
del recipiente que lo contiene como aparece en la figura 1. Segun este nimero, un gas esta
en el régimen de Knunsen, si k, =1y en el régimen continuo si k,, < 1. La region de

densidades cerca de la unidad k,,~1 se le conoce como régimen de transicién [5].

Figura 1. Principales escalas de longitud caracteristica a tener en cuenta a nivel molecular.

Desde el afio 1978 ha desarrollado un intenso esfuerzo tedrico y experimental para
entender las propiedades del flujo de estos gases diluidos en régimen de transicion por
Garcia Sucre y colaboradores [6, 13, 14, 18]. Uno de los principales resultados de estas
investigaciones es que las leyes lineales tales como la transferencia de momentum de
Newton y la ley de Fourier para la transferencia de calor por conductividad térmica, no

pueden explicar la dindmica de los flujos desarrollados en estas condiciones de dilucion, es



decir, la hipotesis del continuo, la que sustenta a estas leyes, pierde su validez [6, 18]. En
otras palabras habia que buscar una descripcion alterna para estudiar estos nuevos flujos y
establecer la dindmica de los mismos. Este nuevo enfoque no debe fundamentarse en la
hipétesis del continuo, si no, en la hipétesis atomistica de la materia.

En vista del gran nimero de grados de libertad involucrados en una descripcion
atomistica, esta debe fundamentarse en el supuesto probabilistico, tal como aparece en el
nucleo de las colisiones de la ecuacion de transporte de Boltzmann [19, 20]. Esta rama de
la teoria cinética se conoce hoy en dia como la dindmica de gases enrarecidos y se inicia
con el mismo Boltzmann a principios del siglo XIX y comienza a tener importancia por
primera vez en el afio 1958 con los vuelos espaciales [19].

La ecuacion de transporte de Boltzmann es una de las herramientas méas adecuada
para el estudio de la dindmica de los gases enrarecidos, ya que esta incluye de manera muy
natural a los pardmetros fundamentales como el recorrido libre medio, el tiempo libre
medio de colision y la seccion transversal de colision, con los cuales se pueden explicar
los fendmenos de transporte [1, 2, 19, 20]. A pesar de ser una ecuacion integro diferencial
no lineal, y de dificil solucién, la dependencia con estos parametros la hace mas
conveniente que cualquier otra formulacion [5, 21].

La descripcion teorica de los fendmenos de transporte se puede clasificar en dos
clases de manera muy general [23]. La primera clase la que incluye a todos aquellos que
parten de la ecuacion de transporte de Boltzmann y se les denominan analiticos. La segunda
estd formada por aquellos que parten del formalismo de Green-Kubo. A estos se les llama
de simulacion y usan la dinamica molecular fuera del equilibrio. No es necesario decir cual
método es mas ventajoso. Aungue la dindmica molecular de no equilibrio parece
prometedora para el calculo de los coeficientes de transporte a un mejor nivel de exactitud.
Una de las ventajas del método analitico es que permite seleccionar los parametros
fisicamente relevantes en la descripcion del fendmeno y de una relacion aproximada que
depende de esos parametros. Por esta razdén ambas descripciones son complementarias una
con otra [21, 23].



La teoria matemaética de la ecuacion de transporte de Boltzmann se puede decir que
comienza con los ilustrisimos matematicos alemanes Hilbert y Carleman. A partir de aqui
la cantidad de resultados relacionados con ella han ido en aumento. Entre estos se pueden
citar los métodos de linealizacion y solucion, al conocido como el método de Hilbert y el
método de S. Chapman y D. Enskog [24]. Este Gltimo aparece en el libro: La Teoria
Matematica de los Gases no uniformes, por S. Chapman y T. G. Cowling, desde entonces
se le conoce asi. Muy usado y tomado como base para otros abordes donde las teorias
fenomenoldgicas fallan. De aqui parti6 Burnett para la obtencion de sus celebres
ecuaciones que hoy se conocen con su nombre [25]. Ademas de estos resultados, no se
pueden dejar de citar, entre otros, los de H. Grad y los C. Cercignani desde los comienzos
de 1977 hasta su muerte.

Mientras que los métodos de simulacion de la dindmica molecular, que comenzaron
con los pioneros Alder y Wainwright, también se puede decir que se han desarrollado y
superado con la llegada de las supercomputadoras, entre estos se pueden nombrar el método
de Monte Carlo, el método de simulacion directa de Monte Carlo, los automatas celulares,
y el enmallado de Boltzmann [5], entre otros.

Todo este cimulo de conocimientos y herramientas de célculo seréa el escenario, al
final del afio 1980 y de aqui en adelante, para el desarrollo tecnolégico de los nuevos
dispositivos en los que los canales son la parte fundamental y el flujo a través de ellos es
un tépico de popular interés a investigar debido a las ramas emergentes de la Bioguimica en
los sistemas conformados por chips, y en las tecnologias de fabricacién de los sistemas
micro-electromecanicos que comenzaron afinales de estos afios [19-21].

Con el avance tecnoldgico, los dispositivos se hacen cada vez méas pequefios, en
consecuencia los flujos en la escalas de los micrometros hasta el nanémetro son un desafio
para la suposicion fundamental de la mecanica del continuo. Los efectos de las moléculas
en el volumen del fluido versus las moléculas proximas a la frontera solida son totalmente
diferentes. Estos son aspectos extremadamente interesantes para ser investigados en los
flujos a estas escalas [19, 21, 26-28]. La delimitacion entre la frontera del continuo y no

continuo todavia no esta determinada e inevitablemente tiene una gran influencia en el



comportamiento de los fluidos a pequefia escala, que tiene que ser comprendida y
considerada en el disefio de tales dispositivos [19, 21, 26-28].

En vista de la gran aplicacion que tiene el conocimiento tedrico de la dinamica de
fluidos de gases enrarecidos, en la tecnologia emergente, en este trabajo nos proponemos
obtener una generalizacion de la ecuacion de la conduccion térmica [29] o ecuacion de
Fourier, a partir de la ecuacion de transporte de Boltzamm, en el régimen de transicion.
Como en esta condicion de dilucion son importantes los efectos de la interaccion de las
moléculas del gas con las de la frontera sélida, sustituiremos una descripcion detallada que
considere el potencial de interaccion de las moléculas de la superficie sélida con las del gas
proximas a ella, por una parametrizacion, dada por los valores de la primera derivada de la

temperatura evaluada sobre la superficie [6-18].



CAPITULO 11
MARCO TEORICO

2.1 Conductividad térmica

Consideremos un gas en la que la temperatura no es uniforme en toda su masa. En
particular, imaginemos que la temperatura T es una funcion de la coordenada z, como
aparece en la figura 2, es decir que T = T(z). El gas no esta, entonces, en condiciones de
equilibrio. En consecuencia, la energia, en forma de calor, pasara de la region de mayor a la
de menor temperatura [1, 2, 4, 29, 30]. Sea g, el calor que atraviesa la unidad de area de un
plano (en la direccién z, normal al plano) por unidad de tiempo. La magnitud g, es el flujo
de calor en la direccién z. Si la temperatura fuera uniforme, g, = 0. Si no es uniforme, es

de esperar que con una buena aproximacién sea proporcional al gradiente de temperatura

Z—Z, si este no es demasiado grande [29]. Por lo tanto, podemaos escribir:

T
=% @2.1)

Iz > T
Z q,>0
9z

Figura 2. Un gas en contacto termodindmico con dos acumuladores de calor a temperaturas

constantes T, y T;. Si T, > T; el calor fluye en la direccion -z desde la regién de temperatura méas
alta a la de temperatura mas baja.

La constante k de proporcionalidad se llama coeficiente de conductividad térmica

del gas [1, 2, 4, 29, 30]. Como el calor fluye desde la region de mayor a la de menor



temperatura, g, < 0, si Z—Z > 0. El signo menos se pone explicitamente en (2.1) de forma

que k sea una magnitud positiva. En el espacio la ecuacion (2.1) se puede escribir de la

forma siguiente [4, 29]:
q=—kVT. (2.2)

Esta es la densidad de flujo térmico debido a la conduccion térmica. Podemos
escribir esta ecuacion como una funcion de la temperatura. De acuerdo con la ley de la
conservacion de la energia, la cantidad de calor absorbida en un volumen determinado en la
unidad de tiempo debe ser igual al flujo térmico total que entra en dicho volumen a través
de la superficie que lo limita. Como sabemos, dicha ley de conservacidn puede expresarse
como una “ecuacion de continuidad” para la cantidad de calor. Esta ecuacion se obtiene
igualando la cantidad de calor absorbida en la unidad de volumen por unidad de tiempo a la
divergencia de la densidad del flujo térmico con signo menos [1, 2, 4, 29, 30]. La primera

aT - .
vale pcp - tomamos el calor especifico cp, puesto que la presion es naturalmente

constante en todo el gas en reposo. Igualando esta expresion a —V - g = kV2T, obtenemos

la ecuacion:

LA ok
5 = XV, x_pCp'

(2.3)

Es bueno aclarar que al tomar la divergencia de q , admitimos que k es
independiente de T(z), pero, segun la teoria cinética, esta depende de T, mediante el
promedio de la velocidades moleculares, aun para un solido existe una dependenciaen T [1,
4].

La ecuacion (2.3) es conocida como la ecuacion de la conduccion térmica o
ecuacion de Fourier. En la region de bajo densidad, es decir, cuando el nimero de Knudsen
se aproxima a la unidad k,~1,ocurren nuevos efectos debido a las moléculas que
constituyen el gas, por ejemplo, la condiciones de no deslizamiento en la frontera, el
coeficiente de conduccion térmica depende de la temperatura, las cuales no pueden ser

descrita por la ecuacion (2.3), [6-14, 16]. El entendimiento de estos nuevos efectos se logra



con la hipétesis atomica de la materia. En las siguientes secciones desarrollaremos la teoria
cinética clasica, la cual nos permite estudiar estos sistemas constituidos por un numero muy
elevado de moléculas N(N~1023), en donde una descripcion del movimiento clasico de
cada molécula es poco practica, debido al gran nimero de constituyentes y una descripcion
estadistica se vuelve méas ventajosas ya que las funciones que describen el estado del fluido
(campo de velocidad del fluido, temperatura y densidad) pueden obtenerse como promedios
estadisticos de los micro-estados [2, 30 ].
2.2 Tiempo de colision

Consideremos una molécula con velocidad v. Sea P(t) la probabilidad de que tal
molécula pase un tiempo t sin sufrir un choque. Desde luego, P(0) = 1, puesto que una
molécula no tiene posibilidad de chocar en un tiempo t — 0. Por el contrario, P(t)
disminuye cuando t aumenta, puesto que una molécula esta constantemente expuesta a
sufrir un choque; en consecuencia, la probabilidad de sobrevivir un tiempo t sin que este se
produzca, disminuye al crecer el tiempo [30]. Finalmente, P(t) — 0 cuando t — oo. (La
situacion es muy similar a una que nos es a todos muy familiar; por nuestra constante
exposicion a las enfermedades y los accidentes, todos, mas pronto o méas tarde, hemos de
morir). En definitiva, el resultado se refleja en la representacion grafica de P(t) en funcién

de t, cuya forma se sefiala en la figura 3.

Figura 3. Probabilidad P(t) de supervivencia durante un tiempo t sin sufrir un choque. (El area
sombreada representa la probabilidad P(t)dt de sufrir un choque en el intervalo de tiempo entre ty
t + dt despues de una supervivencia durante un tiempo t sin choques).

Para describir los choques, sea w dt la probabilidad de que una molécula sufra un
choque en el tiempo comprendido entre t y t 4+ dt. La magnitud w es, por tanto, la
probabilidad por unidad de tiempo de que una particula sufra una colisién; es, por

consiguiente, la velocidad de choque. Supongamos que la probabilidad w es independiente



de la historia pasada de la molécula; esto es, no importa cuando sufrié la molécula su
ultima colision. En general, w, sin embargo, puede depender de la rapidez v de la molécula
particular que se considera, o sea que w = w(v).

Conociendo la probabilidad de choque w es posible calcular la probabilidad de
supervivencia P(t). Esto puede hacerse observando que la probabilidad de que una
molécula sobreviva un tiempo t + dt sin sufrir un choque tiene que ser igual a la
probabilidad de que esta molécula sobreviva un tiempo t sin sufrir un choque multiplicada
por la probabilidad de que no sufre un choque en el intervalo de tiempo siguiente, entre t y

t + dt simbdlicamente podemos expresarlo por

P(t +dt) =P(t)(1 —wdt), (2.4)
por consiguiente
dP
P(t) + Edt =P(t) - P(t)wdt, (2.5)
0 bien
1dP
= 2.6
P dt v (2.6)

Entre choques (esto es, en un tiempo del orden de w™1) la velocidad v de una
molécula no varia; o bien, si la molécula estad sometida a fuerza exteriores debidas a campos
gravitatorios o electromagnéticos, su velocidad varia, normalmente, en una cantidad
relativamente pequefia en el breve tiempo w~1. En consecuencia, la probabilidad w, aunque
sea funcion de v, puede considerarse ordinariamente como una constante independiente del

tiempo. La integral de (2.6) es, por lo tanto, inmediata y da

InP =—-wt+C 2.7)

P = Ce™ ", (2.8)

la constante de integracion C puede determinarse aqui por la condicion P(0) = 1. Se

obtienenasique C =1y



P = e WL, (2.9)

P(t) dt la probabilidad de que una molécula, después de sobrevivir sin choques

durante un tiempo t, sufra una colision en el intervalo de tiempo entre t y t + dt. Por tanto,
P(t) dt = e Wtwdt, (2.10)

la probabilidad (2.10) debe ser normalizada adecuadamente, en el sentido de que

0

f?(t) dt = 1. (2.11)

0

Lo que sencillamente afirma que existe una probabilidad unidad de que molécula
choque en algin momento. En efecto, por (2.10) se tiene

0

j e Wwdt = f e Vdy =1, (2.12)
0 0

con lo que queda comprobada la condicion de normalizacion (2.11). Sea t = t el tiempo

medio entre choques. Este se llama también tiempo de colisién o tiempo de relajacion de la

molécula [2, 30]. Segun (2.10) podemos escribir

B o0 o0 1 o0 1
= = P = —-wt = —j -y = — .
T=t ] (t)det je wdtt e ydy ” (2.13)
0 0 0
por lo tanto,
S (2.14)
w
(2.10) puede escribirse igualmente bien en la forma
dt

P(t)dt = e7t/7 — (2.15)

Como en general w = w(v), T puede depender de la velocidad v de la molécula.
. dt .- p .y
Hemos establecido que — es la probabilidad de que una molécula sufra una colision en su

movimiento erratico. Como consecuencia de esta colision la molécula sufre un cambio en la

direccién de su movimiento [30]. La probabilidad de colision depende de tres factores; la



10

densidad de moléculas, su tamafio, y su velocidad media relativa [30]. Si las moléculas
son de forma esféricas, de radio a, dos moléculas chocaran si la distancias entre sus centros
es menor que d = 2a . Para calcular la probabilidad de que una molécula chogque con otra
en tiempo muy pequefio §t. Consideraremos un cilindro de base wd? y una altura igual a la
distancia viajada por la particula en este tiempo (v)dt. La probabilidad de colision es
exactamente igual a la probabilidad de que el centro de la otra se encuentre dentro de este
cilindro. Considerando el numero de particulas contenidas en el cilindro, a parte de la
particula blanco, esta probabilidad se expresa como:

dP = nnd?(v)dt, (2.16)
donde n es la densidad de particulas incidentes [30]. También se acostumbra a expresarla
como

dP = Io,dt, (2.17)
en la que I = n(v) es el flujo incidente y o, = wd? la seccion eficaz de dispersion, como

aparece en la figura 4. La distancia media recorrida por tal molécula entre choques se

denomina camino libre medio A de la molécula. Asi tenemos:
A =1(v). (2.18)

El camino libre medio para el choque de dos particulas esféricas viene dado por

1
V2no,

Si las dos particulas son iguales, la seccion eficaz de dispersion tiene la forma

A =

(2.19)

o, = md?. (2.20)

En los apéndices [A.3] y [A.4], se expone este concepto de manera mas general [2,
30].
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Figura 4. Seccién transversal total de colision en el plano de colision.

Podemos tener una estimacion del camino libre medio de las moléculas, para un gas
tipico a la temperatura ambiente (T =~ 300 K) y a la presion atmosférica (10°dinas cm™2).
Con estos valores se tiene una densidad de moléculas n, que se puede calcular a partir de la

ecuacion de estado, obtenemos asi

P 106 moléculas

- = = 2,4x10°
"= XT T (1,4x1016)(300) X

— (2.21)

Un diametro molecular tipico podria ser d = 2x1078cm, la ecuacion (2.20) dara,
por lo tanto, o, ~ 2x1071% cm?, con lo que la ecuacion (2.19) nos dara la estimacion del

camino libre medio aproximado
A~ 3x10"°cm, (2.22)
por consiguiente,

A>d, (2.23)

de forma que en nuestras aproximaciones, podemos justificar que los choques entre las
moléculas son relativamente poco frecuentes [2, 30].
2.3 La hipdtesis atomistica de la materia y la ecuacion de transporte de Boltzmann
Partiremos del supuesto de la teoria atomistica de la materia. Consideraremos que
el gas esta lo bastante diluido [2, 4, 31], para poder decir que:
a) Cada molécula pasa una fraccion relativamente grande de su tiempo a

distancias grandes de las otras moléculas de forma que no tiene interacciones con
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ellas. Dicho brevemente, el tiempo entre colisiones es mucho mayor que el tiempo
involucrado en una colision.

b) La probabilidad de que mas de dos moléculas se acerquen lo suficiente entre
si en un instante cualquiera como para tener interacciones simultaneas, es
despreciablemente pequefia comparada con la probabilidad de que esto ocurra con
solo dos particulas. Dicho brevemente, los choques triples se producen muy
raramente en comparacion con los de dos particulas.

c) La longitud de onda media de de Broglie de las moléculas es pequefia si se
compara con la separacion media entre las moléculas [2, 5]. EI comportamiento de
una molécula entre colisiones puede describirse en forma adecuada por el
movimiento de una particula que sigue una trayectoria clasica con posicion ry
momentun p bien definidos, y asi se puede usar la Mecanica Clésica.

El sistema considerado por la teoria cinética clasica de los gases es el de un gas
diluido de N moléculas encerradas en una caja de volumen V. Si la temperatura es lo
suficientemente alta y la densidad es suficientemente baja, entonces las moléculas se
pueden considerar localizadas como paquetes de ondas, cuyas extensiones son pequefias en
comparacion a la distancia intermolecular media [2, 5]. Asi se cumple que,

1/3

h N
_(_) «1, (2.24)
2mkT \V

es decir, que la longitud de onda promedio de Broglie de una molécula, debe ser mucho
menor que la separacion promedio entre ellas.

En tales condiciones, cada molécula puede considerarse una particula clasica con
una posicion y un momento bien definidos. Ademas, se puede considerar que dos
moléculas se pueden distinguir entre si. Las moléculas interactian entre si a través de
colisiones cuya naturaleza se especifica mediante una seccion transversal de dispersion
diferencial dada o [2, 5, 30, 31]. A lo largo de nuestra discusion de la teoria cinética, solo
se consideraré el caso especial de un sistema de un tipo de molécula monoatémica.

No estamos interesados en el movimiento de cada molécula en detalle [2, 31]. Mas

bien, estamos interesados en la funcion de distribucion f (r, v, t), definida de manera que
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f(r, v, t)d3r d3v. (2.25)

Es el numero de moléculas que, en el tiempo t, tienen posiciones dentro de un
elemento de volumen d3r alrededor de r y velocidades dentro de un elemento de espacio-
velocidad d3v alrededor de v. Los elementos de volumen d3r y d3v no deben tomarse
literalmente como cantidades matematicamente infinitesimales [2, 5]. Son elementos de
volumen finito que son lo suficientemente grandes para contener una gran cantidad de
moléculas y, sin embargo, lo suficientemente pequefios como para que, en comparacion con
las dimensiones macroscopicas, sean esencialmente puntos [2, 5, 30, 31]. Que tal eleccion
es posible puede verse con un ejemplo. En condiciones estandar hay aproximadamente
3x10%° moléculas /cm3 en un gas. Si elegimos d3r ~101%m3, que para nosotros es lo
suficientemente pequefio como para ser llamado punto, todavia hay moléculas del orden de
3x10° en d3r.

Para hacer la definicion de f(r,v,t) mas precisa, consideremos el espacio de seis
dimensiones, llamado espacio u, generado por las coordenadas (r,v) de una molécula. El

espacio u se representa esquematicamente en la figura 5.

A

d3p]£ 0

Figura 5. El espacio de seis dimensiones u de una molécula.
Un punto en este espacio representa el estado de una molécula. En cualquier

instante de tiempo, el estado de todo el sistema de N moléculas esta representado por N

puntos en el espacio u. Dejemos que un elemento de volumen d3rd3v se construya
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alrededor de cada punto en el espacio u, como el que se muestra sobre el punto O en la
figura 5. Si nosotros contamos el nimero de puntos en este elemento de volumen, el
resultado es por definicion f(r, v, t)d3r d3v, los elementos se eligen de modo que cada
uno de ellos contenga un gran nimero de puntos, como 10°, y si la densidad de estos
puntos no varia rapidamente de un elemento a un elemento vecino [2, 5], entonces
f(r,v,t) puede considerarse como una funcion continua de sus argumentos, podemos

hacer la aproximacion
Sfrv,t)d*rd®v = [ f(r,v,t)d®r d®v (2.26)

donde la suma de la izquierda se extiende sobre todos los centros de los elementos de
volumen, y la integral del lado derecho se toma en el sentido de calculo. Siempre se
entenderd tal aproximacion.

Habiendo definido la funcion de distribucion, podemos expresar la informacion de

que hay N moléculas en el volumen V a través de la condicién de normalizacion
| farv,0d*rd®v =N, (2.27)

si las moléculas estan distribuidas uniformemente en el espacio, de modo que f es

independiente de r, entonces
N
[favody = (2.28)

El objetivo de la teoria cinética es encontrar la funcién de distribucion f(r,v,t)
para una forma dada de interaccion molecular. La forma limite de f(r,v,t) cuando t — o
contendria entonces todas las propiedades de equilibrio del sistema [1, 2, 4, 5, 30, 31]. Por
tanto, el objetivo de la teoria cinética incluye la derivacion de la termodinamica de un gas
diluido.

Para cumplir con este objetivo, nuestra primera tarea es encontrar la ecuacion de
movimiento para la funcion de distribucion. La funcion de distribucion cambia con el
tiempo, porque las moléculas entran y salen constantemente de un elemento de volumen

dado en el espacio u. Supongamos que no hubo colisiones moleculares (es decir, o = 0).
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Entonces, una molécula con las coordenadas (r, v) en el instante t tendra las coordenadas

(r + vét,v + Fét) en el instante t + &t, donde F es la fuerza externa que actda sobre una
moléculay v = —€s la velocidad. 6t Puede ser una cantidad verdaderamente infinitesimal.
Por lo tanto, todas las moléculas contenidas en un u - espacio elemento d3r d3v, en (r, v),

en el instante t, se encontraran en un elemento d3r d3v’, en (r + vét, v + Fét), en el

instante t 4+ &t. Por lo tanto, en ausencia de colisiones, tenemos la igualdad
f(r+vét, v+ Fét, t + 6t)d3r' d3v’ = f(r,v, t)d3r d3v, (2.29)
que se reduce a
f(r+vét,v+Fot, t +6t) = f(r,v,t), (2.30)

porque d3r’ d3v" = d3r d3v. El Gltimo hecho se establece facilmente si asumimos que la
fuerza externa F depende Unicamente de la posicién. En cualquier instante t, podemos
elegir d3r d3v para ser un cubo de seis dimensiones. Es suficiente mostrar que el area de
cualquier proyeccién de este cubo, digamos, dxdv,, no cambia. Un calculo simple
mostrara que esta proyeccion, originalmente un cuadrado, se convierte en un paralelogramo

de la misma area en el tiempo &t, como se ilustra en Figura 6.

Figura 6. La invariancia del elemento de volumen en el espacio u bajo evolucion dindmica en el
tiempo.
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Esta invariancia es valida siempre que (r,v) sean coordenadas generalizadas
conjugadas canonicamente. Cuando hay colisiones (es decir, o # 0), debe modificarse la

igualdad (2.30). Nosotros escribimos

f(r+vét,v+Fét,t+6t) = f(r,vt) + (ﬂ

ot 2.31
at)colisi(m ( )

. 0 . . .
La que define a (a_]:) como el incremento neto, por unidad de tiempo, en
colision

d3r d3v y (r,v), del nlmero de moléculas a consecuencia de las colisiones. Desarrollando
el lado izquierdo hasta primer orden en §t, obtenemos la ecuacién de movimiento para la

funcion de distribucién cuando dejamos 5t — 0:
af

(i+v-VT+F-V,,)f(r,v,t) = (—

. 2.32
ot at)colisi()n ( )

Donde V,., V,, son, respectivamente, los operadores de gradiente con respecto a vy
r. Esta ecuacion no es significativa hasta que especifiquemos exphmtamente(—f) .
colision

or

Para derivar una formula explicita para ( )
0t/ colisién

, asumimos que el gas esta lo

suficientemente diluido como para que solo se tengan en cuenta las colisiones binarias
[A.1]. El efecto de las fuerzas externas sobre las colisiones se ignora en el supuesto de que

estas fuerzas, si estan presentes, variarian poco en el rango del potencial intermolecular.

Para obtener una forma explicita de (ﬂ

t)cousién’ partiremos de la relacién (2.31), y la que
multiplicaremos por d3r d3v, para escribirla como:
f(r+vét,v+Fét, t +5t)d3r dB3v + f(r,v, t)d3r d3v
_ (%
B (E)colisién
La relacién obtenida arriba, se puede aclarar mediante la figura 7

(2.33)
d3r d3vét .
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A

Figura 7. Un elemento de volumen en el espacio u en los tiempos ty t + 8t .
donde el cuadrado etiquetado A, representa el elemento de volumen en el espacio de fase en
{r,v,t}y el etiquetado B representa el de {r + vit, v+ %61:, t+ 61:}, donde &t

eventualmente tiende a cero. Durante el intervalo de tiempo 6t, algunas moléculas en A
seran sacadas de A por colisién. Consideramos A tan pequefio que cualquier colision que
sufra una molécula en A la sacard de A. Tal molécula no alcanza B. Por otro lado, hay
moléculas afuera de A que, mediante las colisiones, entrardn en A durante el intervalo de
tiempo &t. Estos estardn en B. Por lo tanto, el nUmero de moléculas en B en t + ét,
cuando 6t — 0, es igual al namero original de moléculas en A en el tiempo t mas la
ganancia neta de moléculas en A debido a colisiones durante el intervalo de tiempo 6t. Esta

declaracidn es el contenido de (2.33), y se puede expresar en la forma

a -
(—f) d3r d3vst = (R - R) d3r dBvst. (2.34)
ot coll

Donde R&td3r d3v, es el nimero de las colisiones que ocurren durante el tiempo
entre t y t+6t en las que una de las moléculas iniciales estd en d3rd3v

aproximadamente (r, v).

R&td3r d3v, es el nimero de colisiones que ocurren durante el tiempo entre ¢ y

t + &t en las que una de las moléculas finaliza en d3r d3v aproximadamente (r, v).

Estrictamente hablando, cometemos un pequefio error aqui. Estamos asumiendo
implicitamente que si una molécula califica bajo la descripcion, ninguno de sus socios en la

colision califica. Este error es insignificante debido a la pequefiez de d3v [2, 5].
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Como asumimos que el gas esta extremadamente diluido, entonces podemos
considerar solo colisiones binarias e ignorar la posibilidad de que tres 0 mas moléculas

puedan colisionar simultaneamente [2, 5, 30, 31]. Esto simplifica considerablemente la

evaluacion de R y R. El efecto de las fuerzas externas en las colisiones se ignora, sobre la
suposicion de que estas fuerzas, si estan presentes, variarian poco sobre el rango del
potencial intermolecular.

Una colision binaria se especifica, por ejemplo, como 12 —» 12", donde el 1y 2,
especifican la moléculas uno y la dos antes de la colisién y los primados después de la
colision. El nimero de pares de este tipo se denota como dN;, y el numero de colisiones

del tipo12 — 1'2', en un elemento de volumen d3r en r, por intervalo de tiempo 8t es
dNy,I dost. (2.35)

DondeIdo es la probabilidad de colision por unidad de tiempo [2] y se debe
ajustar la probabilidad de una colision del tipo 12 — 12, puesto que se estan contando los
pares en colision [2], es decir, hacer n = 1. En los apéndices [A.3], [A.4] y [A.5] se ilustra
el concepto de I do . Mediante la funcion de correlacion de dos particulas F, expresamos el

namero de pares como:

dN,, = F(r,P,,P,,t)d3rd3P, d3P,. (2.36)
Escribimos
R&td3rd3v, = §td*rd?v, [ d3v,Ido F(r,v,,v,,t), (2.37)
es decir
R = [ d®v,Ido F(r,v,, v, t), (2.38)

ahora para determinar R consideraremos las colisiones del tipo 12" - 12, en este caso el

numero de colisiones se expresa como
d'N,,{I do} 8¢, (2.39)

es decir que
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F(r, v}, v,, t)d3rd3v] d3vy{l do} 6t. (2.40)
Asi
R = f F(r, v, v}, t) dvi{l do}. (2.41)
En la Mecénica Clasica la ecuacion fundamental es m d?r/t?> =F, la cual es
invariante cuando hacemos la transformacion t — —t, si F no depende explicitamente de t,
esta invarianza permite cambiar el estado final por el inicial. En el apéndice [A.5] y en la

figura A-5 se expone graficamente esta simetria; por lo tanto: / do = {I da}, por eso:

a —
(—f) = R—R=[ d®v,ldo(F;y — F13), (2.42)
ot colision
donde Fy, = F(r,vy,v;,t) . Asi escribimos:
af) do
g = [ d®v,d0|v, — v |(—) F... —F.). 2.43
(at colisiéon f 2 ! 2 0.2 ( 12 12) ( )

Esta expresion no es exacta [2, 5], aun para un gas suficientemente diluido, puesto
que depende de la funcion de correlacion de dos particulas: F(r,v,,v,,t). Ahora

admitiremos el supuesto crucial.
F(r,v,v,,t) = f(r,v, t) f(r,v,, t). (2.44)

Esto dice que la probabilidad de encontrar dos particulas en el elemento de
volumen d3r no se correlacionan, de modo que la probabilidad de encontrarlas
simultaneamente en el mismo volumen, es el producto de la probabilidad de encontrar cada
particula por separado [2, 5, 30, 31]. Esto se conoce como el "supuesto de caos molecular".
Con el supuesto de caos molecular, tenemos

(&

9]
ot >colisic’m = | d®v,d0Q|vy — v,| (6_;) (fifz — f1f2)- (2.45)

En la que se han utilizado las siguientes abreviaturas:

fi=frv,t), (2.46)
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f2 = f(r, v2't)i (247)
fi =f,v,t), (2.48)
fz = f(r,v),t), (2.49)
sustituyendo (2.45) en (2.32) obtenemos la Ecuacion de Transporte de Boltzmann (ETB)
9] 5 oy ., .,
(& + vV, +F v,,l)f1 = [ d®v,d0vy — vyl (aTz) FLfL = Fofo). (2.50)

La cual es una ecuacion integral-diferencial no lineal para la funcién de
distribucion.
2.4 Las leyes de conservacion

Para investigar los fendmenos de no equilibrio, debemos resolver la ETB, con las
condiciones iniciales dadas, para obtener la funcion de distribucion. Algunas propiedades
rigurosas de cualquier solucién de la ETB se pueden obtenerse a partir de cualquier colision
molecular, hay cantidades dinamicas que se conservan [2, 4, 5, 19, 20, 30, 31].

Sea X(r,v) cualquier cantidad, que se conserve, asociada con una molécula de
velocidad v, ubicada en r, de modo que en cualquier colision del tipo {vq, v,} - {v'l, v'z}

que tenga lugar en r, se cumpla:
X+ X, = X, + X5 (2.51)

Llamamos a X una propiedad conservada [2, 4, 5]. El siguiente teorema es valido.

Teorema

of (r,v, t)

= =0, (2.52)

[ d&3v X(r,v) l

colision

La ecuacion para la evolucion de la cantidad X, se basa en este teorema.

Donde (a—f) es el lado derecho de (2.31). Este teorema se demuestra en el Apéndice
colision

[B.1].



Finalmente el teorema deseado:
6<X>+6< X) < 8X> n< 8X> n<aFi >
at n 0x; it i dx;/ m iavi

Donde

(X) = %f d3vXf.
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(2.53)

(2.54)

Para moléculas simples, las propiedades independientes conservadas son masa,

impulso y energia. En consecuencia establecemos sucesivamente

X=m, (Masa)

X =my;, (Momento)

1 .
X = Emlv —u(r,t)|? (Energia térmica)

donde

u(r,t) = (v).

(2.55)

(2.56)

(2.57)

(2.58)

Es la velocidad hidrodinamica del gas. Entonces deberiamos tener tres teoremas de

conservacion independientes. Los tres teoremas de conservacion se resumen en (2.59),

(2.60) y (2.61).

9 LY. (ow) = 0
ot pu) =",

(Conservacion de la masa)

u=—r ——
axi'

p E)PU .z
) F (Conservacion del momento)
m

(a+ v
Ploe T

(a+ v)e
Ploe ™

2 . .
. (Conservacion de la energia)

(2.59)

(2.60)

(2.61)



aproximaciones adecuadas de (—

t)colisi()n

Las cantidades auxiliares se definen de la siguiente manera.

p(r,t) = mJ d3vf(r,v,t),

u(r,t) = (v),

1

O(r,t) = kT = §m(U2),

1 2
q(r,t) = Emp(UU )
P = p{U:U)),

A = 1 au] N aui

U Zm axi ax] ’
n(r,t) = [ d3vf,

Ui =U; — Ui.

(Densidad de masa)

(Velocidad media)

(Temperatura)

(Flujo de calor)

(Tensidn de tensiones)
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(2.62)

(2.63)

(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)

(2.68)

(2.69)

Una vez obtenida la funcién de distribucion, podemos usarla para obtener las

cantidades fisicas P;; y q, las cuales, al ser sustituidas en la ecuaciones (2.60)-(2.61) nos

daran las ecuaciones del movimiento del gas diluido. La ecuacion de la conservacion de la
energia (2.61) nos darad en forma directa la ecuacion general de transferencia térmica para
un gas diluido [2, 29].

2.5 Ecuacion de transporte de Boltzmann con hipoétesis del tiempo de relajacion

Por el momento queremos evitarnos complicaciones excesivas por medio de

of

definida por la funcién distribucion de Maxwell

n m
f(o)(r, v, t) = Wexp [—% (‘D — u)z].

. Admitamos sencillamente que el efecto de las

colisiones es siempre la restauracion de una situacion de equilibrio local [1, 2, 4, 5, 30, 31],

(2.70)
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En la que n, 8, u pueden ser funciones de variacion lenta de r y t, pero no dependen
de v. Supongamos ademas que si se perturba la distribucién molecular correspondiente al
equilibrio local [2, 4, 5], de forma que la distribucion efectiva f(r,v,t) es diferente de
£ entonces el efecto de las moléculas es restablecer f a su valor de equilibrio £ en un

tiempo de relajacion t que es de orden del tiempo de colision [2, 4, 5]. Simbdlicamente

escribimos esta hipotesis para (a—f) en la forma
ot/ colisién
— £
(g) __ S 2.71)
ot colision T

con la hipotesis (2.71), en la ecuacion (2.32) se transforma en

d — f(0)
(E+v-vr+F-Vv)f(r,v,t)= —%. (2.72)

Esta es sencillamente una ecuacion lineal en derivadas parciales de f y es la ETB
con hipdtesis del tiempo de relajacion.
2.6 Método Chapman-Enskog y aproximaciones de la funciones de distribucién

Para aplicar los teoremas de conservacion (2.59)-(2.60)-(2.61) y encontrar las
ecuaciones del movimiento del gas diluido, es necesario hallar soluciones aproximadas de
la ETB en el tiempo de relajacion [5, 19, 20, 24, 31]. La aproximacion del tiempo de
relajacion, aunque linealiza a la ETB en f, no garantiza soluciones exacta en la mayoria de
las veces [19, 20, 31], esto es importante para justificar el empleo de métodos aproximados
que nos permiten el estudio del comportamiento del sistema. En la literatura se han
desarrollado varios métodos para resolver de forma aproximada la ETB [31, 32]. Unos de
los métodos mas usados es el método de Chapman-Enskog, que consiste basicamente en
tomar aproximaciones sucesivas de la funcion de distribucion para dar solucion a la ETB.
Brevemente, se propone una expansion de Chapman-Enskog de la ETB con el nUmero de

Knudsen como pequefio parametro, es decir

f= f[O] + f[l] + f[Z] + f[3] + ..._|_f[11]_ (2.73)



24

Una de las cosas més importante de una serie es su convergencia, si el namero de
Knudsen es pequefio garantiza que la serie converja. fI° es la funcién de distribucion de
Maxwell (2.70). Las correcciones del tensor de tensiones y el flujo de calor se pueden

obtener de la siguiente manera:

Py =P+ pM 4 Pl 4 P 4o pln) (2.74)

(o] [1]

i =a" +q" +q”

+q@ + B g, (2.75)

Para ver un ejemplo, truncamos la expansion (2.73) hasta primer orden
f=ro+ (2.76)
y sustituimos (2.76) en la ecuacion (2.72), obteniendo

fll = —¢ (% +v-V,+F- vv) (rlo1 4 fihy, (2.77)

donde
fll = g — glol, (2.78)

Consideremos que la situacién no estd muy alejada del equilibrio (f~£°), por lo

tanto
f[O] > f[l]’ (2.79)
podemos ignorar 1 en el lado derecho de la ecuacion (2.77)

d
£~ -T(aw Y+ p.v,,) £101, (2.80)

Suponga ademas que f° varfa en una cantidad significativa (es decir, del orden de

si mismo) solo cuando r varia en una distancia L. Luego se proporciona la estimacion

v
il = _Tzf[O]. (2.81)

—x ——== —k,, (2.82)
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dondeA es una longitud del orden del camino libre medio. A partir de estas
consideraciones, concluimos que f1° es una buena aproximacién si la densidad,
temperatura y velocidad locales tienen longitudes caracteristicas L mucho méas grandes que

la trayectoria libre media 1. Podemos hacer esto de forma sucesiva

flnl = — fln-1], (2.83)
Donde
flol sy rlal (2.84)
il fl2l (2.85)
fl2l s fBl (2.86)
fln=1l 5 flnl, (2.87)

Obtenemos las siguientes aproximaciones

4]
fl2l = —r(a+v~vr +F~v,,>f[1], (2.88)

0
f[3]z—r<&+v-vr+F-Vv>f[2], (2.89)

0
R F AR A AT (2.90)
Luego se proporciona las estimaciones
£l 2

7o~ (5) =@ (2.91)
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fl3l 3
o~ (Z) ~ (kn)?, (2.92)
finl N
o7~ (Z) ~ (k)™ (2.93)

Utilizando las ecuaciones de conservacion (2.60)-(2.61) y la funcién de distribucion
en los diferentes 6rdenes nos daran las ecuaciones del movimiento del gas.
2.7 Condiciones de contorno

Las ecuaciones del movimiento del fluido deben completarse con los condiciones de
contorno. En el orden cero tenemos las ecuaciones de Euler (C-7)-(C-8)-(C-9) para un gas
ideal y en orden uno obtenemos la ecuaciones de Navier-Stokes (C-32)-(C-33)-(C-34),
estas descripciones se conocen como el régimen continuo. Usualmente en este régimen se
emplean las condiciones de frontera de no deslizamiento, las cuales consisten en suponer
que las paredes y la capa del gas adyacente tienen la misma temperatura y velocidad.
Las soluciones a los siguientes érdenes en k,, conducen a las ecuaciones constitutivas de
Burnett (C-49)-(C-50)-(C-51) y super-Burnett (C-65)-(C-66)-(C-67), [22, 24, 25, 31], aqui
las descripciones microscopicas son necesarias para llevar a cabo el andlisis del
comportamiento del fluido, ya que las interacciones moleculares y moléculas-superficie se
hacen notorias [6, 18]. Una de las caracteristicas de este régimen es la llamada capa de
Knudsen [33, 34], ésta es una capa delgada de gas que se forma en las inmediaciones de la
superficie de la frontera, que tiene propiedades diferentes a las del gas y tampoco
coinciden con las de la pared. En esta zona ocurren desviaciones apreciables en las
propiedades macroscépicas de gas como en los perfiles de velocidad, la temperatura y la
presion del gas. Debe saber que la capa de Knudsen aparece en el régimen del continuo,
pero esta es tan pequefia que se desprecia. Sin embargo, en el régimen de transicion, esto se
considera al admitir valores diferentes de Au/L y AT/L de las primeras derivadas

evaluadas en las fronteras [6, 9, 13, 16].
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CAPITULO 11
MARCO METODOLOGICO

3.1 Ecuacion de la conduccion térmica en el régimen de transicion

El problema a resolver es la determinacién de la ecuaciéon de conduccion térmica o
ecuacion de Fourier, cuando nos encontramos en el régimen de transicion, donde la
ecuacion fenomenoldgica (2.3) deja de ser validad, es decir, cuando el nimero de Knudsen
estd cerca a la unidad (k,,~1). Esta ecuacion generalizada de Fourier se obtendra de la
ecuacion general de transferencia térmica, para un gas en reposo, una vez conocidas las
cantidades fisicas q y P;; hasta tercer orden en el numero de Knudsen. Para conocer estas
cantidades fisicas q y P;; supondremos que las funciones que describen el estado del fluido
(campo de velocidad del fluido, presion y temperatura) son de variacion lenta con respecto
la posicion y utilizando el método perturbativo, expuesto en la seccion 2.5, para garantizar
la linealizacidn de las funciones de distribucion hasta tercer orden [2, 33, 34].
3.2 Ecuacién de transporte de Boltzmann

El modelo matematico a usar es la ETB en su formulacion del tiempo de
relajacion, para un gas estacionario (es decir, las funciones que describen el estado del gas
son funciones de las coordenadas) y sin fuerza externa

f-r©

d
UiG—Xif(r,v) = —T, (31)

hicimos la aproximacién U; ~ v;. Esta aproximacion toma validacion, si, la diferencia de
temperatura es pequefia, pero los valores de temperatura son grandes, de tal manera que la

velocidad mas probable (la velocidad més probable es una funcion de la temperatura, segun

o= ,ze : . — :
la ecuacion v = Z) es mucho mayor que la rapidez de la corriente principal del flujo del

gas

u
=« 1. (3.2
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El valor exacto T no puede ser determinado. Aparece en el lado derecho de ETB, al
aproximar la integral de colision, este tiempo de relajacion tiene un orden de magnitud del
tiempo colisiones.

3.3 El método de Chapman-Ensgok y linealizacion de las funciones de correccion

Para determinar la funcion de distribucion f que satisface a la ecuaciéon (3.1)

usaremos el método de Chapman-Enskog [24, 31], en el cual haremos aproximaciones

sucesivas hasta tercer orden, tal como fue esbozado en la seccién 2.6
f=flol g pll g plal 4 fI3]) (3.3

donde cada orden viene dada por el conjunto de ecuaciones

]
fl~ — TUi7f[°], (3.4)
l
[2] 4 [1]
fEm =l (3.5)
l
(3] 4 [2]
S vl (3.6)
l

Como podemos notar en el conjunto de ecuaciones (3.4)-(3.6), si conocemos
% que es la funcion de distribucion de Maxwell del equilibrio local con toda la
informacion del sistema que se estudia, se obtiene £, conocida £ se obtiene f121, y asi
sucesivamente. De esta manera se determinara la funcion de distribucion hasta tercer
orden en el tiempo de relajacién. Para una distribucion de orden cero f°'y las ecuaciones
de conservacion (2.60)-(2.61), obtendremos las ecuaciones de Euler (C-7)-( C-8)-( C-9)
para un gas ideal, donde las correcciones de la densidad de flujo térmico (2.65) y el tensor
de presion (2.66) son:

P = PiE-O] = 6D, (3.7)

qi=q =0, (3.8)
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Las correccion de orden uno £ se escribira en funcion de u, 8, p ya que f1°! solo
depende r a través de estas cantidades fisicas y utilizando las ecuaciones del movimiento
de Euler para simplificar (C-7)-( C-8)-( C-9), se obtiene

il = —¢flol [l (ﬂ U2 — E) U.a_e + 1/1 (U-U- — 15. .UZ)] (3.9
0\20 2) tox; @TH\"YS 37U ' '
Con esta funcion correccion hasta primer orden f = £ + f[11'y |as ecuaciones de
conservacion (2.60)-(2.61) se obtendran las ecuaciones de Navier-Stokes (C-32)-( C-33)-(
C-34) para un gas viscoso, donde las correcciones de la densidad de flujo térmico (2.65) y

el tensor de tensiones (2.66) son:

™o 1
5 006
[0] [1]
i = 4q; i —VU—35 e 3.11
qi=q +q =0-znot ox, (3.11)

Donde se pueden identificar atné y %n@r como los coeficientes de viscosidad y

conductividad térmica, y se corresponde al régimen del continuo, es decir, de orden uno. En
el orden uno los efectos de la colisiones moleculares empiezan aparecer como no
homogeneidades en el gas, debido a que las colisiones contralan los procesos de transporte
[1, 2, 4, 5]. Conocida f!1, podemos conocer f[2] sustituyendo en la ecuacion (3.5)
0 1/m 5 00
2] o 7y, L) fl0] _<_ 2 __>
f laxi{ f [9

26 2) T ax;
(3.12)
1 1 )
+ g/lkl (UkUl _§5klU ) )
conocida f2!, podemos conocer 3! sustituyendo en la ecuacién (3.6)
0 0 1/m 5 a0
8] ~ — 70, - J7y. 2L Flol _(_Uz __) u,
/ bt 0xp, {T " ox; {Tf IH 26 2/ 7 ox;
(3.13)
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Las funciones de correccion de orden dos y tres son ecuaciones no lineales.

Despreciando los término donde aparecen los productos de las derivadas de la funciones

aT dp ot

que describen el estado del gas (— PP —) y la derivada del tiempo de relajacion, ya

que son de variacion lenta con respecto a la posicion, nos queda las funciones de correccion

de orden dos y tres linealizadas (Apendice [C.1])

1 920 5
2l ~ 72 |- UU( U2——>
I~ Y g axon, 207 2
1 a4 1 (3.14)
kl
'+9U % O&Ul 35m lf
1/m
B] o 3|22 yy2
! ‘ [9 (29”
S)U A AL (3.15)
2 ki laxk axi axl .
1 924,

1
(U U — 35ijuz)lf[°1.

Con esta funcién de correccién de segundo orden f = f101 4 Fll 4 £l2l y a5
ecuaciones de conservacion (2.60)-(2.61), se obtendran las ecuaciones de Burnett (C-49)-

(C-50)-(C-51), [22-25, 31], donde las correcciones de la densidad de flujo térmico (2.65) y

U,U
t o % ox, o,

el tensor de tensiones (2.66) son:

_ ol (1] [2] _ ™o 1 - - 3.16
ndt? [ 92%6 1 2
2 m (6xi6x,-+ ESijV 9>1
_ ol i g 98Ty (1 P 0%y, (3.17)
=49 T4 T4q; dx; 2" 30x; 0, 0x; 0x; '

Con la funcién de correccion hasta tercer orden f = f191 4 I 4 2l 4 £y |as
ecuaciones de conservacion (2.60)-(2.61), se obtendran las ecuaciones de super-Burnett (C-
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65)-(C-66)-(C-67), donde las correcciones de la densidad de flujo térmico (2.65) y el tensor
de presion (2.66) son:

Py = A+ rf P = 0 -2 T2 4y - ey i
+2200 (aj;"xj + %5”-\729) - 2%2% [3v2Ai,- + 19
3m aa;i\gfj + o Gmeyve (V)]
qi=q" +q"+q"+¢® = 0- kaa_i + Znf?r? (g%
% ) (3.19)
- n2ri

3.4 La ecuacion general de transferencia térmica en régimen de transicion
La ecuacion general de transferencia térmica, en régimen de transicion hasta tercer
orden, se obtiene de la ecuacion de la conservacion de la energia, es decir, de:

a - 2- S 2

Cuando los flujos, se expresan como (3.18) y (3.19). La ecuacion general de
transferencia térmica (3.20), es particularmente sencilla en el caso de un gas
incomprensible en reposo, en el cual la transferencia de energia se debe totalmente a la

conduccion térmica. Asi, tenemos simplemente

aT ok 9T
— = 2T : 3.21
ot = S ax o " DT 5o, (3:21)
Hemos sustituido 6 por kT y p por nm. Donde € = M yé& =21 (kTZ)ZT3. También
2¢cpm mecyp

hemos supuesto que las diferencias de temperaturas en el gas son tan pequefias, tal que los
cambios de los coeficientes € y ¢ con respecto a la temperatura son despreciables. Para un

gas estacionario, esta se simplifica aun mas
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i 2 o 3.22
axi axi (v T) te axi axi =0 ( . )

$

Es una ecuacion en derivadas parciales de cuarto orden, por lo cual, necesita de
cuatro condiciones de fronteras, en este caso la temperatura evaluada en la frontera y la
primera derivada de las mismas [16]. Esta ultima derivada ha demostrado que tiene un
significado fisico al parametrizar las interacciones de las moléculas del gas proximas a la
fronteras con las moléculas de las paredes solidas que lo confinan [13, 16]. Para una
aplicacion de esta ecuacion, nos remitiremos a la geometria de la figura 2 que se encuentra
en la seccion 2.1, en este caso

d? (d?T\ = ,d’T
E F +w EZO. (323)

. d2t .,
Donde, w? =§. Haciendo Y=E lo cual reduce el orden de la ecuacion

diferencial

d?y
E + a)ZY = 0. (324)

Cuyas soluciones son de la forma Y = Acos(wz) + Bsen(wz), entonces el campo

de temperatura en el gas se expresa como
T =a+ bz+ Acos(wz) + Bsen(wz), (3.25)

las constantes se determinan usando las condiciones en la frontera:

T(z=0)=T, (3.26)
T(z=L)=T, (3.27)
dT dT
E o = aq, E L =da, (328)

de aqui es inmediato que:
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A= ((Layw + Tyw — Tyw)cos(wl) + (a; — a;)sen(wl) — Layw
—Tiw+ Tza)) (3.29)
/ (w(Lsen(wL)w — sen(wL)? — cos(wL)? + 2cos(wL) — 1)),
B = ((ay — ay)cos(wl) + (La;w + Tyw — T,w)sen(wl) — a; + a,)
/(w(Lsen(wL)w — sen(wL)? — cos(wL)? + 2cos(wL) — 1)) (3.30)

a = (—cos(wL)*Tyw + (—La;w + Tyw + T,w)cos(wL)

— sen(wL)?*T,w
(3.31)
+(LTyw? + a; — ay)sen(wl) + Laye — T,w)
/ (w(Lsen(wL)w — sen(wL)? — cos(wL)? + 2cos(wl) — 1))
b = —(cos(wL)?a; + (—a; — ay)cos(wl) + sen(wlL)?a,
+(Tyw — T,w)sen(wl) + a,) (3.32)

/ (Lsen(wL)w — sen(wL)? — cos(wL)? + 2cos(wL) — 1).
De esta manera el campo de temperatura del gas diluido en régimen de transicion,
esta especificado por:

T =a+ bz + Acos(wz) + Bsen(wz), (3.33)

donde se nota la dependencia de los coeficientes a, b, A, y B con
¢ 049
§ 2

w =

(3.34)
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CAPITULO IV
RESULTADOS Y DISCUSION

Usando la ecuacion de conservacion de la energia (2.61), se obtuvo la ecuacion
general de transferencia térmica [2], al incluir los efectos disipativos como la conductividad
térmica y la viscosidad del gas en régimen de transicion hasta tercer orden en el nimero de
Knudsen. Estos efectos se describen mediante la potencia disipada por la fuerza viscosa, es
decir, el tensor de tensiones, y el flujo de calor debido a las diferencias de temperatura en el
gas. Como las ecuaciones de conservacion, son valederas para cualquier solucion de ETB
[2, 5]. Usamos la formulacién del tiempo de relajacion (3.1) y el método de Chapman-
Enskog (seccion 2.6), y se determind la funcion de distribucion hasta tercer orden, con esta
funcién de distribucion se calcularon de forma explicita los flujos de calor y de momentum
para un caso general, donde las variables de estado que describen el gas se especifican
como u,p, T, las cuales son de variacion lenta con la posicién [2]; las ecuaciones (3.18)-
(3.19) se determinaron de esta manera.

Para la ecuacién de la conduccion térmica en el régimen de transicion, se calcul6 el
campo de temperatura, el cual qued6 determinando por las condiciones de las fronteras (el
recorrido libre medio, y el ancho del canal, como lo establecen la seccion 2.7). A
continuacién mostraremos las graficas de T, segin la ecuacién (3.33), para diferentes
valores de las condiciones en las fronteras.

En las figuras que mostraremos, la temperatura en las fronteras z=0yz = L, se
mantuvieron a 360 K y 365 K respectivamente. En todas las figuras se dejo fijo el ancho
L =0,8cm entre los planos infinitos. Las deméas cantidades se cambiaron como se

especifica en cada una de ellas:



35

CII 0,‘1 0,‘2 D,.S Dl,-t 0‘,5 016 Df'.’ CI,IS

Zgcrmy
Figura 8. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360 K
y 365 K, y valores de la primera derivada de 1x10*K/cmy 2x107*K/cm. El recorrido libre
medio se eligié de 2 = 8x10~2 cm, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

. . . . d
En la figura 8, los valores de la primera derivada se especificaron como: d—y =

Zlz=0

-4 K dy
1x10 p— y &

= 2x10"*K/cm; el recorrido libre medio se eligi6 de A=

z=1L
_ . 1 g
8x10~2 ¢m. En esta grafica se nota " de una oscilacién suave en todo el ancho del canal, no

obstante, en la ecuacion (3.33) establece una superposicion de un término lineal con un

término oscilante.

365

361

0 D‘,l 0‘,1 013 074 U,IS 0?6 0,‘7 08
z emy
Figura 9. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360 K
y 365 K, y valores de la primera derivada de 1x10™* K/cm y 2x10~* K/cm. El recorrido libre
medio se eligié de A = 2x1072 cm , mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.
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La figura 9 se hizo con 2 = 2x1072 cm y valor de las primera derivadas igual que
en la figura 8. En esta se puede notar un aumento en la frecuencia de oscilaciones con
respecto a la figura 8, y una amplitud con respecto a la recta del continuo, como se

establece en la ecuacion (3.33).

. . . d
En la figura 10, se cambiaron los valores de las derivadas: d—z =0,1K/cm
z=0
dy

- = 0,2 K/cm. Se puede notar que no hubo un cambio apreciable respecto la
z=1L

y

figura 8, pero es muy diferente a la figura 9.

365

3641

TIE)

362 4

360 T T T T T T T T
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08
ziemy

Figura 10. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360
Ky 365 K, y valores de la primera derivada de 0,1 K/cm y 0,2 K/cm. El recorrido libre medio se
eligié de A = 8 x10~2cm, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

En la figura 11, se dejo el mismo valor de las derivadas primeras en las fronteras de
la figura 10, pero se cambio 2 = 2x10~2 ¢m. Se puede notar que el perfil de temperatura no
presentd un cambio apreciable respecto al de la figura 9, pero si con respecto a la figura 10.
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365

0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 08
zdemy

Figura 11. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360
Ky 365 K, y valores de la primera derivada de 0,1 K/cm y 0,2 K/cm. El recorrido libre medio se
eligié de A = 2x10~2 cm, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

Para la figura 12, se tomd un valor de 2 = 1x1072 ¢m vy las primera derivadas se
fijaron igual que en la figura 8. Se puede notar aqui un aumento en la frecuencia de
oscilaciones con respecto a la figura 11, pero una disminucién en la amplitud con respecto a
la recta del continuo.

] 0.1 02 03 04 0.5 0.6 0.7 0.8
z cm

Figura 12. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360
Ky 365 K, y valores de la primera derivada de 1x10~*K/cmy 2x10~* K/cm. El recorrido libre
medio se eligié de A = 1x10~2 c¢m, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

En las figuras 13 y 14, se fijaron los valores de las primeras derivadas igual que en
la figura 8, pero se cambio el valor del recorrido libre medio A = 1x10~3 cm para la figura

13y A = 1x1075 cm para la figura 14.
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365

3644

K

3624

360 -\ T T T T T T T T
0 0.1 02 03 04 0.5 06 0.7 0.8
zicmy

Figura 13. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360
Ky 365 K, y valores de la primera derivada de 1x10™* K/cm 'y 2x10~* K/cm. El recorrido libre
medio se eligié de 2 = 1x10732 cm, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

3654

364

360 T T T T T T T v
0 0.1 02 03 04 05 06 0.7 03
zfcm)

Figura 14. Perfil de temperatura entre dos placas paralelas con temperaturas en las fronteras de 360
Ky 365 K, y valores de la primera derivada de 1x10™* K/cm y 2x10™* K/cm. El recorrido libre
medio se eligi6 de 2 = 1x10~5 cm, mientras que el ancho del canal L = 0,8 cm.

En la figura 13, podemos ver un aumento de la frecuencia de oscilacion con
respecto a la figura 12, pero una disminucion en la amplitud de las oscilaciones. Mientras
que en la figura 14, no podemos diferenciar las oscilaciones con respecto a la recta del

continuo.
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Los resultados dados en los parrafos anteriores pueden ser entendidos por un
modelo menos restringido, que el obtenido segin la ETB, en el cual se confirman el
caracter oscilatorio del campo de temperatura en un gas diluido en régimen transicion.

Por lo tanto, para dar una interpretacion fisica e intuitiva de dichas oscilaciones,
partiremos que el flujo de calor por conduccién térmica se debe al transporte de la energia
cinética promedio de las particulas del gas, por efecto de las colisiones. Considerando la
figura 2, una particula que viene de la parte superior de plano z, experimenta su Ultima
colision en el punto z + A, antes de llegar al plano z. Mientras que la particula que va
subiendo sufre la colision en el punto z — A, antes de llegar al plano z. En estas condiciones

el flujo neto de la energia cinética promedio viene expresado como

G = Zn(DW ez~ 1)~ ez + D] @)

Donde n(z), (v(z)) y e(zx 1) son las densidad de particulas, la velocidad
promedio y la energia cinética promedio como funcién de la coordenada z. En este punto es

bueno aclarar que se estd admitiendo que el flujo de particulas a lo largo del eje z
es gn(z)(v(z)), es decir, que al escribir % no diferenciamos en el flujo de particulas las que
vienen de arriba de las de abajo, la diferencia solo esta en la energia cinética expresada
como e(z + A) . Entonces, si requerimos de la estabilidad en el flujo de calor, ésta debe ser

garantizada por la diferencia e(z — 1) — e(z + 1), y no por el flujo. Si esto es asi, entonces

la Unica funcion que satisface este requisito es T= C + Dz + Acos(wz) + Bsen(wz), con
la condicién de que sea una funcién periddica de 2A4. Ahora w = % mientras que haciendo

el desarrollo de Taylor del promedio de la energia cinética, hasta tercer orden en el
recorrido libre medio, y admitiendo que el calor especifico no depende de la temperatura

T; se tiene bajo este supuesto:

_1 ZAaE L o) 1632/13 _ 9T 9T 42)
1= =™ 0z my 2" )T 9z o '

pero esta vez
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£ = %n(v)C/l (4.3)

&= %n(v)Cﬁ. (4.4)

En otras palabras, la ecuacion obtenida para el flujo de calor en este modelo
semi_instuitivo, es idéntica a la obtenida usando ETB, bajo los supuestos de variacion lenta
de los coeficientes de transporte con la temperatura. En el modelo expuesto arriba, los
supuestos entran al admitir que los flujos de moléculas calientes y frias no se diferencian, y
también, al admitir que el calor especifico no depende de la temperatura. Todos estos
supuesto son equivalentes al enunciado de lo proximo al equilibrio y a los criterios de

linealizacion usados en los calculos (vea el apéndice). Asi que la ecuacién a resolver es de

nuevo:
d? (d?T , d*T
d_(d_) torSioo, (45)
es decir, que la solucion es también
T =C+ Dz + Acos(wz) + Bsen(wz). (4.6)
Salvo ahora que w = ? ~ % Hemos mostrado, que a partir de la diferencia para la

energia promedio expresada como e€(z — A) — e(z + A1) y luego haciendo un desarrollo en
serie de Taylor hasta tercer orden en A, para la energia cinética, se logra explicar el caracter

oscilante del campo de temperatura en régimen de transicion, al admitir valores diferentes
To,—T- .
de % para las derivadas normales de la temperatura en las fronteras.

Ahora bien, cuando T es lineal en z, es decir A= B = 0, entonces tenemos T =

T-T
L

AT . . g ;- ..
T, + zyq=—€—,€s decir, una vez especificadas T; y T, el unico valor permisible
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T;

. —T-: - - , ,
para las derivadas es a; = a, = Tl . Por otra parte, la necesidad de ir mas alla de la

aproximacion lineal para T (z) debida a la dependencia en A, se presenta al considerar las
propiedades fisico Quimicas del gas y de las fronteras en una region que tiene un espesor

de varios recorridos libres medio conocida como: “boundary layers”. En estas condiciones

.. T, —T; To—T: .
son permisibles valores de a; # ZL Lya, # ZL 1, las cuales admitimos que

parametrizan estos efectos. Las figuras (8-14) ilustran muy bien lo antes expuesto.
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CONCLUSIONES
Hemos encontrado el campo de temperatura de un gas en reposo y diluido en
régimen de transicion, obtenido mediante la ecuacion (3.23), con dos modelos muy
simplificados que exponen con mucha claridad el fendmeno fisico y la validez de las
aproximaciones en los calculos. En los dos casos se admitié una geometria muy sencilla;
dos planos infinitos paralelos separados una distancia L, y el eje z normal a los planos. Las

dos formas de obtener la dependencia oscilante de la temperatura, son consistente con el
T3—T: . . . .
supuesto| %| « 1, es decir, que las diferencias de temperatura en el fluido son muy

pequefias; en el método formal, es decir, el de ETB, esto garantiza todo el procedimiento de
linealizacion para obtener la funcion de distribucidn hasta tercer orden en el numero de
Knudsen y luego la ecuacion constitutiva para el flujo de calor, y asi obtener la solucion
especificada por la ecuacién(3.33). Mientras que en los dos modelo menos formales, la

condicion

T3-T
L

« 1 garantizan que n(z), (v(z))y A = 1/ﬁan casi no cambien con T.

Las soluciones obtenidas para esto dos modelos es idéntica a la obtenida formalmente,

donde w = 0'49/1, mientras que en los menos formales w = /1 y w = V6/A.
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APENDICES
Apéndice A
A.1. Colisiones binarias y la conservacion de la energia e impulso.

Sean m, y m,, las masas de las moléculas; Py y P, los impulsos, €; y €, las

2 : . .
energias en el estado inicial; ¢; = % . El estado final se indica con primas.
Py + P, = P} + Py, (A-1)

E=€1+¢€,=€1+¢. (A-2)

E es la energia total; M la masa total, u la masa reducida:

M = my + my, (A‘3)
_ Mmim,
H= m; +m,’ (A-4)

P el impulso total ; y P,. el impulso relativo:

P=P,+P, (A-5)

myP1—mq Py

P

P; .
= u(vy —vy);v; = ;l es la velocidad.
i

mi+m,

Py=—rP—Py, (A-6)
m;
Py=—-P—P. (A-7)
La energia total
P? p?
E = m + ZT_,u’ (A-8)

la conservacion de las cantidades se ilustra en la figura 15.

P=P (A-9)
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|P| = |P’| (A-10)

A.2. Angulos de dispersion 6; @.
6 esel anguloentre Py P'.
@. El angulo azimutal de P'alrededor de P .

0, el angulo sdlido alrededor de P’
La cinemética de la colision se representa geométricamente en la Figura Al.

2p

P2

P

P B

P
fa) (b)

Figura Al. Representacion la geometria de la cinemética de una colision binaria. (a) EI impulso total
P no ha cambiado (conservacion del impulso). El impulso relativo se gira desde la direccion inicial i
a la direccion final f, sin cambios en la magnitud (conservacién de la energia). El angulo de
dispersion son los &ngulos 6, @ de f en relacion con i. (b) El momento individual de los socios de
colision P; y P, se puede construir a partir de P y 2P, como se muestra. Los puntos A y B
coincidiran a 0, el punto medio de P, las moléculas de colisién tienen la misma masa.
A.3. Seccion transversal de colision.
Definicion
Experimentalmente se define considerando un haz de particulas incidentes, de clase
2, sobre una particula, de clase 1, la que actia como blanco.

Sea
I = n|v1 — Uy (A-ll)

el flujo incidente.
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1(3—;) d2 = Numero de moléculas incidentes dispersas por segundo en el

elemento de angulo solido d2 alrededor de 1.
or =] dﬂz—; = Numero total de particulas dispersadas por segundo, en

todas las direcciones.
A.4. El parametro de impacto b.
Ib db d® = Numero de particulas incidentes, por unidad de tiempo, para la
dispersion.

I(j—;) d? = Numero de particulas dispersadas por segundo dentro del

elemento de angulo sélido d«2, alrededor de 2, como se ilustra en la figura 16.

Figura A2. Dispersion clasica de una molécula por un centro fijo de fuerza 0.

De la geometria esta claro que

Ibdbd® =1 (da> dn (A-12)
~\do/) T
A.5. Invarianza de Ido.

., d .
La ecuacion de Newton : a—‘t’ = F, no cambia cuando t & —t.

(p,p1) © @'.p'1) (A-13)
Ido = [Ido]’. (A-14)

Esta simetria se muestra mediante el esquema de abajo, hasta obtener la colision

inversa.
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-py Ry

Fo Fo
I P2 ! ™
i :
1 I
i . [
i P2 Rp," | Rpy - SHHC e
» P’
A B o) D
P P
| [}
| i
N\ b\ (K7 TR
. T " " =mn - k k21 |
< Ve ‘b 4'
i i
P’ P
A B’ lodd D

Figura A3. Operaciones de simetria que llevan una colision a la colision inversa. En A, B,C'yD'. iy
f, denotan momentos relativos inicial y final respectivamente.

Apéndice B
B.1. Las leyes de conservacion.

Teorema

of(r,v,t
f d3UX(T, ’U) I%l = 0. (
t colisién B'l)
donde (Z—f) es el lado derecho de (2.32).

Prueba.

colision

Sea X (r,v) una cantidad que se conserva en una colision binaria, es decir,

(
X+ X, = X{ + X, B-2)

Usando la definicion de (a—f

) , obtendremos la ecuacion que rige el transporte
t/ colisiéon

de esta cantidad X (r, v), es decir

of
d3v X (—) B
f ot colision (

= [ dv, dv,dvid 30 (v — v)l do(fLfS — Fufe). )
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Usando las propiedades de I do utilizada en la seccion 2.3, y haciendo cada uno de

los siguientes intercambios de variables de integracion.

Primero:  P1 @ Py,
Siguiente: P, € Pp] vy p, & P’2J
p, &

Pi.

Siguiente: Py € Pp7 vy

Obtenemos una forma diferente para la misma integral. Sumando estas tres nuevas
formulas asi obtenidas, a la ecuacién (B-3) y dividiendo el resultado entre 4, obtenemos la
relacion:

a 1 ’ ’
[ dPvx (6];) o= Zf d3v, d3v,d3v;d3v,l do (B
colisiéon
-4)

(fifs — f1f2)(X1 +X,— Xy —X'z) = 0.

El teorema de conservacion, relevante para la ecuacion de transporte de Boltzmann,
se obtiene multiplicando la ecuacion de transporte de Boltzmann en ambos lados por X y
luego integrando sobre v. El término de colision se anula, ya que X es una cantidad que se

conserva (Vea la ecuacion (2.32)) Segun esto:

[ d3P X( )<3+£ V,+F v) (r,v,t) =0 (B
v TV o f(r,vt) = 5)
podemaos reescribir esta expresion en la forma:
9 ¢ wuxf+ L[ awdoxlpo g d3v——f fd3v—(XFf)
at 0x; m (B
oF; -6
—fd3v Ff [ d3vX—Ff=0. )

op;
El cuarto término se anula si se admite que f(r, v, t) tiende a cero cuando |v| — oo.
., ;. . ., . . P
Este teorema de conservacion es Util en la hidrodindmica, donde la velocidad v = —en

lugar del impulso P es una cantidad directamente medible. En consecuencia, expresaremos
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P en términos de v, donde sea conveniente. Ademas usaremos, la definicién del valor

promedio (X):

_Jaexf o1, )
(X)_W_Hfdpr' (B-7)
donde
n(r,t) = [ d&*Pf(@r,P,t), (B-8)

asi obtenemos finalmente, el teorema deseado:
6X> n< 6X> n<6Fi >

d 0
E(TlX)-F—(TlUiX)—Tl(Uia—xi - ia_vi

axi - (B_g)

m
Apéndice C
C.1. Funcion de distribucién y ecuaciones del movimiento.

El flujo de calor (2.65) y el tensor de presion (2.66) en el orden cero estan dados por

1
q;!% = om? [ dduuuzflol, (C-1)
P = m[ duuuflY), (C-2)
donde
n m
f[O] = Wexp [_ﬁ (v - u)z]l (C'3)
el flujo de calor es
1
q;1% = EmZC(r)f d3UU;U2e~AMU* = 0, (C-4)

3

El cual C(r) =n(%)5 y A(r) =%. Esta integral es cero debido a que el

integrando es una funcién impar. Para

P = mC(r)[ d*UuUe 4V = 5P, (C-5)



52

Es decir, la integral sera diferente de cero solo para los elementos principales de la

matriz de Pl] , los cuales tienen el mismo valor, y viene dado por
1 , m\3/?
—_ 3 2,—AMU? _
P 3’0(_2716) [ d®uU?e né,

(C-6)

la cual es la presion hidrostatica local. Sustituyendo las ecuaciones (C-4)-(C-5) en (2.60)-

(2.61)

dp
% +V (pu) =0,

0 1 F
( +u- V) —VP =—,
Jt p m

0 1
<a+u-\7)9+;(v-u)0—0,

donde

[0]
oy _op
E)xl- E)xl-'

P[O

Mw

3
CV—E.

(Ecuacion de continuidad)

(Ecuacion de Euler)

ii=mPV-u

(C-7)

(C-8)

(C-9)

(C-10)

(C-11)

(C-12)

Para calcular £, hay que tener en cuenta que f°! depende de r solo a través de las

funciones p, 8 y u por lo tanto, necesitamos las derivadas

o1 1(m , 3

08 06\20 2
[0]
Of ~ _ ™y lol,
avl- 0
aflol  glo]

dbp  p

)1,

(C-13)

(C-14)

(C-15)
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of1°1 m

g~ o U (c16)
2

podemos escribir £ como

arlol 1 1 3
£l & —tU; o= = —zflol [;D(p) + 5(% U2 _E)D(H) +

(C-17)
%UJD(%‘)]'
donde
d
D(X) = (Ul- %) X. (C-18)

Usando las ecuaciones hidrodinamicas de orden cero (C-7)-(C-8)-(C-9), podemos

demostrar que

ou; dp

D =—p—+ U, —, -
Do) = —2g2% 4 1y 99 (C-20)
B 3 Oxl- iaxi'
4= p 0x; tox; (C-21)
sustituyendo estas relaciones en (C-17), obtenemos:
\Y
£~ _flol [—v utu- P
p
+1(mU2 3)( 29\7 +U \79)
g\ze” ~2)\73% ¢ (C-22)

iy P 2
0 p “ox; )|
conP = %y después de alguna reordenacion y cancelacion de términos, se convierte en:

» o [L(m , 5\, 80 1 1.
U = =25 (55 U% = 5) Vi, + o (00 = 3800%)) (€29
l
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A;j, esta definido por (2.67). El flujo de calor (2.60) y el tensor de tension (2.61) en el

orden uno
1
g = sm?[ EUU Uz, (C-24)
P =mf duuuf, (C-25)
donde el flujo de calor toma la forma

26
2 _Z )l —— C-26
v )f dx; ( )

(1] _ 1m2T

i =375 | CUvRU (35

26

El segundo término de (C-23) no contribuye a esta integral. Podemos escribir esta

relacion de la forma

gV = -k ﬁ, (C-27)
! axi
donde
1m?t 5
- _ 3 4 2_Z)flol = = C-28
K=2— [ dduu (ZHU >f > on, (C-28)
el valor de esta integral viene dado en el apéndice D
P =m[ dvuu; i
(C-29)
= ——f d*UUU; Ap, (Uh 6hZU2>f[ I
la integral viene dada en el apéndice D. El resultado final es
1
P = =22 (4 = Zmsy¥ ) (C-30)
m
donde
U = nfr, (C-31)

sustituyendo (C-27)-(C-30) en las ecuaciones de conservacion (2.60)-(2.61)

9
ai 4V (pu) =0, (C-32)



9
p(—+u-v)u+vp=%F+2ﬁ<

at m '

0x; §m 0x

0%0  4u

<a+ V)H—ZK + (AA ! 2(v )2)
Plac T 3% 9x,0x,  3m\“utu 3™ u

y observando que

apl.g.”_ 2u<a/1i,- 1 8V-u> zau(A 1
K (94 .

axl- 3 ax]

0x; m

ma_xl- 3

U

1
Py = =2 (A = m? (V- w?),

dq; 0K 8 220

axl- - axl- axi axl- axi'

—mSijV . u),

55

(C-33)

(C-34)

(C-35)

(C-36)

(C-37)

Donde hemos despreciados en la ecuaciones (C-35)-(C-37) los términos que

contienen el producto de las derivada de las funciones que describen el estado del gas con

los coeficiente de conductividad y viscosidad del gas, ya que son de variacion lenta. Las

ecuaciones (C-32)-(C-33)-(C-34) son las ecuaciones Navier-Stokes para un gas viscoso.

Debemos linealizar la funcién de correccion de orden dos

9 1/m 5\ 86
2 ~ 7y, L) flo] _<_Uz__)U._
f T Oxl- {Tf [9 20 2 ] ax]

1 1 )
+ 5Akl (UkUl - §5sz )

desarrollando la derivada

(C-38)
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2 - 1 90 1 1.
f 5 > U 6 + HAkl (UkUl_§6k1U>
af[ 1 , 5\, 086
o [9 (29” ")Ufax,
1 1.
+ 5/1]([ (UkUl —§5klU ) (C'39)
4+ ol d 1(m S)U 00
U ox|o\zeY 2) Uias,

1 1.

Donde hemos ignoramos los dos primeros términos porque contienen productos de
las funciones que describen el estado del gas y también con la variacién del tiempo de
relajacion.

a ([1/m 5 00
2l ~ 72y, — —(—Uz ——)U
A {le 20 i 8x;
(C-40)
1
+ 5Akl (UkUl - §5sz2>l}f[O]

desarrollando nuevamente la derivada



57

0 {1}(m U2 5>U 06
“ax; lo) \26 2) 7 ox;

+1 d {(m U2 5)}(] a6
6 26 2/} 77 ox;
1

0x
(m 5) 0 06

U2 —=|—{u,}—
N 1 (m U2 5) U 0%6
6 \26 2) 7 ox; 0x; (C-41)

Donde ignoramos todos los pequefios, nos queda la aproximacién

1/m 5 020
f[2]~rUl< UZ——)U—

0 \20 7 0x; 0x;
(C-42)
+0 ) (UkUl——5klU i
el tensor de tension vy el flujo de calor, en el orden dos
1
g = sm?[ EUUUr), (C-43)
P =m[ duuuf2, (C-44)
donde el flujo de calor
1m?7? aA 1
[2] _ 94k

o = 575 UV (UkUh - §5khuz) y2flol (C-45)

El segundo término (C-42) solo contribuye a la integral. Esta integral viene dada en
el apéndice D. El resultado final es
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(2] _ 771627,'2 a/ll] n m azui C-46
@ = m ax] 3 8xl axi ’ ( ) )

el tensor de tensiones, hasta segundo orden esta dado por.

2 2
[2] mt 3 0-0 (ﬂl 2 5) 0]
pH=— U — (—yz-= _ C-47
o | VOV o (5502 = 5) f (C-47)

Donde el primer término solo contribuye a la integral. La integral viene dada en el

apéndice D. El resultado final es

not? [ 9%6 1
+ 26,720 ). (C-48)

(2]
P =2
ox;0x; 2

1j m

Las ecuaciones de conservacion hasta este orden se obtienen sustituyendo (C-46)-

(C-48) en las ecuaciones (2.60)-(2.61)

d
at
d
p(a+u-v>u+VP
C-50
=—F+2—|———-m -3 — 7?0
m m\ dx; 3 0x; m  0x;
<a+ V)_Z 020 7n06%t? (1 E)ZV-u+2 %4y
P at u T3 0x;0x; 3 m 3m6xlaxl 0x;0x,
4 u 1
30 (A = 5m2 (V- 0)?) (C-51)
4nft? h 220 +m(‘7 Y726
3 m ijaxiaxj 2 U '
Donde
9q;” 71 9 (np? 2}(1 av-u+za/1il)
dox; 2max nor Sm dx; 0x;
(C-52)

7 n6?%r? (1 0%V -u ) 62Ail>

2 m §maxlaxl dx;0x;
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oP* 2 5 220 1
Y :——{TLHTZ}( " + —SijVZH)

0x; max; 0x;0x; 2
(C-53)
+2n9r2 030 N 10 r2g
m \dx;0x;0x; 2 0x; '
P P AN C-54
v T 4T M axex T 20 ' (C-54)

Hemos ignorado los términos relacionado con el producto de la derivadas de las
funciones que describen el estado del gas y el tiempo de relajacion. Las ecuaciones (C-49)-
(C-50)-(C-51) son las ecuaciones de Burnett. Debemos linealizar la funcion de correccion

de tercer orden

51— 1y 0 2y, 1(mU2 S)U 226
It i a\26 Y T 2) Vg,

104y,
+9 9% (UkUl——5kl flol

(C-55)

al desarrollar la derivada



60

3] U GTZU 1<mU2 5>U 026
fo =t ax Vila\2a V" 2 I 0x,0%;

194y, 1.
- _- [o]
Y dx; (U"Ul 30U )l f

, 0U; ( U2 S)U 0%6
v axy, |6 \26 7 0x;0x;

104,
45—l (UkUl——SklU flol

N 2Uc’)f 1(mU2 S)U 0%6
ok, |0\200 T 2) Y axox

1 aA,d 1
5) 920

d |1/m
2y. [0]__(_ U2 ——|U——
+ TS ox, |6 \26 7 0x;0x;

1a/1kl 1.

donde podemos ignorar los primeros términos

fB =~ — 23U, 10 {66[

(C-56)

1<m 5 5) 220
o \26 J 9x; i0x;
+9 9x (UkUl——5kl )

desarrollando nuevamente la derivada

(C-57)
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3] o 50U (m U2 5) 220
f t hf 20 J 9x,0x; ax,

1 d {( 5)}(] 0%6
T oo, \20 2/ 77 ax;0x;
1 5 020
Z 2 _ = .

6 ( v 2) oxp, {U]} 0x;0x;
1

Z 2 _
H(ZBU

5) 036

Ui 0xp, 0x; 0x; (C-58)

1

d {1} 0y,
"3

d0x, \8) 0x;

1 924,
Haxhaxi

4 10%a 9 {(U v —Ls Uz)}
0 dx; dx, (\ "KL 37K '

1 2
(UkUl - §6klU )

Ignorando los términos pequefios

18] & — g3 1( Uz - S)UhUUag—H
0 \20 2 7 0xp, 0x; Ox;
(C-59)
1 02/ 1 2
+5UnVig (UkUl—§6klU fFlol

La correccion del flujo de calor y del tensor de presion en este orden se puede

determinar, asi

qF]_ m?[ dPUyUrfB (C-60)
PiB.?»] — mf d3UUinf[3] (C-61)
es decir:
2.3 3
Bp__mt 3 6 (m 2 5) 2 g[0]
= — &P ———U,U,U;U, |—=U"—=|U . C-62
@ 0 I xy0x;0x, ™ K\ 20 2 / (C-62)
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Donde el primer término (C-58) solo contribuye a la integral. Esta integral viene

dada en el apéndice D. Es resultado final es

—v2g, (C-63)

la correccion a tercer orden del tensor de tensiones es:

mt3 924, 1
1315'3] T 7g / dsUUinUmUkm(UhUz —§5th2)f[O]. (C-64)

Donde el segundo término es el que contribuye a la integral. La integral viene dada

en el apéndice D. El resultado final es:

no*c [ 2 0°V-u
3V Al] + -m

(3]
pll = _»
3 0x;0x;

9]

1 2

Las ecuaciones de conservacion hasta este orden se obtienen sustituyendo (C-62)-
(C-64) en las ecuaciones (2.60)-(2.61)

0
L+ (ow) =0, (C-66)

d
p<—+u-V)u+VP

dt
y - — 2 ]

—_— + ,
E)xl- E)x]
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2 0% nf?r3 02
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3 m §maxlaxl+ 0x;0x,

7n0?7? (1 0%V -u 2 62/1” )
4;1 1

4nOt? < 220 (C-68)
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Donde

9q”) a no*c® 9,
dx;  0x m 0x

n@?*r3® 02 V20 (C-69)

21 9]
= ——{nh?13}—Vv?9 - 21
m{n ' }axl m 0x;0x;

[3]
R 2 2
j 2.3 2
- 7 A+ =
axl- m26 (n6z }l Vi + Smaxi 0x;

m? 0x; 3 x; 0x; (C-70)

2’7,'3

0°V-u 1
+3mEVA(V - w)| A

= -2
9x; 0x; C-71)

lBVZA + 2 3" 9% 9
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Hemos ignorado los téerminos relacionado con el producto de las derivadas de las

funciones que describen el estado del gas y el tiempo de relajacion. Las ecuaciones (C-65)-

(C-66)-(C-67) son las ecuaciones de Super —Burnett.

Tabla de integrales

5 n?
1 3 4[0](ﬂ z__)zl_
[ dBuvsf 55V 3 5 3
1 no? 1 >
) [ Buuu;Ay, (UhUZ—§6hZU2)f[°] = ZW[Aij—ngijV-u]
0A;; 1 n@3 (0A; m 0%u;
3 Z“Ylyu —=5.U2\U%fl0) = 14 by, i
3 [ VU oxy, (ULU] 36”U )U f m3 <6xj * 3 0x; axi>
0260 /m 5 n@? [ 092%6 1
3771717, (g2 _Z)flol = o Z 802
4 | Euv, 0x;, 0x; (ZHU Z)f m?2 <6xi 0x; -|_26”v 0)
036 m 5 u6® o
d3U,U,U U-—(—UZ——)UZ 0] = 42 — —v?g
5 I PPRERT 9y, 0y, 0x; \26 2 / m3 dx,
920, 1
[ U000 5T (Ul = 58,02 £
6 _,n0’ (3, 20%V-u L % (v-3)
T m?2 Y 30x;0x; 3 b u
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