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RESUMEN

En el marco de la Teoria de la Relatividad General, se estudia la evolucion
de una distribucién esférica de fluido radiante, la cual satisface una ecuacién
de estado politropa. Se plantean las ecuaciones de campo de Einstein utilizando
el esquema de Bondi, donde se expresan las variables fisicas en términos de la
velocidad de un observador comévil con el fluido. Ademads, se determinan las
expresiones de las variables cinematicas y las ecuaciones de conservacién del tensor
de energia—momento. La frontera de la distribucién material se acopla suavemente
con la regién exterior correspondiente al fluido nulo, mediante las condiciones de
Darmois-Lichnerowicz que en este caso se reducen a la continuidad de la primera
forma fundamental y de uno de los coeficientes de espin de Newman—Penrose. Una vez
garantizado el acoplamiento, se encuentra una ecuacién de Riccati para la velocidad
del observador comévil en la superficie cuando el fluido es libre de expansion.
Seguidamente, para un caso no politropo, adiabético y libre de deformaciones,
se demuestra que la densidad superficial es proporcional a la densidad promedio.
Posteriormente, la regularidad de las variables fisicas en el origen se garantiza por
medio de un desarrollo en series de potencias de la coordenada radial. De esta forma,
se encuentra una ecuaciéon de conservacién, en funcion de las variables fisicas, que
generaliza la expresion presentada por Alvarado. Al aplicar la ecuacion de estado
politropa en la implementacién del desarrollo hacia el origen, se demuestra que
la ecuacion de conservacién de una politropa radiante coincide con la ecuacién de
conservacién asociada a una esfera radiante en el limite post—cuasiestatico. Luego,
se integra la ecuacién de equilibrio hidrodindmico para una politropa en el caso
estatico. Finalmente, se plantea un modelo politropo adiabatico donde se estudio el
comportamiento del sistema a través de desarrollos en series de potencias en torno
al origen y a la superficie. En este caso se demuestra que la ausencia de flujo de
radiacién conduce a un comportamiento estatico de la politropa.

VI



INTRODUCCION

La Teoria de la Relatividad General es una teoria geométrica de la gravitacion, donde
el espacio y el tiempo son presentados como un unico ente dinamico, denominado
espaciotiempo cuadridimensional, desprovisto de rigidez, capaz de deformarse y
tomar partido en los acontecimientos fisicos. En este contexto, las ecuaciones
de campo de Einstein relacionan la geometria del espaciotiempo y el contenido
energético material. De acuerdo con el Principio de Equivalencia, un sistema de
referencia no inercial es localmente equivalente a un campo gravitacional. De este
modo la gravedad es explicada no como una fuerza fisica sino como un artificio del
sistema de referencia, a diferencia de la teoria newtoniana, donde la gravedad se

define como una fuerza que actia a distancia.

En la actualidad, la Relatividad General ha superado con extraordinaria precisién
todas las pruebas experimentales necesarias para su verificacién, convirtiéndose asi
en la teoria de la gravitacion por excelencia. Uno de los campos que se ha enriquecido
desde que Albert Einstein publicara su Teoria de la Relatividad General en 1915 es
el estudio de distribuciones estelares autogravitantes. Destacando en particular, el
estudio de las estrellas compactas: enanas blancas, estrellas de neutrones y agujeros

negros, cuyo origen y estructura se debe al colapso gravitacional.

La teoria de estructuras estelares, desde sus inicios, ha manejado modelos de
distribuciones politropas, caracterizados por su simplicidad y versatilidad. La
politropa representa una distribucién de materia cuya entropia por particula
y composicién quimica permanecen constantes. En el marco de la gravedad
newtoniana, la ecuacion de estado politropa conduce a la ecuacién de Lane—Emden,

cuyas soluciones aportan informacion acerca de las propiedades fisicas relevantes de



la distribucién, como la densidad y presion centrales, la energia potencial, la masa,

el radio de la estrella, entre otras [1].

Uno de los aspectos mas llamativos de las distribuciones politropas es la variedad
de situaciones fisicas que pueden modelarse variando los parametros de la ecuacién
de estado [2]. Es por ello que la ecuacién de estado politropa ha llamado la atencién
en el estudio de interiores estelares en Relatividad General [3, 4], donde se debe
suministrar informacién adicional a las ecuaciones de campo de Einstein a fin de
resolver el sistema. El presente trabajo se enfocard en el colapso gravitacional de

politropas radiantes.

Una distribucion estelar autogravitante mantiene su equilibrio hidrodindamico entre
el campo gravitacional, que comprime el fluido hacia el centro de la estrella y la
presion de radiacién, debida a las reacciones de fusién termonuclear que tienen lugar
en el interior de la estrella impulsando el fluido hacia el exterior. Esta compensacion
conduce a una ley de estabilidad dindmica que permite que la estrella, aiin sometida

a su propio campo gravitacional, pueda evolucionar durante millones de anos.

El colapso gravitacional ocurre cuando la presion no es capaz de compensar la fuerza
gravitacional, por lo que se pierde el equilibrio hidrodinamico y la estrella sucumbe
sobre si misma por efecto de su propia gravedad. En general, el colapso gravitacional
tiene cuatro posibles estados finales [5]: el primero es la detencién del proceso para
formar enanas blancas o estrellas de neutrones. En el segundo, si la evolucion de
la distribuciéon no es estable, producto de una inestabilidad en su ntucleo durante
el colapso, explota generando una supernova. Otros cuerpos celestes con masas
seis veces mayores a la del Sol terminan formando agujeros negros, con materia
y radiacién saliente durante el colapso, este corresponde al tercer estado. Mientras

que el 1iltimo estado corresponde a la formacion de singularidades desnudas.



La principal aplicacién de la ecuacion de estado politropa en la teoria de estructuras
estelares consiste en modelar el comportamiento de enanas blancas y estrellas de
neutrones [3]. Durante el proceso de formaciéon de una enana blanca, la estrella
colapsa en una estructura formada mayormente por nicleos de carbono, nitrégeno
y oxigeno rodeados por una nube electronica; la presion que mantiene la estrella no
proviene de reacciones nucleares, sino que estd asociada a la repulsion fermionica,
caracteristica de los electrones, lo que origina que estos tengan cierta energia cinética.
Una estrella de neutrones, por su parte, se compactifica incluso mas que una enana
blanca, de modo que los electrones son forzados a colapsar en el nticleo y reaccionan
con los protones para formar neutrones; en este caso, la presién fermidnica se asocia
a neutrones en lugar de electrones. Puesto que la ecuacion de estado politropa puede
modelar un gas completamente degenerado, ya sea de electrones o neutrones, ha
sido utilizada como base para el estudio de estrellas compactas tanto en esquemas

numéricos [3|, como analiticos [6].

Considerando la utilidad de la ecuaciéon de estado politropa, nos proponemos
estudiar analiticamente, a través del software Maple, la evolucion de una distribucién
politropa, esféricamente simétrica, que pierde energia a través de un flujo de radiacién
de particulas sin masa, asociado a fotones y/o neutrinos; tomando como referencia los
trabajos de Bondi [7], Herrera, Jiménez y Ruggeri [8], Siebel, Font y Papadopoulos [3]
y Barreto, Castillo y Barrios [9, 10]. Para ello, se plantea la siguiente organizacién: en
el capitulo uno se determinan las ecuaciones de campo de Einstein para una esfera de
fluido radiante utilizando el esquema euleriano propuesto por Bondi, correspondiente
a la transformacién de un sistema localmente minkowskiano al sistema de radiaion,
permitiendo expresar la cuadrivelocidad en funcion de la velocidad de un observador
comévil. Una vez planteadas las ecuaciones de campo, en el segundo capitulo se

obtienen las expresiones de las variables cinematicas en coordenadas de radiacion,



que seran utilizadas para aportar informacion adicional al sistema, seguidamente
se escriben las ecuaciones dinamicas desprendidas de la ley de conservacién de la

materia y la energia.

En el tercer capitulo se estudian las condiciones de acoplamiento sobre la superficie
que limita las dos regiones, la interior ocupada por el fluido y la exterior descrita
por el espaciotiempo de Vaidya [11]. A partir de las condiciones de acoplamiento de
Darmois-Lichnerowicz [12, 13|, equivalentes a la continuidad de los coeficientes de
espin de Newman—Penrose [14], se evita la aparicién de comportamientos singulares
de las variables fisicas en la frontera. Posteriormente, en el capitulo cuatro se
introduce la ecuacion de estado politropa y se garantiza la regularidad en el origen de
la distribucién mediante un desarrollo en serie de potencias de la coordenada radial,
seguidamente se integra la ecuacién de Tolman—Oppenheimer—Volkov considerando

la ecuacién de estado politropa en el caso estatico.

En el quinto capitulo se propone un modelo de politropa adiabatica, es decir, sin flujo
de radiacién. En este caso se analiza el comportamiento de la distribucion utilizando
desarrollos en serie de potencias cerca del origen y cerca de la superficie del fluido.

Finalmente se presentan las conclusiones.



CAPITULO 1

ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

En el contexto de la Teoria de la Relatividad General, las ecuaciones de campo
de Einstein relacionan la geometria del espaciotiempo con la materia y la energia
presente en el mismo. En otras palabras, estas ecuaciones permiten determinar las
variables métricas a partir del contenido energético-material de tal forma que las
soluciones definan espaciotiempos fisicamente aceptables. Las ecuaciones de campo

vienen dadas por

G

1
Guu = Ruu - §ng/ = _7Tuua (11)

donde G, es el tensor de Einstein, R, es el tensor de Ricci, R es el escalar de Ricci
o escalar de curvatura, g, es el tensor métrico, G es la constante de gravitacion
universal, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio y T}, es el tensor de energia—momento.
Guvs Ry, 9w y T son tensores simétricos cuyos indices van de 0 a 3. Cabe destacar
que el tensor de Einstein es la tinica combinacién posible entre el tensor de Ricci,
el escalar de curvatura y el tensor métrico que comparte las mismas propiedades de
conservacion y simetria del tensor de energia—momento. Es comtin escribir la ecuacién
(1.1) en unidades geometrizadas, igualando la constante de gravitaciéon universal y

la velocidad de la luz a uno (G = ¢ = 1), tal que

1
Ry = 3Ry = —81T,. (1.2)

Leyendo la ecuacion (1.2) de izquierda a derecha, expresa cémo el comportamiento



dindmico de los sistemas fisicos depende de la curvatura del espaciotiempo. En
cambio, leyendo de derecha a izquierda, es el contenido energético-material el que
determina cémo el espaciotiempo se curva. En palabras de John Wheeler [16] “la
materia le dice al espaciotiempo como curvarse y el espaciotiempo le dice a la materia

cémo moverse”.

El escalar de Ricci o escalar de curvatura se obtiene de la contraccién del tensor de

Ricei con el tensor métrico

R=g¢"R,,, (1.3)

donde se ha omitido el simbolo de sumatoria de acuerdo al convenio de sumacion
propuesto por Einstein en 1916, segin el cual, cuando se tienen indices iguales, se

supone una suma desde 0 hasta 3 sobre dichos indices.

El tensor de energia—momento es el objeto matematico que contiene las
contribuciones de todos los tipos de energia presentes en la distribucién de materia.
En particular, el tensor de energia—momento para un fluido radiante describe un
medio material con densidad de energia y presion isétropa en el que ademads existe
un flujo radial de particulas sin masa asociado a fotones y/o neutrinos, el cual es

carateristico de la evolucién de estrellas masivas [15]. Este tensor se expresa

TMV = (p+p) UMUIJ_pg;u/—'—Ek:,ukV; (14)

donde p es la densidad total de energia del fluido, p es la presion radial, en este caso
todas las componentes de la presién son iguales a la presion radial, U, es la forma
covariante de la cuadrivelocidad U” = dz¥/ds, € corresponde al flujo de radiacién y

k,, es un vector nulo (k,k* = 0).

Las expresiones (1.1-1.4) son ecuaciones tensoriales que no dependen de algin



sistema de coordenadas en particular, esto garantiza la validez de las mismas para

todos los observadores posibles.

1.1. La métrica de Bondi

En un espacio riemanniano, se denomina métrica al elemento de linea ds? que conecta
dos puntos infinitesimalmente proximos de un sistema de corrdenadas z*, en el cual

existe una relacion entre la métrica y el tensor métrico g,, que viene dada por
ds® = g, dztdz”. (1.5)

Se pueden escribir de forma explicita las ecuaciones de campo (1.2), partiendo de la

métrica de Bondi [7] con simetria esférica, definida por

ds* = e’ (KdUQ + 2du dr) — r%(d? + sen® 0 d¢?), (1.6)
T

siendo B y V las variables métricas dependientes de u y r. Aqui, u = 2° es una

coordenada tipo tiempo, 7 = x! es una coordenada nula (g;; = 0), § = 22 y
¢ = 23 son las coordenadas angulares habituales. El correspondiente tensor métrico

covariante es entonces

Kew e28 0 0
,
e28 0 0 0
Guv = ) (17)
0 0 —r? 0
0 0 0 —r2sen? 0




cuyo determinante viene dado por

g = —e"rsen’ 6, (1.8)

y, en forma contravariante, el tensor métrico se expresa como

0 28 0 0
e28 —Ke_m 0 0
g = " . (1.9)
0 0 —r2 0
0 0 0 —r2gsen~2%0

Para escribir las ecuaciones de campo de Einstein, en primer lugar se calculan los
simbolos de Christoffel de segunda especie, definidos por

aA(

1
Pf;y =39 Jav,pu + Jua,wy — g,uzz,oz)y (110)

2

donde la coma como subindice denota la derivada parcial con respecto a las

coordenadas indicadas (gay,u = 0gar/0x"). Los simbolos de Christoffel diferentes



de cero para la métrica (1.6) son

1 Vv B
oy = 284 — o <25,TV +V, - 7) , rl, =—Ve 26
9, =re I, = —Ve *#sen?,
0 —28 ari2 2 1
I'5; =re “7sen”0, s =-,
r
Vi (rV, v 1
oo = 02 ( V —2rBu+ Ve +28,V — ?> ; I3, = —3 sen(26),
1 Vv 1
ro=—(28,V+V, —— M ==
10 27, ( /87 + ’ ,,,,) ) 31 7’"
I, =28, I3, = cotd.

Una vez obtenidos los simbolos de Christoffel, el siguiente paso consiste en determinar
las componentes del tensor de Ricci en términos de las variables métricas; este tensor
se construye utilizando los simbolos de Christoffel y sus derivadas de acuerdo a la
expresion

R, =T¢ , —T% +T7.I% —TI° (1.11)

po,v uv,o po yv puvt yar
Por tanto, las componentes no nulas del tensor de Ricci estan dadas por

2V6,ur V‘/,T/B,T’ VQﬁ,r _ /8,7‘7“‘/2 o V‘/,rr ‘/,u - 26,uv

R — _ _ _
00 r r2 r3 r2 212 r2 ’
25 7'"/:7’ + 25,7"7"‘/ + ‘/:TT Vﬁ,r
ROI - 2/6,1”’ - : o - 2 )
45,
Ry =— f ; (1.12)

R33 = sen? 6 Roy.
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De esta forma, las ecuaciones de campo (1.2) quedan escritas como

Vu - 25,uv . K

87TT()0 =
r2 r3

(626 - Vr + 26,7“/)7
1
87TT01 = ﬁ(egﬁ - Vr + 26,7"‘/)7
(1.13)

43,
8l = b, )
r

1
87TT22 = 877'7-'?:’3 = 6*2/8 {QB,UT‘ — 2—72 [r‘/,rr — 2677,‘/ + ZT(B’M-V + ﬁﬂa‘/:?«)]} .

Las expresiones (1.13) son la forma mds general de las ecuaciones de campo
de Einstein para la métrica de Bondi con simetria esférica, dichas expresiones
constituyen un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales en derivadas parciales, de
segundo orden, no lineales y acopladas. El préximo paso para estudiar la evolucién
de una distribucién esférica de fluido radiante consiste en introducir las componentes
del tensor de energia—momento, expresadas en coordenadas de radiacion, en el lado

izquierdo de (1.13).

1.2. El tensor de energia—momento

Con el proposito de darle un significado fisico al tensor de energia—momento en
coordenadas de radiacién, siguiendo el esquema euleriano propuesto por Bondi [7],

se introduce la métrica de Minkowski en coordenadas rectangulares, definida por

ds® = dt* — daz® — dy* — d2°. (1.14)

Hermann Minkowski presenté su métrica en 1908 [17], introduciendo por primera

vez la nocion de espaciotiempo y aportando asi una descripcién geométrica de
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los fenémenos observados en la recién nacida Relatividad Especial de Albert
Einstein, quien mas adelante se inspiraria en la vision de Minkowski para expresar

matematicamente las ideas que dieron lugar a la Relatividad General.

La métrica de Minkowski define un espacio plano de cuatro dimensiones, donde todas
las lineas geodésicas son rectas, siendo este el caso mas sencillo de un espaciotiempo
relativista. Cuando se consideran regiones pequenas de un espaciotiempo general,
donde las variaciones de curvatura son despreciables, la descripcion de la fisica en
dicha region se obtiene de la aproximaciéon al espaciotiempo minkowskiano, como

veremos enseguida.

De acuerdo al esquema de Bondi, en cada punto del espaciotiempo, se pueden definir
las transformaciones locales del sistema de coordenadas de radiacién al sistema

minkowskiano, a través de [7]

dt = ¢ [(g);du—k <%>éd7“] )
de = é° <%) dr,

dy = rd#,

(1.15)

dz = rsenf do,

donde las variables métricas Sy V se consideran constantes debido al caracter local de
la transformacién. Evidentemente, las coordenadas minkowskianas (1.15) satisfacen

la métrica de Bondi (1.6), por medio de (1.14).

Para un observador comévil con el fluido, moviéndose con velocidad w respecto al
sistema minkowskiano en la direccién de z, el contenido fisico consiste en un fluido

con densidad p, presién isétropa p, densidad de energia de radiacion isétropa 36 con
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presién de radiacion ¢ y densidad de energia no polarizada € viajando en la direccién

radial. El tensor de energia—momento covariante visto por este observador comovil

(S
p+36+¢  —¢ 0 0
) —¢  p4é+e 0 0
T, = . (1.16)
0 0 p+6 0
0 0 0  p+6

Las componentes de este tensor de energia—momento comoévil se pueden expresar en
el sistema de referencia minkowskiano mediante una transformacion de Lorentz de

la forma

T, = NSNS T, (1.17)
donde A es el tensor de transformacién de Lorentz, definido por

A =X 0 0

A% = : (1.18)

siendo A, el factor de Lorentz: A = (1 — w?/c?)~"/2, que se escribe en unidades

geometrizadas como

1
A= = (1.19)

De la transformacién (1.17), se obtienen las siguientes componentes en el sistema
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minkowskiano

Too:1 2 + €,
~01_p—pw
14w’
(1.20)
~ 1l —w ( )
11 = 1+ w pPTP)
T;:j—g’:—p,

donde p = p+36,p=p+6ye=¢€1l+w)/(l —w). Ahora se determinan las
componentes del tensor de energia—momento en coordenadas de Bondi a través de
la ley de transformacion de los tensores covariantes:

05 07 -

W g 0B (1.21)

Resumiendo, el esquema de Bondi consiste en introducir los efectos de la velocidad
del observador comévil sobre las variables fisicas haciendo una transformacion
del sistema comovil al minkowskiano, para luego introducir los efectos de los
potenciales gravitacionales mediante una transformacién del sistema minkowskiano
al de radiacion. Las componentes covariantes del tensor de energia—momento se
pueden escribir en coordenadas de Bondi como sigue

2PV + pw?
TOOI (p p2 +€> y
T 1—w

T — 28 p— pw
01 € <1+w )

(1.22)
e2Br (1 —w
T, =—(—=Z
n= (1+w> (p+p),
T:
Th = i _7‘217
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En forma contravariante,

28y (1 —w
700 _ € T-w
% (Hw)(ﬁp),

701 _ 28 <Pw —P)

1+w
(1.23)
pu_ OV (e
r 1—w?
T2 —gen?97% = £
r2’
En el sistema comovil, la cuadrivelocidad viene dada por
U, = (1,0,0,0), (1.24)
transformando esta expresion al sistema minkowskiano, se tiene
U, =AU, = A1, —w,0,0), (1.25)
luego, la transformacién al sistema de radiacén se obtiene a partir de
oz -~
U,= U (1.26)

de esta forma se determinan explicitamente las componentes de la cuadrivelocidad
en coordenadas de radiacién, cuyas expresiones covariantes y contravariantes son las

siguientes

U, = ¢ [\/r‘/uﬂ) \/%<L:—§)oo] (1.27)
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(G ], o

y las componentes del vector nulo, en coordenadas de radiacion de Bondi, vienen

k:ﬂ:(eﬁ\/?n,(),o,()), (1.29)
kH = (0,e5\/z,0,0>. (1.30)
T

Como se mencioné anteriormente (1.15), la velocidad del observador comévil se

Ut = e P

dadas por [18]

| <

expresa en el sistema minkowskiano como

dx
N 1.31
W dt’ (1.31)

esta expresién, en conjunto con las ecuaciones de transformacién (1.15), permite

definir la velocidad material en el sistema de coordenadas de radiacién

Vw Ut

U:m:m’

(1.32)

donde v = dr/du. Este procedimiento permite escribir las ecuaciones de campo en

términos de la velocidad del observador comévil, como se vera enseguida.

1.3. Ecuaciones de campo

Antes de escribir las ecuaciones de campo, expresaremos la variable V' en términos de

la funcién de masa de Misner—Sharp [19], que en simetria esférica estd bien definida
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por medio de

V = (r —2m), (1.33)

donde m es una funciéon de u y r que coincide con la masa de Schwarzschild en el

caso estatico.

Finalmente, introduciendo las componentes del tensor de energia—momento (1.22)
en las expresiones (1.13) y utilizando (1.33), las ecuaciones de campo de Einstein se

escriben como

p + pw? 1 ([, e
— — — 1.34
1 — w? te 47rr(r r—2m )’ (1.34)
p— pw mr
= 1.35
14+w  4nr?’ (1.35)
1—w 2w\ S,
D — =(1-—) = 1.36
(1+w)(,0+p) < r ) 271 (1.36)
28 1 2%
pz—ﬁ”‘%+8—<1——m> <2B,m«+453—&>
T T r r (1.37)
367’(1_2mr)_mrr
+ 9 I 7
mr

Para una esfera de fluido radiante, las ecuaciones de campo de Einstein constituyen
un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales con seis variables: m(u,r), 8(u,r),
p(u,r), p(u,r), w(u,r), y e(u,r). En el caso estatico, donde w = € = 0 y todas las
variables son independientes de la coordenada temporal, las ecuaciones de campo se

reducen a un sistema de tres ecuaciones con cuatro variables: m(r), 5(r), p(r) y p(r).
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En el caso dindmico, se pueden definir las variables efectivas [8] por medio de

D = 1.38
R (1.38)
. p—pw

= 1.39
P=1re (1.39)

siendo p la densidad efectiva y p la presion efectiva, las cuales coinciden con
las variables fisicas p y p en el limite estatico. Las ecuaciones de campo pueden

reescribirse, en funcién de las variables efectivas, de la siguiente manera

w m e 2P
_ " (54D LA 1.40
A—w PPt e= — g omy (1.40)
m,
= : 1.41
P= a2 (1.41)
2m\ B,

o+p=11—— : 1.42
p+p ( . ) o (1.42)

—26 1 21 .

p - _ﬁ,ug_e 8_ (1 — —m) (26,7“1” + 46727” 57 )
T " (1.43)
BBm(l 277”%) e
8rr

Si se conocen las variables métricas m y 3, se determina de inmediato la densidad
efectiva p, la presion efectiva p y la presion radial p utilizando las ecuaciones (1.41),

(1.42) y (1.43), respectivamente. Luego, las variables fisicas p, w y €, se obtienen por
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medio de los siguientes despejes algebraicos

p=p+p—7p, (1.44)
ptp p+p
m e 2P w
= - 5+ ). 1.46
¢ drr(r —2m) (1 —w)? (p+p) (1.46)

En otras palabras, al conocer las variables métricas, las variables fisicas quedan

completamente determinadas a través de las ecuaciones de campo.

Por otro lado, la variacién absoluta de la funcién de masa m con respecto a la

coordenada temporal se expresa como
m =1, +vm,, (1.47)

donde el punto denota la derivada total con respecto a u (m = din/du). Utilizando

(1.32) y (1.34), escribimos esta expresion (1.47) de forma explicita como

r 1—w

) My
o — —dmp?e? (1 _ _m) (ﬂ N ) | (1.48)

Asi se muestra como la presion radial y el flujo de radiacion realizan un trabajo sobre

una esfera comévil con el fluido, cambiando su funciéon de masa.



CAPITULO 2

ECUACIONES CINEMATICAS Y DINAMICAS

2.1. Variables cinematicas

Los observadores fundamentales en el espaciotiempo estan caracterizados por medio
de la cuadrivelocidad U* y las curvas integrales x* = x#(s) de ese campo vectorial
corresponden a las lineas de mundo o geodésicas, las cuales representan la trayectoria
mas corta entre dos puntos; como es bien sabido, en el espacio euclidiano, las lineas
geodésicas son siempre rectas, no asi en espacios de Riemann con curvatura. Aparte
de las lineas geodésicas, se puede caracterizar el fluido radiante a través de ciertos
parametros que describen el comportamiento cinematico de un elemento de volumen.
Estos parametros son conocidos como variables cinematicas y se obtienen a partir
de la descomposicion irreducible de la derivada covariante de la cuadrivelocidad en

su forma covariante, esto es [16]

()
U/,L;l/ = gh,uu + a,u,Uz/ + O v + Wy, (21)

donde el punto y coma (;) representa la derivada covariante, © es el escalar de
expansion, h,, es el tensor de proyeccién ortogonal a la cuadrivelocidad y su
contraccién es igual a tres (b, = 3), a, es la cuadriaceleracién, o, es el tensor

de deformaciones o cizalladura y w,, es el tensor de vorticidad. Estas cantidades
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vienen dadas por

a, = U0, (2.2)
L, N ]
Opw = b (hy Upior + hu Upia) — ghuw
1 o o
Wy = 3 (hy Upa — b, Uva),
donde
a, U" = h,,U* = 0, U" = w, U" =0, (2.3)

mientras que sus invariantes se obtienen de las siguientes contracciones

a? =— ata,,
2o Low 2.4
0" =— "o, (2.4)
2
1
w? = — §w‘“’ww,

En general, los invariantes de las cantidades cinematicas permiten caracterizar
cualquier fluido en base a lo siguiente: la distribucién de materia es libre de expansion
cuando © = 0, se considera inercial cuando a = 0, si ¢ = 0 se dice que el fluido es
libre de cizalladura y solo puede expandirse o contraerse, si w = 0 se tiene un medio
irrotacional. En este sentido, se puede resumir el significado fisico de las variables

cinemdticas como sigue
= O describe el cambio is6tropo de volumen de los elementos de fluido.

» q, determina la diferencia entre la evoluciéon de las lineas universales y la
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evolucion de las geodésicas.

= ¢ define la deformacion de los elementos de fluido en las direcciones dadas por

sus autovalores, sin variaciones de volumen.

= w determina la rotaciéon de los elementos de fluido, a volumen constante,

alrededor de un eje definido por sus autovalores.

Para la métrica de Bondi en coordenadas de radiacién, las variables cinematicas se

expresan de manera explicita como se muestra a continuacion.

El escalar de expansion puede escribirse como

0 =U%, (2.5)

donde

sl TG,

1 Ny
+2v<;+ﬁ,r)+ o

r—2m

La cuadriaceleracion y su invariante vienen dados por

a, = ai(—v,1,0,0), (2.7)

o7
a= al\/e—w +2v (1 — —m), (2.8)
r
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donde

. 1 1 r(l—w)m, @_m W
YTltwlr—2m Vv T " V(l+4+w)

- e - 2B,r}-

1 —w?

El tensor de proyeccion, en su forma mixta, se escribe en términos de las componentes

de la cuadrivelocidad como

UUt ~U,0° 0 0

—UU U 0 0
hit = . (2.10)

Por otro lado, las componentes del tensor de deformaciones o cizalladura son las

siguientes
U 1 Vw, My
= 1+w{1 — w? [w’u B r(1 —7w)] B 2(r —72771)
) o
o = viou, (2.12)
Ol = —UOL, (2.13)
L (2.14)
3
033 = W, (2.15)
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mientras que su invariante puede escribirse como
o="U%, (2.16)

donde

&= % ((3) — i—“) : (2.17)

Y para las componentes del tensor de vorticidad se tiene w,, = 0, siendo este un

resultado estandar en simetria esférica [20].

2.2. Ecuaciones de conservacién

La ley de conservacién del tensor de energia—momento (1.4) se obtiene a través de la
nulidad de su divergencia, la cual esta definida como la contraccién de su derivada

covariante con respecto a las cordenadas x*, es decir

= 0. (2.18)

Las ecuaciones de conservacion que se desprenden de (2.18), son las siguientes
(p+p) UMV, + (U"UY — ¢") py = 0, (2.19)

P U" + (p+p) UYL, + (ek"E"),, U, = 0, (2.20)

que pueden reescribirse en términos de las variables cinematicas como

(p+p)a” =W p, =0, (2.21)
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U+ (p+p)O© + (ek"k"),, U, = 0. (2.22)

La expresion (2.21) es un vector contravariante conocido como la ecuacién de Euler
relativista, mientras que (2.22) es una ecuacién escalar que describe la conservacién

de la masa y la energia del sistema.

Es destacable el hecho de que las ecuaciones de movimiento (2.21-2.22) no son
independientes de las ecuaciones de campo (1.34-1.37) debido a que la distribucién
material es la fuente del campo gravitacional y el campo gravitacional a su vez
es responsable del movimiento de la materia. Una sinergia que, como se explico
anteriormente, se ve reflejada en las ecuaciones de campo de Einstein; en este sentido,
no es de extranar que la informacién presente en (2.18) se encuentre ya contenida
en (1.2), sin embargo la forma explicita de (2.18) resulta mds 1til que las propias
ecuaciones de campo en muchos casos, ya sea para integrar el sistema o bien para

darle una interpretacién fisica. En particular, la componente
Ty =0, (2.23)

conduce a la bien conocida ecuacién de Tolman—Oppenheimer—Volkov (TOV), que
puede expresarse de la siguiente forma para una distribucién material dinamica con

simetria esférica [§]

- p+Dp m
PPy ™Y = H(u, ), 2.24
ot T oat (4w 5 ) = Hewn (2:24)

donde la funcién dindmica H (u,r) viene dada por

H(u,r) = %(p —p) — e (%) . (2.25)
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Se puede observar que la funcion H(u,r) es exactamente igual a cero en el caso
estatico. La ecuacién (2.24) constituye la condiciéon de equilibrio hidrodindmico

durante la evolucion del fluido, por lo que sera de utilidad en capitulos posteriores.



CAPITULO 3

ACOPLAMIENTO EN LA SUPERFICIE

Se estudia un espaciotiempo dividido en dos regiones: una regién interior que contiene
el fluido y otra exterior correspondiente al espaciotiempo de Vaidya [11], separadas
por la hipersuperficie de acoplamiento que limita la distribuciéon de materia. Las
condiciones de acoplamiento estudiadas en este capitulo tienen como propédsito evitar
la aparicion de comportamientos singulares de las variables fisicas en la superficie,
ademas se presentara el conjunto de ecuaciones que describen la evolucién de la

superficie movil.

3.1. Condiciones de acoplamiento

Para integrar las ecuaciones de campo en la superficie del fluido, se acopla la solucién
interior con la exterior en la hipersuperficie r = a(u) = A(u) (se utiliza a 6 A
indiferentemente) que separa el espaciotiempo en dos regiones: la regién interior
(0 < r < A), definida por la métrica de Bondi (1.6), y la regién exterior (r > A),

descrita por la métrica de Vaidya [11] en coordenadas de radiacién

r

2M
ds® = (1 — —) du® + 2du dr — r*(df? + sen® 0 d¢?). (3.1)

Darmois [12] fue el primero en establecer las condiciones de acoplamiento de
manera rigurosa, de acuerdo a su planteamiento, la condicién necesaria y suficiente
para acoplar dos regiones del espaciotiempo, separadas por una hipersuperficie,

esta dada por la continuidad de dos cantidades invariantes, conocidas como la
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primera y segunda forma fundamental, a través de dicha frontera. La primera forma
fundamental corresponde a la métrica inducida sobre la superficie de separacion,
mientras que la segunda forma fundamental corresponde a la derivada covariante del

vector normal a la hipersuperficie proyectada sobre la misma.

Luego, Lichnerowicz [13] introdujo un método alternativo para garantizar el
acoplamiento en la frontera. Segin el enfoque de Lichnerowicz, la condicién necesaria
y suficiente para acoplar dos regiones del espaciotiempo es que exista un sistema de
coordenadas en el cual, tanto el tensor métrico como todas sus primeras derivadas

sean continuos a través de la hipersuperficie que separa ambas regiones.

La equivalencia entre el enfoque de Darmois y el de Lichnerowicz fue demostrada mas
adelante por Bonnor y Vickers [21]. Puede decirse que las condiciones de Darmois
estan expresadas en un lenguaje covariante, mientras que las de Lichnerowicz no lo

estan.

Posteriormente, Herrera y Jiménez [22] demostraron que la continuidad de la segunda
forma fundamental es equivalente a la continuidad de los coeficientes de espin,

provenientes del formalismo desarrollado por Newman y Penrose [14].

La continuidad de la primera forma fundamental se reduce a la continuidad de las

funciones 8 y m a través de la superficie,

B(u, A) =0, (3.2)

m(u, A) = M(u), (3.3)

mientras que la continuidad de la segunda forma fundamental equivale a la
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continuidad del coeficiente de espin 7, el cual viene dado por [10]

2m m, _
= (1) - B e 3.4

y su consecuencia mas importante es que la presion se anula en la superficie de la
distribucién

Pa = 0. (3.5)

Esta condicién garantiza un comportamiento regular de las variables fisicas en r = A.

3.2. Ecuaciones en la superficie

Evaluando las ecuaciones de campo en la hipersuperficie r = A y tomando en cuenta
las condiciones de acoplamiento antes mencionadas, se tiene un sistema de ecuaciones
diferenciales en la superficie. Para escribir las ecuaciones de este sistema, conviene

definir las siguientes variables

2M
F=1-"C :
E = 4n A%, (3.7)

donde A corresponde al radio de la esfera, M = m(u, A) es la masa de la distribucién
de materia y E es la luminosidad en la superficie del fluido. La primera ecuacién del

sistema puede obtenerse de la velocidad material (1.32) evaluada en la superficie

A= —rr, (3.8)
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siendo W = w, la velocidad del observador comévil en la frontera. La segunda
ecuacion en la superficie se obtiene evaluando la variacién absoluta de m con respecto

au (148)enr=A

M=—-FE. (3.9)

La emision de radiacién implica una luminosidad E positiva, lo cual claramente se

traduce en pérdida de masa. Se puede reescribir esta ecuaciéon como
F 2E (1-F\ [ FW
= ) 1
F A+(A)(1—W> (3.10)

Las ecuaciones (3.8) y (3.10) son independientes del modelo que se pueda considerar

en la evolucién del sistema.

La tercera ecuacién en la superficie, para W (u), se determina evaluando la ecuacién
de TOV (2.24) en la frontera de acoplamiento, obteniéndose la siguiente expresién
Fpg W  F(Hy+Wp,a)

W
——T+T—|— = 4+ —= 47TAp~a(2+W)—
Foope W PaW? W

3+ F
2Tl =0, (311
5 A (3.11)

donde W = 1 — W, esta expresién depende explicitamente del modelo estudiado a

través de la densidad efectiva evaluada en la superficie del fluido p,.

Se tendria un sitema de tres ecuaciones diferenciales en la frontera del fluido con
cuatro variables: A, M, W y E. Este sistema resulta practicamente imposible de
integrar analiticamente, sin embargo, una forma de integrar numéricamente dicho
sistema serfa especificar una de las variables y establecer condiciones iniciales.
También es posible obtener informacién adicional para complementar el sistema de

ecuaciones en la superficie caracterizando el fluido a través del escalar de expansion
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y el tensor de deformaciones, como veremos enseguida.

Considerando una distribuciéon libre de expansion, evaluamos el escalar de expansion
en la superficie, tal que

0, =0, (3.12)

lo cual conduce a la siguiente ecuacion diferencial

W(2_3M W MA=W) Wua

w _ Wue g 1
A A>+W(1+W)+ Ao w Y (3:13)

La variacién absoluta de W con respecto a la coordenada temporal se escribe como
W = Woa + VW g, (3.14)

si el gradiente de velocidad se anula en la superficie (w,, = 0), entonces
W = Wy (3.15)

Asi, la ecuacién (3.13) toma la forma de una ecuacién diferencial de Riccati

Wiy 3MY W MO-W)
A A) 1+W A-2M

— 0. (3.16)

En este caso particular, se tiene un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales en la

superficie con cuatro variables, que puede ser integrado numéricamente.

Por otro lado, en el caso adiabético (¢ = 0), la ecuacién de continuidad (2.22) queda

escrita como

6= (3.17)
p+p
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Utilizando esta expresién para ©, el invariante del tensor de cizalladura viene dado

por

5= —% (p—ip+37“). (3.18)

el cual, en la superficie, se reduce a la siguiente expresion

1 In A)
&a:—(np‘”;g’n ). (3.19)

Considerando ahora una distribucion libre de cizalladuras (o = 0), la expresién (3.19)

puede ser integrada para obtener

3M

Pa = Clm, (320)

siendo '} una constante de integracion. En este caso es interesante observar que la
densidad superficial es proporcional a la densidad promedio de la distribucién en la

superficie.



CAPITULO 4

POLITROPAS RADIANTES

4.1. Ecuacién de estado Politropa

La ecuacion de estado que constituye la base del estudio de las distribuciones

politropas en Relatividad General es del tipo p = p(p) y se expresa como
p:KpH_% :f{lgl—‘7 (41)

donde K es la constante politropa y I' es el exponente adiabatico, relacionado con el
indice adiabatico n. En estas distribuciones de materia, la entropia por particula y
la composicién quimica permanecen constantes; ademas, la presién p y la densidad

de energia p se anulan en la superficie de la distribucién (r = A)

Pa = Pa = 0. (42)

Como es bien sabido, para deducir la ecuacién de estado politropa (4.1) se considera

que la densidad de energia interna e es proporcional a la presion, es decir

p

donde T es constante, m,, = 1,66X1072* g es la masa en reposo del nucleén y 7(r) es

el nimero de nucleones por unidad de volumen. La condiciéon de entropia uniforme
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por nucleén estd dada por [23]

JOREOR

Combinando (4.3) y (4.4), se tiene

Q)i ()
al integrar esta ecuacién, resulta p o< n' y asumiendo que p o< m,n, se obtiene
la expresion (4.1). Aunque esta simple consideracién fisica se hace para deducir
la ecuacion de estado politropa, dicha ecuacién ha sido extensamente utilizada
en una gran cantidad de modelos astrofisicos mas complejos [24]. Incluyendo
fluidos sometidos a campos gravitacionales muy intensos, los cuales dan lugar a

objetos exdticos como enanas blancas, estrellas de neutrones, estrellas de neutrones

interactuando con campo escalar [3, 10], entre otros.

Un caso particular de ecuacién de estado politropa ampliamente estudiado en
Relatividad General es aquella con n = oo (equivalente a un proceso isocérico en
gases), tal que

p= Kp.

Para un fluido perfecto, esta ecuacion de estado tiene aplicaciones importantes

en astrofisica y cosmologia relativista al considerar distintos valores de K [24].

Especificamente, cuando K = 0, la distribuciéon se comporta como polvo, lo cual

representa un fluido con presion nula p = 0; mientras que, en el caso K = —1 se tiene

una densidad de energia igual a la constante cosmoldgica A, es decir p = —p = —A.
1

Por otro lado, el valor K = 3 corresponde a la radiacion electromagnética, la cual
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satisface la ecuacion de estado p = % p.

Concretamente, la distribucion politropa que consideraremos en nuestro estudio seréd
aquella con indice adiabatico n = 1 y exponente adiabéatico I' = 2, con los cuales la

presion y la densidad de energia se relacionan a través de la ecuacién de estado
p=Kp (4.6)

expresion que ha sido utilizada por Siebel, Font y Papadopoulos para modelar el
comportamiento de estrellas de neutrones [3]. Reemplazando esta ecuacién en (1.44)
y resolviendo para p obtenemos

1 V1+4K(p - p)

" (4.7)

p

Para satisfacer la condicién politropa (4.2) se toma el signo negativo de la raiz

cuadrada, obteniéndose la siguiente expresion para la densidad de energia

1—/1+4K(p—p) (18)

2K ’

p:

mientras que la presién se puede escribir como

1—/1+4K(p—p)

2K

p= +p—p. (4.9)

La velocidad del observador comévil (1.45) viene dada por

o 1—2Kp—+/1+4K(p—p)
1+ 2Kp— /1 +4K(p —p)

(4.10)




35

y el flujo de radiacién de fotones y/o neutrinos (1.46) se expresa como

m e 2P
Amr(r — 2m)
1 =2K*pp+3K(p—p) —[1+ K@ - p)]V1+4K(/p - p)
2K2(p+ p) ’

: (4.11)

donde las variables efectivas p y p se determinan a partir de las ecuaciones de
campo (1.41) y (1.42). A continuacién se analizara el comportamiento de la politropa

radiante cerca del origen del sistema.

4.2. Desarrollo hacia el origen

Con el proposito de estudiar una politropa radiante completamente regular en el
origen, se realiz6 un desarrollo en serie de potencias de r alrededor del punto
r = 0, donde las condiciones de regularidad fueron obtenidas de las ecuaciones de
campo (1.34-1.37), para luego evaluar la ecuacién politropa (4.6) en las expresiones

provenientes del desarrollo en serie.

Todas las variables, tanto métricas como fisicas, se escriben de la siguiente manera:

m(u, ) = my(w)r + ma(u)r® + mg(u)r® + my(u)r* + ...
Blu,r) = Bo(u) + Bi(w)r + Ba(u)r® + By(w)r® + ... |
plu,r) = po(u) + pi(u)r + pa(u)r® + pa(u)r® + ...,
(4.12)
p(u,r) = po(u) + pr(w)r + pa(w)r?® + ps(u)r® + ...,

w(u, ) = wy(u)r + wa(u)r? + ws(uw)r® + wy(u)r* + ...,

e(u,r) = eo(u) + e (u)r + ex(w)r® + eg(u)r® + ...,

donde my y wp se han anulado. Evidentemente, my # 0 introduciria una
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singularidad en la métrica. Por otro lado, de la velocidad material (1.32) se verifica

inmediatamente que wy = 0.

Para obtener las condiciones de regularidad en el origen y determinar los coeficientes
del desarrollo en serie, se escribe cada una de las ecuaciones de campo de Einstein
como una serie de potencias positivas y negativas de r. La regularidad en r = 0
requiere que los coeficientes de potencias negativas de r se anulen, lo que se traduce

en las siguientes restricciones para las variables métricas:

mip = Mo = 51 = 0. (413)

Posteriormente, los coeficientes de potencias positivas de r en las ecuaciones de
campo conducen a un sistema de ecuaciones que puede resolverse para determinar los

coeficientes de las variables fisicas en funcién de las variables métricas. A continuacién



se escriben los primeros coeficientes del desarrollo en serie

bo =

€ =

P11 =

P =

€1 =

P2 =

P2 =

Wy =

€y =

Combinando las

37713
A’
4B2 — 3m3
47 ’
0,
—2e72P0 8, + 35 4 2my
4 ’
—26_2&)82 + 983 — 6my
A7 ’
—2e7200 ) 4+ 365 — 2my
43 ’
6_25()(262 — m3) - 363 + 2m4
A7 ’
—3e~2P By + 469(2P2 — 3ms) + 854

47

—3e 200 B + 45,(285 — Bmg) + 1654 — 10ms

47
B (2672%52 — 985 + 2m4)(€72f8°5'2 — 305 + 2my)
165>

834 — dms
—_— 128y — 3
(262 — 3m3)(€_2ﬁ032 — 305 4 2my)? n e~ (353 — My)

3271'522
80y — 5ms  [2(20> — 3ms)

4 T ’

37

(4.14)

(4.15)
(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

(4.23)

(4.24)

expresiones (4.14), (4.15) y (4.20), se encuentra una ecuacién de
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conservacién para la densidad y presion centrales, dada por

2my — 3
po + 3po — 3e2B0 (261 + WT@))) = 0. (4.25)

Hasta este punto, nuestro desarrollo en serie es completamente general para una
distribuciéon esférica de fluido radiante, puesto que no se ha tenido en cuenta
la ecuacién politropa. Antes de proceder a estudiar las propiedades de una
politropa radiante en el origen, vale la pena mencionar que, en la aproximacién
post—cuasiestatica [4, 25] se demuestra que el desarrollo de la variable m, alrededor
de r = 0, es una serie de potencias impares de r, mientras que el desarrollo de 3 es
una serie de potencias pares de r. En este limite, la ecuacién de conservacién (4.25)

se reduce a la expresién presentada por Alvarado [18]:
po + 3po — 6e*P0e; =0, (4.26)
hallandose en tal caso la siguiente cantidad conservada en el origen
po+ 3pp — 6 / e*%¢ du = constante, (4.27)

ademas, para un fluido perfecto en el limite antes mencionado, esta cantidad
conservada viene dada por

po + 3po = constante, (4.28)

la cual fue reportada por Barreto, Castillo y Barrios [10]. De acuerdo a la
interpretacion de Winicour [26], este resultado puede relacionarse con una de las
cantidades conservadas de Newman—Penrose [14], cuyo significado fisico no se ha

establecido en su totalidad. Ahora bien, la ecuacién (4.28) indica la conservacién de
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la densidad de masa gravitacional activa de un fluido perfecto en el origen del sistema.
En el caso general, la ecuacion de conservacion (4.25) también puede escribirse como

una expresion completamente dinamica:

on + 3p0 + 362’80 [w1 (p(] —|—p0) — 61] =0. (429)

A continuacién se estudiara el comportamiento de una distribucién politropa
partiendo del desarrollo general. De la ecuacién de estado (4.6), se tiene que los

coeficientes de la presién y la densidad estan relacionados a través de

Po = Kp027
p1 = 2Kpo p1, (4.30)

p2 = K(2pop2 + p1°),

aplicando estas condiciones es posible determinar una de las dos variables métricas,
m o [ en funcién de la otra, reduciendo asi el sistema de ecuaciones (4.14-4.24). Una
vez hecho esto, resulta conveniente expresar los coeficientes de las variables, tanto

métricas como fisicas, en términos de la densidad central y el flujo de radiacion, tal
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4mpo
3 )

4W€_Qﬂoﬁ0 7T61(2Kp0 — 3)

3 2Kp0
7T€7460 : 4p02 Kpo -1 2
10K 1) (po — 2Bpp0) —
15K p [( po + 1)(ho — 2Bopo) 300 <Kp0+1>

A (Kpo — 1)ey
5K po

me2P €100 15_E Kpyg—1 2
].OKpQ Po 3 Kp() +1
e’ |, (Kpo—1 ? L9 Am?po(Kpo + 1) (3K py + 1)
5K po® Kpo+1 2K po

15K ’
mpo(K po + 1),

+ (2K po — 7)6'1} +

271'67260 (6Kp0 + 5)p0 B 7T€1(2Kp0 + 3)
9 3K po

me= % [ [(2Kpy + 1)(6K py + 5) q fo — 2Bopo
9 4 3K po

Kpo—1 _ e~2h0 o [9 Kpy—1
(RN A R P TN
9K po*(Kpo + 1) Kpo | po [8 3(Kpo+1)

(2K po + 5)6'1} N €2 [ Kpy—1 9 €y
(

8 2Kpo® [(Kpy+1)2  8Kpy| 2Kpy

w2 po(Kpo + 1) (6% po* — 3K pg + 1)
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3€
—  »2B0 ;4 1
€ - ’
P1 Po 2K py
e P [(6Kpo+5 1 ; po’(Kpo — 1)
_ B Y > N
7 B K 4K Kpo+1) (40— 26 3KP0(KP0+1)2]
e~ 2P0 | Kpo+1—-K 4(Kpy—1)
+ 5 2 €100 D) +
2K po 4K po(Kpo+1) ~ 9(Kpo +1)
_ 6_1 2Kp0+3+2Kp0—3 i 612 Kpo—]. . 9 _ €9
4 K Kpo+1 Kpo* [(Kpo+1)*> 8Kpo| Kpo
_ mpo(Kpo+ 1)(3Kpy + 1)
3K ’
(e72% 6y + 3€1)
w = — :
' 3po(Kpo+1)
e~ S 2K po + 3)(3K po + 1) o’
Wy = — {(250% - Po) + (2K po 5 J(3Kpo 5 /o ]
3(Kpo+1) 3po*(Kpo +1)
N e 2P €100 [16K2p02 —3Kpo — 3py — 4 N 4K }
po(Kpo+1) | Kpo+1 8K po? 3(Kpo+1)
_ (2Kp0 - 3)6.1 612 |: 2K . 3<2Kp() + 1):| _ €9
8K po(Kpo+1)2 | Kpo+1 2K po po(Kpo+ 1)
Con estos resultados, la ecuacién de conservacién (4.29) toma la forma
(1+6Kpo)po — 6e*e; = 0. (4.31)

Considerando que (14 6K pg)po = po + 3po, esta expresion (4.31) obtenida en el caso
dindmico, resulta ser exactamente igual a la ecuacién central de una distribucién

radiante en el régimen post—cuasiestatico (4.26).
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4.3. Solucién estatica

Considerando el caso estatico, esta distribucién se puede integrar analiticamente para
hallar una conexién entre el origen y la superficie, como se vera enseguida. Utilizando

la ecuacién de estado politropa (4.6), la ecuaciéon de TOV se escribe como

om\:| _dp
—In|(1+Kp)?(1-— 2— =0 4.32
dr n ( + p) ( , ) ] + dr ) ( )
que puede ser integrada para obtener
1 2m\ "
F2 (1 — —)
e = ! (4.33)

(1+ Kp)*

evaluando en el centro de la distribucién, se obtiene

[SIES

e (14 Kpy)* = F2. (4.34)

Este resultado, presentado por Barreto, Castillo y Barrios [10], relaciona las variables
en el centro (f3y, po) y en la superficie de la esfera de fluido (F'). La constante politropa

puede escribirse en funcion de estas variables como

1 [ F1
po \ €7

Reescribiendo la ecuacién (4.33), hallamos una expresion para la densidad en funcién

de las variables métricas:

1
Fi 2\ 1
o (1 - 7) - 1] . (4.36)
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Por otra parte, la velocidad del sonido en el interior de la distribucién, definida como

vs? = dp/dp viene dada por la siguiente expresién

Fi [ 2m)
- <1 - 7) - 1] . (4.37)

La velocidad del sonido adquiere su valor maximo en el centro de la distribucién

v =2

y decrece conforme se aproxima a la superficie. Se verifica ademas que tanto la
velocidad del sonido como el cociente p/p no dependen explicitamente de la constante

politropa K, lo cual es consistente con el trabajo de Rezzolla, Yoshida y Zanotti [27].



CAPITULO 5

MODELO ADIABATICO

En este capitulo se propone un modelo de distribucién politropa en evolucién

adiabdtica, es decir con flujo de radiacién nulo
e=0. (5.1)

En este caso, a partir de la ecuacién de campo (1.40), se obtiene la siguiente expresién

para la velocidad del observador comovil

m

w=— (5.2)

dmr(r —2m)(p+p) — M,

)

A continuacién se estudia el comportamiento de la politropa adiabatica cerca del

origen del sistema.

5.1. Ecuaciones cerca del origen

Para determinar las propiedades de una distribucién politropa, adiabatica,
esféricamente simétrica, en el origen del sistema, se evaluan las expresiones obtenidas
del desarrollo en serie de potencias realizado en el capitulo anterior, exigiendo la

nulidad de los coeficientes del flujo de radiacién

€1 = €9 = 0. (53)
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La ecuacién de conservacién (4.29) se reduce a la siguiente expresién

(6K po + 1)po = 0, (5.4)

la cual es satisfecha si y solo si py = constante. Una vez demostrado esto, los

coeficientes del desarrollo en serie vienen dados por

4 po
Ma =
3 3 )
my = 0,
47T2p0(Kp0 + 1)(3Kp0 + 1)
ms = — )

15K

Ba = mpo(Kpo+ 1),

B3 =0,

B, = _mpo(Kpo + 1)(6K%py* — 3K py + 1)’
6K

p1 =10,

py = ~mpo(Kpo +1)(3Kpo + 1)

3K ’

W1:WQ:O.

Solo sobreviven los coeficientes impares de la variable métrica m y los coeficientes
pares de la variable métrica [ asi como los coeficientes pares de las variables
fisicas p y p, mientras que todos los coeficientes de la velocidad w se anulan. Se
observa ademads que todos los coeficientes son constantes. Estos resultados muestran

un comportamiento completamente estatico para la politropa adiabatica cerca del
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origen del sistema. Vale la pena mencionar que a medida que se aumenta el orden
de los coeficientes en la serie, de las variables métricas y fisicas, estas pueden
abarcar regiones més alejadas del origen, permitiendo aproximarse cada vez mas

a la superficie de la esfera.

5.2. Desarrollo cerca de la superficie

El siguiente paso de nuestro estudio consiste en analizar el comportamiento de la
distribucién en la superficie, para ello se realiza un desarrollo en serie de potencias

alrededor del punto » = A. Las variables métricas se expresan de la siguiente manera

m(u,r) = M(u) + My(u) (r — A)? + My(u) (r — A)® + ...,
(5.5)

B(u,r) = Ba(u) (r — A)*> 4+ Bs(u) (r — A)* + By(u) (r — A)* + ...,

donde M; = B; = 0 respetando la condicién politropa p, = 0. Por otro lado, las

variables fisicas se expresan como

p(u,7) = Dy (u) (r — A) + Dy(u) (r — AP + Dy(u) (r — AP + ..,
p(u,r) = Py(u) (r — A)? 4+ Py(u) (r — A)? + Py(u) (r — A)* + ..., (5.6)

w(u,r) = W(u) +Wiu) (r — A) + W2(u) (r — A)>* + ...,

y de la ecuacién politropa (4.6), se obtienen las siguientes relaciones

P2 = KD127
Py = 2K D, Ds, (5.7)

Py = K (2D,D3 + D5?) .
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Al introducir las expresiones (5.5) y (5.6) en las ecuaciones de campo, aplicando
la ecuacién de estado politropa (5.7) y exigiendo la nulidad de los términos
independientes del flujo de radiacion, se obtienen las siguientes ecuaciones para las

variables en la superficie

2AF(By — 3ABs)

= : : 5.8

2A2B, + 3AM; — 2B5(2A + M) (5:8)

| 2A%BFB; - By) + 2By (A + 3M) — 3AM; (5.9)
B 2A(By — 3ABs) ’ ‘

M =0. (5.10)

De esta forma, a medida que se aumenta el orden de la serie en torno a la superficie
(r = A), las variables métricas y fisicas tienden a acercarse cada vez mas hacia el
origen de la esfera. Asi mismo, los coeficientes del desarrollo anterior alrededor del
origen (4.12) comprenden regiones cada vez mas cercanas a la superficie, en la medida
que se aumenta el orden de la serie. La consecuencia mas relevante de este hecho es
que las velocidades (5.8) y (5.9) dependen de ciertas variables métricas comprendidas
entre la frontera y las regiones internas donde encontramos que el comportamiento

es estatico.

Por otra parte, al no haber disipacién de energia, como indica la ecuacién (5.10), el
caracter dinamico de la distribucion se atribuye a la velocidad del observador comovil
y a la velocidad material. Dicha evolucién adiabatica ha sido ampliamente estudiada
por muchos autores, en particular por Barreto [28]. Sin embargo, habiéndose

demostrado que la distribucion es estdatica cerca del origen, incluyendo las capas
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cercanas a la superficie, se hace inadmisible una superficie mévil ya que esta romperia

la continuidad del fluido en el borde de la esfera. En este sentido, las ecuaciones en

la superficie deben satisfacer la condicién de estaticidad W = A = 0, lo que conduce

a las siguientes expresiones para los coeficientes constantes de m y S cerca de la

superficie

TAM
M —
2 KAF'
v ™™ (4A — 13M)
5 6K A2F2
L wa (5.11)
2T 9K A2E?
57 M2
By = AK A3F3’

luego, utilizando estos valores métricos, los primeros coeficientes del desarrollo en

serie de las variables fisicas vienen dados por

M
Dy ——_ -
! 2K A2F’
Do — M(4A — 3M)
27 8K A2
M2
Py = IKAE2 (5.12)
M2(4A — 3M)
P3 = - )
SK ASF®
W, =Wy =0.

En base a los resultados de este capitulo, puede interpretarse el flujo de radiacién

como una funcién de informacion para la distribucion politropa, tal que, si se anula

dicho parametro, también lo hace la dindmica del sistema.



CONCLUSIONES

En este trabajo se estudio la evolucion de una distribucion esférica de fluido radiante,
caracterizada por una ecuacion de estado politropa, utilizando como base el esquema
desarrollado por Bondi. Las concluciones obtenidas en este trabajo se presentan a

continuacion.

En la superficie de una esfera de fluido radiante no politropa, con densidad
superficial distinta de cero, se consider6 un modelo de evolucién adiabatica y libre
de deformaciones, esto permitié determinar la densidad en la frontera del fluido.
Encontrando que la densidad superficial para dicho modelo es proporcional a la

densidad promedio de la distribuciéon de materia en la superficie de la esfera.

En el origen de una distribucion esférica de fluido radiante se obtuvo una ecuacién de
conservacion que generaliza la expresion presentada por Alvarado dentro del contexto
de la aproximacion post—cuasiestatica. Utilizando la ecuacion de estado politropa en
el desarrollo en serie de potencias cerca del origen, se demuestra que la ecuacion de
conservacién obtenida para una distribucién politropa radiante es exactamente igual
a la ecuacién de conservacion asociada a una esfera de fluido radiante en el régimen
post—cuasiestatico. Seguidamente, se consideré una politropa estatica y se integré la
ecuaciéon de Tolman-Oppenheimer-Volkov para reproducir el resultado presentado
por Barreto, Castillo y Barrios, asi se obtuvo una ecuacién que permite conectar
las variables centrales con las variables en la superficie. Ademas se verificé que la

velocidad del sonido no depende explicitamente de la constante politropa.

Se propuso un modelo politropo adiabatico en el cual se demostrd, a través de la
ecuacion de conservacion, que la densidad de energia central permanece constante

al igual que los coeficientes del desarrollo en serie. Esto implica estaticidad en las
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capas internas del fluido. Posteriormente se mostré que la estaticidad cerca del origen
no es compatible con un comportamiento dinamico hacia la superficie. El resultado
mas importante de este modelo, el cual no ha sido reportado, se resume en que la
distribucipn permanece estatica en ausencia de flujo de radiacién, por lo cual esta
cantidad puede ser interpretada como una funcién de informacion para sistemas que

se ajusten a la ecuacion de estado politropa.
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de la exclusiva propiedad de la Universidad de Oriente, y sélo podran ser utilizados para
otros fines con el consentimiento del Consejo de Nucleo respectivo, quien debera

participarlo previamente al Consejo Universitario para su autorizacion”.

Br. Andrés A. Dosil R.
Autor

)

Dr. Lui¢ E. Castillo B.
Asesor
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