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A manera de presentacion

Cuando termind el Semestre 1-2011 en la Universidad, Rubén, Vinicio y Carmen decidieron
no botar los mejores cuadernos de apuntes. Expresaron entonces la disposicién de pasarlos a
otros estudiantes para ayudarlos en los objetivos de sus estudios.

Asi nacié la idea de hacer unos cuadernos de ejercicios resueltos de Matematica para
estudiantes de Ingenieria, orientados a facilitar la comprensién de los artificios y procedimientos
gue pueden encontrarse y seguirse cuando se resuelven problemas de Calculo. En realidad, se
omitieron algunas operaciones en el entendido que cada bachiller domina conocimientos
precedentes de educacion basica, sobre todo, los aprendizaje de operaciones con nimeros reales,
potenciacion, radicacion, operaciones con polinomios, productos notables, y factorizacién, para
nombrar algunos aspectos.

Bajo esta motivacién y con el entusiasmo de Mircia Dolores, no dudamos en ofrecerles la

elemental colaboracion para llevar a buen término su propdsito.

Ramédn R. Resplandor Moreno

Maturin, junio de 2015

resplan40@hotmail.com



MATEMATICA Il

FUNCIONES INVERSAS

Uso de la Derivada para probar
que la funcion inversa existe (soluciones pag.14)

1.— f(x) =4x -3

2.— f(x)=§+1

4.— fx)=x3+1

5— f(x)=In(x—3)

3.— f(x)=x*>+5
x4
6.— f(X)= T—ZXZ

7.— fx)=2—-x—2x8

8.— f(x)=x3—6x%+9x

9.~ f(x)=(?=1)?

10.— f(x) =2x2+8x+7

11.— f(x)=2—x—x3

12.— f(x) = (5x — 1)?

" ()_2x—3 15 _ _3x—1
13.— f(x) =V5x—1 SO =70 TS
_3x+4 17— _x+2
16'_f(x)_2x+6 ) f(x)_1—3x 18.— f(x) = x3+3x—1

19.— Sif(x)=6— x —x3

Demostrar que f(f1(x)) =x y que f~1(f(x)) = x (pag.22)

1.—fx)=vVx+1

5

2.— flx) =1+ (x§+ 2)E

5

3

3-f(x) =1+ (xg — 2)

4.— f(x) = J(x3—=2)3+5

5—f(x) = {J1—-(x—2)3

3

6.—f(x) = [(1 + ;—3)5 + 1]5

7.— f(x) = [i/f+ 1]5

5

8.— f(x) = %—v3x+1]

3/ 1
x3+2+8
3/ 1
x3+24+9

9.~ f(x) =

10.— f(x) = e VAFT

11.— f(x) = 503D’




Grafica de funciones trigonométricas
y sus inversas (soluciones pag.35).

1.— y=sen(x) 2.— y=cos(x) 3.— y = tan(x)
4.— y=sec(x) 5.— y=csc(x) 6.— y = cot (x)

Amplitud, periodo, desf ase, dominio,

rango, inversa y grafica de funciones

trigonométricas (soluciones pag.41).

s
3.—y=cos(x+=
1.— y =sen(x) 2.— y cos(x) Y ( 2)
X T 3 3x w
4.— y= _—— 5.— y=tan(2x +— _y== 2
y sen(4 ”)n y an(x+3) 6. 3/—4+sen<2 6)
X X

7.— y—3=cos(2x—§) 8.— y=1+sen(?) 9.—y=2+3cos(7—n)

x+m
10. - y=1+3tan( 3 )

Derivar y simplificar las

siguientes funciones (soluciones pag.59)

1.— y=sen(3x+g)

2.— y=(3x?-1)?

3.— y=x2%e*

4,— y=4x3-3x

5.— y=In(x+e%)

6.—y = In(x2.e%)

7.—y=31—6x5 8_y:E+f 9__2x2_3xy+4y2:\/§
X _a
10.—xt=2"7 11.— x?y —xy =1-3x" 12.—y = /sen(x)
x+y

13.— y = 2sen(3x)cos(3x)

14.— x2cos3(4x) = x3 —y3

15.—y = sen (cos\/ﬁ)

16.— y = sec?(x)tan?(x)

x?>+1

V1 —x2

17.— y =

18.— y = sec(xy) = xy

19.y = (2x3 — 1)2y/x2 -3

20.— y2cos(x) = a?sen(bx)




Derivar y simplificar las funciones que
se muestran a continuacion (soluciones pag. 64)

1.—y:sen(7x—g)

2.—y = x%e*

3.—y =sec !(3x%2 + 2)°

4.—y= log(\/E— 1)

5.—y= sen_l(exz)

6.— y = sen(cos™1(x + 1))

7.—y=e\/§

8.— y =In(x + e¥)

x
9.— tan™! (—) + 2x%y = 4
y x

10.—y=1n (m(ﬁ))

11.— sen1(xy) = cos 1(x + y)

12.sen*(vx) = sec™*(,/y)

13.—

tan-1 1—cosx
Y 1+ cosx

14.—
y

Jxz—1 +sec_1( x2% — 1)

_ In?(x)

By =mm

x
16.—y =E\/a2 —x?

2
a x

+—sen™?! —)
2 (a

17.— y = In(x2e*)

18.— y = In(tan"1(e3*))

19 _151+senx
TY T T Tsenx

20.— In(x + )3 = x? + y?

21.—In(x +y) = e*¥ + x2

e¥ —e™*

2LV = iy

x
23.—In(x* + y?) = 2tan™?! (;)

24. —In(y) = sen(x)

25.—
y = sen!(In x) — In(tan™' x)

26.—/1+Iny =sen’(3x — 1)

27.—In[(2x + 1)3(x? — 4)3]

28.y = sen3(e®)cos*(e™*)

29.—In/Jxy+In/x+y =4

30.—sen In(x + y)] = x.y

31.— y = 10e™* cos(x)

Derivar y simplificar las siguientes
funciones hiperbdlicas (soluciones p.75)

1.—y = x senhx + e®°sh*

2.—y = senh(tan~1(e3%)) 3y =

senh x
~ 14 coshx

4.— y = sen”(tanh(x?))

5.—senhy =tanx

6.— y = arccoth [ln (g)]

7.—y=1In (w/tanh(Zx))

8.—y= [3\/sech x|4

9.—

y = In[coth(5x) — csch(5x)]

10.—
tanh™! y = tan~!(sech x)

11.—y =In3 (tanh(exz))

12.—y = cosh‘l(exz)

13.—y = In(In(sech™1(x?)))

14.—y = In[senh~1(e2*)]3/?

15.—

y = Ycsch?(x2 — 3x + 1)




16.—
y = [sech3(3x).cosh3(3x)]

1 1
17.—y = ;sech (;)

8.—senh™!(x? + y?) = tanh 1 x

19.— y=1In (senh(\/}))

20.—y=
’tanh(ln2(3x))

Calcular las siguientes integrales (soluciones pag.81)

1.—f(x/§+8x—3)dx 2.—[(2\/§_§/;_x4)dx . @
X
2 2
4'_fsezbéx) 5"[[\/E(x+i/x_)]dx 6. — W
7.— 2 2d 8. — d 3 (x7+5x5_6x3+8)dx
fx x%+2dx ftan(x) x 9, J‘ !

x?dx

11.—
fx3—2

12. —f 2xe*’ dx

10.— f(4x +3)%dx
dx

13.—
fl—x

14 (x + 2)dx
' 2Vx +2

15.— f(3x2 —1)3dx

16.—f<;—g>dx

17.—f cos(x?)2x dx

18.— f(l — cos x)3sen x dx

19 f x?dx
' x2 =2

20. —_f(3x2 — 1D (x + 2)dx

le_f (5x +j)2dx

22.— f(5x3 —1)%dx

23.— fe5x+3 dx

24.— f(sz +1)2x3dx

d
25.— w 26.f(1 + sen 2x)3/2 cos2xdx | 27.— f Sen X ax
B - x)2/3 cos?x
- xdx 2
28 29'_J' - 30 — (x* + x)dx
(1—2x%) (4 —3x2 — 2x3)

J‘(x_2 +x) (1 —2x"3)dx

31.

f\/x‘* + x2 (10x3 + 5x) dx

32 _fd—x
)V (Wa -3)3

1.1

f (Vx — 1)zdx)
N

1 5
35.—f(x/33—_2)dx

36.—fx2 (x +1)"2 dx

34.—
x2
37, [ 3¥x 38.— f(3—x)5/z xdx 39.— f\/3+x(x+1)2dx
(1 —3x)?
40.— 41.— 42.—
fx_g 1+ l)3/2 dx (x + 1)dx f (x + 3)dx
2x VxZ+2x+2 V(9 —x)?
43.—

o) (220

44, — f(sz — 1) 3x3dx

1 X—11
45.—fx—2(7) /2 dx




16 f\/2x2 +3

47.—J—x(x2 + 2)10dx

(2x + 3)dx

48. _—
Vx? + 3x

50.—fx3 (x2 —3)"2 dx

xdx

o [
(ax +b)3/2

Y
49.—f\/§ /1+x\/§dx
52.-

x3+2 1 53__fd_x _fcot(?,x)dx
f x2 ¥ dx sec(2x) sen?(3x)
55.- 57.-
fxzcot(x?’) csc(x3)dx | 56. —f\/tan(x sec?(x)dx fsecx(secx — tan x)dx
58.-f(sen(x))2/3 cos(x)dx | 5g _ f tan x dx 60. — sen(2x)dx
cos?x V1 + sen?x
61 _f dx 62 csc?(Vx)dx 63 fxzsen(x3 + 1)dx
. cosZx y/tan(x) — 1 o f Vx ' cos3(x3 + 1)

el f dx
' sen?(ax + b)

2
65.—fxsen (T) dx

66 f senv/x. cosvVx dx
' Vx

67.— f sec3x tan x dx

Integrales que conducen a funciones
trigonométricas inversas (soluciones pag.98)

1 f dx
' V2 — 5x2

dx
O
V2 + x — x?

3 f dx
' x2 4+ 2x+ 10

4 f xdx c f dx x2dx
.— = | — 6.—
x*+3 xV4x2 -9 V1—x6
xdx ax dx (x + 2)dx

7.— f— 8.— f— 9. — | ————

=1 x* bt Vi—2a—»?

dx dx sec(x)tan(x)dx
10.— | 57—75% 11. - | —— 12.—.[—
x?+10x + 30 [4 — (x + 2)? 9 — 4 sec?(x)
dx

cos(x)dx dx
13- [ e S L [
1+ sen®(x) V20 4+ 8x — x? V2x — x?
dx dx e*dx
16.— | ————— 17.— f— 18.— | —
Vx(1+x) xy/1 — In?(x) V1= e
19— f x%dx 20, — f cos(x)sen(x)dx 21— f i dx
x® + 25 1+ sen*(x) 4x2 —4x + 2
2 4x)d 2 dx
g f sen( :c) X 23— J‘ csc*(3x)dx 24 —
1+ sen*(2x) 25 + cot?(3x) V12 — 4x — x?
dx dx
25.— | ——— 26.— | ——
V1 — a?x? V9 — 4x?

10



Integralesqueconducenaexpresiones
logaritmicas o exponenciales (soluciones pag.106).

xdx 5 dx
1'_f1+x2 2.—fxex dx 3'_fx1nx
4 J‘ln(X)dx 5 cos(In(x))dx 6 fsen(x)dx
X x cos(x)
x X
7 ftan(x)dx g _ f(e + 1dx 9 _ e*dx
e* (e* =5)
10.— J-sec2 (e ®dx | 19— f (e* + sec’x)dx 12.— (e* +e* + 1)dx
' (tan x + e¥) ' oX
13 Vxdx 4 f e¥dx Rz=pN
EEEEPY; Jae R s
(e* +eX)dx dx dx
16.— f— 17.—f 18.—f
(eX—e™™) x In/x eXx +1
(e\/D_C+ 1)dx 20. — f&d"l 21 _ fe3xezxdx
19-- f Jx x(1 +In(x)) /2
e *dx 23.— 3 1
22- [ =y 20 [ 4 Syix

f(Zx + 1)103**+3x+1) gy

e3*dx

5.~ | g

26. —
f a*"* (1 4 In x)dx

27 f e?*dx
' e** +3

(2 + In?x)dx

29.— f(eg - e_Tx)dx

30.— f(x — e X" +2xgy

x(1—=1Inx)
31— f dx 32, f(ex/z _ e_x/Z)dx 33— dx
e*+e™ Ve*
dx dx 2x
34—f 35.—f— 36— [£94x_
3—x x(In x)* Ve + 1
ex_z f —x2+2 f 2 ,x3
38.— d 39.— d
37'_fx3dx e xdx x%e* dx

40.— fesenz(x) sen(2x)dx

sec®x dx
41.— f—
csc x

f cot(In x)dx
X

Ecuaciones diferenciales elementales (soluciones pag.117)

dy dy dy
1.— —= = 6 — 3x2 2.— — = 3x2y? — L =x2o
dx X gx Xy gx X X
2 3 _
_ 9y _xVx'-3 5.— - 2t +1)2 6.— 2 _3t314c—6
T dx 2 dt dt
dy (x+2)? d?y
- S = < 17 9_ _=5 2 1
dx GB-y) 8.— y'"=+v2x-3 dx? X"+

11



d
10. —x3£ =y%(x —4)

d?y
11.— i —9sen(3x)

dy 3
12. — x2yv—= = (v2 -1)2
ydx (y )2

dy
13.— — =@+ 1D(x+2)
dx

14.—
(y+5)dx—(x—2)dy =0

15.—
xydx — (1+x*)dy =0

16.—(x — 1)dy + y?dx =0

17.—
(x? = 2)dy + (2y + 3)xdx
=0

18.—
(x? + 4)xydy(y? +3)dx =0

19.—
cos’ydx + senxdy =0

20.—
(3—y)dx + 2xydy =0

12



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

FUNCIONES INVERSAS

Definicion:
Si f es una funcién uno a uno formada por los pares (x,y), entonces existe un funcion,
f~1, llamada funcién inversade f, tal que f~! es el conjunto de pares (y, x)
definidospor x=f"1(y) & y=f(x).

Eldominiode f~1 es el rango de f

Elrango de f~! es el dominiode f
1.— Segun la definicién se tiene que f~1(y) =x, perocomo y = f(x) se tendra

fHf)] =x

2.—Nuevamente, por definicién f(x) =y, pero x = f~1(y) luego

fIf7' M=y esdecir fIf(x)]=x

Sea f(x) una funcién que tiene como dominio el intervalo cerrado [a, b], entonces:
1.—Si f(x) es continua y creciente en [a,b], f(x) tiene una inversa f~1(x) que esta definida

en [f(a), f(b)]

2.—Si f(x) es continua y decreciente en [a,b], f tiene una inversa f~1(x) que esta definida

en [f(a), f(b)]

Una funcién que siempre es creciente o decreciente en un intervalo, se denomina

funciéon monétona en ese intervalo. Las funciones monbdtonas son uno a uno.

Para las funciones continuas en [a, b] se cumple que:

a) f es creciente si f'(x) > 0 en ese intervalo.

b) f es decreciente si f'(x) < 0 en ese intervalo.

13



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

Hay funciones que tienen inversa, pero no podemos obtener una ecuacion que defina
explicitamente la funcién inversa. Por ejemplo, si f(x) = x° + x3 + 10x, entonces
f'(x) =5x*+3x2+10. Como f'(x) > 0 paratodo valordex, f esuna funcién

continua y creciente y por ello tiene inversa.

Sea f continua y mondétona en [a, b]. Considérese c € [a,b] y f(c)=d.

Si f'(c) existe y f'(c) # 0, entonces (f~1)'(d) existe y (f~1)'(d) =

1 .
f')

NOTA: La graficade f yde suinversa f~! son simétricas respecto a la bisectriz

del primero y tercer cuadrantes del sistema de coordenadas.
Uso de la Derivada para probar que la funcion inversa existe.

EJERCICIOS

1. —Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = 4x — 3 tiene inversa.
Solucion: domf =R y f(x)=4x—3 = f'(x)=4
asique f'(x) >0, VxeDom f, luego f es continua y creciente en R, por lo tanto

tiene inversa en su dominio.

X
2.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = 3 + 1 tiene inversa.

1
Solucion: domf =R y f(x)=§+1 > f’(x)=§

asique f'(x) >0, VxeDom f, luego f es continua y creciente en R, por lo tanto

tiene inversa en su dominio.

14



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

3.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = x* + 5 tiene inversa.
Solucion: domf =R y f(x)=x*4+5 = f'(x)=2x

asique f'(x) >0, Vxe(0,0) y f'(x) <0, Vxe (—,0)

luego f es continua pero no es monodtona en su dominio. Por lo tanto no tiene inversa

en su dominio

4. —Usar la derivada para determinar si la funcién f(x) = x3 + 1 tiene inversa.
Solucion: domf =R y f(x)=x3+1 = f'(x)=3x?
asique f'(x) >0, Vx e (—o,0), luego f es continuay mondétona en su dominio.

Por lo tanto f tiene inversa en su dominio

5.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = In (x — 3) tiene inversa.

Solucion: dom f =(3,0) y f(x)=In(x—-3) = f'(x)= T3

asique f'(x) >0, Vxe (3,0), luego f es continua y mondtona en su dominio.

Por lo tanto f tiene inversa en su dominio

4

X
6.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = 7 2x? tiene inversa.

4
x
Solucién: domf =R y f(x) =7~ 2x2 > f'(x) =x3—4x

fl(x) =x(x?—4)=x(x—2)(x + 2)
asique f'(x) >0, Vxe (—2,0)U (2,0) y
f'(x) <0, Vxe(—o0,—-2) U (0,2)
luego f es continua pero no es monoétona en su dominio. Por lo tanto f no tiene inversa

en su dominio

15



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

3 tiene inversa.

7.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) =2 —x — x
Solucion: domf =R y f(x)=2—-x—-x3 = f'(x)=-1-3x2
asique f'(x) <0, VxeR

luego f es continua y monédtona en su dominio. Por lo tanto f tiene inversa

en su dominio

8.—Usar la derivada para determinar si la funcién f(x) = x3 — 6x% + 9x tiene inversa.
Soluciéon: domf=R y f(x)=x3—6x2+9x = f'(x)=3x2—12x+9
fl(x)=3(x%?—4x+3)=3(x—-3)(x—-1)
asique f'(x) >0, Vxe(—o,1)U3,o) y f'(x) <0, vx € (1,3)
luego f es continua pero no es mondétona en su dominio. Por lo tanto f no tiene inversa

en su dominio

9.—Usar la derivada para determinar si la funcion f(x) = (x? — 1)? tiene inversa.
Solucién: domf =R y f(x)=x*-1)? = f'(x)=2(x%—-1)(2x)
f'(x) =4x(x—D(x+1)
asique f'(x) <0, Vxe(—oo,—-1)U(0,1) y f'(x) >0, Vx € (—1,0) U (1,0)
luego f es continua pero no es mondétona en su dominio. Por lo tanto f no tiene inversa

en su dominio

10.—Dada f(x) = 2x2+8x+ 7 y conociendo que x < —2, calcular (f~1)'(1).
Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)
esdecir, (1,c) € f71(x) > (¢, 1) € f(x)
asique 2x*+8x+7=1 = 2x>+8x+6=0
2x2+4x+3)=0 = 2(x+3)(x+1)=0 = x=-1, x=-3

conociendo que debe ser x < —2, la solucién serd x = —3

16



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

ffx)=4x+8 > f'(-3)=-12+8=—4

FHW ==
FeH - 3

11.—Dada f(x) = 2 —x — x3, calcular (f71)'(2).
Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)
esdecir, (2,c) € f1(x) > (¢,2) €f(x), asique2—x—x3 =2 = —x—x3=0

—x(1+x3)=0 = x=0, f'(x)=-1-3x% = f'(0)=-1

(F1Y@) == == 1
1 -1

12.—Dada f(x) = (5x — 1)? y conociendo que x = 0, calcular (f~1)'(1).

Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)

esdecir, (1,c) € f71(x) > (¢, 1) € f(x)

2
asique bx—1)? =1 = 5x—-1=1 > X=z

2 2
como x =0, lasoluciones x = c Y f'(x)=105x—1)=> f' <§> =10

1

1
rE

FHms=

13.—Dada f(x) =V5x — 1, calcular (f~1)'(1).
Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)

esdecir, (1,c) € f71(x) > (¢, 1) € f(x)

2
asique v5x—1 =1 = 5x—-1=1 = x=§

Fe0) = I

5 !
2v/5x — 1 =/ <5

17



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

ull N

1
W) =—p =
7 ()

SRR

2
14.—Dada f(x) = ad , calcular (f71)'(0).

x+ 2
Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)
es decir, (0,c) € f~1(x) = (c,0) € f(x)

x4+ 2

asi que =0 > 2x—3=0 = x=3

, 7 (3
Fe=aymp>/ <E>=(3+2)2:7

FH'(0) = 13 =%=
G 3

-1
RN
7 calcular (f=)'(0).

3x

15.—Dada f(x) = ~
Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)

es decir, (0,c) € f~1(x) = (c,0) € f(x)

3x—1
x+ 2

1
asi que =0 = 3x—1=0 = x=3

) = agy= F(5) = =

YO =—r= 3=
HONE

3x + 4

-1/
16 calcular (f 1) (1).

16.—Dada f(x) =

Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)
esdecir, (1,c) € f71(x) > (¢, 1) € f(x)

3x+4
2x+ 6

=1 = 3x+4=2x+6 = x=2

asi que

18



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

L 10 oy 101
F®O=grre:” F'P=G3627 10
(W) = = =10

F& T

x+2
17.—Dada f(X) = 1_—

3 calcular (f~1)'(1).

Solucién: Si (c,d) € f(x), entonces (d,c) € f~1(x)

esdecir, (1,c) € f71(x) > (¢, 1) € f(x)

B x+2 1
asique =1 = x+2=1-3x = x=—-
— 3x
') 7 ( 1) 7 7 16
= — —_, = — = —
f@=ag=3m2> '3 N2 W7
(1+3) =
(F1y(1) = _ L
TN 187 16
f( 4) 7

18.—Sif(x) = x3+3x—1:

I.—Demuestre que f tiene inversa

II.—Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (1,3).

111. —Calcule la pendiene de la recta tangente a la grafica de f~1(x)en el punto (3,1).

IV.=Trazar las graficas de f y f~1 en el mismo sistema de coordenadas.

Solucién I:DomF =R, f(x)=x3+3x—-1 = f'(x)=3x*+3

f'(x) >0 Vx € Dom f, luego f es continua y mondtona en Dom f y por lo tanto
tiene inversa.

Solucion II: f(x) = x3+3x—1 = f'(x) =3x%+ 3, asi que lapendiente de la
recta tangente a la graficade fen (1,3) es f'(1) = 6.

Solucién I1I: Pendiente de la recta tangente a la graficade f~1(x) en (3,1) es

1
-1 = — =

N

19



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

Solucién 1V : Para trazar las graficasde f y f~1 en el mismo sistema de coordenadas

se procede a trazar las graficas de los siguientes pares de valores:

f f!
0o | -1 -1 0
1| 3 3 1
2 | 13 13 2
1| -5 -5 -1
2 | -15 15 | -2

En el mismo grafico se marcan los puntos de la segunda tabla de valores y se tendrala

graficade la funcién inversa f~1.

19.-Sif(x)=6— x—x3:

I.—Demuestre que f tiene inversa

II.—Calcule la pendiente de la recta tangente a la grafica de f en el punto (2, —4).

I11. —Calcule la pendiene de la recta tangente a la grafica de f~1(x)en el punto (—4,2).
IV.=Trazar las graficas de f y f~! en el mismo sistema de coordenadas.

Solucién I:DomF =R, f(x)=6—x—x3 = f'(x) =—-1-3x?

f'(x) <0 Vx € Dom f, luego f es continua y mondtona en Dom f y por lo tanto

tiene inversa.

Se puede observar que esta funcion tiene inversa, pero no podemos obtener una ecuacion

que defina explicitamente la funciéon inversa.

20



Problemas Resueltos Derivada y existencia de funciones inversas

SoluciénII: f(x) = 6 — x—x3 = f'(x) =—1-3x2, asi que la pendiente de la
recta tangente a la graficade f en (2,—4) es f'(2) = —13.
Solucién I11: Pendiente de la recta tangente a la graficade f~1(x) en (—4,2) es

1 _ 1
fl@ 13

) =

Solucién IV : Para trazar las graficasde f y f~! en el mismo sistema de coordenadas

se procede a trazar las graficas de los siguientes pares de valores:

f f!
0| 6 6 0
1| 4 4 1
2 | 4 -4 2
-1 | 8 8 -1
2 | 16 16 | -2

En el mismo grafico se marcan los puntos de la segunda tabla de valores y se tendrala

graficade la funcién inversa f~1.
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

Demostrar que f(f *(x))=x y que f~(f(x)) =x

1.=Si f(x) =+vx+1, determinar f~1(x). Demostrar que f~[f(x)]=x
y que flf7'@)]=x.
Soluciéon. sea y=+x+1, entonces y—1=+/x = [y—1]*>=
La funcién inversa serd f~1(x) = (x — 1)

f1x) = (x — 1)?
f(x)=+vx+1

fHF] = [Fe) —11°

a.—Demostrar que f~[f(x)] =x, conocidas {

FUr®I=[(x+1) -1 = Wl =(x) =x

fx)=+Vx+1
) = (- 1)?

7 @l= V' +1
fU7@I=yax-1D2+1 = fl[f7'@]l=Cc-D+1=x

b.—Demostrar que f[f 1(x)] =x conocidas {f

5

2.-S5i fx)=1+ (x% + 2)3, determinar f~1(x). Demostrar que f~1[f(x)] = x

y que f[f7'(x)]=

5 5

1 3 1 3 3 1
Solucién: sea y =1+ (xz + 2) entonces y—1= (xz + 2) = (y—1)ps=xz2+2

3 1 3 2
y—-1ps-2=x2 = x=[(y—1)5—2]
3 2
La funcién inversa es f~1(x) = [(x —1)s — 2]
2

{fl(x) = [@-15i-2]
a.—Demostrar que f~[f(x)] =x, conocidas 5 .

fx)=1+ (x%+2)E

2

FFE] = () - 105 - 2]

22



Problemas resueltos Probar que f(f*)) =x v f~(f(x)) =

X

el =

<1+ (x§+2)§—1> —2

Fr@l = (¢ +2)-2] = (x) =x

fx)=1+ (x%+ 2)5

b.—Demostrar que f[f~*(x)] =x, conocidas { . "
f@) = |- 15 - 2]

N
wln

el = 1+ [+ = 1+

([(x —1)s— 2]2> +2

1 3 5
2

<[(x 1) 2]2> +2

1+ =1+[(x—1)§—2+2]5

fF @l =1+ |05 = fFeI=1+@-1) =x

5

3.-Si f(x)=1+ (xg — 2)5 determinar f~1(x). Demostrar que f~1[f(x)] = x

y que flf7')]=x.

5

3 g 3 3 3 3
Solucién: sea y =1+ (x2—2) entonces y—1= (x2—2) = (y—1)5s= xz2—-2
2
3 3 3 3
G-—1s+2=2x2 = x=[(y—1)5+2]
2

3
La funcién inversaes f~1(x) = [(x - 1)s + 2]3

Fre = [e-ni+e]

a.—Demostrar que f~'[f(x)] =x, conocidas

fx)=1+ (xg— 2)5

FUFE) = [(Fe) - 05 + 2
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

fx)=1+ (x%— 2)g

Freo = |-+

b.—Demostrar que f[f 1(x)] = x, conocidas

5
3

el = 1+ (o) -]

([(x s+ 2]§>E - 2‘

1+ [(x—l)%+2—2]§=1+[(x—1)§]§

fif7'@l= 1+

fIFOl=1+@&-1) =x

4.-Si f(x)=J(x3—-2)3+5 determinar f~1(x). Demostrar que f~[f(x)] = x
y que flf7()]=x.

Solucién: Sea y= /(x3—2)3+5, entonces y>?= (x3—-2)3+5

y2—-5= (x*-2) = {y2-5=x*-2 = {y2-5+2=x°

x=3/3\/y2—5+2

3
La funcion inversaes f~1(x) = Jx2—5+2

a.—Demostrar que f~1[f(x)] = x conocidas {f_l(x) = 1/ Vx2—5+2

f@ = V& —27 +5
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

el = J [FOOIE-5+2 = flf)]= J\/[m 5492

] = i/i/[(x3 —2)34+5]-5+2

fHf] = 3\/3 (3 -22+2 = Y- +2=(x¥) =x

fO) = y(x*-2)*+5
i) = Jx2—5+2

b.—Demostrar que f[f~1(x)] = x conocidas {

Fe01 = j([ﬁ] —2) +s

flIf 1] = \/([\/xz +2]—2) +5

fIfF (0] =\/(i/x2 —5)3 +5= J@Z-5)+5=yx2=x

5.=Si f(x) = {1—(x—2)3 determinar f~'(x). Demostrar que f*[f(x)] = x
y que fIf7 ()] =x
Solucién: sea y = J1—(x—2)3 entonces y>= 1— (x —2)3
yi-1= —(x-2P3 = 1-y2=x-23° = 31— y2=x-2
m +2=x lafunciéninversaes f~1(x)= m +2

i) =V1— x2 42
fx)=J1-(x—-2)3

el = V1= [f(1? +2

] = 3\]1—[ 1—(x—2)3]2+2= 1I-[1-x-23]1+2

a.—Demostrar que f~1[f(x)] =x conocidas

U= Y1-1+@x=-23+2=Y(x-23+2= x—-2)+2=x

25



Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

fOG) = 1—(x—-2)3
Fl) =Y1-x2+2

i@l = 1= - 27
il = J1-([Vi- 2 +2]-2)

b.—Demostrar que f[f~1(x)] = x conocidas {

fiF @l = f1- (1= +2-2)

fiFiel= J1-(V1=#) =JI=a= ) =«

3

5 5
6.—Si f(x)= [(1 + xl3> + 1] determinar f~1(x). Demostrar que f~[f(x)] = x
y que flf'(0)]l=x.

1 5 % 5 1 5
Solucion: Sea y = [(1 +F) + 1] entonces y3 = (1 + F) +1

5 1\° 5/ 5 1 5/ 5 1
y3—1=<1+ﬁ> = y3—1=1+F = y3—1—1=F
1

1 3
=X —1 X =

5/ 5-1-1 s
_ _ 5
2 lys—1-1

1
la funcién inversaes f~1(x) = ———
35,
x3—1-—1
feo =

a) Demostrar que f~[f(x)] = x conocidas <
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

FFGO) = -
J JFey —1-1
FUFC0) = -
5]([(1 + x—13)5 + 1]E>3 —1-1
1 1 1
FAF] = - —
i/i](1+x—13)5+1—1—1 3\/5 (1+13)5—1 \/(1+x_3)_1
FUFOl = —==1=x

b)Demostrar que f[f~1(x)] =x conocidas <

928
|
Tl w

ff'@l=|l1+—=| +1

27



Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

3
5 5

+1

7.-Si f(x)= [Vx+ 1]5 determinar f~1(x). Demostrar que f1[f(x)] = x
y que flf7')]=x.

1
Solucion: Sea y = [i/}+ 1]5 entonces ys=3x+1

yi—1=3x = (y§—1)3=x

1 3
La funcién inversa es f~1(x) = (xE — 1)

3

100 = (x5 -1)

a) Demostrar que f~[f(x)] = x conocidas { .
f(x) = [W + 1]

3

PPl = (F@R-1) = fHrw)] = (([W + 1]) )

el = (RFE+1)-1) = (¥%) = x

{ foo = [Wx+1]’
b)Demostrar que f[f~1(x)] = x conocidas 1 3

fre = (x5 1)

f @] = [(f ) +1]

1] = I% x5—1

= x5—1+1]5=[x%]5=x
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

5
8.-Si f(x)= E —V3x + 1] determinar f~1(x). Demostrar que f~1[f(x)] = x

y que f[f7'(x)]=x.

5

2 1 2
Solucion: Sea y = §—v3x+1] entonces ys = §—\/3x+1

102 2 1 2 1\?
y5=§—V3x+1 ﬁg—y5= 3x+1 ﬁ(g—}”) =3x+1

f‘l[f(x)]=%[<z— E+\/3x+1> —1] ==[3x+1-1]

3 3

W] -

rpent 2 Loany
FFE] =5 (30) = x

0= B-veew]

b) Demostrar que f[f~'(x)] =x conocidas
2
el =[5 - V3T + )
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

3/ 1

wIxE +2+8

~—————  determinar f~1(x). Demostrar que f~1[f(x)] = x
3/ 1

w/9{5 +24+9

y que flft)]=x.

9.-Si f(x)=

Soluciéon: Sea y = ————  entonces

3 1 3 1 3/ 1 3 1
ylJx3+24+9)=x34+24+8 = y| |x3+2|+9y=.x3+2+8
3 1 3 1 3 1
ylJxz+2|—Jx3+2=8-9y = x34+2|(y—1)=8-9y
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Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

Problemas resueltos

( 8 —9x\°
F0) = [( —) - ]
a)Demostrar que f~1[f(x)] = x conocidas 3/x3 1248
f@) = ——
x3+2+9
8 9f (>
G = (f(x) ) -]
3
< x3+2+8
f—l [f(x)] x3+2+9
A\ x3+2+8
x3+2+9
3 3
8 3,’x;+2+9> 9< 3+2+8>
-2

8(3 % 2>+72 9<1/ 3+2’—72
)] =
(,’x3+2’+8 (1/ 3+2’—9

—(i’x§+2 ’ 3 3
[P =|| =" | 2| = I(V"”Z) _2]

U] = [x%+ 2— 2]3 = [xi

Wk
+
[\
+
o]

fx) =
b)Demostrar que f[f~1(x)] = x conocidas - 3/95% +2+49
8 —9x\°
o[-




Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

1/(f‘1(x))§ +2+8
f

Problemas resueltos

GRS

/ —1(x))§+ 249

(-1 ]_x_1+8_8—9x+8x—8_—x_
™= s =g oxrox—9- 1~ ©

x—1

10.=Si f(x) = e V¥ geterminar f~Y(x). Demostrar que f~[f(x)] = x
y que flf7)]=x.
Solucion: Sea y = e VX1 entonces Iny =In (em) = Iny=Vx+1
Iny=x+1 = Iny—-1=x

La funcién inversaes f~1(x) = [In (x)]®* -1

fr@=[Mm@P-1
_ -1 - ;
a.—Demostrar que f~'[f(x)] =x conocidas { o) = VT

FAFE] = [n(Fe)]” -1
@l =@ ] -1 = )= (rFD) -1

U] =@+1)—1=x
fx) = e V51
) = [In @) -1

b.—Demostrar que f[f~(x)] = x conocidas {

fIF1 @] = VP = flf1(x)] = ¢ VIn@P-1+



Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

fIF 0] = e VIOF = flfi@)] = eln® =

11.-Si f(x) = 5037D)°  geterminar f1(x). Demostrar que f~1[f(x)] = x
y que fl[f7')]=x.

3
Solucién: Sea y = 5031 entonces In(y) = (V3x + 1)31n 5

2 2
Iny 3 Iny\3 1( /Iny\3
m = (v3x+ 1) = (E) =3x+1 = §<<E) - 1> =X

2
1( /Inx\3
La funcién inversa es f~1(x) = 3 (ln 5) -1

=3 (“‘—")g 1
a)Demostrar que f~1[f(x)] = x conocidas 3\ \In5

flx) = 5(\/3x+1 )®

) L1 nfeoys RGN
f 1[f(x)]_§<< In5 ) _1>_§<< In5 ) _1>
_ 1 (In5Gx+D 1(/(Bx+1)In5 1
f 1[f(x)]:§<(T>_l>=§(<T>_l>=§((3x+l)_1)

_ 1 1
@I =3(Bx+1D)-1)=26x)=x

flx) = 5(\/3x+1)3

b)Demostrar que f[f~1(x)] = x conocidas ~ 1{ /Inx 3
[ =§<(m) - 1)

F 00l = £ = sWFTER)

v ) () (e
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Problemas resueltos Probar que f(f 1)) =x v fH{f(x))=x

(/(—)) ((—))
il = s =5 — 5is

Inx

flif 'l = Sins = In(f[f 710D = Lsn® = In(f[f ()] = In (x)

flif 7l =x
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

GRAFICAS DE FUNCIONES

TRIGONOMETRICAS Y SUS INVERSAS
1.— y =sen(x)

Grafica de sen(x) y arcsen(x)
(Dominio restringido para asegurar la existencia de la inversa)

s
|5

-
Iul;q
1

-
0
G
DIER
u
A
A

+|a
L1
51 IulH 4

I
A

1
Iul;q
1

[}
El

.
|

f(x) =sen(x) = f'(x)=cos(x)

Tm , , Tm
Vxe [—5,5], f'(x) = cos(x) >0 entonces f'(x) =0 en [—E,E]-

T
f(x) es continua y creciente en [_E'E , por lo tanto tiene inversa.
T T
valor minimo de f(x): sen(x) = -1 = x=-— 5 A (— 5 —1)
7 . n n
valor maximo de f(x): sen(x)=1 = x= 5 B (i' 1)

sen(x)=0 = x=0, C(0,0)

La inversa de f(x) estddefinidapor f~'(x) = arcsenx.

f(x) = sen(x) f~1 = arcsen(x)
Dom f = [—g,g] Dom f~ = [-1,1]
Rang f = [-1,1] Rang f~! = _g’g]
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

2.— y =cos (x)

Grafica de cos(x) y arccos(x)
(Dominio restringido para asegurar la existencia de la inversa)

T

Bl

4
4—|‘;‘-
Iul,q_
+=|a

e

1
A
Hor2]A
o

!
Iul;q
1

e,
El

f(x)=cos(x) = f'(x)= —sen(x)
vx € [0, m] es f'(x) = —sen(x) <0, entonces f'(x) <0 en [0, 7]
luego f(x) es continuay decreciente en [0, m], y por tanto tiene inversa
valor minimo de f(x): cos(x) =—-1 = x=mn, A(mr, —1)

valor maximode f(x): cos(x) =1 = x=0, B(0,1)

cos(x) =0 = x=g, C(g,O)

f(x) = cos(x) tieneinversa y esta definida por f~1(x) = arccos(x).

f(x) = cos(x) f~1 = arccos(x)
Dom f = [0, =] Dom f~1 = [-1,1]
Rang f = [-1,1] Rang f~' = [0, =]
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

3.— y=tan(x)

Grafica de tan(x) y arctan(x)
(Dominio restringido para asegurar la existencia de la inversa)

A

m [
]
HEEE Sl S S S
_,—'—'—‘—'_'_/ _T ] ’
@ =tanG) = @ = 28 6 = sec?() > 0 en (-2 ,5)
= = = = —_— —.
fx an(x fx o5 ()’ f'(x sec”(x en >3
T
f(x) = tan(x) es continua y creciente en (_E'E) y por tanto tiene inversa
la cual viene dada por f~1(x) = arctan(x).
7T 7T 7 7 . . 7T
X=—= = cos (—) =0 asique tan(x) no esta definidad para x = =
2 2 2
7T n 7 7 . . 7T
x = —3 = cos (— E) =0 asique tan(x) no esta definidad para x = -5

x=0 = cos(0)=1 luegotan(0)=0, A(0,1)

/i1 T\~

x € [O,—), x - (E) = sen(x) » 1, cos(x) » 0%, = lirgl_tan(x) =0
x-(=
2

T T\t
X € (—5,0], x - (_E) = sen(x) » —1, cos(x) » 0%, = lim ,tan(x) = —oo

S(-E
(3

xe(g)_ = y - oo, x—)(—g)+ > y > —©

f(x) = tan(x) f~1(x) = arctan(x)
Dom f = (_%'%) Dom f~ = (—o0,00)
Rang f = (—o0, ) Rang f~! = (_%’g)
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

4.— y = sec(x)

Grafica de sec(x) y arcsec(x)
(Dominio restringido para asegurar laexistencia de la inversa)

Bl

u|a

5

.J|,4

A
.

i
]

:

5

f(x) = sec(x) =

I
no esta definida para x = >

cos (x) ’
Si f(x) =sec(x) es f'(x) = %, Vx € [0,%) V] (g,n],
X € [O'g) > {cosx :%ni iogzx >0 f'x)>0en [O'g)
xe(g,n] = {cosxj%nijogzx>0 = f'(x)>0en (g,n]

sec(x) es continua y creciente, por tanto existe la inversa f~1(x) = arcsec(x).

1 1

si x =0, entonces =
cos (x) cos (0)

=1, asique sec(0)=1, A(0,1)

11
cos (x)  cos (m)

si x =m, entonces —1, asique sec(x) =-1, B(m,—1)

s T
si x € [O,E), x—> = = cos(x) - 0%, entonces lim sec(x) = o,

2 Xk
2

T mt

si x € (E,n], x - > = cos(x) » 07, luego xlir}} sec(x) = — oo,
2
f(x) = sec(x) f~1 = arcsec(x)
—lo XY u(E Dom f~' = (—o0,—1] U [1,0)
Dom f = [0,2) U (2,71]

Rang f = (—%,—1] U [1, )

Rang f~1 = [0,%) v (g,n]
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

5.— y = csc(x)

Grafica de csc(x) y arccsc(x)
(Dominio restringido para asegurar la existencia de la inversa)

1
f(x) = csc(x) = sen()’ asi que csc(x) no estadefinida para x =0
B von cosx T 0 0 T
f(x)=csc(x) = f'(x)=— sonze ¥ € [_E' )U( 'E]

T 2 T
el[-=,0 = senx <0 =senx>0 _, <0 ——0
* [ 2 ) { cosx >0 f1e en[ 2 )

L 0 = sen’x>0 / n
€ (0,=| = {senx > = <0 0,—
x & ( 2] cosx >0 f') en ( 2]

csc(x) es continua y decreciente y por tanto existe la inversa f~1(x) = arccsc(x)

T 1 1 1 A( T 1)
= —— = = — _ —
x 2’ sen(x) sen (_E) 2’
1 12 i
- > =1 B(5.1)
2’ sen(x) sen (E) 2
) 2
Vx € (O,E], sen(x) > 0, luego lim = x-> 0t = y-5 o
2 x-0* sen(x)
T . 1 _
Vx € [—E,O), sen(x) <0, luegoxll)r(r)l_ sen(d) —o x-> 0 =2 y-5 —o
fx) =T[csc(x) _ f1_1 = arccsc(x)
bomf=|-Loyu(0d | Pomf = CeUEe)
— T 3
Rangf = (—OO,—l] Y [1100) Rang f_l = [—E,O) V] (O,E]
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Problemas resueltos Graficas de funciones trigonométricas y de sus inversas

6.— y = cot(x)

Grafica de cot(x) y arccot(x)
(Dominio restringido para asegurar la existencia de la inversa)

cos(x)

fx) = cot(x) = f(x)=

sen (x)’

2

£G) = cot() /() = —

sen (x)

se tienen asintotas verticalesen x =0y x=m

) < 0, asiquecot(x) es continua y decreciente en

(0,m) y suinversa estd definida por f~'(x) = arccot(x).

T

x = r = sen(g)=1, cos(g)=0, asiquecot(2)=0. A(g,O)

T T V2 T T T
X = 1 = sen (Z) = - cos (Z) =—, asique cot(z) =1 A (Z'l)
) cos(x)
vx € (0,m), si x > 0% entonces - 0
sen (x)
cos(x)
vx € (0,m), si x > m~ entonces —
sen(x)

f(x) = cot(x)

f~1 = arccot(x)

Dom f = (0,m)

Domf_l = (—O0,00)

Rang f = (—00,)

Rang f~1 = (0,m)
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

AMPLITUD, PERIODO, DESFASE, DOMINO, RANGO,INVERSA
Y GRAFICA DE FUNCIONESTRIGONOMETRICAS

Enlas funciones f(t) = Asen[b(t —c)] y g(t) = Acos[b(t — c)],los valoresde A,b,y c
tienen los siguientes significados:

"A" denominada amplitud , expresa el valor minimo y maximo de f(t) y viene dada
por el valor absoluto de A, es decir amplitud = ||A]|.

Elvalorde "b" permitedeterminarelperiodo k delafuncionysecalculaporlarelaciéon

2m
k= m . Este periodo es el numero real k més pequefio tal que f(t + k) = f(¢).

La parte de la grafica que corresponde a un periodo se llama ciclo.
Elwvalor de "c" se llama desplazamiento o desfasamiento de la grafica correspondiente .
Si ¢ > 0 la grafica de f se desplaza ¢ unidades a la izquierda del origen. Si ¢ <0

entonces el desplzamiento es hacia la derecha.
EJERCICIOS.

1.—Si y= sen(x)
I.—Determinar la amplitud, el periodoy el desfase de f.
IlI.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar su rango.
111.—Hallar la funcién inversa f 1.
IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.
amplitud |Al =11 =1

Solucion I: y = sen(x) = < como b = 1 entonces periodo de f: k = m , k=2m,

desfasede f: c=0,

La onda senoide no tiene desplazamiento respecto al origen.
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

T T
Solucion II: sen(x) =—1 = x=— 5 sen(x) =1 = x=3

mom
Para que f~! exista debe ser Dom f = [— 5 E]' Rang f = [-1, 1]

Solucion Ill :  y =sen(x) = arcseny =arcsen[sen(x)] = arcsen(y) = x
Luego, lainversade y =sen(x) es y = arcsen(x)
Solucion IV:  Graficadey = sen(x) y y = arcsen(x) en el mismo sistema
de coordenadas.

Graficadef y f~1

22

\A_
oA
.
=|
wod=|H
ol

2.—Si f(x) = cos(x)

I.—Determinar la amplitud, el periodo y el desfase de f.

Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar el dominio.
111.—Hallar la funcién inversa 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

amplitud [Al =11 =1
2m 2m

Solucion I: f (x) = cos(x) = periodode f: k = 5 k= ER k=2m

desfasede f: x =0,
La onda del coseno no tiene desplazamiento respecto al origen.
Solucién Il: cos(x)=—-1 = x=m, cos(x)=1 = x=0
Para que f~1 exista debe ser Domf = [0, w], Rangf= [-1, 1]

asique Dom f~* = [-1, 1] y Rang f~'= [0, ]
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

Solucién I11I:
y =cos(x) = arccos(y) = arccos[cos(x)]
arccos(y) =x = x = arccos(y)
Asique la inversade y = cos(x) es y = arccos(x)
Solucion IV: Graficadey = cos(x) y y = arccos(x) en el mismo
sistema de coordenadas.

Graficade f y f~1

4

ol
k]
IR
ol

-

3.—Si f(x) = cos(x + g)
I.—Determinar la amplitud, el periodo y el desfase de f.
Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar el dominio.
111.—Hallar la funcién inversa 1.
IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

Solucion I:

amplitud [A] =11 =1

] 21 21
per10dodef:k=7, k:T,kzzﬂ
T [
desfase de f: x+5=0, x=—§

T

La onda del coseno esta desplazada — 5 hacia la izquierda del origen.
T T

Solucion I1I: cos(x+5) =-1 = x+§ =1 = x= >
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

+5=1 +2=0 z

—) = = e = e f——

cos(x 2) x+3 x >
_ T T

Para que f~! exista debe ser Dom f = — E]' Rang f = [-1, 1]

T
asique Dom f~1 = [-1, 1] y Rang f~'= [__ _]
Solucion II:

_ T _ s
y = cos(x + E) = arccos(y) = arccos [cos (x + E)]
s s s
arccos(y) =x + 5 = arccos(y) — =X = x =arccos(y) — 5

/i I
Asique la inversa de y = cos(x + E) es y = arccos(x) — 5

I I
Solucion 1V: Grafica de f(x) = cos (x + E) y f1(x) = arccos(x) — 5 en el mismo

sistema de coordenadas.

Graficade f y f~1

24

Ny

A 7
.
wla 7
1
[
wod=]a o
a4

. _ X
4. —Si y—sen(T—n)
I.—Determinar la amplitud, el periodo y el desfase de f.

Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar surango.
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

I11.—Hallar la funcién inversa f 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

Solucion I: y = sen(T;—x—n) = y= sen(%x—n)

amplitud |A| =11 =1
i 2m 27
periodo de f: k=?, k:T' k=8
4
T T
desfase de f: Zx—T[=0, ZX=m x=4

La onda senoide esta desplazada 4 unidades hacia la derecha del origen.

i T T T
Solucion II: sen(Zx—n) =-1 = ZX—‘IT=—§ > x=2

sen(Ex—n)—l = Ex—1'[—E = x=6
4 B 4 2 B

Para que f~1 exista debe ser Dom f = [2, 6], Rangf = [-1, 1]
Solucion 111 :

Yy = sin (Ex — n) = arcseny =arcsen [sen (gx — n)] = arcsen(y) = gx -7

4
4arcsen(y)+4n=nx = x= Earcsen(y) +4

i 4
Luego, lainversade y = sen (Zx - n) es y= Earcsen(x) +4

X 4
Solucion IV: Grafica de f(x) = sen (T - n) y f7lx) = Earcsen(x) +4 enelmismo

sistema de coordenadas.
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

Graficade f y f71

10 1_/3/1 56
-1d

I
5.— Dada la funciéon y = tan(2x + §)

I.—Determinar la amplitud, el periodoy el desfase de f.
Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar surango.
111.—Hallar la funcién inversa 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

/s
Solucién I: Para y = tan(2x +§)

amplitud |A| = o
lodode f: k = r k= r
periodo de f: =7 k=3
desfase de f: 2x+z=0 2x=—E = x=—z
' 3 ’ 3 6
s
La grafica de tan(x) esta desplazada x = s unidades hacia la izquierda del origen.

Solucién I1I: —Hallar el dominio de f para que f~! inversa exista.
T T T T T
tan(Zx +=) = tan(x) = ®© = 2x+—-= > x=—=
3 2 3
tan(2x +2) = t ( ”) 2xto=— =
—) = —— )] = 00 = e — = —_-—
an(2x 3) an—3 X+3 x
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

S5t mw

Dom f = (_E'E) Rang f = (—o0,0)

T i
Solucion 111: y = tan(2x + §) = arctany = arctan [tan (Zx + 5)]

tany = 2x + = tany — = =2 Larctany -
= - = _— = = = _——_=
arctany = 2x + - arctany — = X Sarctany — = =x
s T
Asi, lainversade y =tan(2x+ §) es y= Earctanx s
Dom [t = (~w0,), Rang = = (-2 1)
omp o= ATl Rag T =T 1012

T 1 T
Solucion 1V: Grafica de f(x) = tan (2x +§) y flx) = Earctanx o

Graficade f y f!

ek
PR
-

) 3 3x m
6.— Si y=Z+sen<7— g)

I.—Determinar la amplitud, el periodo y el desfase de f.
II.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar su rango.
I11.—Hallar la funcién inversa f 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

9 o 3 3x w
Solucion I : Si Si y=Z+sen (7— g>

amplitud |Al=1]=1

i T 4
periodode f: k =——, k=?.
2
d d 3x om _m o
esfase de f: > g=0 gx=g x=g

I
La graficade f estad desplazada x = ) unidades hacia la derecha del origen

Solucién II: — Hallar el dominio de f para que f~1 exista.

3 4 3x w 3 1 3 4 3x w 1
—_ _ e (| = — — = — — e (| = — =
4 Sen( 2 6) 4 4 Sen( 2 6) 4
3x w T
sen (7 - g) = Ssen (— E)
3x w 3x T 3x 2T 2T
—_——_—= == > — = —— 4= = — = —— X = ——
2 6 2 2 2 2 6 9
3 4 <3x n) 3 +1 3 4 <3x n) 7
— —_—— — —_— : — —_—— — —_—
A R A 4T T 6 T g
3x w T
sen (7 — g) = sen (E)
3x m™ ™ 3x m T 3x 4m 41
e > — = —+4— = — = — = X = —
2 6 2 2 2 6 2 6 9
D _ [ 2m 411] R _ [ 1 7]
omf=|"g7 MI= "9 4
Soluciéon 111: Hallar la funcién inversa f =1
3 + <3x n) 3 <3x n)
= — R = —_ — = - -
y 7 sen > 3 y 2 sen > G
3 [ 3x w ] 3 3x w
—_ =) = [ — = —_ el = — — =
arcsen (y 4) arcsen |sen ( > 6) arcsen (y 4) > e
( 3) 4 T 3 2 ( 3) 4 T
_— —_ == = - — = — =
arcsen |y 2 =3 X 3 arcsen |y 2 ) X
Lai d 3 4 3x m o 4 2 3
ainversade y = 2 sen( 5 6) es y= 5 3arcsen(x 4)
Dom -1 = [ 1 7] R F1o [ 21 411]
om = 7] ang = 379
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

. 3 3x m 1 T 2 3
Solucion IV: f(x)=y=Z+sen<7—g> y f (x)=§+§arcsen(x—1)

Graficade f y de f1

n

n ‘
T
n

ERS
1
2
g
]
T
T
7
T

3

T
7.— Dada la funcion y —3 = cos (Zx - §)

I.—Determinar la amplitud, el periodoy el desfase de f.

Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar su rango.

111.—Hallar la funcién inversa 1.
IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.
Soluciéon I: y — 3 = cos (Zx —E) = y=3+cos (Zx —E)

3 3

amplitud |Al=1]1] =1

2
periodo de f: k =5 k=m.

d def: 2x—==0, 2x==, x=—
esfasede f: 2x =0, 2x=3, X=¢

T
La onda del coseno esta desplazada x = 5 unidades hacia la derecha del origen.

Solucién I1. —Hallar el dominio de f para que f~! exista.

3+cos(2x—§)=3—1=2

T s
cos(2x—§)=cos(n) = 2x—§=7r = xXx=—, xX= —
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

3+Cos(2x—g)=3+1=4

(2 n) (0) x-S0 2% = = T
-=)= = -==0 = =— = —
COS X 3 COS X 3 X 3 , X 6
T 2T
Dom f = g,?] Rangf = [2,4]

Solucién I111.—Hallar la funcién inversa 1.

y — 3 =cos (Zx — g) = arccos(y — 3) = arccos [cos (2x — g)]

T T
arccos(y —3) = 2x — 3 = 3 + arccos(y — 3) = 2x

T 1
—+ —arccos(y —3) =x

6 2
La inversade y— 3 = cos (Zx—z) es —E+larccos(x—3)
Yoo = 3 Y= 72
T 2T
Dom f~1= [2,4] , Rang f~ 1= [E'?]

I
Solucion IV: Graficar en un mismo sistema de coordenadas y — 3 = cos (Zx - —)

m 1 3
y = G + > arccos(x — 3).

Graficade f y de f71

ola

u‘g
a4

\
ala
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

X
8.— Dada la funcién y =1+ sen (?)

I.—Determinar la amplitud, el periodoy el desfase de f.
Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar surango.
111.—Hallar la funcién inversa 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

X
SoluciéonI: y =1+ sen (?)

amplitud |A]| |=1

=1
2
periodode f: k =—, k=6.

3
desfasede f: x =0

X
Laondade y =1+ sen (?) no esta desplazada respecto del origen.

Solucion I1. —Hallar el dominio para que la funciéon inversa exista.

Dom f = [—;;] , Rang f = [0,2]

Solucién I11.—Hallar la funcién inversa f 1.

y=1+sen (?) = y—1l=sen (?) = arcsen(y — 1) = arcsen [sen(?)]
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

X 3
arcsen(y — 1) = 3 = Earcsen(y -1 =x

i ) X 3
Asiquelainversade y =1+ sen (?) es y= ;arcsen(x -1

33
Dom f~'=1[02], Rang f = [_E'E]
Solucion 1V :

Graficade f y de f~1

¥ T
J 3 ‘

9.— Dada la funcién y = 2 + 3cos (nz_x - 7'[)

I.—Determinar la amplitud, el periodoy el desfase de f.

Il.—Hallar el dominio para que la funcion inversa exista. En este caso indicar surango.
I11. —Hallar la funcién inversa f 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

amplitud |A]

X lodode f: k=—, k=4
Solucion I : y:2+3c05(7_n) N periodo de f %
X
desfasede f: 7—7-[:0 = x=2

La onda coseno esta desplazada 2 unidades hacia la derecha del origen

Solucioén Il : Dominio para que la funcién inversa exista.

2+3cos(n7x—7r)=2—3 = 2+cos(n2—x—7r)=—1
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

3cos (712_x_n) =-3 = cos (%—n) =-1 = cos (712_x_n) = cos(m)

X ™, 4
——-n=T7 —=2n = x=
2 2

2+3cos(%—n)=2+3:> 2+cos(%—n)=5
3cos(n2—x—n)=3 = cos(%—n)=1 => cos(nz—x—n)=cos(0)

i =0 :>x—1:> =2
2 7 2 =

Dom f =[2,4], Rang f = [—1,5]
Solucién I11.—Hallar la funcién inversa f 1.
X X 1 X
y= 2+3cos(7—n) > y—2= 3COS(7—T[) = §(y—2) = cos(T—ﬂ)

1( 2)_7Tx R 1( 2) + _ X
arccos3 y =5 T arccos3 y T = 5

2 ! y—2)+2=
—arccos (y =x
X 2 1
Asi, lainversade f(x) =2+ 3cos (7 - n) es fl1(x) = Earccos§(x —-2)+2
Dom f~'= [-1,5], Rang f~1(x) =[2,4]
i o X 2 1
Solucion 1V: Grafica de f(x) =2+ 3cos (7 - n) y flx) = Earccos§(x —-2)+2

Graficade f y f~!
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Problemas resueltos Amplitud, periodo, desfase, dominio y rango

)

I.—Determinar la amplitud, el periodo y el desfase de f.

X+
10.— Dadala funcion y =1 + 3tan (

Il.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista. En este caso indicar surango.
111.—Hallar la funcién inversa 1.

IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funciones f y f~1.

amplitud : oo
T
x+m . =T
Solucién I : y=1+3tan< ) N periodo de f: k == .k = 6m
x+mn
desfasede f: c =0 = x=—-1

La onda tangente esta desplazada — m unidades hacia la izquierda del origen.

Solucion I1.—Hallar el dominio para que la funcién inversa exista.

1+ 3t <x+”) 143t (ﬂ) = 3t <x+n) 3t (n)
an = an(—=) = o an = 3tan (=
2 2
x+m =w N X W T X 2n 2
= — _—= —_—_—— D _—= — =
6 2 6 2 6 6 6 Y7
143t <x+n) 143t ( ”) = 3t <x+”) 3t ( 7T)
= —_—— = — 00 = ——
an an > an ¢ an >
X+ T + 3 4
= —_—— = — —1 = -
c > x+ T T X T

Dom f = (—4m,2n), Rang f = (—o,»)

Solucién: I11.—Hallar la funcién inversa f 1.

X+ X+ 1 X+
y=1+3tan< ) = y—1=3tan< 5 ) = §(y—1)=tan< )
1 X+ 1 x+m
arctang(y — 1) = artan [tan( )] = arctang(y -1 = c

1 1
6arctan§(y—1) =x+n = 6arctan§(y—1)—7r=x

x+m
6

1
La inversade y =1+ 3tan( ) es y= 6arctan§(x -1 -
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x
IV.—Graficar en un mismo sistema de coordenadas las funcionesy =1+ 3tan<

1
y y= 6arctan§(x—1)—7r

Graficade f y f1
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

REGLAS DE DERIVACION

d
y = k (constante) = d_z =0 Laderivada de una constante es igual a cero.

d
y=x = % =1 Laderivada de la variable independiente es igual a uno.

d du
y=a-u = % = aa La derivada del producto de una constante por una

funcién es igual al producto de la constante por la derivada de la funcion.

dy du dv dw

=u+u+w = —=—+—+— Laderivada de una suma de funciones es igual
Y dx dx dx dx f g

a la suma de las derivadas de las funciones.

dy dv du

=u'v > —=u—+v—, derivadade unproducto de funciones.
Y dx dx dx p f

du dv
u d Ve " Yux
y=- = %= % , derivada de un cociente de funciones.
dy du dy
— 2 — -1~ — 4N 7 — o en—1
y=u = =t o y=x = =X
_ dy 1ldu _ dy 1
y=lnu :a—aa y=Inx :a_;
=logu :Q=Md—u = log x :ﬂzlog(e)
y = log dx- u dx y=rod dx~  x
dy du dy
— LU = pu — pX RICANS Y
y=¢ T dx ¢ dx Y= e T oax ¢
y = a* = d—y—auln (a)d—u y=a* = ﬂ=ax1n (@)
dx dx dx
dy 1 du dy 1
YRS T R TR

Derivadas de funciones trigonométricas

dy du dy
y=senu = a= COSU% y=senx = —— = CoOsS X
dy du dy
= > — = — e = = — = —
y cosu dx senu dx y COS X d senx
. d , du . d ,
= > — = B — . = — =
y anu dx secu dx y an x dx Sec™ x
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y =cotu = Z—z=—csc2u3—z y = cotx = Z—i}=—csc2x
dy du dy

y =secu = i secutanua Y =secx = ol secxtanux
dy du dy

Yy =cscu = I =—cscucotua Yy = cscx = il —cscx cotx
dy 1 du dy 1

y =arcsenu = il ﬁa y = arcsenx = I = ﬁ
dy 1 du dy 1

y = arccosu = I —ﬁa Yy = arccosx = T =_ﬁ

_ dy 1 du _ dy 1

y = arctanu = ol T+ uZde y = arctanx = o 522
dy 1 du dy

y = arccotu = = “Trulde y = arccotx = - 17
dy 1 du dy 1

y = arcsecu = i ma y = arcsecx = I o
dy 1 du dy 1

y = arccscu = = - _ﬁa y = arccscx = i - a1

Derivada de funciones implicitas
En muchos problemas de derivadas, larelacién entre las variables x,y no se resuelve

para y, por lo tanto la variable y se llama funcion implicita de x.

Por ejemplo, 3x% — 7y = 0 esunarelacién implicita de y. Al resolver la ecuacién, se
. 3, g - ,
obtiene y = ;x donde y es funciéon explicita de x. Ahora se procede a derivar esta

ultima funcién, sital fuere el caso.
Pero cuando no se puede resolver la ecuacion para "y" en forma explicita, se deriva
la ecuacién dada término a término, considerando a "y" como funcion de x. En la ecuacion

ltante se despeja 2
resuiltante se eSpe]a dx.

Por ejemplo, si x?+ xy = xy> no es posible expresar y como funcién explicita de x.

dy dy
, 2 = xv3 = 2 — 43 22
Asique x* +xy =xy 2x+y+xdx v + 3xy I
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dy  dy dy dy Zty-y
ety y = Swigio g O BHyoyi=g G0t s psai T

Regla de la cadena
Siy=fu) y u=h(x), sedice que yes funcién de x por intermedio de u.
Ahora, si en y = f(u) se sustituye u por h(x) setiene y = f(h(x)) que se llama

funciéon compuestade f y h , también denominada funcion de funcion.

Cuando y = f(h(x)) entonces Z—z=f’(h(x))h’(x)

d
si y= f(g(h(x))) entonces % =f (g(h(x))) g’(h(x))h'(x)
Ejemplo: Hallar la derivada de y = sen(x/}).
Esta funcion puede escribirse en la forma y = f(h(x)) donde f(h(x)) = sen(h(x))
1

y h(x) =Vx. Aqui f'(h(x)) =cos(h(x)) y h'(x)= e

y _ o : dy _ L
por lo tanto T f(RG))R' (x) = i cos(Vx) e
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

DERIVAR Y SIMPLIFICAR LAS SIGUIENTES FUNCIONES

T
1.— Derivar y simplificar y = sen (3x + E)

S l 16 = —y —_— i 3 - ! 3
: = = = = =
olucion: y =senu cosu—, aqui u X+=- y u

entonces y = sen (3x + g) = y'=cos (3x + g) 3)

T
y' =3cos(3x + E)

2.—Derivar y simplificar y = (3x% —1)?
Solucién: Si se hace el camio de variable u=3x*—1 y u =6x
setendra y=u? y portanto y' =2uu,

entonces y=(3x*—-1)> = y' =203x*-1)6x = 12x(3x> - 1)

3.— Derivar y simplificar y = x%.e*
Solucion: Derivada de un producto: y=u-v = y' =u'v+uv

Si u=x%y v=e* entonces y=x%e* - y' =2xe*+x%e* - y =xe*2+x)

4. —Derivar y simplificar y = 4x3 — 3x

. ) dy du dv
Solucién: Derivadadeunasuma: y=u+u = —=—+—
dx dx dx

aqui ' =12x y v' =-3, luego y=4x3—-3x = y' =12x> -3 =3(4x%-1)

5.—Derivar y simplificar y = In(x + e*)

» dy 1du ,
Solucion: y=lnu = —=——, como u=x+e*, u=1+¢e*
dx udx
como y=In(u) = y' = l -u', entonces y=In(x+e*) = y' = (1+¢e%)
u x +e*
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

6.—Derivar y simplificar y = In(x?%.e*)

Solucion: y=lnu = d_y = ld_u donde u = x%e* y u' =2xe* + x?%e*
Y dx udx’ Y

1
asiquey =Inu = y’:a-u’, luego y = In(x%e*) = yl:xzex

- (2xe* + x%e¥)

I

xe*(2 +x) , 2+x

x4“e* X

7.—Derivar y simplificar y = V1 —6x5

1
Solucién:y = 3J1—6x°5 = y=(1—-6x5)3, donde u=1—6x° y u' = 30x*

1 1 1 2 1 2
luegoy=(1-6x°)3: = y=uz = y' = §u_5 u' > y' = 5(1 — 6x°)73(30x%)

30x* 10x*

o o

Y S aeer ) T ey

a x
8.—Derivar y simplificar y = p + -

9 o, X , , 1
Solucion: y=—+—- = y=ax'4+- = y' =—-ax?+-
a a
, a+1 . —a*+x* x*—a?
= - - = = =
y xz a y axz axz

9.—Derivar y simplificar 2x? —3xy + 4y? =+/3
Solucién: 2x? —3xy +4y> =3 = 4x—3(y) —3xy' +8yy =0

3y —4x

8yy' —3xy'=3y—4x = y'8y—-3x)=3y—4x = y,_8y—3x

xX—y

10. —D . . l. . 4_ —
erivar y simplificar x Xty

X
Y ey ey

Solucién: x
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

4x3(x+y)+x*A+y)=1—-7y'
4x3(x+y)+xt+xty ' =1-y'

!

C1-4xP(x+y) —x*

> xty'+y' =1-4x3(x+y)—x* >y

x*t+1
11.—Derivar y simplificar x*y —xy = 1 — 3x?
Solucion: x>y —xy =1-3x% > 2xy+x%y' —y—xy' = —6x
x%2y' —xy' = —6x—2xy+y
(6x + 2xy —y)
' —x)=—(bx+2xy—y) = y =—— ——=
y'(xf—x)=—(6x+2xy—y) = y Y =1

12. —Derivar y simplificar y = +/senx

cos x
Soluciéon: y =+vsenx - y' =
2+/sen x

Sen x cos x 1
! !
= 5 = —+/sen xcot x
Y 2sen x y 2

13.—Derivar y simplificar y = 2sen(3x) cos(3x)
Solucion: recordando que sen(2x) = 2senxcosx

y =2sen(3x)cos(3x) = y=sen(6x) = y' = 6cos(6x)

14.—Derivar y simplificar x?cos3(4x) = x3 —y3
Solucién:
x%cos3(4x) = x3 —y3 = (2x)cos®(4x) + 3x?[3cos?(4x)(—4sen(4x))] = 3x% — 3y?y’

2xcos3(4x) — 12x?cos?(4x) sen(4x) — 3x% + 3y2%y' =0

. 12x% cos®(4x) sen(4x) — 2xcos>(4x) + 3x>
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

15. —Derivar y simplificar y = sen (cos \/x3)

3x?
Solucion: = sen(cosyx3) = y' =cos(cosyx3)(—senyx3
y ( ) y ( )( )2\/?
, _ 3x%cos(cos Vx3)senvVx3 L o 3x2 cos(cos Vx3)senVx3
Y= 2Vx3 Y= 2xVx
, _ 3xcos(cos Vx3)senVx3

16.—Derivar y simplificar y = sec?x tan?x
Solucién:recordando que tan?x = sec?x — 1
y = sec’x tan’?x = y =sec®x[sec’x —1] = y =sec*x —sec?x

y' = 4sec3xsecxtanx — 2secx.secxtanx = Yy’ = 2sec®xtanx[2sec®x — 1]

17 —Deri implifi x2+1
.—Derivar y simplificar y =
y simp V==
X2 41 VI —x2(2x) — (k2 + 1). 22
Solucion: y = - y' = 2V1-x
V1 —x? 1—x2
x(x%+1
) 2xV1 —x2 + — L 2x(1 — xz) + x(xz +1)
y = y' =
- A— Vi
2 =28+ X0 +x 3x — x3

!

YT AoV (-xi-x?

18. —Derivar y simplificar sec(xy) = xy
Solucién: sec(xy) = xy — sec(xy)tan(xy)[y +y'x] =y +xy’
y'(xsec(xy) tan(xy) — x) = y — y sec(xy) tan(xy)
y sec(xy) tan(xy) + y'xsec(xy) tan(xy) —y —xy' =0

, _y(1 —sec(xy)tan(xy))  y sec(xy)tan(xy) —1
y = x(sec(xy)tan(xy) — 1) X sec(xy) tan(xy) — 1
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Problemas resueltos Derivacion y simplificacién de funciones

19. —Derivar y simplificar y = (2x3 — 1)24\/x2 -3

Solucibén:

= 2x3 - 1)2Vx2 =3 > y =2(2x3 — 1)(6x2)/x2 — %

V= x(2x% — 1) [24x(x —3)+2x3 - 1]

Vx2 =3

26x3 —72x —1

24x% —72x + 2x% - 1 2
= y' =x(2x°—-1) "
2/ (x? —3)3

- 3 _
vy =x2x°—-1) zm

20.—Derivar y simplificar y?cosx = a? sen(bx)
Solucién: y?cosx = a?sen(bx) — 2yy'cosx —y?senx = a? cos(bx)b
- 2yy' cosx = ba® cos(bx) + y? sen x

a?b cos(bx) + y? senx

2y cosx
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

DERIVADAS DE FUNCIONES TRASCENDENTES

Derivar y simplificar las funciones que
se muestran a continuacion.

I
1.— Derivar y simplificar y = sen (7x — E)

Solucién: y = sen (7x - g) = y' =cos (7x - g) ;—x (7x — g)

VA

y' = cos (7x - 5) (7) = y' =7cos (7x —g)

2.— Derivar y simplificar y = x2. e*’
d d
Solucién: y = x2.e¥ = y' = a(xz).ex2 + xz.a(exz) =y =2x.e* +x2.e% (2x)

y' =2x.e* +2x3.e* = y' =2xe* (1+x2)

3.— Derivar y simplificar y = arcsec(3x? + 2)°

d(3x% +2)°

Solucién: y = arcsec(3x? +2)° = y' =
(3x2 +2)5/(Bx2 +2)10 -1

, 5(3x2 + 2)* (6x) , 30x
y = = ¥y =
(3x2 +2)5,/(3x2 +2)10 — 1 (3x2 +2){/(3x2 +2)10 —1
ul
Nota: recordemos que si y = sec (u), entoncesy = ———
q y y i =1
4.— Derivar y simplificar y = log(v'x — 1)
Solucién: Si Vx—1 t du_ 1
olucion: Si u=+x—1, entonces —=——
dx 2\x
log (e) du , 1 log (e)

por tanto y =log(u) =y’ =

u dx Y T Wr—1) 2vx

_1. log (e) N ,_log(e). 1
YTV TV T e
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

5.—Derivar y simplificar y = arcsen(exz)

du
Solucion: Si u = x* entonces d_ =2x
X

et d B (exz)(Zx) B 2xe*”

I !

- e y -
v1- (ew)2 d exz V1 —e2¥?

luego y = arcsen(e*) = y' =

6.—Derivar y simplificar y = sen (arccos(x + 1))

Solucibén:

J1I—(x+1)2
—(x+1) . _ —(x+1) _ (x+1)
vi—x2-2x—-1 y_v—xz—Zx_ V—x2 —2x

y = sen(arccos(x + 1)) = y' = cos(arccos(x + 1)).

[

y

7.—Derivar y simplificar y = eVx

Sol Si u= x ent du_ 1
OuClon LU= entonces —=——
dx V%

{ U o = el du o v = VX 1 o 1 eV*

asique y=-e =e¥.— V. -5

ey YEe e T IR

8. — Derivar y simplificar y = In(x + e*)

S x r— . x
Solucion: y =In(x+e*) = y e (1+e%
, _1+e¥
y Cxtex

9. — Derivar y simplificar arctan (y) + 2x%y = Y

xy' —y
xZ

><I‘<

1 y—xy
y21x2 ' 2
yZ

Solucioén: arctan (y) + 2x%y = + 4xy + 2x%y’ =
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Problemas resueltos

Derivar y simplificar funciones trascendentes

y—xy 0, XY =y
y—2+x2+4xy+2xy i

x2(y —xy") + (4xy + 2x2y) (D) (% + y?) = (2 + yH)(xy' —y)
x2y —x3y" + 4xy(x?) (x? + y2) + 2x%y' (D) (2 + y*) = (2 +yH)xy' —y(x* +y?) -

2x?y' () (x* + %) — K%y = (2 +yHxy’ = —[y(c? +52) + 4y (A +y?) +x%y] -

, [ +4xy)(x? + %) + x%y]

y[(1 + 4x3)(x? + y?) + x?]
x0T +y?) — xF]

~x[(2x3 = D(x% + y2) — x2]

10. —Derivar y simplificar y = ln(ln(ﬁ))

1 1 1
SoluciéonI: y =In(In(vx)) = y' =

Invx vx 2Vx

! 1 / 1

= 9> -
Y 2x Invx Y xlnx

1
Solucion II: y = ln(ln(\/@) = y=In <Eln(x)>

, 1 1

y_051nx X
, 1
y_xlnx

11. —Derivar y simplificar arcsen(x.y) = arccos (x + y)

. y+xy' DA +y)
Solucién: arcsen(x.y) = arccos(x +y) = =
I-0P J1-G+9)
y Xy' 1 y'
+ + + =0
VI-0)? Y1-()? J1-(+y)? J1-(x+y)?

,< X N 1 >__ y B 1
Y \/1—(xy)2 \/1—(x+y2 B \/1—(xy)2 \/1—(x+y)2

y,<x.\/1—(x+y2+\/1—(xy)2> B _y\/l—(x+y)2 +4/1 — (xy)?
V1= (xy)2J1— (x + y2 V1= (21— (x +y)?
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

,=_y\/1—(x+y)2+\/1—(xy)2
x.\/l—(x+yz+\/1—(xy)2

12. —Derivar y simplificar arcsen(\/;) = arcsec (\/;)

1 1 y'

1
Vi—x 2Vx  Jyfy—1 2y

Solucién: arcsen(x/E) = arcsec(m -

1 y'
2WVI—x 2y fy—1

,_wWy-1 o y-1
Ve T Y EY o

13. —Deri implifi " 1—cosx
.—Derivar y simplificar y = arctan |—————
Y P y 1+ cosx
., 1—cosx
Solucion: y = arctan |——
1+ cosx

, 1 1 sen x(1 + cos x) — (—sen x)(1 — cos x)
y = 1+ 1—-cosx I—cos x (1 + cos x)2
14+cosx
14+cosx
, 1 1 sen x + sen x cos x + sen x — Ssen x cos x
y = 1+cos x+1—cos x I—cosx (1 + cos x)z
1+cos x 2
14+cosx
, 1 1 2senx
y' = ) )
2 (1-cosx)2 (1 + cosx)?
1+cosx 2 EEE——
1-cos2x
, l+cosx 1 2senx 1 1 sen®x 1
Y= o(=cosx) (1+cosx)2 2 1—cosx 1+cosx 2

senx
" 1—cosx , 1
= arctan [—— > = —
Y 1+ cosx y 2
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

14. — Derivar y simplificar y = +/x? — 1 + arcsec(y/x? — 1)

Solucibn:

2x 1 2x

y =+/x%2—1+4arcsec(yx2—-1) = y'= + .
2Vx?2 -1 VxZ-1/(x2-1) -1 2Vx? -1

. x x xVx2—1 x

Y T 1 (x2—1Vx2—2 x*—1  (x2-1Vx2-2
X
y' = [\/x2—1+

x2—1

1
=

2
15.—Derivar y simplificar y = %

Solucion: y = (o) > y= G

1
y=Inx) = y =

2
16. —Derivar y simplificar y = iy + 2 arcsen (f)
2 2 a

Solucion:
1
x a? x 1 (x)(-2x) a? 1(‘)
=ZJag2 — 42 1 Z) o v =24a2 — x2 —. a
y > a X +2arcsen(a) y > a X +2.2m+ 2 1_£
a?

;15— x? +a 1
y 2 @ 2vVa? — x2 2 a2-x2
aZ
1 x? a? 1
r_ (2 _ 2 _ hadli
yove 2Va2 —x2 2 a2 —x2
, (@?—x¥)—x*+a? a?—x*—x*+a? 2(a*-x?
2vVa? — x? 2vVa? — x? 2Va? — x?
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

[

17.—Derivar y simplificar y = In(x?.e¥)

Soluciéon 1:
=1 2 ,x - 1 - (2xe* 2,X
y = n(x .e ) =Yy —-;Efg; ( xe® +x“e )

! !

_xe*(2+x) _2+x

x2. eX x

Solucién 2:

y=In(x%.e*) = y=Inx?>+Ine*=2Inx+x

, 2+1 , 2+x
= — —3 =
Y X y X

18. —Derivar y simplificar y = In(arctan(e3¥))
Solucion:

1

. -e3% (3
arctan(e3*) 14 e O

y = In(arctan(e3¥)) - y' =

383x
y= (1 + e®*) arctan(e3*)

19. —Deri i fi _1 5/1 +senx

. erivar y simplificar y =In T senx
Solucién: v =1 5 1+senx_11 <1+senx>
otucton: y =1 1—senx_5n 1—senx

, 1 1 (1 —senx)cosx — (1 + senx)(—cosx)

Y =5 Tisenx (1—senx)?
1-senx

1 (1—senx) cosx—senxcosx 4+ cosx + senx cosx

!

y

"5 (1+senx) (1 —senx)?
,_1 2cosx _2cosx_ 2
y= 5(1 +senx)(1—senx) b5cos?x 5cosx
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

20.— Derivar y simplificar In(x + y)3 = x? + y?

Solucién: In(x +y)3 =x*2+y? = 3ln(x+y)=x2+y?

1
3- m-(1+y’)=2x+2yy’ => 3(1+y)=2x(x+y)+2yy'(x+y)

3y' = 2yy'(x+y)=2x(x+y)—3 = y’(3 —2y(x + y)) =2x(x+y)—3

, 2x(x+y)—-3  2x(x+y)-3
T 3-2y(x+y) 2y(x+y)-3

21. — Derivar y simplificar In(x +y) = e* + x?

!

1+
Solucién; In(x +y) = e +x? = ﬁ =(y+xy)eX +2x

1+y'
x+y

=ye +xy'e™ + 2x

1+y' =@+ y)ye™ + (x +y)xy'e™ + 2x(x + y)
vy —xy'e(x+y)=(x+y)ye® +2x(x+y)—1

Y+ y)e? +2x(x +y) -1
B 1—xe™(x+y)

!

X _pX
22.—Deri implifi =—
erivar y simplificar y prape
. e¥—e™ , (¥ +e™)(e*+te™)—(e*—e™)(e*—e™)
Solucién: y = T ex > y' = @ o)
, (¥ +2+e7?) — (e?¥ — 24+e7%)
y = (ex + e—x)Z
e2X 4 2+4e %X —2¥ 42— 4
(e* + e )2 ~(eX +eX)2

x
23.— Derivar y simplificar In(x? + y?) = 2 arctan (;)

x 2x + 2yy’ 1 —xy'
Solucién: In(x? + y?) = 2 arctan (—) = Y _ o > .
y x? +y? 1+ »?

yZ
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

2

2x +2yy" 2y —xy") 2x + 2yy' 2y y—xy
= = = .
x2 + yZ xZ + yZ xZ + yZ xZ + yZ yZ
2x + 2yy' =2y —2xy' = 2yy'+2xy' =2y —2x

y—Xx
y+x

2y'(y+x)=2(y—x) = y'=

24.—Derivar y simplificar In(y) =senx

Solucion:

!

y ,
In(y) =senx=> —=cosx =y =ycosx

25.—Derivar y simplificar y = arcsen(Inx) — In(arctan x)

Solucion:

, 1 1 1 1
y = arcsen(Inx) — In(arctanx) = y' = — 17 ey TR A2
1 1 1 1

i

= NEY _1n2x.x arctanx 1+ x2
, 1 1

Y= xV1—In2x (1+x2)arctan(x)

26.— Derivar y simplificar,/1 + Iny = sen?(3x — 1)

Solucion:
J1+Iny=sen’(3x—1) = ; Z = 2sen(3x — 1) cos(3x —1).3
2{1+Iny V¥

y' =12ysen(3x — 1) cos(3x —1),/1+Iny

27.— Derivar y simplificar y = In[(2x + 1)3. (x? — 4)°]
Solucion :

y=In[Rx+1)3 - (x> -4)°] > y=3In(2x+1)+5In(x? —4)
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones trascendentes

2 + 5 2x , 6 4 10x
. = =
2x + 1 X2 — 4 Y S ox+1 x2—4

y'=3:

| 6x2—24+420x% +10x _ 26x2 + 10x — 24
Y ST ax+ D2 —4) (2x+DZ—4)

28.— Derivar y simplificar y = sen3(e*).cos*(e™¥)
Solucién:
y = sen3(e¥).cos*(e™)
y' = 3sen?(e*) cos(e*) e*.cos*(e ™) + 4cos3(e™*)(—sen(e™*)(e™*)(—1)sen3(e*))
y' = 3sen?(e*)cos3(e™¥)[3 cos(e*) cos(e ™) e* + 4sen(e*) sen(e*)e™*]

y' = sen?(e*)cos3(e™*)[3e* cos(e*) cos(e™™) + 4e ¥ sen(e ) sen(e*)]

29.— Derivar y simplificarIn/x.y + In /x + y = 4

: . — 4 = i — 4

+xy' 1+
Yy }’+ y=0
xX.y xX+y

In(x.y)+In(x+y)=8 =
G+xy)x+y)+A+y)(xy)=0 > yx+y)+xy'(x+y)+xy+xyy' =

yix(x+y)+xy]l=-ykx+y)—xy

, Yy +y)+xy S oo 2xy + y?
T x(x+y)+xy Y= 2xy + x?

30. — Derivar y simplificar arcsen[In(x + y)] = x -y

1

1

m'xw'(””:””'
14y =@ +xy)x+y)YJ1-In2(x +y)

14y =yl +y)/1-In2(x +y) + xy'(x + )1 —In2(x + y)

Y —xy' (x+y)Y/1-n2(x +y) = y(x + y){y1 - In2(x +y) — 1

Solucion: arcsen[ln(x +y)] =xy =
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YA —x(x+y)J1-In2(x+y)=yx+y)J1—-In?(x+y)—1

, Y+l -In*(x+y)—1 _y(x+y) 1-In?(x+y)—1
Y 1—x(x+y)J/1—-1In?2(x +y) x(x+y)y1—-In?(x+y)—1

31.— Derivar y simplificar y = 10e™.cos x
Solucién:
y=10e ™ .cosx = y' =—-10e *.cosx — 10e *.senx

!

y' = —10e *(cosx + senx)
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

FUNCIONES HIPERBOLICAS

Las funciones hiperbdlicas se definen como se muestra a continuacion:

e¥—e™ e*+e™ senh(x)
senh(x) = — cosh(x) = — tanh(x) = m
coth(x) = % sech(x) = ﬁ csch(x) = senh(®)
cosh?x —senh?x = 1 cosh(2x) = cosh?x + senh?x  senh(2x) = 2 senh x. cosh x
1 — tanh?x = sech?x coth?x — 1 = csc?x

Derivadas de las funciones hiperbdlicas:

y =senh(x) = y' = cosh (x) y = cosh(x) = y’ =senh (x)
y =tanh(x) = y’ = sech?(x) y = coth(x) = y' = —csch?(x)
y =sech(x) = y' = —sech(x) tanh(x) y =csch (x) = y' = —csch(x) coth (x)

Derivadas de las funciones hiperboélicas inversas:

_ h dy 1 du _ h dy 1 du
y = arcsenh(u) = o Torridx y = arccosh(u) = dx - Voroidx
dy 1 du dy 1 du
y — arctanh(u) = a = 1 — uZ a y = arCOth(u) = a = 1 — uZ a
hw dy 1 du h(w) dy 1 du
= arcsech(u > — =—— = arccscnu 5 =
Y dx |u|\/1 —u? dx Y dx |u|\/1 +u2 dx
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

EJERCICIOS

1. —Derivar y simplificar y = x senh x + e°sh*

Solucién: y = x senh(x) + e®h* =y’ = senh(x) + x cosh(x) + senh(x) esh*

y' = senh(x)[l + eCOSh(x)] + x.cosh(x)

2. —Derivar y simplificar y = senh(arctan(e3¥))
, 363x

Solucién: si u = arctan(e3*), u' = ——
' 1+ e8*

entonces y = senh(arctan(e3*)) = y =senh(u)

3 e3x

1+ eb*

du
asique y' = cosh(u) . P = y’ = cosh(arctan(e3¥)).

3e3* cosh(arctan(e3¥))

1+ e8>

!

y:

3. —Derivar y simplificar y = arcsen(tanh(x?))

2.x.sech?(x?)

_)
41 —tanh?(x2)
2x sech?(x?)

"= = 2x.sech?(x?).sech™'(x?) = 2x sech(x?)

v/ 1 —tanh?(x?)

Solucién: y = arcsen(tanh(x?)) = y'=

4 —Deri mli i _ senhx
.—Derivar y simplificar y = 1T coshx
Solucibn: v = senh x , _ [1+ coshx]coshx — senhx senhx
OO Y = T coshx y = [1 + coshx]?
, _coshx +cosh®x —senh®x  coshx+1 1
Y= [1+ coshx]? " [1+coshx]?2 1+ coshx
5. —Derivar y simplificar senhy = tan x
Solucion: hv =t & v coshy = sec? s , _ sec?(x)
olucion: senhy = tanx y' coshy = sec”(x) y'= coshy
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

6. —Derivar y simplificar y = arccoth [ln (;—C)]

_r
)
, 1

T x [ ()

!

Solucién: y = arccoth [ln(g)] > y' =

IR =

7.—Derivar y simplificar y = In+/tanh(2x)
Solucién: siu = tanh(2x) , u' = 2sech?(2x)

I Iny/ o1 1 du ' = 2.sech?(2x)

uego =Invu = =—+———, como u' = 2.sec X
1 1 5

y =In,/tanh(2x) = y' = .sech®(2x).2

- \/tanh(2x) . 2./tanh(2x)

, _sech?(2x) _ 1 , 2
Y= tanh(2x) ~ cosh(2x) senh(2x) ~ senh(4x)

y

4
8. —Derivar y simplificar y = [3\/ sech x]
4
Solucién: y = [Vsechx| - y = (sechx)*?

4 1 4 4
y' = 3 (sechx)s.(—sechxtanh(x)) = y'=-— 3 (sech x)s.tanh(x)

9. —Derivar y simplificar y = In[coth(5x) — csch(5x)]
Solucion: si y = In[coth(5x) — csch(5x)]

[-5csch?(5x) + 5 csch(5x)coth(5x)]
coth(5x) — csch(5x)

entonces y' =

, _ 5[—csch?(5x) + csch(5x)coth(5x)]  5[coth(5x) — csch (5x)]csch (5x) Sesch (5
y = coth(5x) — csch(5x) B coth(5x) — csch (5x) = 5csch (5x)

y = In[coth(5x) — csch(5x)] = y’ = 5csch (5x)
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

10. —Derivar y simplificar arctanhy = arctan(sech x)

Solucion: u =sechx , u' = sechxtanhx

y 1 du
1—y2 14u? dx

arctanhy = arctan(u) =

y' sech x tanh x sechx tanh x

= — —3 ’:—1— 2
1—y? 1+ sech?x Y A=y 1+ sech?x

11. —Derivar y simplificar y = In3 (tanh(exz))

Solucién: y = 31n2(tanh(ex2)). .sechz(exz).ex2

2x
tanh(e**)

,  6x In? (tanh(exz)). sech? (exz)e"2
B tanh(e**)

12. —Derivar y simplificar y = arccosh(exz)

., , 2 du 2
Solucion: siu=e*, —=2xe*
dx
= arccosh(exz) = y = arcosh(u), luego y' = 1 du
y_ y_ ] g y - m dx
2x e*’

es decir y' =

Ve —1

13. —Derivar y simplificar y = In(In(arcsech(x?)))

2x
Solucién: u = arcsech(x? > U =——
(") x2vV1 — x*
~ In(narcsech(x?))) = y = In(nw) = y' = —— 2y’
vy = In(In(arcsech(x y=In(Inu y_ln(u)uu

2x
Y= In(arcsech(x?)) .arcsech(x2) .x2v1 — x*

!

2
/1= x* .In(arcsech(x?2)) arcsech(x2)

!

y
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

14. —Derivar y simplificar y = In[arcsenh(e?¥)]3/2
2xV13/2 %[arcsenh(er)]l/z 2 2%
Solucion: =1 h = y' = .
olucién: y = In[arcsenh(e?*)] Y= Tarcsenh(e?)]3/2 o

2x
, 3e

y =
arcsenh(e?¥) .Ve** + 1

15. —Derivar y simplificar y = [csch?(x? — 3x + 1)]'/°
Soluciéon: si u=x*—-3x+1 y u' =2x-—3 entonces y= [csch (u)]?/>

2 _3 du 2 2 ,
y' = < [csch (w)] s[— csch(u) coth(uw)] (%) > y' = —g[csch (w)]5[coth(u)]u

2 2
y'= _gcschg(xz —3x + Deoth(x? = 3x + 1) - (2x — 3)

16. —Derivar y simplificar y = [sech®(3x).cosh3(3x)]
1
Solucién: sech®(u) = cosh? D)

y = [sech®(3x).cosh3(3x)] = y .cosh3(3x)

~ cosh3 (3x)

1 1
17.—Derivar y simplificar y = ;sech (;)

. 1 1 -1 1\ 1 1 1 1
Solucion: y =— .sech(—) = y'=—sech(—)+—|—sech(—]tanh(-).(——
x x x? x)  x X x x?

18. —Derivar y simplificar 3 arcsenh(x? + y?) = arctanh x

2x+2yy 1 J&xZ2+y2)2 +1

Solucion: 3. = = 2x+4+2yy' = 30— 29

JeZ+yDH2+1 1—x?
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Problemas resueltos Derivar y simplificar funciones hiperbdlicas

, V(2 +y2)2+1 , V(2422 +1 x
2yy’ = —-2x = y'= —

3(1—x2) 6y(1—x2) y

19. —Derivar y simplificar y = ln(senh(\/}))
Solucié Vx du_ 1
olucién: u =+x —=—
dx  24/x
y = In(senh(¥x)) = y =In(senhu)

;L 1 du . cosh(\/}) _ 1
y _senh(u) . cosh(u)-a > y' = 2x/§5enh(\/§) = 2\/}.coth(\/ﬂ

1
20.—Derivar y simplificar y =
[tanh(In2(3x))
du
Solucion: siu = 3x entonces — =3
dx
1 1/2

por lo tanto y = = y = [tanh(In?(w))]

/tanh(ln2 (u))

- "
y'=-3 [tanh(In?(w))] ™" “sech?(In?(w))2 In(w) i

o % [tanh(In?(3x))]”*"*sech?(In2 (3x) )2 In(3x) % -3

y =~ Hianh(1n2G0)] sech(1n(31)) In(3
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

Reglas de Integracion

1.—f(du+dv+dw) =fdu+fdv+fdw

La integral de una suma de funciones es igual a la suma de las integrales de las
funciones sumando.
2.— fadu=afdu.

La integral del producto de una constante por una funcién es igual a la constante
por la integral de la funcién.

3.—fdu=u+C.

La integral de la diferencial de ues igual a la funcién u mas la constante de

integracion
y1

+ C.
n+1

4, — fu"du =

La integral de la potencia enésima de la funcion ues igual a la potencia en (n + 1)
de "u" dividida por (n+1).

du
5.— f— = lnu+C.
u
(n = —1 en el nimero cuatro).
6.—fe”du= e*+C .

La integral de una potencia de base "e"es igual a la misma potencia mas la constante
de integracion.
au
7.— fa”du= —+C .
Ina

La integral de una potencia de base "a"es igual al cociente de la potencia dividida por
el logaritmo natural de la base mas la constante de integracion.

Reglas de Integracién para funciones trigonométricas

1.— fsenudu= cosu+C 2.—fcosudu= —senu + C

3.— fseczudu= tanu + C 4. — fcsczudu= —cotu+C
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Problemas resueltos

Célculo de integrales de funciones

5. — fsecutanudu= secu+C
7.— ftanudu = In(secu) + C

du 1
9.— f = —arctan(u) + C

6.— | cscucotudu =— cscu+C

8.— | cotudu = In(senu) + C

J
J

1OJ'du

arcsen (g) +C

= 1n(u+ u2+a2)+C

12 f du
' Vu? + g?
14.—

u?+a?> a
du
11.—f—= In(u++Vu2—a?)+C
= In( )
13.—

secudu =In(secu + tanu) + C cscudu =In(cscu —cotu) + C

CALCULAR LAS SIGUIENTES INTEGRALES.

1. — Resolver: f( Vx + 8x — 3)dx
Soluci()n:f(\/f+ 8x — 3)dx = fxl/Z dx + 8 fxdx - dex

2
f(\/E+8x—3)dx= §x3/2+ 4x? —3x +c

2.— Resolver f(Z Vx — Yx — x*)dx

Solucién:f(Z\/_— Vx — xHdx = Z_fxl/Z dx—fx1/3 dx—fx‘*dx

1 4

2 3/ 3 4 s 3 3 4 1
R S = )2 — 23— Z 45
2.3x 4x 5x +c 3x 4x 5x +c

4 3 1
f(Z\/E— Vx — xM)dx = §x3/2 —Zx4/3 —ng +c

2dx
3. —Resolver —

X

. 2dx dx _3
Solucibn: —3 = —3+c=fx .dx+c
X X
dx x2 1
2 FZZ'—_Z'FC :—F'FC
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

dx
sec (x)

4.—Resolver f

y dx dx
Soluaon:f = _fT: fcosxdx=senx+c
sec (x)

CosXx

5.— Resolver: f[x/?.(x+ Y0 ]dx
Soluci()n:f[\/E.(x+ Yo ldx = f(\/f .x) dx + f(\/fi/})dx +c
f(x%.x)dx+ f(x%.xi)dx+c=fx;dx+ fx%dx +c

25 10 7
f[\/}.(x+f/x)|dx = §x5+ﬁxﬁ+c

(x% + 2x)%dx
6. —Resolver fx—z

+c

y (x? + 2x)%dx (x* + 4x3 + 4x?)dx
Soluaon:f 5 = f 5
x x

f(x2+4x+4)dx+c= fxzdx+4fxdx+4fdx+c
(x2+2x)%dx 1
f x?

= §x3+2x2+4x+c

7.— Resolver: fx.w/xz + 2dx

du
Solucioén: u=x*+2 = - = xdx

1 1 1
f(x.\/xz+2)dx=§fu1/2du=§u3/2+c= §(x2+2)3/2+c

82



Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

8. —Resolver: f tan(x)dx

sen(x)dx
cos(x)

Soluci()n:ftan(x)dx :f

u=cos(x) = —du=sen(x)dx

ftan(x)dx = _fci_u =—In(u) + c = ln(cos(x)) +c=1In(1) — ln(cos(x)) +c

ftan(x)dx = In(sec(x) + ¢

(x7 4+ 5x° — 6x3 + 8)dx

9. —Resolver >
X
B (x7 + 5x> — 6x3 + 8)dx s S,
Solucion: " =fx dx+5fx3dx—6fxdx+8fx dx +c
x7 +5x° —6x3+8)dx 1 5 8
( ) = —x0+-x*-3x2—-—+¢
x?2 6 4 x

10.— Resolver: f(4x +3)%dx
Solucién:f(élx +3)%dx = f 16x2 dx + f 24x +f9dx +c
16
f(4x+3)2dx= ?x3+12x2+9x+c

x%dx
x3 -2

11. —Resolver f

du
Soluciéon: u= x3-2 = 5 = x?dx

= = Ll te =G —2) +
= u—3nu C—31'1X c

fxzdx 1 (du
x3—-2 3

12.— Resolver: fo.exzdx

2

Solucién: u= x - du=2xdx
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

J-Zx.exzdx = fexz.Zxdx

fe”du= e“+c=e* +c¢

dx

— X

13.—Resolver f 1

Soluciéon: u=1—x = —du=dx

dx du du
f =f——+c=—f—+c=—lnu+c=—1n(1—x)+c
1—x u u

(x + 2)dx
2vVx + 2

Solucion: u=x+2 - du = dx

14.—Resolver

(x +2)dx _ 1fudu_ 1
u1/2_2

_ 1 12 1
= 1/2 = — 1/2 = - — 3/2 = — 3/2
Noww > fu.u du qu du 2.3u +c 3u +c

(x+2)dx 1 ( +2)3/2 N
— = - (x c
2Vx +2 3

15.— Resolver: f(3x2 —1)3dx

Solucion: J-(Bx2 —1)3dx = 27J-x6 — 27fx4dx + 9fx2dx — f dx

27 27
f(3x2 —1D%dx= —x"——x>+3x3—x+c

7 5

5 x

16.— Resolver: f(———) dx
x 5

i 5 x 5dx 1 1
Solucion:f(———)dx= ———fxdx+c=51n(x)——x2+c
x 5 x 5 10

17.— Resolver: f cos (x2)2x dx

2

Solucion: uU=x - du = 2x dx
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

f cos (x2)2x dx = f cosudu = senu + ¢ = sen (x2) + ¢
18. — Resolver: f(l — cos x)3sen x dx
Solucioén: f(l — cosx)®sen x dx = f(l — 3 cos x + 3 cos?x — cos®(x) )sen(x)dx
= f sen(x)dx — 3 f cosxsenx dx + 3 f cos?(x)sen x dx — f cos3(x)sen(x)dx
3 1
f(l — cos x)3 sen x dx = —cos(x) + Ecosz(x) —cos3(x) + Zcos“(x) +C

x?dx

19. —Resol —
eso verfxz —

Solucié -fxzdx—f(u : ) —fd +2f Ik L
oLucion: x2_2— X2 _2 X = X xz_z—x \/Enx_i_\/i Cc

20.— Resolver: f(3x2 — 1D (x + 2)dx

Solucion: f(3x2 —1D(x+2)dx = f(3x3 —x + 6x% — 2)dx

3 1
=3fx3dx—fxdx+6fx2dx—2fdx= —x4—5x2+2x3—2x+c

4

(5x + 3)%dx
21.—Resolverf—
4
y (5x + 3)%dx (25x% + 30x + 9)dx
Solucion: f =f +c
4 4
f(ZS 2+30 +9)d +c= 25 2q +15f d +9fd +
4x4x4xc—4xx2xx4xc
J‘(5x+3)2dx_ 251 ,,301 ,.9 25, 15, 9
4 T 3N T TR TeT R T T
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

22.— Resolver: f(5x3 —1)%dx
Solucién: f(ng —1)%dx = f(25x6 —10x3 + 1)dx
1 1
f(Sx3 —1)%dx = 25fx6dx - 1Ofx3 dx + f dx = 25.7x7 — 10.Zx4 +x+c
25 5
I(ng —1)%dx = 7x7 —Ex“ +x+c¢

23.— Resolver: fe5x+3 dx

u
Solucion: u=5x+3 - = =dx

1 1 1
fesx”dx: gfeu.du= g.e”+c= g.esx” +c

1
24 .-Resolver: [(2x% + 1)zx3dx

du u—1
Solucion: u=2x*+1 - T=xdx , x%= 5
1 1 u—1\ 1du 1 1
f(2x2+1)2x3dx= fx2(2x2+1)2xdx= f( 5 >u27=§f(u—1)u2du
1 3 1 1
=§fu2du—§fuz du
1 5 1 3 1 ) 5 1 ) 3
- %uZ—Eu2+c=%(2x +1)2—E(2x +1)z+c¢
(x + 3)dx
25.—Resolver: | ———~
B-x)73
Solucién: u=3—x, —du =dx x+3=6—-u
x + 3)dx 6 —u)(—du _1 1
( )2 = ( 2( )=—6fu2du+fu+3du
B-x)7s u/3

3 3
=—18u'/3 +Zu4/3 +c=-18(3—x)"/3 +76- EY
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Problemas resueltos

Célculo de integrales de funciones

26.— Resolver: f(l + sen(2x))3/2.cos(2x)dx

Soluciéon: u=1+sen(2x) -

1f Ed 1
—_— 2 = -
> uz du >

du
-5 = cos(2x)dx

ull N

1 1
W2 4= §u5/2 +c= §(1 +sen(2x))5/2 +c

sen xdx
27.—Resolver: f 5
Ccos%x

Solucion: u=cosx - —du=senxdx

sen x dx 2 s 1 1
———=|cos“xsenxdx=—|u“du= u "+c= cos(x)" + c=
cos?x

cos(x)
=sec(x)+c¢

28. —Resolver: f(x_2 +x) (1—2x"3)dx

Solucion: u=x2+x - du=(-2x3+1Ddx - du=(1-2x3)dx

2
f(x‘2+x) (1—2x‘3)dx=fu(du)=fudu=u7+c=%(x'2+x)2+c

xdx
29.—Resolver f m

L du
Soluciéon: u= 1—-2x?> - —— = xdx
4 =2

xdx -1 (du -1 _3 -1 1 _, 1 ) 2
J‘m:TJ‘EZT u du= —.—u +C=§(—2X +1) +c

(x? + x)dx

30.—Resolver m

du
Solucién: u=4-3x2—-2x3 - du=-6(x?+x)dx) - — = (x% + x) dx
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(x*+x)dx  1(du 1 ) 3
Toa o3 6) w - g3 —2x) +e

31. —Resolver f Vx*+ x2 (10x3 + 5x) dx

5du
Solucién:u = x*+x% » — —(10x + 5x)dx
5 5 3
fw/x4+x2(10x + 5x)dx = fuZdu— §u2= §( x*+x% +c

32.—Resolver

f dx
Vx(\/x — 3)5

dx
Solucion: u =+vVx—3 - 2du =—
Vx

f dx _zfd_u__i_l_ 1
Vix =33 TJus o 2ut ¢ 2(\/— )

1\ 1
33.—Resolver f(l +—>—2dx
x/x

1
Solucion: u = (1 +;) - —du =—

2

f1+11d—fd—u2+—11+1+
)t == Judu= o= —3(1+3) +c

34.—Resolver

f (% — 1)2 dx)

dx
Solucion: u=+vVx—1 -» 2du=—
Vx

Wi-1ide) (2, 4
IT—quZdu—§u2+c

f(\/f—l)idx)zg(ﬁ_l)s/z_{_c
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1 5
(<-2)
35.Resolverf 3 dx
2
Solucién: 1= x5—2 , 3du=-2
olucion: u= x3—2 , u—w
(#-2)
x3 —2 1 1,1 6
= 5 :—6 = — _—2
f e dx B.fudu 2u +c 2(x3 )+c

36. —Resolver: fxz (x+ 1)1/2 dx

Solucionnu=x+1 - (u—-1?%=x%, du=dx

5 3

2 7 25 23

Nl\l

1 1 5 1
f(u—l)zuidu=f(u2—2u+1)u5du—f 2d fuZdu+fu5du
2
7

=7u2—2§u5+§u2+C— —§u2+3u2+c
2 7 4 5 3
=7(x+1)2—§(x+1)2+§(x+1)2+c
37 —Resol 3xdx
.—Resolver =302
i 1—u
Solucion: u=1—-3x » —du=3dx , x= 3
3xdx 1 (1 —-uwdu 1 1
- = = 7 __ 1— —Zd :__f -2 _ —1d
(1—3x)2 3[ w2 3f( W du = —3 | (W —udu

= —%U u"2du —fu‘ldu] = —%[—u‘l —In(w)] +c¢

x4 i3+
d—3nz 30737 +3n=30)+c

5
38.— Resolver: f(S — x)2 xdx

Soluciéon: u= 3—-x , x=3—-u —du=dx
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5 5 5 7
f(3—x)5xdx = fu5(3—u)(—du) =fu5 (u—3)du = fuz_du— 3fu§du
7 5 2 9 2 7 2 9 6 7
= — = — 2—3.— 2 = — 2 —— 2
fuZdu Bfuzdu 9u 37u +c 9u 7u +c

=§(—x+ 3)9/2 —g(—x+ 3)7/2 +c

39. —Resolverf V3 +x (x +1)2%dx
Solucion: u=3+x »x+1=u—2 - du=dx
f3v3+x(x+1)2dx=fW(u—Z)Zdu=fi/ﬂ(u2—4u+4)du

3 7 4 1 3 w 12 7 4
f\/ﬂ(uz—4u+4)du=fu3du—4fu3du+4fu3du=Eu3—7u3+3u3+c

3 10 12 7 4
f3\/3 +x(x+1)2dx=E(3+x)?—7(3+x)5+3(3 +x)3+c¢
1.3
40. —Resolver fx‘3 (1 +Z)2dx
1 1
Solucion: u=1 +Z > u—1= Ex_l - 2u-1)=x"1 - —2du=x"2%dx

fx_l (1 +%);x_2dx = fZ(u — 1)(u)%.(—2du) = —4f(u - 1)(u); du

3 3 5 3 2 7 2 s
= —4][(uu2—u2)du] = —4fu2du+4fu2du= —4.7u2+4.§u2+c

81+8£+ 81+1z+81+15+
= ——Uuz +—-uz = —— —)2 + — —)2
7u 5u ¢ 7( Zx) 5( 2x) ¢

(x + Ddx
VxZ+2x+2

41. —Resolver

du
Soluciéon: u=x%2+4+2x+2 - du=2x+2dx —>7=(x+1)dx

(x + dx 1(du 1 =2 1 1 1 2 1
—=—IT=— uzdu= z.2uz+c=uz+c=x“+2x+2)2+c
VxZ42x+2 2) yl 2 2
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

(x + 3)dx
42.—Resolver f3—
(9 —x)2

Solucion: u=9—x -» x+3=12—-u - —du=dx

—fx(;j)gz = f—(lz - Zg(_du) — 12 f Wi (—du) + f wsdu = —3615 + %ug np
f (x + 3)dx
V(O —x)?

13 *
= —36(9 —x)3 +Z(9—x)3 +c

1 2 x2 -1
43. —Resolver: f<x+—> 5 dx
x x

x% -1
Soluciéon: u=x+- - du=
x x2

1\ (2% — 1 s 3 3, 1y
f<x+—> dx=fu3du=—u3+c=—<x+—) +c
x x? 8 8 X

dx

44. —Resolver fi/ 2x2 — 1x3dx

i u+1 du
Solucion: u=2x*-1 - x%*= - — = xdx
2 4
1 u+1 1 4 1 1
fS\/2x2—1x3dx=fx23\/2x2—1xdx=zf< > )Wdu=§fu3du+§fu3du

3 7 3 4 3 7 3 4
3 2 3 - 34 3 - 2 _1ayaa o 2 _1\3
f\/Zx 1x°dx 56u3+32u3+c 56(2x 1)3+32(2x 1)s+c¢

1

1 /x—1\2
45. —Resolver f—2< ) dx
X X

Soluciébn: u=1—-—- -» du=—
x x
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

46.—Resolver fx3\/2x2 + 3dx
Solucién: fxg 2x24+3dx = fxzwl 2x2 4+ 3xdx

52 du _
u=2x“+3 - 7 =xdx -

u—3\ 1du 1 3 3 1 1 5 1 3
2 2 = 2 — = — 2 —_— 2 = — Yz ——Uz
fx V2x%+3xdx f( > >u24 8fu2du 8fu2du 20u2 4uz+c
1 s 1 3
fo\/sz+3xdx=%(2x2+3)2—Z(2x2+3)2+c

47 .- Resolver: [ x(x?+ 2)%dx

u
Solucién: u=x?>+2 - - = xdx
fx(xz + 2)10%dx =lfu1°du -1 iul1 +c=—ull+c= k3 x2+2)1 +c¢
2 2°11 22

(2x + 3)dx
Vx2 + 3x

Solucion: u=x*>+3x - du=(2x+3)dx

48. —Resolver:

2x + 3)d 2x + 3)d d _
(2x )x: (2x )1x:f 1u=fu 1/Zdu=2ul/2+c=2(x2+3x)1/2+c
Vx? + 3x (x2 + 3x) /2 u’/2

49, —Resolver f\/} /1 + xvx dx

3 2
Solucibniu=1+xvVx - u=1+x2 —>§du=\/§dx

201 43 4 s
f\/E 1+x\/§dx=§fu2du=§u2+c=§(1+x\/§)2+c

50. —Resolver: fx?’ (x? —3)"2dx

du
Solucion: u=x*-3 -x?=u+3 - xdx=7
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Problemas resueltos

Célculo de integrales de funciones

1 1 idu 1 1
fxg(x2—3)2dx= fxz(x2—3)2xdx= f(u+3)u27=§f(u+3)u2du
1 3 1
=§f(u2+3u2)dx
5 3

1 id 3 ld 2 uz 3 2uz 1 s 3

= — 2 — 2 = —i— 4 —- —Cc= —Uuz 2

zfu u+2fu U= S to T o= gt ui e

1 1 5 3
fx3 (x2—3)?dx=§(x2—3)5+(x2 —3)z+c

xdx
51. —Resolver f—3
(ax + b)2

B u—>ob du
Solucion: u=ax+b - x= 7 - dx=—

1 b
u=l2 (u—b)du = ﬁfu_l/Z du —ﬁfu_B'/Zdu

xdx
Resolver f—3 ==
(ax +b)z ¢

xdx 2 2b 2 2b
f—3 —2u1/2 +—2u'1/2+c=—2\/ax+b+
(ax +b)z ¢ a a

————+c
a’vax+b
x3+2 1
52.—Resolver f 3 X—— dx
X X
B 1 x3+2
Soluaon:u=x——2 - du= 3 dx
x X
f x3+2 1 d _f 1/2d _2 3/2+ _2( 1)3/2+
e X 7 x=|u u—3u c-3x " c
53. Resol f &
.—Resolver: sec(20)
du
Solucién: u=2x -» —=dx
fdx —f (2)d—1f du = tsenu+c= Ssen(2x) +
sec(2x) cos(2x x—z cosu u—zsenu c—zsen( xX)+c
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

54 —Resol fcot(Bx)dx
.—Resolver senZ(37)
] du
Solucion: u=3x - ?=dx
cot(3x)dx 1
J-L=fcsc2(3x)cot(3x)dx=—fcotucsc2udu
sen2(3x) 3
m=cotu - —dm=csc’udu
1[ 2 td—lfd—112+— 12+—1 tu)? +
3| esciucotudu=—z|mdm=—g.omi+c=—-=m c——6(co u)“+c

1
=z (cot(3x))% + ¢

55.—Resolver fxzcot(x?’) csc(x?) dx

du
Solucion: u=x3 - <= x?dx

1 1 1
fxzcot(x3) csc(x®) dx = §f csc(u)cot(u)du = §(— cscu) +c¢ = —§cscx3 +c

56.—Resolver J‘w/tan(x sec?(x) dx

Solucién: u =tan(x) — du =sec?(x)dx
1
fw/tan(x sec?(x) dx = f(tan x)z sec’x dx + ¢

1 2 3 2 3
fuz du = §u2+c= §(tanx)2+c

57.—Resolver fsec(x)(sec(x) — tan(x))dx
Solucién: f secx (secx —tan x)dx = f[seczx — (secx tan x)] dx

fseczxdx—fsecxtanxdx=tanx—secx+c
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

2
58. —Resolver f(sen(x))E cos(x) dx
Solucién : u = sen(x) — du = cos(x)dx

3 3
f(sen(x))2/3 cos(x) dx = fuz/?» du = §u5/3 +c= E(Sen x)5/3 +c

tan x dx

59.— Resolver f 5
cos?x

Solucion: u=tanx — du = sec®xdx

tan x dx tan x ) 1, 1,
f =f T =ftan(x)sec (x)dx = fudu=§u +c=ztan x+c

cos2x

secZx
sen(2x)dx
V1 + sen?x

Solucién: u=1+sen’x — du=2senxcosxdx — du=sen(2x)dx

60. —Resolver

sen(2x)dx 2 senx cos x dx du
f (2x)dx _ f =2u1/2+c=2(1+sen2x)1/2+c

V1+senZx 1+ sen?x utl2

dx

cos2x 4/tan(x) — 1

Solucion: u=tanx—1 - du = sec?xdx

61.—Resolver f

sec?x dx sec?x dx

dx
-fcoszx Jtan(x) — 1 - fvtanx -1 (tan x — 1)1/2 -

du
f—lzfu‘l/zdu=2u1/2+c=2\/tanx—1+c
uz

csc? (\/ﬂdx
x

62.—Resolver f
\/_

Solucién: u=+vx - 2du=

dx
Vx
f cscz(\/ﬂdx _

=2 f csc?udu = —2cotu + ¢ = —2cotvVx + ¢
Vx
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Problemas resueltos

Célculo de integrales de funciones

x2.sen(x3 + 1)dx
cos3(x3+1)

63. —Resolver f

du
Solucion: u=x3+1 - 5 = x%dx

cos3(x3+1) 3

fxz.sen(xg +Ddx 1 f senu du

cos3 u

1

= —f cos™3 u(sen x dx)

3

m=cosu — —dm = senxdx

6

1 1 1 1
§f cos 3 u(sen x dx) = §f m=3(—dm) = —§f m3dm=-m?+c

fxz.sen(xg +1Ddx 1
cos3(x3+1) 6

dx

64.—Resol —
esotver J‘sen2 (ax + b)

1
=—cos?u+c= gcos_z(x3 +1)+c¢

u

Solucion: u=ax+b - 7=dx
f dx —f 2( +b)d—1f 2d—1t+—1t( +b) +
senZ(ax D) csc” (ax x—a csceudu = acou c= aco ax c

x2
65.—Resolver fx. sen <7> dx

2

X
Solucién: u = > - du = xdx

x? x?
fx.sen(;)dx=fsenudu= —cosu+c = —cos(7>+c

senvx. cosvx du
Vx

66. —Resolverf
Solucié Vi - 2du=2
olucion u=+x - u=—
Vx
senvx. cosvxdu _
NG =

Solucién I: f

2fsen u.cosu du =sen?u + ¢ = sen?(\/x) + ¢
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Problemas resueltos Célculo de integrales de funciones

senvx. cosvx du
Vx

Solucién II: f = sten u.cosu du

1 1
fsen(Zu)du = —Ecos(Zu) +c= — Ecos(Z\/E) +c
67.—Resolver f sec3x tan x dx

Solucion: f sec3x tan x dx = f sec?x(sec x.tan x)dx

sea u=secx, du=secxtanxdx

1
fseczx(sec x.tan x)dx = fuzdu = §u3 +C

1
porlo tanto f sec3x tan x dx = §sec3x +c
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Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

Problemas resueltos

INTEGRAL QUE CONDUCE A FUNCION TRIGONOMETRICA INVERSA

En los problemas que siguen a continuacién se utilizan las siguientes férmulas

fd—u = %arctan (u) +c

de integracién:
9 a? +u?

u
= arcsen (—) +c,
a

J‘ du
V& -

= larcsec (g) +c

fu\/uz —a? a

dx
1. —Resolver: f—
V2 — 5x2

Jo==- f\/(f)Z—w‘x)z
Solucién: a=+v2, u=+V5x - \/igdu=dx

u
arcsen( ) +c

Entonces fm \/_fm NG

1 V5x
m \/_arcsen<ﬁ)+c

dx
2.—Resolver: f—
V2 +x — x2
dx

Solucion: f\/Z ad 2=f =f
+x— 1 1 9 1
xr=x \/2+Z—(X2—X+Z) \/2—(36—5)2

1

3
a=—,u= x—=, du=dx
2
J‘ du _ (u) . _ <2x - 1) 4
N awi = arcsen " +c arcsen ¢ = arcsen c
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

3. —Resol f dx

. esoLver:. xz n 2x n 10

Soluci f dx _f dx _f dx 1 " <x+1>+
oo | e o +10 )9+ 2 +2x+ D) )3+ (et 30Tz

xdx xdx
4.—Resolver f f

43 (324 (22
du
Solucién: a=+/3 , u=x?* - 7=xdx
Ent f xdx _1J‘ du _11 " (u)+
ntonces B+ oy =5 | gz = garctan (o) +c

f xdx 1 . <x2>+
= ——arctan|— |+ ¢
x*+3 23 V3

5.—Resolver f

dx :f dx _ Zf dx
xV4x? -9 X/ (2%)? — 32 2%,/ (2x)? — 32

i du
Solucion: a=3 , u=2x - > =dx
Ent Zf dx Z-f du 1 (u) 4
ntonces —_— = — | ———==—arcsec(—) +¢
2x(2x)2 =32 2) wu2—-a?2 a a

J‘ 1 <2x>+
XW 3arcsec 3 c

6.—Resolver f

v1—x® le—(x 3)2

3 5 — =x%dx

Solucién: a=1, Uu=x 3

1

fm fmg

u
Entonces arcsen( ) +c
a

= —arcsen(x3) + ¢

vi—x6 3
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

xdx
7.— Resolver: f—
x2Vxt—1
. ) du
Solucion: a=1, u=x- - 7=xdx
] f xdx 1f du
uego _— == | ——
x2Vxt -1 2J) uu? —a?
11 x? B 1 5
5+ aresec| — +c= 2arcsec(x Y+c

axdx

8. — Resolver: —
esolver fx4+b4

du
Solucion: d =b? , u=x*>- - = xdx

J‘axdx _af du al . (u)+_a . x2+
bt 2)w@raz 2 d T\ T T T B2 ) T €

9. —Resol (x + 2)dx
.—Resolver | ———
V4 — 2x — x?
» (x + 2)dx (x + 2)dx (x + 2)dx
Solucién: = =
V4 — 2x — x2 J@E+1) —(x2+2x+1) J5— (x +1)2
_f[(x+1)+1]dx
V55— (x+1)2
(x+2)dx (x + 1)dx +J‘ dx
V5= (x + 1)2 V5= (x + 1)2 V5 — (x+1)?
[ = (x + 1dx
VAT 22—
du
hacemos u =4 — 2x — x?, du =-2(1+ x)dx, -5 = (x + 1)dx
(x+Ddx lf du
V4 —2x —x2 2) Y2
1
1( - 1. u/2
_§fu Yodu = (_5) ul = —u'le=—(4—-2x—x2)"

2
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

,,:fd—x
J5—(+ D7

hacemos u=x+1, du = dx, a=+5

f\/S—?:cC+ 12 :f\/azdiuz =arcsen<x\7§1>+c

(x + 2)dx o1 x+1
Luego | ——== —(4 —2x —x*) /2+arcsen< )+c
Vi—2x—x2 V5
10. — Resol f dx
TREeOE | X2 10x + 30

J‘ dx _f dx _f dx
x2+10x+30 J x2+10x+25+5 J (x+5)2+5

Solucion: a =5 ,u=x+5 - du=dx

Ent f dx _f du _1 " (u+ _\/3 " <x+5>+
ntonces (x+5)2+5_ u2+a2—aarcan a) c—Sarcan c

dx
11.— Resolver: f—
Va—(x+2)2
Solucién: a=2, u=x+2 - du=dx

u x+2
= arcsen (—) +c= arcsen( ) +c
a 2

dx du
fm:fm

12, —Resolver: fsec(x)tan(x)dx
.—Resolver: 9~ 4 sec?(x)
u
Soluciéon: a=3 , u=2sec(x) — - = sec(x)tan(x)dx
sec(x)tan(x)dx 1 du 11 a+tu 1 3 + 2sec(x)
f—=—f =—.—.1n< >+c=—ln— +c
9—4sec?(x) 2J)a*—-u? 2 2a a—u 12 \3 —2sec(x)
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

cos(x)dx
13. —Resolver: f—
1 + sen?(x)
Soluciéon: a=1, u=sen(x) — du=cos(x)dx
cos(x)dx du 1 u
Entonces f 1+ sen?(x) = f 2 aarctan (a) +c=
cos(x)dx
fﬁzz(@ = arctan(sen(x)) +c

14.—Resolver:

f X
V20 + 8x — x2

dx
Solucion: f f f
\/20+8x—x2 20+ 16 — (x2 — 8x + 16) 36 — (x — 4)?
sisehace a=6 , u=x—4 - du = dx
Ent f dx f du (u) N
ntonces = =arcsen(—)+c
V36 — (x — 4)? va? —u? a

_ (x — 4) 4
= arcsen 5 c

dx
fm

15. —Resolver:

f dx
V2x — x?

f dx =f dx =f dx
V2x — x2 J1—(x2—-2x+1) J1—(x—-1)2

Solucién: a =1, u=x—-1 - du = dx

u
arcsen (—) +c
a

dx dx
fmzfm:

dx
——— =arcsen(x — 1
f\/Zx—xZ ( )
16.—Resol f d
.—Resolver: —_
Vx(1 +x)
dx
Solucion: a=1 u=+Jx - 2du = —
7

f dx _zf du _2 " (u)+
\/§(1+x)_ a2+u2—aarc an " c
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

dx
fm = Zarcot(\/}) +c

17.—Resolver:

dx
-fx,/l —In%(x)
dx

Solucion: a=1 , u=In(x) - du= ~

u
= arcsen (—) +c
a

f dx _ f du
x4/ 1 —1n?(x) Vva? — u?

= arcsen(ln(x)) +c

dx
f x4/ 1 —1In?(x)

18.—R l f eTdx
.—Resolver: | ———
V1—e?*
] e*dx du U
Solucion: a=1, u=e* - du=-e*dx, = f = arcsen (—) +c
V1—e? Va? —u? a
e*dx ) +
——— = arcsen(e c
V1—e?*
19, —Resolver: f x*dx
.—Resolver: T
f x?dx 3 f x?dx
x6+25 ) 524 (x3)2
) du
Solucion: a=5 , u=x%> - 5 = x?dx

x2dx 1 du 11 u 1 3
| s =3) ey gaang o= gpareorg e

20. —Resolver fcos(x)sen(x)dx :fCOS(x)sen(x)dx

1+ sen*(x) 1+ (sen?(x))?
u
Solucién: a=1 u = sen’x -5 = sen(x)cos(x)dx
cos(x)sen(x)dx 1 du 11 Uu
ntonces f 1+ [sen?(x)]? 2_[1 +uz 27" (a) ¢

f Coi(i):§;4(?3)dx = %arctan(sen2 X)) +c
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

21.—Resol f = _f > _f =
.—Resolver 4x2 —4x +2 ) [20)2=2Q2x)+1]+1 ) 2x—1)2+1

i du
Solucion: a=1 u=2x-1 > =dx
dx 1 du 11 u
Entonces f4x24x 7 = Ef 21 a2 = E.Earctan (E) +c
dx 1
f4x2_—4x+2 = Earctan(Zx - 1) +c

2 sen(4x)dx

22.—Resol —_—
esotver f 1+ sen*(2x)

f 2 sen(4x)dx f 2sen(4x)dx

1+ sen*(2x) )1y (sen?(2x))?
Soluciéon: a=1, u=sen?(2x) du = 2 sen(2x)cos(2x)(2)dx

4 sen(2x)cos(2x)dx = 2sen(4x)dx

2 sen(4x)dx du Uu
Entonces f 14 sen*(20) = f a2 = arctan (E) +c

f 2 sen(4x)dx

T+ sen®(20) = arctan(sen?(2x)) + ¢

23, —Resol f csc?(3x)dx
FTRESOET | 95 1 cot? (3%)
. du )
Solucion: a =75, u = cot(3x) , 3= —csc“(3x)dx
Ent J‘ csc?(3x)dx lf du
ntonces 25+ cot?(3x)  3) a?+u?
1 u 1 u
- aarctan (E) =— Earctan (E) +c

f csc?(3x)dx 1 . cot(3x) N
25+ cot?3x) 15T ¢
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Problemas resueltos Integral que conduce a funcidn trigonométrica inversa

dx
24. Resolverf
V12 — 4x — x2

f x :f dx :f dx
V12 —4x — x2 JA2+4) — (x2 +4x +4) J16 — (x + 2)2

Soluciéon: a =4 u=x+2 du = dx

Uu
= arcsen (—) +c
a

x u
f\/12—4x—x2_f\/a2—u2

x+ 2
f—=arcsen< >+c
V12 —4x — x2 4
25. Resolverf
V1 —a?x2

fﬁ:[ 1—J(Cax)2
du

Solucion: u= ax — =dx
a

Entonces —arcsen(ax) + ¢

1

f,/l—(ax)2 f\/l—u2 a

= larcsen(ax) +c
a

dx
fwll — (ax)?

26.—Resolver f
V9 — 4x2

Solucibon: f = f
VO — 4x2 32 — (2x)?
du
a=3 u=2x 5 =dx

u
Entonces arcsen( ) +c

| i)

f 1 2x 4
W 2arcsen<3) c
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Problemas resueltos Integral que conduce a expresion logaritmica o exponencial

INTEGRAL QUE CONDUCE A EXPRESION

LOGARITMICAO EXPONENCIAL

xdx
1+ x2

1.—Resolver f

du
Solucion: u=x*+1 - - = xdx

f xdx _1J'du_1l 4 _11(2+1)+
T+x2 2) u 2nuTempne ¢

2.—Resolver fxexzdx

Solucion: u=x?> - - = xdx

dx
3. —Resolver f
xInx
i dx dx du
Solucion u=Inx - du=—, luego f =| —=Inu=In(lnx)+c¢
x xInx u
In(x)dx

4. —Resolver f

. dx
Solucion: u =1In(x) - du= -

fln(x)dx_f p 1 2 _11 2_112()+
L | wdu=3u c—z(nx) =5In"(x) +c

cos (ln(x))dx

5.—Resolver f
x

cos(ln(x))dx

dx
Solucién: u=Inx, du=—, f
X X

=fcosudu=senu+c=sen(1nx)+c
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Problemas resueltos Integral que conduce a expresion logaritmica o exponencial

sen(x)dx

.—R
6 esolver f cos(0)

Solucién: u=cosx — —du=senxdx

f sen(x)dx _

du
_f_: —Inu+c¢=-In(cosx) + ¢
cos(x) u

7.—Resolver f tan(x)dx

Solucién: u =cos(x) — —du = sen(x)dx

ftan(x)dx = J‘sen(x) dx = — f ci_u =In(u)+c= —ln(cos(x)) +c

cos(x) x

8. —Resolver

. (e* + 1)dx e* 1
Solucion: fe—x=f e_x+e_x dx

fdx+fe_xdx=x—e_x+c

f (e* -|e-x1)dx

9. —Resol e*dx
.—Resolver @ —5)

Soluciéon: u=e*—-5 - du=e*dx

e*dx du
m=f?=lnu+c=ln(ex—5)+c

10. —Resolver f sec? (x)et@n® gy
Solucion: u=tanx - du=sec’xdx

f sec? (x)eP@n®dy = fe” du=e%+c=

fsecz (x)etan® gy = etanx 4 ¢
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Problemas resueltos Integral que conduce a expresion logaritmica o exponencial

(e* + sec?x)dx

11. —Resolver
(tan x + e¥)
Soluciéon: u =tanx +e* - du = (sec’x + e¥)dx

(e* + sec?x)dx du
f—: —=lnu+c=In(tanx+e*) +¢
(tan x + e¥) u

(e** + e* + 1)dx
ex

y (e?* + e* + 1)dx e?* e* dx
Solucion: p = f—xdx+f—xdx+f—x
e e e e

12.—Resolver

fexdx+fdx+fe‘xdx=ex+x—e‘x+c

xdx
13. —Resolver \/_—
14 xVx
3Vx 2
Solucién: u=1+xVx - du=§dx - §du=x/§dx
f Vxdx 2fdu+ 21 N
——=—| —+4c¢c==lnhu+c
1+xvx 3J u 3
Vxdx 2
—— ==-In(1+xx)+c¢
14+xvx 3 ( )
14.—Resol fexdx
.—Resolver g
Solucion; u=—-e*+4 - —du=e*dx
e*dx du
f4_ex=— 7=—lnu+c
e*dx X
f4_ex=—ln(4—e)+c
15.—Resol e dx
.—Resolver | ——
Vvx+1
Solucié N 2d dx
olucion: u=+Vx - u=
Vvx+1
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Problemas resueltos Integral que conduce a expresion logaritmica o exponencial

x+1 dx Nrx
e du—2fe”du=26 *1 ¢
\/x+

(e*+ e ¥)dx
RGErN

Solucion: u=e*—e™ - du=(e*+e¥)dx

16.—Resolver f

(e* +eM)dx du
(ex—e™)

dx
x Invx

17.—Resolver f

dx
Solucion: u=Invx - 2du= —

dx du
=2|—=2Inu+c=2In(lnvx)+c
.fxlnx/f fu ( \/_)

18. —Resol f dx
.—Resolver pra)
Sotucion: [ Lo [, [ e
olucion: 1l ) e F e+ D) c = dted c
si u=1+e™™ entonces —du=e*dx
] f e *dx N B fdu_ In(w) +
uego dte™ c = = n(u) +c¢
dx x
fex+1=—ln(1+e )tc
e‘/’?+1)dx
19. —Resolver
Vx
dx
Solucion: u=+x - 2du=—
Vx
J‘(‘/—+1 eV¥dx
+ —ZJ-e du+2fdu—2e +2u+c
NN

= 7=lnu+c=ln(ex—e_x)+c
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Vx

eV* +1)dx

fu= Ze‘/’_‘+2x1/2+c=26‘/’_‘+2\/x+c
Vx

In(x)dx

20.—Resolver f—1
x(1+1In(x)) /2

Solucion: u= 1+In(x) - du= (i_x , u—1= In(x)
f In(x)dx B f (u—1)du fu du _f du
x(1+In(x)) 72 u'/2 u'l2 u'/2

Y g 2u
u’zdu—|u /2= 3 —2u’z2+c

[ OO 21y et — 21+ G+

x(1 +In(x)) /2

w

21.—Resolver f e3* . e2Xdx

1
Solucién: fe3x.e2xdx =fe5xdx =§e5x+c

e *dx
e™*+1

22.—Resolver f
Soluciom: u= e *+1 - —du= e *dx

e *dx du x
f—e‘x+1=_ 7=—lnu+c=—ln(e +1)+c

23.—Resolver f(zx + 1)10(3x2+3X+1)dx

du
Soluciéon: u=3x2+3x+1 - 3= (2x + 1)dx

u

! 1
2x + 1)10B¥2+3x+1) gy — _J‘ 10% g 1
f(x+ ) X 3 u-+c 31n10+C
3x24+3x+1
[ s propeonn - 20
3In10
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1
24. —Resolver f(e_3x +e—x)dx
Solucion:

f(e‘3x+i)dx=fe‘3xdx+fd—x=fe‘3xdx+fe‘xdx= —le‘3x—e‘x+c
e* e* 3

e3*dx
25.— Resolver fm
du
Solucion: u=1—-2e3* - - = e3%dx
f e¥dx 1fdu_ 1f 2y 1 e 1
(1—2e392 6)uz &) " T8Y TCT e —2e%%)

26.—Resolver f q* In(x) (1 + ln(x))dx
Soluciéon: u=xIlnx - du= (n(x)+ 1)dx
fax In(x) (1 + ln(x))dx

at a* Inx

In(a) te= In(a) te

fax In x(x) (1 + ln(x))dx = f a“.du =

27.—Resol f e dx
.—Resolver prran

du
Solucién: a=+vV3 , u=e?* - - = e®*dx

erde_lf du 11 tu+ 1 te2x+
prranciaill B sl Sial L lon c—z\/garco\/§ c

(2 + (Inx)?»)dx
x(l — ln(x))

28.—Resolver
i dx
Solucion: u=1—-In(x) = — du= -~ In(x)=1-u = In?(x)= (1—u)?

+c

(2 + (Inx)®»)dx f [2+ (1 —uw)?]du J‘ [2+1—2u+u?]
_— - +c=—
x(l — ln(x)) u u
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(3 —-2u+u?)du du
—f +C=—3f7+2_fdu—fudu+c

u
(2 + (In(x))%dx _ 1,
f x(l—ln(x)) = —3In(u) + 2u +2u +c
(2 + In?(x))dx 2

1
B CErTey In(1-In(x) +2(1 - In(0)) -5 (1-In@) +c

29. —Resolver f(eE - e_T)dx

= —3dv =dx

Wl xR

X
Solucion: u:E =2du=dx , v=—
f(eg—e_x/3)dx=fex/de—fe_x/3dx+c=Zfe“du +3fe”dv+c= 2e¥ +3e¥ + ¢

f(eE - e_x/3)dx =2ez2+3e 3+c

30. —Resolver f(x — e X" +2xgy
i du
Soluciéon: u=—x%2+2x - = (x — 1)dx
1 1 1
f(x — e " +2Xdy = _Ef etdu = —Ee“ +c= _Ee—x2+2x +c

dx
e +eX

f dx _f dx _f dx _J‘ e *dx
eX +e X ﬁ(ex + o) ) eX(1+e2)  J1+e 2
ex

Solucionm: u=e™ - —du=e *dx

e *dx —du du B
f1+e—2x :f1+u2 :_f1+u2 = —arcot(u) + ¢ = —arcot(e ™) + ¢

31.—Resolver f
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32.—Resolver f(ex/Z - e_x/Z)dx
f(ex/Z —e_x/Z)dx = fex/Z dx — f e ledx=2e"/2+2e 24 ¢
f(ex/Z - e_x/Z)dx = 2(ex/2 + e_x/Z) +c
33.—Resol f dx
.—Resolver | —
,/ex
. dx _x _x
Solucion: f\/—_x= fe f2dx = —2e™ 2+ ¢
e

dx
3—x

34.—Resolver f

Solucion: u=3—x - —du=dx

f dx fdu
=—- 7=—1n(u)+c=—ln(3—x)+c

3—x

dx
35.—Resolver f m

dx
Solucién: u=In(x) - du=—

fx(lnx)“ f f '4du=—+c #3(36)+C

36.—R l eTrdx
.—Resolver | ———
ve** +1
du
Solucion: a=1, u=e?* - 7=ezxdx
e dx f 11( +Ju?+a?)+
=—ln(u++Ju2+a c
Vve** +1 Vu? +a? 2
Tdx _ ey femr D+
————= —In(e e c
Vet +1 2

113



Problemas resueltos Integral que conduce a expresion logaritmica o exponencial

x—2

e
37.—Resolver f 3 dx
x
» du
Solucion: u=x"32 - - = x 3dx
e* 1 1
dx=—=|e*du=—ze“+c=—ze* +c
x3 2

38. —Resolverf e(=%*+2) iy
. ) du
Solucion: u=-x“+2 - -5 = xdx

du 1 1 1
(_x2+2) = f u_ —_—) = ——f u = ——plu = —— (_x2+2)
fe xdx e“.( > ) > etdu 2e +c 2e +c

39. —Resolver fxzexsdx

du
Solucion: u=x3 - 5= x?dx

2, x3 1 u 1 u 1 x3
x“e dx=§ e.du=§e +c=§e +c

40.—Resolver f gsen’ () sen(2x)dx
Solucién: u = sen?(x) — du = 2sen(x)cos(x)dx = sen(2x)dx

fesenz(x).sen(Zx)dx = fesenz(x).Zsen(x)cos(x)dx
fesenz(").Zsen(x)cos(x)dx = f et du = e% + ¢ = e’ 4 ¢

sec®(x)dx

41. —Resolver f
csc(x)

1
fsec5(x)dx B f cosS()dx fsen(x)dx

csc(x) Senl(x) cos>(x)
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Solucién: u = cos(x) - — du = sen(x)dx

fsen(x)dx —f_du+c= —fu'sdlt: (—)u_—_:+c

cos3(x) ) uS
! 4 + ! +
i CTau C_4cos4(x) ¢

=-sec*(x) +c

sec’(x)dx 1
f csc(x) 4

cot(ln(x))dx

42.—Resolver f
X

. dx
Soluciéon: u=In(x) - du= —

f cot(ln(x))dx

X

= f cot(uw)du = ln(sen(u)) +c=1In (sen(ln(x))) +c

) cot(ln(x))dx
asi que f —

= In (sen(ln(x))) +c
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Problemas resueltos Ecuaciones diferenciales elementales

ECUACIONES DIFERENCIALES
VARIABLES SEPARABLES

d
Una ecuacion diferaencial de primer orden % = f(x,y) es separable sila funcion

f(x,y)se puede escribir como un producto de una funciéon de "x" y una funcionde"y", es

dy_

deci dy xy)
A =
e i floy dx

h(x)g().

dy dy
Cuando esto ocurre, entonces es posile — = f(x,y) = f— = f h(x)dx
P ax =Tty 9

NOTA: Cada solucion particular de una ecuaciéon diferencial lineal de primer orden esta
contenida en una soluciéon general. Por contrario , es comin que una ecuacion diferencial
no lineal de priner orden tenga una solucion general que contenga una constante C como
una o varias soluciones particulares que no pueden obtenerse seleccionando un valor de C.
Estas soluciones excepcionales con frecuencia se denominan soluciones singulares o

soluciones perdidas.

d
Ejemplo: Resuelva la ecuaciéon diferencial % = y?2.cos(x) verificando si tiene solu —

ciones singulares o soluciones perdidas.

[no es lineal porque la mayor potencia de cada términoen y no es 1 (uno)]

Y _ e ():»fdy—f drtc = ——=sen(o)+
dx—y.cosx 72 cos (x)dx +c y—senx c

1
—; =sen(x)+c = y= (solucién general).

sen(x) +¢

Verificar si y =0 es solucion de la ecuacion diferencial.

y=0 - y' =0, alsustituirenla ED se obienelaidentidad 0 =0, por latanto
y =0 es solucion de la ecuacion diferencial.

Como no existe ningun valor de c € R tal que y =0 entoncesy = 0 es una soluciéon

d
perdida o singular de la ecuacién diferencial d_ic/ = y2.cos(x).
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Problemas resueltos Ecuaciones diferenciales elementales

1

La soluciéon serd y(x) = ———
) sen(x) + ¢

y y=0

d
1. —Resolver Yo 6 — 3x?2
dx

. 7 dy 2 2
Solucién: v 6 —3x* = dy=(6—-3x")dx

fdy=f6dx—f3x2dx+c = y=6fdx—3fx2dx+c = y=6x—x3+c

dy
2.—Resol L = 3x2y2
esolver dx X~y

d d
Solucién: =Y = 3x%2y? = — = (3x%)dx
dx y

fy_zdy=f(3x2)dx+c = y_—1=x3+c = —;=x3+c

d
3. —Resolver Y x 2 —x
dx

Solucion: dy = (x"?2 —x)dx = dy = x"%dx — xdx

x™t x?
fdy=fx_2dx—fxdx +c> y=—-—-—+c¢ >

-1 2
1 x? N 2 +x3
= —— = = —
y x 2 ¢ Y 2x ¢

y x*Vx3-3

4.—Resolver — = ——-——
dx y?
Soluciéon: y?dy = (xZ\/x3 - 3) dx = fyzdy = fxzx/x3 —3dx+c
du

u=x3-3 - ?=x2dx

3
1( 1 2wz 2
fyzdy=§fu2.du+c = y?=§.?+c = y3=§\/(x3—3)3+cl

dy
5.—Resolver i (2t + 1)?

Solucién: dy = (2t + 1)2dt = fdy = f(Zt +1)%dt+¢
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du
Si u=2t+1, 7=dt

1

1 1
fdy=f(2t+1)2dt+c=> fdy=—fu2du+c = y=€u3+c = y:€(2t+1)3+c

2

dy
6.—Resolver i 3t34+4t—6

o dy
Solucion: E:3t3+4t_6 = dy=3t3+4t—-6)dt
fdy=f(3t3+4t—6)dt+c = y=3ft3dt+4ftdt—6fdt+c

3
y=Zt4+2t2—6t+c

dy (x+2)?
.—R =
7 esolver - G-y

Soluciéon: 3—y)dy = (x +2)?dx = f(3 —y)dy = f(x +2)2dx +c

u=3-y, —du=dy, v=_(x+2), dv = dx

u? 3
f(S—y)dy=f(x+2)2dx+c = —fudu=fv2dv+c = - =gt

—3u? - 2v3

g =c = 3@-y)?+2(x+2)3=¢

8.—Resolver y"' =+2x —3
d 1 1
Solucion: a(y’) =QR2x—-3)2 - d@y")=Q2x—-3)zdx

fd(y') = f(Zx — 3)§ dx + ¢,

) du
Si u=Q2x-3), 7=dx

1 1 2 3
entonces fd(y') = Equ du+c = y' = ﬁuE +cq

, 13 dy 1 3
y =§uz+c1 = a=§(2x—3)z+cl

1 3 1 3
dy = [§(2x—3)5+01]dx = fdyzgf(Zx—3)5dx+c1fdx+cz
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1 3
fdy=§f(2x—3)5dx+clfdx

] du
si u=2x-3, — =dx
2
5
1( 3 2uz
y=gfu2du+c1fdx+cz - y=gg+ L X+

1 5
luego y=—Q2x—-3)z2+cix+c;
15

2y
9.—Resolver — = 5x*+1
dx

d
Solucion: a(y') =Gx2+1) = d@y') =(Gx?2+1)dx
fd(y’) = f(sz + Ddx + ¢

r__ 2 1_5 3 dy_s 3
y' =5]xdx+ |dx+cg = y _§x +x4+¢ = a—gx +x+¢

5
fdy=f<§x3+x+c1>dx+c2

5( 4 5 , x°
y=§fx dx+fxdx+fcldx+cz = y=ﬁx +7+C1X+C2

d
10. —Resolver x3 % =y%(x —4)

, , -2 (x_4) —2 x—4
Solucion: y~“dy = . dx = fy dy=f< G )dx+c

3
2 X 4
fy dy=f;dx—fx—3dx+c

1 _2 s 1 x7t x™?2
——=fx dx—4fx dx+c¢c=> ——=——-4-—+4c
y y -1 -2
1 1 2 1 2 1 1 1 2
——=——t+—=+c> ——==—=+cC —=———+c
y X x y x? x y x X
1 x-2
=—7"tcC
y x
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2

d
11. —Resolver d_x)zl = —9sen(3x)
L di) ,
Solucién: i —9sen(3x) = d(y") = —9sen(3x)dx

1
fd(y') = —9fsen(3x)dx +c¢ =2 vy =(-9) <§> (—cos(3x)) + ¢4

d
y'=3cos(3x)+¢; = % =3cos(3x) + ¢;

fdy =3 f cos(3x)dx + f cidx+c, » y=sen(3x) +cix+c,

d 3
12. —Resolver xzyé =(y?-1)

-3 3
Solucién: y(y?>—1)zdy = x"%dx = fy(yz —1)2dy = fx'zdx +c

x~t 1
~0P =D =" te 2 (2= Dt o=

d 3
13. —Resolver % =x+1Dx+2),para y= —5 x=-3

Solucion: fdy=f(x+1)(x+2)dx+c = fdy=f(x2+3x+2)dx+c

3 3x2 3

X
y=?+—2 +2x+c, comoy=—z, x=-3
Ent > 9+27 6 + > 15+27+

—_—— = = - = —— = — -
ntonces — - > c 5 >t
3 —30+27+ . 3 3+ 0
—_—_—— —_——_——= —— = =
2 2 ¢ 2= 727°¢ ¢
L X,
uego y == > x

14. —Resolver (y+5)dx — (x —2)dy =0

Solucion: (y+5)dx —(x—2)dy=0 = (x—2)dy—(y+5)dx=0

ay dx—o:fdyfdx—:l(w)l( 2)=InC
y+5 x—2 y+5 x—Z_C e i -

y+5
=C
x—2
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15.—Resolver xydx — (1 +x?)dy =0

3 , X dy  xdx
Soluciéon: xydx —(1+x*)dy=0 = (1+x°)dy —xydx=0 = 7_1+x2:
dy 1 ( 2xdx 1 y?
Y2 = Iny —=In(1 4+ x?) = =
y 2f1+x2 ¢ = hy-gh+x)=c = 375 =C

16.—Resolver (x —1)dy + y?dx =0

. ) dy dx dy
Solucion: (x —1)dy+ y“dx=0 > —+ 1=0 = f f

y2  x-— x—1_

y ! 1 1
_—1+1n(x—1)=—lnC = —;=—ln(x—1)—ln(] = ;=1nC(x—1)

ylnCx—-1)=1

17.— Resolver (x> —2)dy + (2y +3)dx =0

dy dx
61 2_2 2 — =
Solucion: (x Jdy + 2y +3)dx =0 = 2y+3+x2 — =0

1f 2dy f dx e In(2 +3)+11x—\/7
—_— =>_ —_—
2] 2y+3 7 x2—2" " ey N2 XNz

-2

=C
x+2

V2InQ2y +3) + ln

18. —Resolver (x% + 4)xydy — (y? + 3)dx = 0

3 ydy dx
Solucién: (x* + 4)xydy — (y* +3)dx =0 = 213 i D

d d 2yd d
f yey —f ad =InC = f yey f ad =InC
y2+3 x(x2 +4) 2) y2+3 x(x% +4)

1 A+Bx+C 4 1 B =0
— — —_— = — = — — =
x(x2+4) x x%2+4+4 4’ ’
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Problemas resueltos Ecuaciones diferenciales elementales

f dx _1fdx 1f xdx _11 11(2+4)+1C
x(x2+4) 4) x 4 x2+4 a1 ¥ "

. ydy dx 1 1 1
Asi que fy2+3_fx(x2+4) = Eln(y2+3)—zlnx+§ln(x2+4) =InC

O*+3)*(x*+4)

x2 ¢

4In(y?>+3)-2lnx+In(x?+4)=InC =

T\ T
19. —Resolver cos?y dx + senx dy = 0 sabiendo que y (Z) =7

dx d
Solucién: cos?y dx +senxdy =0 = + }; =0
senx cos?y

dx dy )
f +f —=C = fcscx+fsec y=C = In(cscx —cotx) +tany =C
senx cos?y

como tan (%) =1, cot (%) =1, csc (%) =2

In(v2-1)+1=¢C
entonces In(cscx —cotx) +tany = ln(\/f - 1) +1
20. —Resolver la ecuacion diferencial (3 —y)dx + 2xydy = 0 sabiendo que y(1) =1
Solucion: (3 —y)dx + 2xydy =0

se divide por el factor 2x(3 —y) y se tendra

1 dx ydy 1 dx —ydy

2 x 3—y_ 2 x 3—y_
1 (dx —ydy 1 (dx -3
s|——|57—=C | ——(14+——]dy=C
Z_fx 53—y 7 fo ( +3—y> Y

1
Elnlxl —y—3In|3—-y|=C

1
como y(1) =1 entonces Elnlll —1-3In|3-1|=C
C=-1-3In(2)

1
Elnlxl —y—3In3—y|=-1-31In(2)
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