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RESUMEN

Sea G = (X UY, F) un grafo bipartito balanceado simple de orden 2n. G es
hamilton conectado si por cada dos vértices uno a cada lado de la biparticion existe
un camino hamiltoniano que los conecta. El orden de un ciclo C, es el ntimero de
vértices del ciclo, ¢(G) denota el orden del ciclo de maxima longitud en el grafo.
En este trabajo, establecemos condiciones para que el grafo G sea hamiltoniano o
hamilton conectado, en funcién de algunos parametros, tales como: la conectividad,
el orden del ciclo maximo, cardinalidad de unién de vecindades y minimo grado de
un vértice.

Palabras Claves: Grafo bipartito balanceado; hamiltoniano; hamilton co-

nectado; unién de vecindades.



ABSTRACT

Let G = (X UY, E) be a balanced bipartite simple graph of order 2n. G is
Hamiltonian connected if for every two vertex one on each side of the bipartition
there exists a Hamiltonian path connecting them. The order of a cycle C, is the
vertex number in the cycle, ¢(G) denotes the order of the cycle of maximum length
in the graph. In this work, we establish conditions for that G is Hamiltonian or
Hamiltonian connected, depending of certain parameters such as: connectivity, the
order of the maximum cycle, cardinality of union of neighborhoods and minimum
degree of a vertex.

Key Words: Balanced bipartite graph; hamiltonian; hamilton connected;

neighborhood union.
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INTRODUCCION

La teoria de grafos, que comenz6 a estructurarse en 1736 a partir de intere-
santes ideas planteadas por Leonhard Euler (1701-1783), constituye una herramienta
matematica importante hoy en dia por permitirnos ver muchas cosas que pueden pa-
recer de lo mas cotidianas como son: carreteras, lineas telefénicas, circuitos eléctricos,

entre otras.

Existen muchos problemas fisicos, econémicos, quimicos, que se modelan de
manera natural y muchos de ellos se prestan para ser estudiados usandose estas

estructuras.

Un grafo G es un par de conjuntos (V, E), denotado por G = (V, E), donde V'
es un conjunto no vacio de elementos llamados vértices y E es un conjunto formado

por pares no ordenados de elementos de V', llamados lados o aristas.

Existen muchos tipos de grafos, dentro de los cuales se pueden nombrar a
los grafos simples (grafos que no poseen lados paralelos ni lazos), grafos completos
(grafos simples donde todos los vértices comparten un lado), grafos complementarios
(grafos simples cuyo conjunto de lados es complemento de otro conjunto de lados de
un grafo simple con los mismos vértices) y los grafos bipartitos. Estos ultimos fueron
de gran utilidad en el presente trabajo, (o son la herramienta principal de nuestro
trabajo) definiéndose estos como aquellos en el cual el conjunto de vértices V' puede
particionarse en dos conjuntos disjuntos X y Y, tal que para todo par de vértices del
mismo subconjunto de particién no exista un lado, denotado por G = (XUY, E), con

V=XUY yXnNY =¢. Ademas, si los dos subconjuntos de particién tienen igual
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nimeros de elementos, entonces G = (X UY, E) es un grafo bipartito balanceado.

Sea G = (X UY,FE) un grafo bipartito balanceado conexo (para cualquier
par de vértices existe un camino que los une) y vértice conectividad k(G) (minimo
ntimero de vértices cuya eliminaciéon da como resultado un grafo no conexo o trivial),
con orden 2n y minimo grado 6(G) (minimo nimero de lados incidentes a un vértice).
Un subconjunto S de V(G) es un conjunto balanceado de vértices independientes, si
sus vértices son mutuamente no adyacentes en G y la mitad de sus elementos estdn en
una clase de la particién. Si S es un conjunto balanceado de vértices independientes,

N(S) denota el conjunto formado por los vecinos de los vértices de S.

G es hamiltoniano, si contiene un ciclo hamiltoniano (ciclo que contiene todos
los vértices del grafo sin repetir ninguno) y es hamilton conectado, si para cualquier
par de vértices u en X y v en Y existe un camino hamiltoniano (camino que contiene

todos los vértices del grafo sin repetir ninguno) que los conecte.

El estudio de la hamiltonocidad y hamilton conectividad, tanto en grafos
como en grafos bipartitos, es muy amplio. Se puede trabajar con estas propiedades
utilizandose algunos parametros como, por ejemplo, la conectividad, el orden del
ciclo maximo, cardinalidad de unién de vecindades y minimo grado de un vértice (en
el capitulo uno damos las definiciones y notaciones que utilizaremos en este trabajo).
El problema de la hamiltonicidad nace con Will Hamilton (1805-1865) quien crea el
juego icosiano que consistia en un dodecaedro, en el cual, se debia pasar por todos
los vértices de éste solo una vez. No fue hasta 1952 y 1960 que Dirac y Ore en [11]
y [19], respectivamente, lograron con condiciones suficientes para el minimo grado
y la suma de grados de vértices independientes en funcién del nimero de vértices,

garantizar que un grafo es hamiltoniano.

Luego, en 1963, Moon y Moser en [18] lograron un resultado para que un
grafo sea hamiltoniano en funcién del niimero de vértices pero en grafos bipartitos

balanceados.
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Més tarde, Faudree et al en el 1987, 1989, 1991, 1992 en [15], [14], [13] y [12],
respectivamente lograron un resultado de manera semejante pero usando por primera

vez la union de vecindades en funcion del ntimero de vértices

Asimismo, Jackson en el 1991, en [16] y Broersman en el 1993, en [9] lo hicieron

con grafos simples tres conexos.

Ya para 1998, Amar et al. en [3] , consideraron la unién de vecindades, N(.5),
con un conjunto independiente balanceado S de cardinalidad cuatro y |[N(S)| en
funcion de n, para garantizar la hamiltonicidad de un grafo bipartito balanceado de

orden 2n y minimo grado al menos tres.

Recién en los ultimos anos se puede encontrar el uso de las vecindades en
funciéon del nimero de vértices como una condicién suficiente para garantizar la
hamiltonicidad de un grafo simple bipartito balanceado, véase por ejemplo el trabajo
de Chen y otros en el 2002, en [10],0 lo publicado por Amar, Flandrin y Gancarzewicz

en el 2009, en [4].

En el afio 2010, Brito, Mago y Marin en [8] demostraron lo siguiente: Sea
G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado §(G) al
menos tres. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de cardinalidad

cuatro tenemos que |N(S)| > n+ 2, entonces G es hamilton conectado.

Considerandose el resultado anterior, en el capitulo dos, se demostrara que si
G es un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado §(G) al menos cuatro,
tal que para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de cardinalidad cuatro
tenemos que |N(S)| > n+ 2, entonces G es hamilton conectado. En cuya prueba se
usara el subgrafo llamado un 1-2-dumbell de un grafo bipartito balanceado G, figura
1, el cual es definido como un 2-dumbell ( es decir, un subgrafo de G' que consiste en
dos ciclos vértices disjuntos C y Cs, unidos por dos caminos vértices disjuntos P; y

P, con V(C;) NV(P;) = ¢, para todo i = 1,2, tal que los vecinos de P, en C y en
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(' son consecutivos con los vecinos de P, en C y en Cy respectivamente ) en el que
uno de los extremos de un camino son adyacentes a los extremos del otro camino.
Adémas, los vecinos consecutivos de los extremos de los caminos en el ciclo, tienen
un vecino a distancia uno de los extremos del otro camino. Los resultados obtenidos
en este capitulo fueron aceptados para ser publicados en International Journal of

Pure and Applied Mathematics.

co0co0o00 @

00000 @_4

Figura 1: The 1- 2-dumbbell

Por otro lado, en el ano 2002, Kaneko y Yoshimoto en [17] establecieron que
en un grafo bipartito balanceado 3 - conexo, ¢(G) > 2011 0 G es hamiltoniano; donde
o1, es la menor suma de los grados de un conjunto de vértices independientes de

cardinalidad dos.

Luego en el ano 2009, Alcald en [1] adapté y demostré este resultado para un
grafo bipartito balanceado 3 conexo de minimo grado al menos tres y .S un conjunto
de vértices independientes de cardinalidad cuatro; obteniendo asi lo siguiente: Sea
G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3 conexo de orden 2n y minimo grado
al menos tres, entonces G es un grafo hamiltoniano o 095 < ¢(G)+2; donde o3 es la
menor suma de los grados de un conjunto de vértices independientes de cardinalidad

cuatro.

Siguiéndose esta misma idea, y usandose conjuntos independientes balancea-
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dos de cardinalidad seis, en grafos bipartitos balanceados 3 conexo en el, capitulo
tres se demostrard lo siguiente: Sea G = (X UY, F) un grafo bipartito balanceado
3-conexo de orden 2n y minimo grado 6(G) al menos cinco entonces, G es hamilto-
niano o |N(5)| < ¢(G) + 2 para cada conjunto independiente balanceado S de G, de

cardinalidad seis.

Extendiéndose de esta manera a seis vértices independientes, el resultado de

Alcal4, en [1].

Ademads, En el ano 2007, Brito y Larez en [7], establecieron lo siguiente: Sea
G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado §(G) al
menos cuatro. Si |[N(S)| > n + 1 para cada conjunto independiente balanceado S,

entonces G es hamiltoniano.

En el capitulo cuatro se utilizé conjuntos independientes balanceados de car-
dinalidad seis, en grafos bipartitos balanceados de orden 2n y minimo grado al menos
cinco, para demostrar lo siguiente: Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado
de orden 2n y minimo grado 6(G) al menos cinco. Si |[N(S)| > n + 1 entonces el

grafo es hamiltoniano.

Extendiendo de esta manera a seis vértices independientes, el resultado de

Brito y Lérez , en [7].

Los resultados del capitulo cuatro de esta tesis, forman parte de la siguiente

publicacion:

ALCALA Y., BRITO D. y MARIN L.. The Hamiltonicity of Balanced Bipartite
Graphs Involving Balanced Independent Set. International Mathematical Forum 8,28:
1353-1358. 2013.



Capitulo 1

DEFINICIONES Y NOTACIONES

En este primer capitulo se daran las definiciones y notaciones basicas que
se ilustran con ejemplos sencillos necesarias para el desarrollo de este trabajo. Las

cuales fueron extraidas de Bondy y Murty en [6].

Definicién 1.1. GRAFO: Un grafo G, es un par de conjuntos (V, E), donde V es
un conjunto no vacio de elementos llamados vértices o nodos y E es un conjunto
de pares no ordenados de elementos de V', llamados lados o aristas. El grafo G se
denota por G = (V, E). Si G no contiene lazos ni lados multiples, se dice que es un

grafo simple.

Ejemplo 1.1. En el grafo de la figura 1.1.

V= {1'1,1'2,333,1’4,%'5} Yy E = {61762763a €4, 65766767}

Figura 1.1: Grafo G = (V, E)



Definicién 1.2. GRAFO BIPARTITO: Un grafo G = (V,E) es bipartito, si el
conjunto de sus vértices puede particionarse en dos conjuntos X y 'Y, diferentes del
vacio, de tal forma que todo par de vértices del mismo conjunto de la particion no

forman un lado. StV = X UY, denotamos el grafo bipartito por G = (X UY, E).

Ejemplo 1.2. Ver figura 1.2.

Figura 1.2: Grafo Bipartito

Definicién 1.3. ORDEN DE UN GRAFO BIPARTITO: Sea G = (X UY,FE) un
grafo bipartito tal que | X |= n y | Y |= m. Entonces el orden de G, denotado por

| V|, esigual am+n. Si | X |=|Y |=n, se dice que G es balanceado y su orden es

2n.

Ejemplo 1.3. El grafo de la figura 1.2. es un grafo bipartito balanceado con |A| =
|B| = 3; es decir, de orden 6.

Definicién 1.4. VERTICES ADYACENTES: Si e = uv representa un lado de un
grafo bipartito G = (X UY, E), se dice que u y v son vértices adyacentes o vecinos y
que el lado e es incidente a los vértices u y v. Si los vértices u y v no son adyacentes,
se dice que son vértices independientes de G. El conjunto de vecinos de un vértice u
de G = (X UY, E), se denota por Ng(u) o simplemente N(u); es decir N(u) = {v €
V:iw € E}.



Ejemplo 1.4. En la figura 1.2. e; conecta o une a los vértices ay y by. Estos vértices

son adyacentes o vecinos y Ng(by) = {ay, as, as}.

Definicién 1.5. GRADO DE UN VERTICE: El grado de un vértice u de un grafo
bipartito G = (X UY, E), denotado por dg(u) o simplemente d(u), es el nimero de

lados, de G, incidentes con u; es decir, d(u) = |N(u)]|.

Ejemplo 1.5. En la figura 1.2. dg(as) = 3 y dg(by) = 2.

Definicién 1.6. MINIMO GRADO: El minimo grado de un grafo bipartito G =
(X UY, E), denotado por 6(G) o simplemente §, estd definido por § = min{dx,dy };
donde 0x = min{d(u) : u € X} y dy = min{d(v) :v € Y}.

Ejemplo 1.6. En la figura 1.2. §(G) = 2.

Definicién 1.7. LADOS ADYACENTES: Si e; y e; representan dos lados de un
grafo bipartito G = (X UY, E) con un vértice extremo en comin, entonces se dice
que e; y e; son lados adyacentes. Si e; y e; no son adyacentes, se dice que son lados

independientes.

Definicién 1.8. CONJUNTO DE VERTICES INDEPENDIENTES: Un subcon-
junto S de X UY, es un conjunto de vértices independientes de un grafo bipartito
G = (XUY, E), si para todo par de vérticesuw y v en S, tenemos que u y v no forman

un lado. Se dice que S es un conjunto balanceado de G si | SN X |=| SNY |.

Ejemplo 1.7. En la figura 1.2. {a1,b3} es un conjunto de vértices independientes o

estables.

Definicién 1.9. CONJUNTO DE LADOS INDEPENDIENTES: Un subconjunto L
de E, es un conjunto de lados independientes de un grafo bipartito G = (X UY, E),
st para todo par de lados e; y e; en L, tenemos que e; y e; no son adyacentes. Un

conjunto de lados independientes de G, se dice que es un matching de G.
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Definicién 1.10. MATCHING PERFECTO: Si M es un matching de un grafo
bipartito G = (X UY, E) con la propiedad que cada vértice de G es incidente con un

lado de M, entonces se dice que M es un matching perfecto de G.

Ejemplo 1.8. En la figura 1.3. M = {ey, eq4, €12} es un Matching y M = {ey, e5, €6, €11 }
es un Matching perfecto en G.

Figura 1.3: Grafo G = (V, E)

Definicién 1.11. CAMINO: Un camino P es una sucesion finita no nula upeiu;es...e4uq
de vértices ug, U1, ..., Uqg Y lados ey, e, ..., eq tales que para cada 1 < i < q los vértices
extremos de e; son u;—1 y u;. Se dice que P = ug,uy, ..., uq €s un camino que va desde

el vértice uy hasta el vértice u, y los vértices uy, us, ..., uq—1 se llaman internos. St
uy = Uq, se dice que P es un camino cerrado.

Siu yv son dos vértices de P, uPtv y uP~v representan el camino de P que
une a u con v, siquiendo la orientacion directa e inversa, respectivamente, acordada
en el camino P.

Notacion: La longitud del camino se denota por | P| (es el nuimero de lados).|luP |

es la longitud del camino que va desde el vértice u hasta el vértice v en P.

Ejemplo 1.9. En la figura 1.3. P = x1e4x4€6T6€1227 €8 un camino que va del vértice

x1 al vértice Tz, cuya longitud es |P| = 3.



Definicién 1.12. CAMINO ELEMENTAL: Un camino P es elemental, si todos sus

vértices son distintos.
Ejemplo 1.10. El camino P del ejemplo 1.7. es un camino elemental.

Definicién 1.13. CAMINO MAXIMAL: Es un camino elemental P, en el cual
Ne(zo) = {x1 - ;im0 € E(G)} y Ne(z,) = {2 : 2z, € E(G)} estan contenidos en
P.

Ejemplo 1.11. Ver figura 1.4.

Figura 1.4: Camino P Maximal

Definicién 1.14. CAMINO CRUZADO: Es un camino elemental P, en el cual s

z; € Ng(zo) y x; € Ng(z,) entonces i > j.

Ejemplo 1.12. Ver figura 1.5.



Figura 1.5: Camino P Cruzado

Definicion 1.15. CICLO: Un ciclo C es un camino elemental en el cual sus vértices
extremos coinciden.
Acordada una orientacion arbitraria en C, el h-ésimo sucesor y el h-ésimo

predecesor de un vértice u, en C, son denotados por u™™" y u="

respectivamente; si
h =1, abreviamos u™ por u™ y u™! por u=. Siu y v son dos vértices de C, uC™v
y uC~v representan el camino del ciclo que une a u con v, siguiendo la orientacion
directa e inversa, respectivamente.

Notacion: La longitud del ciclo se denota por |C| (es el nimero de vértices).

c(Q) es el orden del ciclo de mdzima longitud.

Ejemplo 1.13. En la figura 1.6. C' = x4e¢rie4x5e7x4 €S un ciclo elemental de G
cuya longitud es |C| = 3.

Definicién 1.16. CAMINO HAMILTONIANO: Un camino P es hamiltoniano, si

es un camino elemental que contiene todos los vértices del grafo.

Ejemplo 1.14. En la figura 1.6. P = x4e7x5e019e1 116573 €s un camino hamiltoniano

de (.

Definicién 1.17. CICLO HAMILTONIANQ: Un ciclo C es hamiltoniano, si es un

camino hamiltoniano cerrado.

Ejemplo 1.15. En la figura 1.6. C = xyerx5e9r061T16503€3T4 €5 un ciclo hamilto-

niano de G cuya orden es ¢(G) = 6.



Figura 1.6: Grafo G = (V, E)

Definicién 1.18. GRAFO HAMILTONIANO: Un grafo bipartito G = (X UY, E)

es hamiltoniano, si contiene un ciclo hamiltoniano.

Definicién 1.19. GRAFO BIPARTITO CONEXO: Un grafo bipartito G = (X U
Y, E) es conezxo, si para cualquier par de vértices, en X UY, existe un camino que los

une o es el grafo trivial. En caso contrario, se dice que G es no conexo o disconexo.

Ejemplo 1.16. Ver figura 1.7.

ety by
&z

(- b,
tg - b,

Figura 1.7: Grafo Conexo



Definicién 1.20. VERTICE CONECTIVIDAD: La vértice conectividad de un grafo
bipartito G = (X UY, E), denotada por k(G) o simplemente k, es el minimo nimero
de vértices cuya eliminacion desconecta al grafo o lo reduce a un solo vértice. Un
grafo bipartito G = (X UY, E) es h-conexo si su vértice conectividad k es mayor o

wqual que h.

Ejemplo 1.17. El grafo de la figura 1.7. es 2-conexo por ser G — {ay,ba} un grafo

disconexo, ver figura 1.8.

&z

Gz

Figura 1.8: G-{a1, by }

Definicién 1.21. GRAFO BIPARTITO HAMILTON CONECTADQO: Un grafo bi-
partito G = (X UY, E) es hamilton conectado, si para cada par de vértices u en X

yv enY existe un camino hamiltoniano que los una.

Ejemplo 1.18. Ver figura 1.9.
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Figura 1.9: Grafo Hamilton conectado

Definicién 1.22. GRAFO 2-DUMBBELL: Es un subgrafo de G que consiste en dos
ciclos vértices disjuntos Cy y Cy, unidos por dos caminos vértices disjuntos Py, y P
con V(C;) NV (P;) = ¢, para todo i = 1,2, tal que los vecinos de Py en Cy y en Cy
son consecutivos con los vecinos de Py en Cy y en Cy respectivamente. Un 2-dumbbell
generador D es maximal, si los caminos Py y Py son tan largos como sea posible entre

todos los 2-dumbbells generadores.

Ejemplo 1.19. Ver figura 1.10.

Figura 1.10: 2-Dumbbell

Las definiciones y notaciones no dadas en este capitulo, las encontramos en
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Capitulo 2

HAMILTON CONECTIVIDAD EN GRAFOS
BIPARTITOS BALANCEADOS

Un grafo bipartito balanceado G = (X UY, F) es hamilton conectado, si para
cada par de vértices de GG, en clases diferentes existe un camino hamiltoniano que

los une.

Las investigaciones de ciertos problemas en grafos que involucran condiciones
de union de vecindades, en lugar de suma de grados, fue iniciada por Faudree et al

en [14], con el siguiente resultado:

Teorema 2.1. ([14]).
Sea G un grafo 2-conexo de orden n. Si para cada par de vértices no adyacentes

uyv en G, tenemos que:
i.- | N(u)UN(v) | > (2n—1)/3, G es hamiltoniano.
ii.- | N(u)UN(v) | > (n—1)/2, G es traceable.
iii.- | N(u)UN () | > (2n4+1)/3 y G es 3-conexo, G es hamilton conectado.

Mientras que en grafos bipartitos balanceados fue iniciada por Amar et al en
[3], involucrando la condicién de unién de vecindades para conjuntos independientes

balanceados de cardinalidad cuatro. Ellos plantearon lo siguiente: Sea G = (XUY, E)

11



el grafo bipartito balanceado H14, el cual denota la clase de todos los grafos obtenidos
a partir de la figura 2.1, donde algunos, o todos, de los cuatro lados que une la parte

superior con la parte inferior pueden estar también presentes.

Figura 2.1: Grafo Minimal de Hy4.

Ellos conjeturaron lo siguiente:

Conjectura 1. (/3]). Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n
y minimo grado §(G) al menos tres. Si para cada conjunto independiente balanceado
S, de G, de cardinalidad cuatro tenemos que |[N(S)| > n, entonces G es hamiltoniano

o G € Hy, figura 2.1.

En el ano 1998 Amar et al en [3] demostraron lo siguiente:

Teorema 2.2. (/3]).
Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado
d(G) al menos tres. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de

cardinalidad cuatro tenemos que |N(S)| > n+ 2, entonces G es hamiltoniano.

12



En el ano 2007 Brito y Lérez en [7] demostraron lo siguiente:

Teorema 2.3. ([7]).
Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado
d(G) al menos cuatro. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de

cardinalidad cuatro tenemos que |N(S)| > n, entonces G es hamiltoniano.

En el ano 2010, Brito, Mago y Marin en [8] demostraron lo siguiente:

Teorema 2.4. (/8]).
Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo grado
d(G) al menos tres. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de

cardinalidad cuatro tenemos que |[N(S)| > n+ 2, entonces G es hamilton conectado.

Siguiendo esta misma idea, en este capitulo, se utilizaron conjuntos indepen-
dientes balanceados de cardinalidad cuatro, en grafos bipartitos balanceados, para
demostrar que si el nimero de elementos del conjunto de vecinos de un conjunto
independiente balanceado cualquiera, de cardinalidad cuatro, supera a la mitad del
orden del grafo mas dos, entonces entre cualquier par de vértices, en clases diferentes,
existe un camino hamiltoniano que los une; obteniéndose de esta manera, una mejora

de la cota del resultado de Brito, Mago y Marin en [8].

Primeramente se demostrara el siguiente lema, en cuya prueba se usara el
subgrafo llamado un 1-2-dumbbell de un grafo bipartito balanceado G, figura 2.2, el
cual es definido como un 2-dumbbell en el que uno de los extremos de un camino
es adyacentes al extremo del otro camino. Ademas, los vecinos consecutivos de los
extremos de los caminos en el ciclo, tienen un vecino a distancia uno de los extremos

del otro camino.

13



Figura 2.2: El 1-2- dumbbell.

Lema 2.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado hamiltoniano de orden
2n con minimo grado §(G) al menos cuatro y que contiene un 1 — 2 dumbbell ge-

nerador. Si G no es Hamilton conectado entonces existe un conjunto independiente

balanceado S de cardinalidad cuatro tal que N~ (SNX)NN(SNY)=0.
Prueba:

Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n con minimo
grado 6(G) al menos cuatro, que contiene un ciclo hamiltoniano y un 2 dumbell
generador D, que consiste en dos ciclos vértices disjuntos C y C5 unidos por dos
caminos vértices disjuntos P, y P». Sean a, un vértice de (', vecino de un extremo
de P, y b; un vértice de (Y, vecino del otro extremo de F». Similarmente, sean b,
un vértice de C', vecino de un extremo de Py, y a; un vértice de Cs, vecino del otro
extremo de Py, tal que a, y bs sean vértices consecutivos en C y a; y b; sean vértices

consecutivos en Cy con orientacion a, Ci bsPra;Cyb;Paay.

Por definicién de 1 — 2 dumbbell y la orientacion dada, en D, estan los lados

—_ + —
a,;bi", bjay~ y bja, .

Como G no es hamilton conectado, podemos suponer sin pérdida de generali-

dad que G no tiene un uv- camino hamiltoniano, con v =a,” y v =10b;.

Entonces, para garantizar la existencia de un conjunto S independiente ba-

lanceado de cardinalidad cuatro se tiene:

14



i.- Los vértices a, y b; no forman un lado en G.
En efecto:

Supdngase que a, y b; forman un lado en G. Entonces, el camino P =
a, Py b7 b;a,Cf bb Pira; a,Cyby es un camino hamiltoniano, en G, que une a los

vértices ; u = a, y v = b; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.3.

Asi, a.b; ¢ E(G).

Figura 2.3: Camino P = a, Py b} b;a,C; bb! P a; a,Cyb; .

i1.- Los vértices a, y a; no forman un lado en G.
En efecto:

Supéngase que a, y a; forman un lado en G. Entonces, el camino P =
— — 1.+ 4T —74 - — +7.— . . .
a, Py b7 bja; ~ Prbgy bsCrara; a;Cy'b; es un camino hamiltoniano, en G, que une

a los vértices ; u = a, y v ="0; lo cual es una contradiccién. Ver figura 2.4.

Asi, a,a; ¢ E(G).
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Figura 2.4: Camino P = a;P{b;rbjat__bej bSC’l_arat_atC;bj_.

iii.- Los vértices b y b; no forman un lado en G.
En efecto:

Supéngase que bS y b; forman un lado en G. Entonces, el camino P =
a, Py bibibs th,CTa b Pra; a,C5b; es un camino hamiltoniano, en G, que une

a los vértices u = a,” y v = b; ; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.5.

Asi, b7b; ¢ E(G).

ax P Bt b

Famt P Famy
S RS e S

st

an
asnn®

Lennt®

Figura 2.5: Camino P = a, Py b} b;bs *b,C1 a,bF P a; a,C b} .

iv.- Los vértices b y a; no forman un lado en G.

En efecto:

Supéngase que b y a; forman un lado en G. Entonces, el camino

— a- P bth.a-— Pobtt +1 bt oo Ot h— - : :
P =a,; Pybjbja; " Prb;™ a,Cybsb] a; a;C5 by es un camino hamiltoniano, en
G, que une a los vértices u = a,” y v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura

2.6.
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Asi, bfa; ¢ E(G).

Figura 2.6: Camino P = a, Py b} bja; ~ Py b " a,Cybbta; a,Cyby .

Por lo tanto, S = {a,, b;, b, a; } es un conjunto independiente, de cardinalidad

cuatro.

Sean, sin pérdida de generalidad, a,” en X y b; en Y los vértices que no estdn

conectados por un camino hamiltoniano en G.

Sea, S = {a,,b;,bF,a;} con a,,bf € Y y bj,a; € X y supongamos que

Jr Vs

N=(SNY)NN(SNX) # 0.

Sea, a, € (N (SNY)NN(SN X)) entonces, ap € (N~ (a,,bl)) y ar €
(N(bj, ar))

Luego, por definicién aja, € E(G) o afb} € E(G) y arb; € E(G) o axa; €
E(G).

Considérense los siguientes casos:
Casol. 1 <k<s<t<jy<r™

Si aja, € E(G) y arb; € E(G). Entonces el camino, P = a, P; bjarCy aqa;
CTbsb} Pira; a;Cyb; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,

y v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.7.
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Figura 2.7: Camino P = a, Py bjayCy a,a; C’frbsbij'at_atC’;bj_.

Si afa, € E(G) y ara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py bja; ~ Py bl b,
Cyafa,Claga; a,Cy b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices

u=a, yv=">0;;locual es una contradiccién. Ver figura 2.8.

Figura 2.8: Camino P = a, Py bja; ~ Py btb, Cf a)fa,CY aray a, G50} .

Si a;bf € E(G) y axb; € E(G). Entonces el camino, P = a; Py b bja,C1 ay)
bf Pl a; a,C5b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.9.
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Figura 2.9: Camino P = a, Py b b;a;.Cy a;f b Pl a; a,C by .

Siafbf € E(G)y ara; € E(G). Entonces el camino, P = a; Py b} bja; ~ Py b}
af Cf apay a,C5 b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,’

y v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.10.

Figura 2.10: Camino P = a, Py by bja; ~ Py b} a; Cfaga; a,C50; .

CasoIl. 1l <s<k<t<jg<r™

Siaya, € E(G)y axb; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py b bja, Py b3 b,Ca,
ay Pia; a,Cyb; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v = b ; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.11.
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Figura 2.11: Camino P = a;P{b;rbjakPl—bjbsCl—ar aZPf“at_atC’;bj_.

Siafa, € E(G)y ara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py bfbja; ~ Py a;
a,CobT Plraga; a,Cyf b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices

u = a, yv=">0;;locual es una contradiccion. Ver figura 2.12.

Figura 2.12: Camino P = a,; Py bJbja; ~ Py a; a,C{ bb} Piraga; a,C5b; .

Sia bt € E(G)y apb; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py bfbja, Py bt a,
Cogbtal Pla; a,Cyf b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices

u = a, yv=">0;;locual es una contradiccion. Ver figura 2.13.

20



Figura 2.13: Camino P = a, Py b bja, Pl b a, CT b} af P a; a,Cyb; .

Sia bt € E(G)yara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py b bja; ~ Py a; bl b,

Cra bt Plraga; a;Cyf b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices

u=a, yv=>b;;locual es una contradiccion. Ver figura 2.14.

Figura 2.14: Camino P = a, Py b;bja; ~ Py afbfbs Cr abi™ P aga; a,Cyby .

CasoIll. 1 <s<t<k<j<r.

Siafa, € E(G)y ab; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py bjarCy aya; P{
b7 b,Cr ara; C5by es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v =b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.15.
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Figura 2.15: Camino P = a, Py b;bja; ~ Py afbfbs Cr abi™ Py aga; a,Cyb; .

Sia bt € E(G)y axb; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py b} b;ja,.Cy aza; Py
b *a,Cibsbta) C5b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,

y v =bj; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.16.

Figura 2.16: Camino P = a,; Py bJbja; ~ Py afbfbs O abf™ P aga; a,C5 by .

Si afa, € E(G) y ara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py b;C5 apa; P
b7 b,Cr ara; C5by es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v =b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.17.
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Figura 2.17: Camino P = a,; Py b;bja; ~ Py afbfbs Cr abi™ P aga; a,Cyb; .

Siafa, € E(G)yara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py by b;a,Cy ara; Py
b7 0,Cr ara; Cyby es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.18.

Figura 2.18: Camino P = a;PQ_bjbjatC;akat_Pf bijCfara,jC;'bj_.

Siagbf € E(G)y ara; € E(G). Entonces el camino, P = a; Py by b;a,Cy aga; Py b
a,CT bsbf a; C3by es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v = b;—; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.19.
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Figura 2.19: Camino P = a; Py b b;a;Cy ara; Py b " a,Cibbtaf Cb .

CasoIV. 1l <s<t<j<k<r.

Siafa, € E(G)yaib; € E(G). Entonces el camino P = a, Py a; a,C{ bsb Pira; ~
bjar Py bl a; a,C5b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,

y v = b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.20.

Figura 2.20: Camino P = a; Py a; a,C bsb} Py a; ~ bja Py bl a; a,C5b; .

Siafa, € E(G)yara; € E(G).Entonces el camino, P = a, Py a} a,C; bsb] P
a; ap Py bja,Cy b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a, y

v =b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.21.
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Figura 2.21: Camino P = a, Py a}f a,C; bbf Pt at_akPQ_bjatC’;bj_.

Siafbl € E(G)y axb; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py a; b7 bsCy a,bf TP
a; bf Py arb;ja,C5b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,

y v =b;; lo cual es una contradiccién. Ver figura 2.22.

Figura 2.22: Camino P = a, Py a bTb,Cy abF* P a; b} Py arb;a,Cy by .

Siafbl € E(G)yara; € E(G). Entonces el camino, P = a, Py a; bfbsCy a,b TP
a; ax Py bja,Cy b; es un camino hamiltoniano, en G, que une a los vértices u = a,” y

v =1b;; lo cual es una contradiccion. Ver figura 2.23.
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Figura 2.23: Camino P = a; Py ab7b,C a,b3* P a; ay Py bja,Cyb; .

En consecuencia, N~ (SNX)NN(SNY) = 0.
0

Teorema 2.5. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado hamiltoniano de
orden 2n con minimo grado §(G) al menos cuatro y que contiene un 1 — 2 dumbbell
generador. St para cada conjunto independiente balanceado, S, de cardinalidad cuatro

se tiene que |N(S)| > n+ 2, entonces G es hamilton conectado.

Prueba:

Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n con minimo
grado 0(G) al menos cuatro, que contiene un ciclo hamiltoniano y un 2 dumbell
generador D, que consiste en dos ciclos vértices disjuntos C y Cs unidos por dos
caminos vértices disjuntos P, y P. Sean a, un vértice de ', vecino de un extremo
de P, y b; un vértice de Cy, vecino del otro extremo de F». Similarmente, sean b,
un vértice de C', vecino de un extremo de Py, y a; un vértice de Cs, vecino del otro
extremo de Py, tal que a, y b, sean vértices consecutivos en Cy y a; y b; sean vértices

consecutivos en Cy, con orientacién a, C{ bsPra,Cyb; Paa,.

Por definicion de 1 — 2 dumbbell y la orientacén dada, en D, estan los lados

—_— + —
a,bi", bjay ~ y bja, .

26



Supongamos G no es Hamilton conectado, es decir podemos suponer sin pérdi-

da de generalidad que G no tiene un uv-camino hamiltoniano, con v = a,” y v =b; .

Por lema 2.1 existe un conjunto independiente de cardinalidad cuatro S =

{ar,bj,bF,a; } tal que N~ (SNX)NN(SNY) = 0.

Como G no es hamilton conectado, podemos suponer sin pérdida de generali-

dad que G no tiene un wv- camino hamiltoniano, con u = a,” y v = b; .
Entonces,

n+2 < |IN(S)| = [N(ap, b)) + N (b, a; )] = [N~ (ar, b7) + lag [ + [N (bs, a; )|
<IN (ap, bF)UN(bj,a;)| +1 <|Y]+ 1< n+l.

Lo cual contradice la hipotesis del teorema

Ejemplo 2.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 18 con
minimo grado 6(G) al menos cuatro, que contiene un ciclo hamiltoniano, figura 2.2/
y un 2 dumbbell generador D, que consiste en dos ciclos vértices disjuntos Cy y Co

unidos por dos caminos vértices disjuntos Py y Ps, figura 2.25.
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Figura 2.25: Dumbbell generador D con Cy = aibiasbsay, Cy = a7bsaszbsar, P, =

a5b7agbgagbg y P2 = a8b9a9b6.

Sean a; un vértice de (', vecino de un extremo de P, y b5 un vértice de Cj,
vecino del otro extremo de P,. Similarmente, sean by un vértice de C', vecino de un
extremo de Py, y a; un vértice de Cs, vecino del otro extremo de P, tal que a; y
by sean vértices consecutivos en C y a7 y bs sean vértices consecutivos en Cs, con

orientacion a C’f“bgPla7C2+b5P2a1. Ver figura 2.26.
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Figura 2.26: Dumbbell D.

Por definicién de 1 — 2 dumbbell y la orientacién dada, en D, estan los lados

a1b7, bsag v bgag. Ver figura 2.27.

L

........................................

Figura 2.27: 1 — 2 Dumbbell.

Supongamos G no es Hamilton conectado, es decir podemos suponer sin pérdi-

da de generalidad que G no tiene un uv-camino hamiltoniano, con u = bg y v = as.

Por lema 2.1 existe un conjunto independiente de cardinalidad cuatro S =

{a1, a5, bsbs tal queN~ (a1, as) N N(bg, bs) = 0.

Como G no es hamilton conectado, podemos suponer sin pérdida de generali-

dad que G no tiene un uv- camino hamiltoniano, con u = bg y v = as.
Sean, sin pérdida de generalidad, a;,as € X y bg, b5 € Y.
Luego se tiene que a1by ¢ E(G), asby ¢ E(G), a1by ¢ E(G) y asby ¢ E(G),
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CL4b8 ¢ E(G) y a4b5 é E(G)

Entonces, N~ (a1, a;) = {a1, az, as,as,bo} y N(bs, bs) = {as, ar, ag, ag, az}. Ver

figura 2.28.

Figura 2.28: Conteo de vecinos.

Asi

IN(S)| = |N(as, az)| + [N (bs, bs)| = [N~ (a1, as)| + [N (bs, bs)| =545 =10.
Lo cual contradice la hipotesis del teorema

Como consecuencia inmediata se tiene:

Corolario 2.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado hamiltoniano de
orden 2n con minimo grado 6(G) al menos cuatro y que contiene un 1 — 2 dumbbell
generador. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de cardinalidad

cuatro tenemos que la suma de sus grados es al menos n+2, entonces G es hamilton

conectado.
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Capitulo 3

CICLOS DE MAXIMA LONGITUD EN GRAFOS
BIPARTITOS BALANCEADOS

En un grafo bipartito balanceado G = (X UY, E), ¢(G) denota el orden del

ciclo de méxima longitud en G.

En el ano 2002, Kaneko y Yoshimoto en [17] establecieron que en un grafo
bipartito balanceado 3 - conexo, ¢(G) > 2011 0o G es hamiltoniano; donde oy ; es la
menor suma de los grados de un conjunto de vértices independientes de cardinalidad

dos.

Luego en el ano 2009, Alcald en [1] adapté y demostré este resultado para un
grafo bipartito balanceado 3 conexo de minimo grado al menos tres y .S un conjunto

de vértices independientes de cardinalidad cuatro; obteniendo lo siguiente:

Teorema 3.1. ([1]).

Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3 conexo de orden 2n y
minimo grado al menos tres, entonces G es un grafo hamiltoniano o oy2 < ¢(G) +2;
donde oq5 es la menor suma de los grados de un conjunto de vértices independientes

de cardinalidad cuatro.

En este capitulo se utilizaron conjuntos independientes balanceados de cardi-

nalidad seis, en grafos bipartitos balanceados 3 conexo, de orden 2n y minimo grado
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al menos cinco, para demostrar que el grafo es hamiltoniano o el nimero de elemen-
tos del conjunto de vecinos de un conjunto independiente balanceado cualquiera, de
cardinalidad seis es a lo més el orden del ciclo de maxima longitud mas dos. Ex-

tendiendo de esta manera a seis vértices independientes, el resultado de Alcald, en

[1].
Primeramente se demostraran los siguientes lemas:

Lema 3.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3-conexo de orden
2n y minimo grado 6(G) al menos cinco. St P = Ty, ..., LY, ..., TplYp €S UN CAMINO
mazimal de G, entonces existe un conjunto independiente balanceado de cardinalidad

sels.
Prueba:

Sean X,Y una biparticién balanceada de V(G) y P = 1y, ..o, Tili, .oy TpYyp

un camino maximal de G, tal que z1,..., 24, ..., € X Yy Y1, .., Yis .., Yp € Y.

Como G es de minimo grado cinco y P es maximal, entonces x; y v, tienen

al menos cinco vecinos en P.
Sean, sin pérdida de generalidad, y; € Np(x1) y z; € Np(yp).

Como G es 3-conexo existe una componente H = V(G) — V(P), con 2 <

[H| < i —jl.

Sean, sin pérdida de generalidad, hy, by, hy € V(H) con hy € Ng_p(x;), hy €
Ne_p(y;) y hy € Ng_p(xs); tal que la distancia del vértice x4 a los extremos del
camino y sus vecinos es mayor que la cardinalidad de H. Consideremos los siguientes

Casos:

Caso I. P es un camino no cruzado.
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Como G es de minimo grado cinco y P es maximal, entonces x; y v, tienen

al menos cinco vecinos en P.

Sean, sin pérdida de generalidad, y; € Np(z1); con 2 <i < ky z; € Np(yp);

conk<qg<j<p-—1.

Como P es maximal entonces, T = {y; € V(P) : y € Np(z1)} U{z] €
V(P) :z; € Np(yp)} U{z1,y,}, es un conjunto independiente de G con |T| > 10, y
en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado S C T tal que |S| = 6.

Ver figura 3.1.

Figura 3.1: Grafo 3 conexo con camino maximal no cruzado.

Caso II. P es un camino cruzado.

Como P es un camino cruzado, entonces existe y; € Np(z1) y z; € Np(y,);

tal que i > j.

Sin pérdida de generalidad, supongamos i = max{l : y; € Np(x1)}, j =
min{l : x; € Np(yp)}, m = maz{l : yy € Np(z1),1 <1 <j—1}, k=min{l : x; €
Np(yp),i+1 <1< p}, entonces y;,y € Np(z1) y xj, % € Np(yp)

Sea I = xyPty;, I, = o Pty y Is = ;. Py,

Como G es de minimo grado cinco y P es maximal, entonces x; y v, tienen

al menos cinco vecinos en P.
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Considérense los siguientes subcasos:
Subcaso II.1. Np(z1) NIy =0y Np(y,) NIy = 0.

Como P es maximal entonces, T = {y; € V(P) :y, € Np(z1) N L} U{z] €
V(P) : z; € Np(y,) N I3} U{z1,y,, 2, yp}, es un conjunto independiente de G' con
|T'| > 8, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado S C T tal que

|S| = 6. Ver figura 3.2.

Figura 3.2: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z) NIy =0y

Np(yp) N ]2 = @

Subcaso II1.2. Np([L‘l) N ]2 = @ y Np(yp) N _[2 7& @

Como P es maximal entonces, T' = {y; € V(P) : y; € Np(z1) N L} U{a] €
V(P):x € Np(y,) N I3} U{z1,y,, 2,9y}, es un conjunto independiente de G con
|T'| > 8, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado S C T tal que

|S| = 6. Ver figura 3.3.
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Figura 3.3: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(x1) NI =0y

Np(yp) N ]2 7£ @

Subcaso I1.3. Np(z1) N1 =0y Np(y,) N I3 =0.

Como G es de minimo grado al menos cinco y P es maximal, entonces | N, (z1)N

L] > 2y [Np(yy) N 12| > 2.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que, yq, Y € Np(z1) N Loy Ty, T, €
Np(z1) N Iy, por definicién, y, v ¥, forman un lado con x4, en el que y,, ¥, estan en
el camino Iy, z, y , forman un lado con y,, en el que z,, =, estan en el camino Is.

Obteniendo asi los siguientes subcasos:
Subcaso I1.3.1. ¢ < w < u < v.

Como P es maximal entonces, T' = {y; € V(P) : yy € Np(x1) NI, 1 < u} U
{z € V(P):x; € Np(y,) NIz, > u}U{z1,y,, Y, yp} es un conjunto independiente
de G con |T'| > 8, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado

S C T tal que |S| = 6. Ver figura 3.4.

35



h

Figura 3.4: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z1) NI} = 0,

Np(yy) NIz =0y g<w<u<wv.

Subcaso I1.3.2. ¢ < u < w < v.

Como P es maximal entonces, T' = {y;, € V(P) : yy € Np(z1) NI, <
u} U{z € V(P) : & € Np(y,) N Ir,l > u} U{x1,y,,2},y,} es un conjunto

independiente de G con |T'| > 6, en consecuencia existe un conjunto independiente

balanceado S C T tal que |S| = 6. Ver figura 3.5.

X Yr f Yg  Xu

hy

he

Figura 3.5: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z1) NI} = 0,

Np(yp)ﬂ[3:®yq<u<w<v.

Subcaso I1.3.3. u < ¢ < w < v.
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Como P es maximal entonces, T' = {y, € V(P) : yy € Np(z1) N I,l < v} U
{xf € V(P):2; € Np(yy) NI, 1 > v}U{z1,y,, 2}, y,} es un conjunto independiente
de G con |T'| > 6, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado

S C T tal que |S| = 6. Ver figura 3.6.

Figura 3.6: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z1) N 1; = 0,

Np(yy) NIz =0yu<qg<w<w.

Subcaso I1.3.4. u < ¢ < v < w.

Como P es maximal entonces, T' = {y, € V(P) : yy € Np(z1) N I5,l < v} U
{xf € V(P):x; € Np(y,) NI, 1 > v}U{x1,y,, 2}, y,} es un conjunto independiente
de G con |T'| > 6, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado

S C T tal que |S| = 6. Ver figura 3.7.
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Figura 3.7: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z1) NI} = 0,

Np(yy) NIz=0yu<qg<v<w.

Subcaso I1.3.5. u < v < ¢ < w.

Como P es maximal entonces, T = {y;” € V(P) : y, € Np(z1) N I, >

v} U{z € V(P):xz € Ny(yp) N 1,1 <wv}U{z],y} es un conjunto independiente

de G con |T| > 6, en consecuencia existe un conjunto independiente balanceado

S C T tal que |S| = 6. Ver figura 3.8.

Figura 3.8: Grafo 3 conexo con camino maximal cruzado donde Np(z1) NI} = 0,

Np(yy) NIz =0y u<v<q<uw.
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El lema es demostrado por existir en cada caso un conjunto independiente

balanceado S, de cardinalidad 6.

O

Lema 3.2. Sea G = (X UY, F) un grafo bipartito balanceado 3-conexo de orden 2n y
minimo grado §(G) al menos cinco. Sea p = {P : P es un camino cruzado mazximal}.
Si P € g yyr € Np(z1), 2w € Np(yp) entonces Np(y, )N xjPty; =0 y Np(xh) N
zjPty; = 0, con P = z1y1, ..., XilYi, ..., Tpyp tal que y; € Np(x1), x; € Np(yp) y
i—j=min{l—t:x,€ Np(y,),y € Np(x1),con | <t}.

Prueba:
Sean X,Y una biparticién balanceada de V(G) y P = 1y1, ..., Tili, .., TpYyp
un camino maximal de G, tal que z1,..., %, ..., 2, €E X ¥ Y1, .., Yis .., Yp € Y.

Como G es de minimo grado cinco y P es maximal, entonces x; y v, tienen

al menos cinco vecinos en G.
Sean, sin pérdida de generalidad, y; € Np(x1), x; € Np(y,).

Como G es 3-conexo existe una componente H = V(G) — V(P), con 2 <

|H| < |i =3l

Sean, sin pérdida de generalidad, hy, hy, hy € V(H) con hy, € Ng_p(xj), by €
Ne_p(y;) v hy € Ng_p(x,); tal que la distancia del vértice z, a los extremos del

camino y sus vecinos es mayor que la cardinalidad de H.

Supéngase que Np(y,) N z;PTy; # 0 6 Np(xy) NPTy, # 0, sea y, €
NP(y;;) mxjp+yi 6 Ts € NP(£$) ﬂijeri

Entonces:

i) Si v y y, forman un lado con y; en el camino z; P*y;. Ver figura 3.9.
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Entonces, P’ =y, P~ 21y, P1y,, es un camino con |z;P'y;| < |z;PTy;| lo cual

contradice la escogencia de (P, z;,y;). Ver figura 3.10.

Xy Xy & Vi oj Ve i A

Figura 3.10: Camino P’ =y, P~ 1y, P y,.

Yp

ii) Si z, y o, forman un lado con z, en el camino z;P*y;. Ver figura 3.11.

Entonces, P’ =z} P*y,z,,P~x;, es un camino con |y; P'zs| < |z;PTy;| lo cual

contradice la escogencia de (P, z;,y;). Ver figura 3.12.
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........

he

Figura 3.11: Lado zsx; con x5 en el camino x;Pty;.

Figura 3.12: Camino P’ = z} Pty,z, P x;.

ii) Si y vy, xs y xf forman un lado con y;, x5 en el camino z;PTy; con
J < s <t<i. Ver figura 3.13.

Este caso es consecuencia de los casos i y ii.
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Figura 3.13: Lados wy, y xsx) con y, x4 en el camino z;PTy;.

Por lo tanto, Np(y, )N z;PTy; =0y Np(z})N z;PTy; = () para y € Np(z1)
Y Ty € NP(yp)-

Teorema 3.2. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3-conexo de orden
2n y minimo grado 0(G) al menos cinco entonces, G es hamiltoniano o |[N(S)| <

c¢(G) 4 2 para cada conjunto independiente balanceado S, de G, de cardinalidad seis.

Prueba:

Supongase que GG no es hamiltoniano.

Sean X, Y una biparticién balanceada de V/(G) y P = x1y1, ..., Tili, .-, TpYp

un camino maximal de G.

Como G es de minimo grado cinco y P es maximal, entonces x; y y, tienen

al menos cinco vecinos en G.
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Sean, sin pérdida de generalidad, y;, Yo, ¥, Yq € Np(1) ¥ Zj, T4, Tc,2q €

Np(yp), con i —j=min{l —t: 2, € Np(y,),y: € Np(z1), cont <l}

Como G es 3-conexo existe una componente H = V(G) — V(P), con 2 <

[H| < |i—jl.

Sean, sin pérdida de generalidad, hy, by, hy € V(H) con hy € Ng_p(x;), ly €
Ne_p(yi) y i € Ng_p(xs); tal que la distancia del vértice x4 a los extremos del
camino y sus vecinos es mayor que la cardinalidad de H. Astimanse los siguientes
casos:

Caso I: P es un camino cruzado de maxima longitud.

Seai—j=min{l—t:x;€ Np(yp),yr € Np(z1), cont <}
Considérese que 2 <a<b<qg<j<i<r<c<d<p-1

Entonces por el lema 3.1, existe un conjunto independiente balanceado de P,
tal que S = {z1,y, vy . xl, x5, yp}, con SNX = {a1,y,,y, } y SNY = {a}F, 27, y,}
y por el lema 3.2, Np(y,,y, ) Nx;PTy; =0y Np(af, o) na;PTy; = 0.

En consecuencia, existe el ciclo Cy = 21 PTx;y,P~y;x1 de G. Ver figura 3.14.

X Va YaVy Vb Vg 7 Vi Xy Xk Xq X, Yo

h

Figura 3.14: Ciclo Cy = =1 PTz;y,P ;1.

Observando la figura 3.14, se tiene que
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(Ng (x1) —{y; })UNa(y, )UNG(y, )UNa(zh)UNg(x])U(NE(yp) —{2]}) C
V(Co)

Por lo tanto,

IN(S) = (INg(z)] = 1) + [Na(ya)l + [Na(y, )l + [No ()| + [Na(zg)] +
(NG ()| = 1) < |G

En consecuencia, |[N(S)| —2 < |C].

De donde, [N(S)| < ¢(G) + 2.

Caso II: P es un camino no cruzado de maxima longitud.
Seai—j=min{l —t:x, € Np(yp), y+ € Np(x1),cont < l}.

Sea, sin pérdida de generalidad, y; el vértice més cercano a y; y . el vértice

m4s cercano a ;.

Entonces, por el lema 3.1, existe un conjunto independiente balanceado de P,

tal queS = {xlaya_ayq_ax:_ax;l’—ayp}? COHSHX = {x1>ya_>yq_} ySﬂY - {x;i_ax(—ii_ayp}'

Como G es 3-conexo existen tres caminos internamente disjuntos que enlazan

: +
al camino y; P"x;.

Sean, sin pérdida de generalidad, Q; = y;PTx;, Q2 = yix1 P Ty PTyyz; v
Q3 = yiP~yphi H hyz P~ x5 tal que V(G) = Q1 U Q2 U Q3.

Supédngase que |y, Pty;| > 2y |z;P x| > 2.

Sean yi, € Ng(y, ¥y, ) tal que k = min{l : v, € Na(y, ,y;), conb <l <i}y

rs € No(z,x)) tal que s = maz{l : z; € Ng(z;}F,z}), con j <1 < c} entonces,

Si yy v y, forman un lado, con y; en el camino y, PTy; v 5 y 7 forman un

lado, con z; en el camino z;Ptz..
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Por lo tanto, el ciclo C; = xlQ;y;kag_yiQ]ijngsxjQ;yperQ_mcbegyam.
Ver figura 3.15.

Figura 3.15: Ciclo Cy = 21Q3 v, vk Q3 v:iQ7 2;Q5 xsx, QF ypx, Q5 T ypQ3 Ya1.-

Observado la figura 3.15, se tiene que

Ne(21)UNe(y, )U(Ne (va ) —{yx DU NG (yz ) U NG () U(NG () — {2 HU
Ne(yp)) € V(Ch).

Por lo tanto,

IN(S)| = [N (1) +[Na(yy )|+ (INg (v )| = 1) + [N ()| + (INa(z) = 1) +
[(Na(yp)]) < [Chl.

En consecuencia, |[N(S)| —2 < |C].
De donde, [N(S)| < ¢(G) + 2.

De igual forma se obtiene si yx y y, forman un lado, con y; en el camino

wPty; v x5y :vji“ forman un lado, con x4 en el camino ij+xC.
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Capitulo 4

HAMILTONICIDAD EN GRAFOS BIPARTITOS
BALANCEADOS INVOLUCRANDO CONJUNTO
INDEPENDIENTE BALANCEADO

Un grafo bipartito balanceado G = (X UY, E) es hamiltoniano, si existe un

camino elemental cerrado, en G, que contenga todos los vértices del grafo.

En el ano 2007, Brito y Larez en [7], establecieron que para que un grafo
bipartito balanceado, de minimo grado al menos cuatro sea hamiltoniano, en términos
del niamero de elementos de los vecinos de un conjunto independiente balanceado al

menos la mitad del orden del grafo mas uno, lo siguiente:

Teorema 4.1. ([7]). Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden
2n y minimo grado 6(G) al menos cuatro. Si |[N(S)| > n + 1 para cada conjunto

independiente balanceado S, entonces G es hamiltoniano

En este capitulo usaremos conjuntos independientes balanceados de cardina-
lidad seis, en grafos bipartitos balanceados, de orden 2n y minimo grado al menos
cinco, para demostrar que el grafo es hamiltoniano. Extendiendo de esta manera a

seis vértices independientes, el resultado de Brito y Lérez en [7].

Primeramente se demostraran los siguientes lemas:
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Lema 4.1. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado no hamiltoniano de
orden 2n y minimo grado 6(G) al menos cinco. Si P = T1Y1, ..., TilYiy ooy TnlYp €S UN
camino hamiltoniano de G, entonces existe un conjunto independiente balanceado S

de P, tal que |S| = 6.
Prueba:

Sean X, Y una biparticién balanceada de V(G) y P = x1Y1, ...; Tilliy ooy Tnln

un camino hamiltoniano de G.

Como G es de minimo grado cinco, entonces z; y ¥, tienen al menos cinco

vecinos en (G. Considérese los siguientes casos:
Caso I. P es un camino no cruzado
Como P es un camino no cruzado, entonces x; y ¥y, no forman un lado.

Sin pérdida de generalidad, sean Ry = {y; € V(P) :y; € N(21),2 <i <p}y
Ry ={xz; € V(P):x; € N(yn),p < ¢ < j <n—1}, el conjunto de vecinos de z; y

Yn Tespectivamente.

En consecuencia R = {y; € V(P) : y; € Ri} U{x] € V(P) : 2; € Ry} U
{1,yn} es un conjunto independiente de G con |R| > 10, por lo tanto existe un

conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver figura 4.1.

Figura 4.1: Grafo con camino maximal no cruzado.

Caso II. P es un camino cruzado
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Como P es un camino cruzado, entonces existen y; € N(z1) y z; € N(y,) tal

que 7 > 7.

Sin pérdida de generalidad, supéngase que i = max{l : y; € N(x1)}, j =
min{l : x; € N(y,)}, 7 = maz{l : yy € N(21),1 <1 <j—1}, p=min{l : x; €
N(yn),i+1 <1 <n}, entonces y;,yr € N(x1) y zj, 2, € N(yn).

Sea I = $2P+yr—1, I, = 5L'j+1P+yi—1 y I3 = Ip+1p+yn—1~

Como G es de minimo grado al menos cinco, entonces z; y ¥, tienen al menos
dos vecinos en P, sean Ry = {y; € V(P) 1y, € N(z1)} y Ro = {z; € V(P) : x; €
N(yn)}

Subcaso II.1. RN ([ UL) #0y RyN 1y = 0.
Supéngase que Ry N (I; U Iy) # () entonces, existe un y; € Ry, con y; € 11 U L.
Luego, por definicion de Ry, y; y 1 forman un lado, con y; € I; 6 y; € I,

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € Rin (LU L)} U{z} € V(P) : z; €
Ry N I3} U {xy,y,, 2}, 9.} es un conjunto independiente de G' con |R| > 8, por lo
tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver figura

4.2.

Figura 4.2: Grafo con camino maximal cruzado donde RN ([1UIL) # 0y RoNIy = 0.
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Subcaso I1.2. RN =0y RyN 1, = 0.

Como G es de minimo grado al menos cinco, entonces |RiNls| > 2y |RoNIy| >

Sin pérdida de generalidad, supéngase que y,, ys € Ri N Loy x4, T, € RoN 1y

Por definicién de Ry, Ry, I>,se tiene que y, y ys forman un lado con 1, en el
que Yq,ys estan en el camino Iy, x,, y 2, forman un lado con y,, en el que z,,z, estdn

en el camino I;. Obteniendo asi los siguientes subcasos:
Subcaso I1.2.1 ¢ < s < u < v.

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € RinNhL,l < u}U{z € V(P): z €
RoN Iyl > u}U{x1,y,, 2}, yn} es un conjunto independiente de G con |R| > 8, por
lo tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver

figura 4.3.

Figura 4.3: Grafo con camino maximal cruzado donde Ry NI} =0, RoNly, =0y

g<s<u<w.
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Subcaso I1.2.2 ¢ < u < s < v.

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € RinNhL,l < u}U{z € V(P): x €
RoN Iyl > uyU{x1,y,, 2}, yn} es un conjunto independiente de G con |R| > 6, por
lo tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver

figura 4.4.

Figura 4.4: Grafo con camino maximal cruzado donde Ry NI =0, RoeNl, =0y

qg<u<s<uw.

Subcaso I1.2.3 u < g < s < v.

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € RiNDL,l <v}U{z € V(P): x €
RoN Iyl > v}U{xy,y,, 2}, 9} es un conjunto independiente de G con |R| > 6, por
lo tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver

figura 4.5.

Figura 4.5: Grafo con camino maximal cruzado donde Ry NI} =0, RoNly =0y

u<qg<s<o.
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Subcaso I1.2.4 u < g < v <Ss.

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € RiNDL,0l <v}U{z € V(P) : x; €
RyNIy,l > viU{ry,y, , 7, ,ys} es un conjunto independiente de G con |R| > 6, por
lo tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver

figura 4.6.

Figura 4.6: Grafo con camino maximal cruzado donde Ry NI} =0, RoNly =0y

u<qg<uv<s.

Subcaso I1.2.5 u < v < ¢ < s.

Entonces, R = {y; € V(P) : yy € RiN DL, > v} U{z € V(P) : 2, €
Ry N I, 1 < v} U{z],y} es un conjunto independiente de G' con |R| > 6, por lo
tanto existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6. Ver figura

4.7.

Figura 4.7: Grafo con camino maximal cruzado donde Ry NI} =0, RoNly =0y

u<v<qg<s.
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En todos los casos, existe un conjunto independiente balanceado S, de cardi-

nalidad 6, y el lema esta probado.
O

Lema 4.2. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo
grado 6(G) al menos cinco.Si para cada conjunto independiente balanceado S tal que

|S| = 6, se tiene que |[N(S)| > n, entonces G es conexo.
Prueba:

Sea G = (X UY,FE) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo
grado §(G) al menos cinco.

Supdngase que G es no conexo, entonces existen dos componentes distintas

Gl ng de G.

Como G es de minimo grado cinco, entonces cada componente conexa Gy y

G5 tiene al menos cinco vértices en X y cinco vértices en Y.
Supéngamos que |[V(G1) NY| < |[V(G2) N X|

Entonces, cada conjunto R que contiene cinco vértices de V(G1) NY y cinco
vértices de V(Gy) N X, es un conjunto independiente balanceado, y en consecuencia

existe un conjunto independiente balanceado S C R tal que |S| = 6.

Sea sin pérdida de generalidad, S = {x1, x2, T3, Y1, Y2, y3} un conjunto de vérti-
ces independientes balanceados. Entonces |N(S)| < |N(z1, z2, 23)|+ | N (y1, y2, y3)| <
V(G NY|+ |V(Gy) N X| < |[V(Gh) N X|+|V(Ge) N X| =n.

Asi |[N(S)| < n lo cual es una contradiccién.
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Lema 4.3. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo
grado 6(G) al menos cinco. Si para cada conjunto independiente balalanceado S tal

que |S| = 6, se tiene que |[N(S)| > n, entonces G tiene un matching perfecto.
Prueba:

Sea G = (X UY,FE) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y minimo

grado §(G) al menos cinco

Supongase que G no tiene un matching perfecto. Entonces, existe un subcon-

junto W de X talque [IN(W)| < W.

Como G es de minimo grado cinco, entonces |[N(W)| < |W|y G es balanceado;

2<|W|<n-—1.

Sea S = {x1,x2, 23,91, Y2, Y3} un conjunto independiente balanceado tal que
T1, T, T3 son vértices en Wy yy, Yo, y3 son vértices en Y — N(W). Entonces, |[N(S)| <

[N (21, 22, 23)| + [N (Y1, 42, 93)[ = [NOW)| + [X = W[ < [W[+[X = W] =n.
Asi [N(S)] < n, lo cual es una contradiccion.
0

Teorema 4.2. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3-conezxo de orden
2n y minimo grado 6(G) al menos cinco. Si para cada conjunto independiente bala-
lanceado S tal que |S| = 6, se tiene que |[N(S)| > n entonces G es hamiltoniano o

G contiene un subgrafo que consiste de un ciclo y un lado aislado.

Prueba:

Sea X, Y una biparticién balanceada de V (G), por el lema 4.0.20 G es conexo.

Supongase que G es no hamiltoniano.
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Sea G = (X UY, E) un grafo de tamano maximo entre todos los grafos de

orden 2n que no son hamiltonianos y satisfacen la condicion del teorema.

Por maximalidad de |E(G)|, para cada dos vértices no adyacentes z € Ay
y € B, el grafo G + xy es hamiltoniano, y ademaés cada ciclo hamiltoniano de G + xy

contiene el lado xy.

Por lo tanto, hay un x —y camino P = x = x1y122Ys9, ..., ToYn = Y que contiene

cada vértice de G, con x1,2o,...,x, € A Y Y1,Y2, ..., Yn € B.

Por el lema 4.1, existe un conjunto independiente balanceado S de P, tal que
|S| = 6.

Sin pérdida de generalidad sea {y,, s, vi} € (N(x1) N P) y {z;, x4, 2} C
(N(y,) N P) tal que i = max{l :y, € N(xz1)} j=min{l : 2, € N(yp)} yj <u <
v<q<s<iconS={z,xff yf yl v} conjunto independiente balanceado

y como |N(S)| > n, entonces 11, con w € {j,u,v},es adyacente a S 6 y ™1, con

z € {q,s,i} es adyacente a S.

Entonces se tiene que el ciclo C' = zfyf*"PTy,x, P x1y, Pz} y el lado

+

++
wly s Para w €

yfyft 6 el ciclo C = yfat™ Pty o1 Ptr,y, Pyl y el lado z

{j,u,v} y z € {q,s,i}. Ver figura 4.8.

++

Figura 4.8: Ciclo C' = zfyt*t Pty,x,, P x1y, P~} y el lado yfy;
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Asi la prueba del teorema es completa.

Como consecuencia inmediata se tiene:

Corolario 4.1. (/2]).
Sea G = (XUY, E) un grafo bipartito balanceado conexo de orden 2n y minimo
grado 6(G) al menos cinco. Si para cada conjunto independiente balanceado S, de G,

de cardinalidad seis tenemos que, |[N(S)| > n, entonces G es traceable.

Teorema 4.3. Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado 3-conexo de orden
2n y minimo grado §(G) al menos cinco. Si para cada conjunto independiente balan-

ceado S tal que |S| = 6, se tiene que |[N(S)| > n + 1, entonces G es hamiltoniano.

Prueba:

Sea X, Y una biparticiéon balanceada de V(G), por el lema 4.2, G es conexo.
Supongase que G es no hamiltoniano.
Por teorema 4.2, existe un ciclo C' de longitud 2n-2 tal que G — C' es un lado.

Sin pérdida de generalidad, sea C' = xoys, ..., ToYs, ..., TnYpT2 ¥ £1y1 un lado

en G —C.

Como G es de minimo grado al menos cinco, entonces z; y y; tienen al menos

cuatro vecinos en C.

Sea R ={y € V(C) :y; € No(z1)} U{z] € V(C) : z; € Nc(yn)} entonces,

R es un conjunto inependiente balanceado.

Sea S C R un conjunto independiente balanceado tal que |S| = 6. Por el lema

4.3, existe un matching M en G. Ver figura 4.9.
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Figura 4.9: Matching M en G.

Como |N(S)| > n + 1, existe un lado de M, en el que ambos extremos son
adyacentes a S en forma de cruz, obtiendo asi una contradiccién a lo supuesto. Ver

figura 4.10.

Figura 4.10: Ciclo Cy = z14;,C~ 22y, C~ 2 2,C ™y yp C T y1 21
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En consecuencia |[N(S)| < n+ 1, lo cual es una contradiccién.

Como consecuencia inmediata se tiene:

Corolario 4.2. ([2]). Sea G = (X UY, E) un grafo bipartito balanceado conexo de
orden 2n y minimo grado 6(G) al menos cinco. Si para cada conjunto de vértices
independientes S, de G, de cardinalidad seis tenemos que, de G, la suma de sus

grados es al menos n+2 , entonces G es hamiltoniano.

Sea el grafo bipartito balanceado Hag, €l cual denota la clase de todos los
grafos obtenidos a partir del grafo de la figura 4.11, donde algunos o todos, de los
dieciséis lados que une a la parte supeior con la parte inferior pueden también estar

presentes.

Figura 4.11: El Grafo Minimal de Hag.

Del teorema 4.3 nosotros conjeturamos

Conjectura 2. (/3]). Sea G = (XUY, E) un grafo bipartito balanceado de orden 2n y

minimo grado §(G) al menos cinco. Si para cada conjunto independiente balanceado
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S de G, con |S| = 6 tenemos que |[N(S)| > n, entonces G es hamiltoniano o G € Hag,
figura 4.11.

Si la afirmacion de la conjetura es verdad, el resultado es el mejor posible, en
una condicién. Tomemos dos grafos bipartitos balanceados completos, escojamos un
lado de cada uno de ellos y hagamos la conexion completamente con el otro grafo. El
grafo bipartito balanceado resultante satisface que |N(S)| = n, para cada conjunto

independiente balanceado S de cardinalidad seis, pero no es hamiltoniano.
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CONCLUSIONES

En este trabajo, realizado en grafos bipartitos balanceados simples, obtuvimos
las siguientes conclusiones:

1.- Al trabajar con conjuntos independientes balanceados de cardinalidad cua-
tro, en grafos bipartitos balanceados, logramos dar condiciones al conjunto de veci-
nos de un conjunto independiente balanceado cualquiera, con respecto a la mitad del
numero de vértices del grafo mas dos para que éste fuese hamilton conectado, obte-
niendo de esta manera, una mejora de la cota del resultado de Brito, Mago y Marin,
cuyos, resultados fueron aceptados para ser publicados en International Journal of
Pure and Applied Mathematics.

2.- Utilizando conjuntos independientes balanceados de cardinalidad seis, en
grafos bipartitos balanceados 3 conexo, de orden 2n y minimo grado al menos cinco,
se demostrd que el grafo es hamiltoniano o el nimero de elementos del conjunto de
vecinos de un conjunto independiente balanceado cualquiera, de cardinalidad seis es
a lo mas el orden del ciclo de maxima longitud mas dos. Extendiendo de esta manera
a seis vértices independientes, el resultado de Alcala.

3.- Usando conjuntos independientes balanceados de cardinalidad seis, en gra-
fos bipartitos balanceados, de orden 2n y minimo grado al menos cinco, se de-
mostré que el grafo es hamiltoniano. Extendiendo de esta manera, el resultado de
Brito y Larez a seis vértices independientes, cuyos resultados, forman parte de la
publicacion, ALCALA Y.,BRITO D. y MARIN L..The Hamiltonicity of Balanced
Bipartite Graphs Involving Balanced Independent Set. International Mathematical
Forum 8,28: 1353-1358. 2013.
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