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RESUMEN

Un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad P, si contiene un subgrafo bipartito balanceado completo de orden
2k. Una sucesion bipartita grafica I1=(I1 y-1p,) es potencialmente P -bipartita grafica si tiene una realizacion con la
propiedad P,. Brito et al. (2001), conjeturaron dada la menor suma de grado ¢ (k, 2n) tal que toda sucesion bipartita
grafica IT= (I, 1, ) Iy, =(a),ay,...,,)y Hp, = (by,by,e..sby) con gy 20y 2. 20,21 y b2by2..2b, 21y 6 (I1)>o (k, 2n) es
potencialmente P,-bipartita grafica, entonces o (k, 2n) = 2(k-1)(2n-k) + 2k y lo demostraron para k=2 y 3. En este
articulo se demuestra la conjetura para k = 4.

PaLaBRrAs cLAVE: Realizacion, bipartita, grafica.
ABSTRACT

A balanced bipartite graph has the property P, if it contains a complete balanced bipartite subgraph of order
2k. A graphic bipartite succession IT= (T, ,IT;, ) is potentially P,- bipartite graphic if it has a realization with the
property P,. Brito et al. (2001) conjectured that given the least sum of degrees 6 (k, 2n) such that all graphic bipartite
succession IT=(I1,,IT;,), Iy, =(ay,y,....a,) and Iy, =(b,by,....b,) with g 20y 2..2a, 21 and b2 >...2h 21, and o (I1) =
o (k, 2n) is potentially P,- graphlc bipartite, then ¢ (k, 2n) = 2(k-1)(2n-k) + 2k and they demonstrated it for k=2

and 3. In this article that conjecture is proved for k= 4.

KEey worbps: Realization, bipartite, graphic.

INTRODUCCION

Un grafo G =(V, E) de orden 2n es un grafo bipartito
balanceado si hay una particion de J” en dos conjuntos ¥,
y ¥, con [V||=|V,| = n, tal que cada lado del grafo tiene
un vértice extremo en V, y el otro en V, y se denota por
G=(V,, V; E). El grado de un vértice x de un grafo G,
es el nimero de lados incidentes con x y se denota por

d_ (x). Sea G =(V,, V,; E) un grafo bipartito balanceado

deorden 2n con V, = {x,,X,...x } Y V, =y Yy, )5
ysean a,=d (x)y b=d (y)parai=1,2,.,n Una
sucesion de enteros no negativos [[=(d,, d,,...d ,d . ,...,

d, ) esunasucesion de grado bipartita, si a,=d, yb,=d ..
parai =1, 2,..., n. Usaremos la notacion H(G) = (H

I, ) donde H =(a, a,,. a)yH =, b b)

Una sucesion §= (S, S,) es bipartita grafica si existe
un grafo bipartito G para el cual [[(G) = S. El grafo
resultante G, el cual en general no es tnico, se llama una
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realizacion de S.

Sea [[(G) = (HV , H ) una suces10n blpartlta

gréfica, con [],, (al, yer @) Y11, 2 b,).

Denotaremos por o([l,)= z a, o (H ) ,-,Y O'(H)
=o([], ) +o(I1, ) a la suma'de grados de la'sucesion.

Un grafo bipartito balanceado tiene la propiedad P,
si contiene un subgrafo bipartito balanceado completo
de orden 2k. Una sucesion bipartita grafica [[= (H
[1,,) es potencialmente P, -bipartita grafica si tiene una
reahzac1on con la pr0p1edad P,

Brito et al. (2001), conjeturaron dada la menor suma
de grado o(k, 2n) tal que toda sucesion bipartita grafica
M=, T, T, = @y @) Y T1,, = (B by b)
cona,za,>.>a,>1yb >b, > .=b > yG(H)>0(k
2n) es potenc1a1mente P- blpartlta graﬁca entonces o(k,
2n) = 2(k-1) (2n-k) + 2k y lo demostraron para k=2 y 3.
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Teorema A. Sin > 2, entonces o(2,2n) = 4n, excepto
cuando ]_[V1 = HV2: 2,2,2).

Teorema B. Si n > 3, entonces o(3,2n) = 4n, excepto
cuando ]_[V1 = HV2: “4, 3, 3,3).

En este articulo se prueba la conjetura para k = 4,
demostrando el siguiente resultado: Si n > 4, entonces
o4, 2n) = 12n-16.

RESULTADO

Teorema: Sea G = (V,, V,; E) un grafo bipartito
balanceado de orden 2n, si n > 4, dada la menor suma
de grado o(4, 2n) tal que toda sucesion bipartita grafica
1= (HVI’ I1,.) HV] =@, a,..,a)y HV2 =(b, b, b)
cona, za,>.z2a >1yb >b,>.>2b >1,yo(] =
o(4, 2n) es potencialmente P,-bipartita grafica, entonces
o4, 2n) = 12n-16.

Prueba: Si n = 4 , entonces o4, 8) =32 y dela
definicion de sucesion de grado bipartita se deduce
que la unica posibilidad para [] es HV] = HVz = (4,
4, 4, 4), cuya unica realizacion es K, , (Figura 1).

IT es ]_[Vl = H"'z: 4,4,4,4)=K,,
Figura 1. Realizaciones de [[ paran =4

Si n =5, entonces (4, 10) = 44 , de manera que
G(HV]) =o([],,) =22, y las posibilidades para [] son:

[, =6.5.552y[l,=(5444
1_[1/1 = HV = (57 5) 59 4: 3)
I, =6.5543)yI[,=65444)

cuyas realizaciones contienen a K, . (Figura 2).
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) [1,=6.,5.5.5.2)
[M,,=6.5.4.4.4)

Figura 2. Realizaciones de [[ paran =5 .

O =11,=6:5543)  ol,=6,5543)

[1,=6,5444)
2

Para n > 6, la prueba se hace por induccion sobre 7.
Si n =6, entonces o(4, 12) = 56, luego G(HVI) =o([1,,)
> 28, consideremos solo la igualdad puesto que si hay
mas lados se garantiza con mayor rapidez la existencia
de K, ,. Supongamos entonces que G(HVI) =o([],,
= 28, las posibilidades de distribuir 28 en 6 términos
mayores o iguales que 1, para ]_[V1 y I1,. son: (6,6, 6,
6,3,1),(6,6,6,6,2,2)(6,6,6,5,4,1) (z6, 6,6,5,3,2)
(6,6,6,4,4,2)(6,6,6,4,3,3)(6,6,5,5,5,1) (6, 6,5,
5,4,2)(6,6,5,5,3,3)(6,6,5,4,4,3)(6,6,4,4,4,4)
6,5,5,5,5,2)(6,5,5,5,4,3)(6,5,5,4,4,4) (5,5,5, 5,
5,3)5,5,5,5,4,4). En cada una de las combinaciones
no simétricas que son sucesiones bipartitas graficas se
verifica la propiedad P,. En las Figuras 3 — 18 se muestran
algunas de ellas.

Figura5. Realizacionde [] con HV] =(6,6,6,5,4,1)y ]_[,,2:(5, 5,5,5,4,4)
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Figura 6. Realizacionde[] con [], =(6,6,6,5,3,2)y [],. Figura7.Realizacionde[] con [], =(6,6,6,4,4,2)y
" v, (6,6,4,4,4,4) " r,.(6,5,5,4,4,4)

igura8.Realizacionde[] con [], =(6,6,6,4,3,3)y [], igura9.Realizacionde[] con [, =(6,6,5,5,5, 1)y [],.
Fi 8.Realizacion d , 6,6,6,4,3,3 7,(5,5,5,5,5,3) Fi 9.Realizacion ds 7, 6,6,5,5,5,1 7,(5,5,5,5,4,4)

Figura 10.Realizacionde[] con ]_[V] =(6,6,5,5,4,2)y 1_[;»7,(6, 6,5,5,3,3) Figura 11. Realizacionde[] con ]_[V1 =(6,6,5,5,3,3)y H;/27(6,6, 5,4,4,3)

igura 12.Realizaciénde[] con [], =(6,6,5,4,4,3)y [], igura 13.Realizacionde[] con [], =(6,6,4,4,4,4)y ],
Fi 12.Realizaciond v, 6,6,5,4,4,3 v, (6,5,5,5,4,3) Fi 13.Realizaciond 7, 6,6,4,4,4,4 v,(6,5,5,5,4,3)
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Figura 14.Realizacionde[] con [], =(6,5,5,5,5,2)y [] Figura 15.Realizacionde[] con [], =(6,5,5,5,4,3)y [1,
g " r,.(6,5,5,5,5,2) r,.(5,5,5,5,5,3)

¥

Figura 18. Realizacion de [] con HVI = ]'[Vz:(s, 5,5,5,4,4)

Supongamos ahora que el teorema es cierto para n=p. Por lo tanto, si o(]]) > 12p-4, se tendra mas lados y
Esto es, para cualquier sucesion bipartita grafica [[ =  asf se garantiza con mas razon la existencia de K, , en
(1, 1, con 1, =(a;, a5 @)y I1,,= (), b, b)) alguna realizacion de []. ’
talque a, > a,>.> a,>ly b zb,>.> bp >1yo([D
;1{?]3?16’ entonces | | tiene una realizacion que contiene REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
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0(]_[,,]) =0 (HVZ) = 6p-2. Al distribuir 6p-2 en p+1
términos decrecientes tal que a,, b, <p + 1, se tiene que
a,. b, < 6. En consecuencia )’ a,+ 3 b > 12p-16, y
la hipotesis inductiva garantiza la existencia de K, , en
alguna realizacion de [] .
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