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CONDICION NECESARIA PARA QUE UN GRAFO BIPARTITO CONTENGA
UN [a,b]-FACTOR

NECESSARY CONDITION FOR A BIPARTITE GRAPH TO HAVE AN [a,b]-FACTOR
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RESUMEN

En este trabaj o se probara fundamentalmente laexistenciade un [a,b]-factor en un grafo bipartito balanceado G de
orden 2n que cumpl e ciertas propiedades, tomando en cuenta que dicho resultado es unaversion bipartitadel teorema
dado en Yanjun Li y Cai Mao-chen (1998). Nuestro resultado es: Sea G un grafo bipartito balanceado de orden 2ny sean

1
a,blZ *talesque2<a<b, entonces G tieneun[a,b]-factor si, 3(G)= E(a +1), n>

paracualquier par devérticesu,v1V(G) no adyacentes.
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2(a+b)’

= ymax(d (,d (255

a+b’

ABSTRACT

Inthiswork, we shall fundamentally provethe existence of an [a,b]-factor in abalanced bipartite graph G of 2n order
with certain properties, taking into account that thisresult isabipartite version of thetheorem givenin YanjunLi and Cai
Mao-chen (1998). Our result is: let G be abipartite graph of 2norder andlet a, biZ * be suchthat 2=a<b, then G hasan

[ab)-fector if &(C)z 3@+, n2 @

Key Worps: Grade, Bipartite, Factor.

INTRODUCCION

Un grafo G=(V,E) es bipartito si e conjunto de sus
vértices puede particionarse en dos conjuntosA y B, de
tal modo que todo par de vértices del mismo subconjunto
delaparticidn (de cadaclase) son no adyacentes. Sedenota
G=(A0B, E) conV =AB. G eshipartito balanceado si
OAC= OBO. Un subgrafo H de un grafo G=(V,E) es €
grafo H=(V(H),E(H)), tal queV(H)OV(G) y loslados de
H son aquelloslados de G con vértices extremosen V (H),
asi E(H) OE(G). Sedice que H es un subgrafo generador
deGsi V(H)=V(G). Seax unvérticeen G, el subconjunto
de vértices adyacentes ax se define como vecindad dexy
se denota NG(x). El grado de x en G se denota como
dG(x)=DNG(x) . Sean a,b00Z* tales que 1<a<bh. Un[a,b]-

factor se define como un subgrafo generador F de G tal
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andmax{d (u),d (v)} zﬁ,for any two nonadjacent verticesuand vinG
G G

gue a<d (x) < b,\yvOV(G). Las definiciones basicas las
F
podemos encontrar en Bondy, J. A.y Murty, U. (1976).

RESULTADO

TEOREMA: Sea G un grafo bipartito balanceado de
orden 2n y sean a, blZ * tales que 2<a<b, entonces G

2(a+h)?

. . 1
tiene un [a,b]-factor si, 6(G)25(a+1), n= y

max{d (u), d (v)} zﬂ, para cualquier par de vértices
G G a+b

u,vOV(G) no adyacentes.

Demostracién
La prueba se realiza por contradiccién. Suponemos que
G satisface las hipotesis del teorema pero no contiene un

[a,b]-factor.



BriTo et al.

Por el teorema del (g,f)-factor de Lovasz. (1970),
existen subconjuntosdiguntos Sy T con O0S=sy [T,
tales que:

O:=bs-at + 1)

Establecemos las siguientes condiciones sobre los
subconjuntos sel eccionados,

SUOADB, THADOB, OTnACFOTNBO, SN ACFOSN B

Sin pérdida de generalidad, escogemos T tal que (0T

sea minima.

1. T#¢. Si T=@, OT=t =0, e producto at =0, luego

= 0, esto contradice la hipétesis.
2. E(v\V(G-9))<al, Y vOV(T).

STE(v\V(G-9)zal, >, ds-s(v)=t(al), entonces,

veT
O=bs-at+t(a-1)+1= bs-t+1, pero s-t >0, porque t es

minimo, en consecuenciabs-t >0y [>0, contradiccién.

Definimosh = y escogemos X OV(T)nA,
1 1

tal que d (x )=h =0ON (x )O entonces,
(G-S)nB 1 (G-S) nB 1

1

S ,_S
—Soons<-,

d(X)=h+s <h+ vDTnA.d(v)sh+§.
G 1 1 1 2 G 1 2

Si los conjuntos, N (x )20 y (T-N (x ))nB#@
T 1 T 1

podemos definir h= mn {dg s} y
2 veT-NT(x1)

seleccionamos x O(V(T) — N (x)) nB, tal que
2 T 1

d

(G-S)nA

d (x)sh+ssh+2, OTnB,d (v)sh+3.
G 2 2 2 G 2

(x) =h =0ON (x )O, andlogamente,
2 2 2

(G -S)nA
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Se puede ver que hls hzs a1, porque tanto hl como
h2 son el menor nimero de lados entre vérticesde T y
eV,V(G-9)) < a1; paracuaquier vérticeven T, secumple
gue ambos son menores que a-1, al mismo tiempo por la

seleccion de x y x es cierto que h <h . Por lo tanto,
1 2 1 2

an
<

A Supc Sih
a+b

dG(Xl)S dG (Xz) Y. 2 2 7

Si el subconjunto T-N (x ) esno vacio, consideramos
T 1
w el nimero de componentes de G-(SOT), entonces

0< w <2n-st.

Definimos p:=0N (x )0, es claro que p<h <h +1,
T 1 1 1

ademés 12 p =1, donde 122 p+l yh <al
2

h
Como 2n-s-t>2w=>0y a- 7221, el producto
h C
(2n-s-t)(a- 72) >0 = 0y por hipoétesis tenemos que:

dg_s(v) +1.

veT

(2rst(a2) 2 bsa+ ¥

t
S yerdo-s®) = h prh (5-p).
1 2

h
Asi, (2n-st)(@2) 2bs-a+hp+h (5 -p)+1
1 2
h, h, h, t
Z2na-2n - sats—-tatt 72bs—a+h p+h E'h p+1
1 2 2

(2n-9)(a %2) -bs=( hl- h2)p + 1.

El término (h-h) <0y p < h +1, de donde
1 2 1
(h-h)p=(h-h) ((h+1).
1 2 1 2 1

Quedaque, (2n-9)(a %2) -bs > (hl—hz)(hl+1) +1 (2



Condicion necesaria para que un grafo...

Sabemos que - + h >d (x) >—b, entonces,
S- 2an >-2h.
a+b 2
Por hipdtess2< a<atb, dedonde 2-h <ah <atb-h y
2 2 2
atb-h >ah.
2 2
(5- 225) (atb-2) > -2 (atb-2) )
2
Por hip6tesisn = @, entonces nb = 2(a+b)?, de
donde 75 >2a+b), Luego, 2h (a+b) <h [ b) )
a+
Sumando (2), (3) y (4) nos queda que:
h
(2n-s)(&72)-bs+(s- b)( atb- 2 <) +h [a+b)2

(h-h)(h +1) + 1- h (atb-h ) +h (a+b).
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Desarrollamos y factorizamos todo este término y
queda: 0= h12 - (h2-1)h1 + (h2-1)2+ hz. Si se deriva este
término en funcion de h1 para buscar un minimo, nos
queda que ese valor se obtiene cuando h1 = % .

-1?>0.

2
0= (h2;1) - (h, 71)2(h2 -Y) +(h, —1)2 +hy,> %(hz

Asi 3 0y esto contradice lo supuesto a principio de la

prueba.
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