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INTRODUCCIÓN

Ogata y Maki  (1993) introducen el concepto de opera-
ción birregular sobre espacios topológicos. En este artícu-
lo introducimos el concepto de operación intersección e
investigamos algunas operaciones relacionadas con un
espacio topológico.

Definición 1. Sea ),( ΓX  un espacio topológico. Se
dice que  ),()(: XPXP →α  donde  )(XP   es el
conjunto de partes de X , es un operador asociado a la
topología Γ   si )(UU α⊆   para todo .Γ∈U

Ejemplo 1: )()( UFrXU −=α es un operador asocia-
do a  Γ  en un espacio ),( ΓX .

Definición 2. (Kasahara 1979).  Sea ),( ΓX un espa-
cio topológico.  Un operador α  asociado a Γ    se dice
que es regular si para cada par de vecindades abiertas

VU y     de cada ,Xx∈  existe una vecindad abierta
W  de x   tal que  ).()()( VUW ααα ∩⊆

Nótese que si α  es el operador identidad, la definición
anterior es exactamente la condición de base para una to-
pología.

Definición 3.  (Kasahara 1979). Sean  ),( ΓX  un  es-
pacio topológico y α  un operador asociado a Γ  . Un
subconjunto XA   de   se dice que es  α -abierto si para
cada Ax∈  existe un conjunto abierto U   tal que

.)(y    AUUx ⊆∈ α .

Denotaremos por  αΓ  la colección de todos los con-
juntos  α -abiertos en .X   Observe que, en general,  αΓ
no es una topología sobre X  pero, si  α  es un operador
regular entonces αΓ  es una topología sobre .X

Definición 4. Sea ),( ΓX   un espacio topológico y α
un operador asociado a  Γ .  α   es un operador monótono
con respecto a Γ   si  VU y      son elementos de  Γ  con

,VU ⊂    entonces  ).()( VU αα ⊆

Teorema 1. Sea  ),( ΓX  un espacio topológico y α
un operador monótono asociado a  ,Γ  entonces  α  es
un operador regular.

Prueba:  Sean  VU y     vecindades abiertas de x ,
consideremos    WVUW ,∩=   es   una   vecindad
abierta   de  x    y usando  la  monotonía  de  α    se  obtiene
que   ).()(y    )()( VWUW αααα ⊆⊆  Luego

).()()( VUW ααα ∩⊆   Así  α  es regular.

Ejemplo 2: Sea  ),( ΓX  un espacio topológico y de-
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Prueba: Véase Kasahara (1979).

En el trabajo de Kasahara (1979) conocemos que Γ⊆Γα .
El siguiente teorema, da una condición suficiente  para
que un conjunto abierto sea  α -abierto.

Teorema 4.  Sean  ),( ΓX  un espacio topológico y

α   un operador asociado a Γ .  Si  Γ∈U  satisface la

condición  ,)( UU =α  entonces U   es  α -abierto.

Demostración:   Sigue  de  la  definición  de  abierto  y
α  -abierto.

En el siguiente ejemplo se muestra que existen casos
en los cuales  U  es   α -abierto  y no necesariamente

( ) UU =α .
 .

Ejemplo  3.  Considere  ℜ   con  su  topología  usual ,

=α operador  clausura y  =U  ( )ba,  .  Por  regularidad,

para  todo  Ux∈   existe  un abierto V   tal que  Vx∈
y ( ) ( ) UVClV ⊆=α . Así  U    es  α - abierto , pero

( ) ( ) UUClU ≠=α  .

Teorema 5. Sean  ),( ΓX  un espacio topológico,

βα y     operadores asociados a Γ . Entonces

.Γ⊆Γ⊆Γ∩Γ⊆Γ ∧∨ βαβαβα

Demostración: Si αΓ∈A  entonces para todo  Ax∈
existe un abierto xU  tal que xUx∈   y   ( ) AU x ⊆α .

Luego   ( ) ( ) ( ) ( ) AUUUU xxxx ⊆⊆∩=∧ αβαβα ,  lo

que implica que  βα∧Γ∈A   y así  βαα ∧Γ⊆Γ .    De

manera similar βαβ ∧Γ⊆Γ , por lo tanto

βαβα ∧Γ⊂Γ∩Γ .

Ahora consideremos ,βα∨Γ∈A  entonces para cada

Ax∈ , existe una vecindad U  de x   tal que

finamos para ,Γ∈A  A≠∅   AclA = )()(α
X=∅)(y  α  entonces  α   es  un operador regular que

no es monótono.

Definición 5. Sean ),( ΓX  un espacio topológico,

βα y  operadores asociados a Γ . Definimos

)()(:, XPXP →∨∧ βαβα  como siguen:

( )
( ) ).()()(

)()()(
VVV
VVV

βαβα
βαβα

∪=∨
∩=∧

Observe que βαβα ∨∧ y     son operadores aso-

ciados a Γ , en el sentido de la definición 1.  βα ∧  es

denominado operación intersección y  βα ∨  es el ope-
rador unión.

Teorema 2.  Sean  ),( ΓX  un espacio topológico, α
y β  operadores asociados a Γ . Entonces

.βαβα ∧∨ Γ⊆Γ

Demostración: Sea βα∨Γ∈A  entonces para todo

Ax∈  existe un conjunto abierto  V   que contiene a x
tal que ( ) .)( AV ⊆∨ βα  Pero ( ) ),()()( VVV βαβα ∪=∨
además ( ) ( ) ,)()()()()()( AVVVVVV ⊆∨=∪⊆∩=∧ βαβαβαβα

así   .βα∧Γ∈A

Definición 6. Sean  ),( ΓX  un espacio topológico y

α   un operador asociado a  Γ , se dice que ),( ΓX   es un

espacio  α -regular  si para cada Xx∈   y cada vecindad

abierta  U de x  existe una vecindad  V  de x  tal que

.)( UV ⊂α
Es de observar que si α   es el operador clausura, enton-
ces todo espacio regular es α  -regular.

Teorema 3. Sean ),( ΓX  un espacio topológico y α
un operador asociado a  Γ ,  entonces  ),( ΓX  es un

espacio α  -regular si y solo si  .αΓ=Γ
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( ) AU ⊆∨ )(βα .  Usando la definición de  ,βα ∨
obtenemos que

( )
( ) ,)()(

y)()(
AUU
AUU

⊆∨⊆
⊆∨⊆

βαβ
βαα

esto indica   .y    βα Γ∈Γ∈ AA  Así  βα Γ∩Γ∈A  .

A continuación analizaremos una serie de ejemplos,
para tratar de visualizar qué relaciones pueden existir entre

los conjuntos    y   , βαβα ΓΓΓ ∧ ,  y tratar de encon-
trar condiciones que deben cumplir los operadores para

que   .βαβα ∧Γ=Γ∩Γ  Para ello es necesario hacer un
estudio pormenorizado de cada uno de estos para poder
indicar qué propiedades se le debe imponer a los operado-
res involucrados.

Ejemplo 4: Sean { } { }.},{},,{},{},{,,y    ,, cababaXcbaX ∅=Γ=

Si   βα y     son operadores definidos como:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

∈
=

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

∈
=

AbA

AbAcl
A

AbAcl

AbA
A

  si          

  si     )(
)(;

  si   )(

  si         
)( βα

para cada ).(XPA∈   Podemos ver que:

{ }

{ }
{ }

{ }},{},,{},{,,

},}{,{},{,,

},{},,{,

},{},,{},{,,

bacabX

cababX

Xbca

cababX

∅=Γ∩Γ

∅=Γ

∅=Γ

Γ=Γ
∅=Γ

∧

∨

βα

βα

βα

β

α

Es de observar que   α no  es un operador regular,

mientras que β   es regular.

Ejemplo 5: Sean { } { }.},,{},{},{,y  ,, XbabacbaX ∅=Γ=

Si    α y β  son los operadores definidos como:

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

∉

∈
==

AbAcl

AbA
AAclA

  si     )(

  si          
)(;         )()( βα

para cada  ).(XPA∈  Podemos ver que:

{ }
{ }

{ }
{ }
{ }},{},{,,

,
,

},{,},{,
,

babX
X

X
baXb

X

∅=Γ

∅=Γ

∅=Γ∩Γ

∅=Γ
∅=Γ

∧

∨

βα

βα

βα

β

α

Además    α  es regular pero β   no es regular.

Ejemplo 6: { } { }.},,{},{},{,y  ,, XbabacbaX ∅=Γ=  Si

βα y    son  operadores definidos por   ,Γ∈A
( ))()(y)()( AclIntBAclA == βα , entonces

{ }

{ }
{ }

{ }.,
},{},{},{,,

,

,

X
babaX

X

X

∅=Γ∩Γ

∅=Γ

∅=Γ

Γ=Γ
∅=Γ

∧

∨

βα

βα

βα

β

α

Observe que  βα y     son operadores regulares.

Ejemplo 7:   { } { }.},,{,y  ,, XcacbaX ∅=Γ=

Sean  βα y        definidas por: para cada ,Γ∈A

( ))()(y)()( AclIntAAclA == βα . En-
tonces

{ }

{ }
{ }.,

,
},{

},,{,

X
X

X
Xca

∅=Γ

∅=Γ

∅=Γ
∅=Γ

∧

∨

βα

βα

β

α

Observe que βα y      son operadores regulares.
Observe en el ejemplo 4 que:

,,
βαβαβαβα Γ∩∨∧ Γ⊂ΓΓ∩Γ=Γ

en el ejemplo 5

,y   βαβαβαβα Γ∩Γ=ΓΓ⊆Γ∩Γ ∨∧
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y en el ejemplo 6

.y    βαβαβαβα ∧∨ Γ⊂Γ∩ΓΓ∩Γ=Γ

Ejemplo 8:   Sea   )()(:, RPRP →βα   operadores
asociados a la topología usual  Γ   sobre R, definidos

según las fórmulas )()( BclB =α   y

)()( BFrRB −=β  para todo RB ⊆  . Observe queα

y  β  son operadores regulares, además  Γ=Γα ,

Γ=Γβ , { }R,∅=Γ ∨βα  y  Γ=Γ ∧βα .

Deseamos obtener una condición bajo la cual

.βαβα ∧Γ=Γ∩Γ

Teorema 6.  Si   βα y     son operadores monótonos

asociados a una topología  Γ  sobre X   entonces

βα ∧   es regular.

Demostración. Sigue directamente de las definiciones
2 y 4.

Seguidamente introduciremos la noción de operador
birregular, la cual trae consecuencias interesantes en la
condición que deseamos obtener.

Definición 7. Se dice que βα ∨  es un operador

birregular si para cada Xx∈  y cada par de vecindades

VU y     de x  existe una vecindad abierta xW   de   tal
que

( ) ).()()( VUW βαβα ∩⊂∧

Teorema 7.  Si βα ∨  es birregular entonces

βαβα ∧∨ Γ=Γ  .

Demostración: Del teorema 5 sigue que

βαβα Γ∩Γ⊆Γ ∨  βα∧Γ⊆ ,  así  βαβα ∧∨ Γ⊆Γ .  Por

otro   lado  si βα∧Γ∈A , entonces para todo  Ax∈

existe un abierto  xU   tal que   xUx∈  y

( ) AU x ⊆∧ βα ,    luego  ( ) ( ) AUU xx ⊂∩βα . Sien-

do  βα ∨   birregular,  existe un  abierto xW   tal  que

( ) ( ) ( ) AUUW xxx ⊆∩=∨ βαβα  . Así  βα∨Γ∈A .

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. Si βα ∨  es birregular entonces

βαβα Γ∩Γ=Γ ∧  y βαβα Γ∩Γ=Γ ∨ .

Demostración:  Si   βα ∨   es birregular, del teorema

7  y el teorema 5, βαβα Γ∩Γ⊆Γ ∨ βα∧Γ⊆  , siguen  que

βαβα ∧∨ Γ=Γ  βα Γ∩Γ=  .

Si analizamos los ejemplos anteriores, podemos obser-
var que: en el ejemplo 4  βα ∨   no es birregular,  α   no

es regular y β   es regular; en el ejemplo 5  βα ∨   no es

birregular y α   es regular pero  β   no es regular, y en el

ejemplo 6 βα ∨   no es birregular, pero  βα y     son

regulares.  Mientras que en el ejemplo 7  βα ,   son regu-

lares y βα ∨  es birregular. Observe además que las con-

diciones   βαβα Γ∩Γ=Γ ∨  y  βαβα Γ∩Γ=Γ ∧   no

necesariamente implican  que  βα ∨   sea birregular, como
se ve en los ejemplos 4 y 5.

Definición 8.  Se dice que βα ∧   es un operador

simétrico si por cada par de vecindades  VU y      de x,

existe una vecindad  xW   de   tal que

( ) ).()()( VUW βαβα ∩⊂∧

Es de observar fácilmente que si βα = , entonces la
definición de operador simétrico coincide con la defini-
ción de operador regular.

Observe además, que si  βα ∨   es birregular, enton-
ces  βα ∧   es simétrico.

Es de notar que en los ejemplos 2, 6 y 7 βα ∧   es
simétrico mientras que en el ejemplo 5  βα ∧   no es
simétrico.
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Como una consecuencia de la definición del operador

βα ∧  simétrico, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 9. Si   βα ∧  es un operador regular enton-

ces   βα ∧  es simétrico.

Demostración: Sean  VU y     vecindades de x,

como βα ∧  es regular, existe una vecindad  W   de x  tal
que

( ) ( ) ( ) )()()( VUW βαβαβα ∧∩∧⊂∧ ;

luego

( ) ).()()( VUW βαβα ∩⊂∧

Teorema 10.  Si  ),( ΓX  es un espacio βα ∧  -regu-

lar entonces  βα ∧   es un operador simétrico.

Demostración : Como ),( ΓX   es βα ∧   -regular,

entonces  .Γ=Γ ∧βα

Sea Xx∈ ,  VU y     vecindades  abiertas de x, lue-

go  βα∧Γ∈∧VU  si existe una vecindad  W   de x   tal

que   ( ) ).()()( VUW βαβα ∩⊂∧

Es de observar que la condición de que βα ∧   sea

simétrico no es suficiente para que el espacio sea βα ∧ -
regular, como se demuestra en los ejemplos 4 y 7.

Definición 9.  Sean   ),( ΓX un espacio topológico y

α   un operador asociado a  Γ .  Para un subconjunto

,XA⊆  definimos:

{   )(/)( AUXxAcl ∅≠∩∈= αα para cada  vecindad

U    de x  en },X  y  { }Ι .y    /)( αα Γ∈−⊆=−Γ FXFAFAcl

En el trabajo de Ogata (1991) existe una equivalencia
que dice:

x∈ )(Acl−Γα  si y solo si      AV ∅≠∩   para cual-

quier  .y     VxV ∈Γ∈ α

También tenemos

).()()( AclAclAclA −Γ⊂⊂⊂ αα

Teorema 11. Sean ),( ΓX   un espacio topológico,

βα y      operadores asociados a  Γ  y BA,
subconjuntos de  ;X  entonces

1.  )()()( AclAclAcl βαβα ∩⊆∧

2.  )()( AclAcl βαβα ∨∧ ⊆

3.  )()()( BclAclBAcl βαβαβα ∧∧∧ ∪=∪

4. Si  βα ∨  es birregular, entonces

).()()( AclAclAcl −Γ∩−Γ=−Γ ∧ βαβα

Demostración :   1, 2 y 3 siguen de la definición 5;  4
sigue de la definición 7 y el teorema 7.
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