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RESUMEN

Este articulo introduce los operadores an gy av B y estudia la estructura de los conjuntos a A S —abiertos. Investiga

ademas la relacion entre I, 5, I,y Iy

ABSTRACT

In this paper, we introduce the operators a A S and v # and we study the structure of the « A f—open sets. We

T,

further investigate the relation between wnpr Loy Tpe

INTRODUCCION

Ogata'y Maki (1993) introducen el concepto de opera-
cion birregular sobre espacios topologicos. En este articu-
lo introducimos el concepto de operacion interseccion e
investigamos algunas operaciones relacionadas con un
espacio topoldgico.

Definicion 1. Sea (X,I") un espacio topoldgico. Se
dice que a: P(X)— P(X), donde P(X) esel
conjunto de partes de X , es un operador asociado a la
topologia " si U c a(U) paratodo U eT.

Ejemplo 1: 2(U) = X — Fr(U) es un operador asocia-
doa T enunespacio (X,I).

Definicién 2. (Kasahara 1979). Sea (X, I")un espa-
cio topologico. Un operador ¢¢ asociado a T
que es regular si para cada par de vecindades abiertas
U y V decada x € X, existe una vecindad abierta
W de x talque a(W) ca(U)na(V).

se dice

Notese que si & es el operador identidad, la definicion
anterior es exactamente la condicion de base para una to-
pologia.
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Definicion 3. (Kasahara 1979). Sean (X,I") un es-
pacio topologico y ¢ un operador asociado a T" . Un
subconjunto 4 de X sedice quees ¢ -abierto si para
cada x € 4 existe un conjunto abierto [/ tal que

xeUyaU)cA.

Denotaremos por I, la coleccion de todos los con-
juntos ¢ -abiertosen Y, Observe que, en general, I,
no es una topologia sobre Y pero, si ¢ esun operador
regular entonces I', es una topologia sobre X,

Definicion 4. Sea (X ,I") un espacio topologicoy ¢
un operador asociadoa [". ¢ esun operador mondtono
conrespectoa " si U y V' sonelementosde T con

UcV, entonces a(U)c a(V).

Teorema 1. Sea (X ,I") un espacio topoldgicoy o
un operador mondtono asociado a 1, entonces ¢ es
un operador regular.

Prueba: Sean U y V vecindades abiertas de x,
W=UnNV, W es una vecindad
abierta de x yusando la monotonia de ¢y se obtiene
que aW)ycaU)y aW)caV). Luego
aW)calU)na(V). Ast o esregular.

consideremos

Ejemplo 2: Sea (X ,I") un espacio topologico y de-
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finamos para

Ael, Ao a(A)=cl(A)

y a(D) = X entonces ¢ es un operador regular que

no es monotono.

Definicién 5. Sean (X,I") un espacio topologico,
a'y B operadores asociados a . Definimos

anp,av f:P(X)— P(X) como siguen:

(@A B)V)=a(V)nBY)
(v B)V)=a(V)u B().

Observe que a A 'y a Vv [ son operadores aso-
ciados a T", en el sentido de la definicion 1. @ A f es

denominado operacion intersecciony & vV [ es el ope-

rador union.

Teorema 2. Sean (X,I") un espacio topoldgico, a

y B

Favﬂ gra/\ﬂ'

operadores asociados a T . Entonces

Demostracién: Sea A€, ; entonces para todo
x € A existe un conjunto abierto J/ que contienea X
tal que (exv g)V) < 4. Pero (a v ﬂ)(V) =a(V)u py),
ademds (an SNV =a(V) AP caV) o 1) =(av HIV) <4,
asi Ae€Tl,, ;.

Definicién 6. Sean (X,I") un espacio topologico y
o unoperadorasociadoa T, sediceque (X,[") esun
espacio ¢ -regular siparacada y ¢ X Yy cadavecindad
abierta [/ de x existe una vecindad J/ de x tal que
aV)cU.

Es de observar que si ¢ es el operador clausura, enton-
ces todo espacio regular es ¢r -regular.

Teorema 3. Sean (X ,I") un espacio topolégicoy o

un operador asociado a T, entonces (X,I') es un

espacio @ -regular siy solosi I'=T.
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Prueba: Véase Kasahara (1979).

En el trabajo de Kasahara (1979) conocemos que I', < I".

El siguiente teorema, da una condicion suficiente para
que un conjunto abierto sea ¢ -abierto.

Teorema 4. Sean (X,I") un espacio topoldgico y
o un operador asociadoa T". Si U T satisface la

condicion a(U)=U, entonces {J es « -abierto.

Demostracion: Sigue de la definicion de abierto y
o -abierto.
En el siguiente ejemplo se muestra que existen casos

en los cuales [J es

a(U) U.

o -abierto y no necesariamente

Ejemplo 3. Considere SR con su topologia usual,
o = operador clausuray {J = (a,b) . Por regularidad,

para todo y U existe unabierto |/ talque x e}/
y OC(V)Z Cl(V)g U .Asi [J es (- abierto, pero
aU)=CiU)=U .

Teorema 5. Sean (X,I") un espacio topolégico,

a 'y [ operadores asociados a T . Entonces

L,cl,nl,cl,, ;I

Demostracion: Si 4 € I, entonces paratodo x € 4

existe un abierto U talque xe U y a(Ux)g A.
Luego anrBU,)=alU,)nBU,)calU,)c 4, lo

que implica que 4 € Fmﬂ yasi I, Fmﬁ. De
manera similar Fﬁ C Fmﬁ , por lo tanto

Ir,,m Fﬂ cl,, 5
Ahora consideremos A€, > entonces para cada

x e A, existe una vecindad [/ de x tal que
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(0! \Y, ﬂ)(U) c A. Usando la definicion de v f3,

obtenemos que

a(U)g(av
BU)c(av

pU)cA y
BYU) c 4,

estoindica A€l, y Aely. Asi Ael, N[,

A continuacion analizaremos una serie de ejemplos,
para tratar de visualizar qué relaciones pueden existir entre

los conjuntos r,. B> I,y r/} , y tratar de encon-

trar condiciones que deben cumplir los operadores para

que I, "Iy =T,, . Paraello es necesario hacer un

estudio pormenorizado de cada uno de estos para poder
indicar qué propiedades se le debe imponer a los operado-
res involucrados.

Ejemplo 4: Sean X={a.hd y T={21X, {a} ) fab} fac).

Si a y f sonoperadores definidos como:

A sibe A cl(4) sibed

a(A) = ;0 BA)=

cl(A) sibeg A A sibgA

paracada 4 € P(X). Podemos ver que:

L =13, X, (b}, {a,b},{a,c}}
Fﬂ =T
Ty p =@ {a,c}, (b}, X}
T, p =12, X,{b}.{a,b} {a,c}]
I, N[, =12, X, (b}, {a.c},{a,b}}

Es de observar que ¢ no es un operador regular,

mientras que [ es regular.

Ejemplo 5: Sean X={a,b,c|y T={2}{a} 1} .{a.b} . X}.

Si a y f sonlos operadores definidos como:
A sibed

a(=cl(4) ;  pA)=

cl(A) sibgd

paracada A4 € P(X). Podemos ver que:

Fa = {Q’X}
T, ={@.{b}. X .{a.b}}
r,nT,={2,Xx}
B {Q’X}
=@, X, (b}, {a,b}}

Ademas «

Ejemplo 6: X ={a,b,c}y I ={@,{a},{b},{a,b}, X}. Si
a 'y [ son operadores definidos por Ael,
a(A)=cl(4) y  B(B)=Indcl(A)),entonces

es regular pero £ no es regular.

Favﬂ :{ }
L., =12, X {a},{b},{a,b}}
NI, = {@,x}.

o1

Observe que @ y [ son operadores regulares.

Ejemplo 7: ={a,b,c}y FZ{@, {a,c},X}.
Sean ay f3 definidas por: para cada AeT,
a(Ay=cl(4) 'y  PB(A)=Int(cl(4)). En-
tonces

T, =1{D{a,c}, X}

r,={2,X}
Favﬂ = {@’X}
r,,={2.,x}

Observe que @ 'y [ son operadores regulares.
Observe en el ejemplo 4 que:

cl

aml"ﬁ H

U=,y T,

enel ejemplo 5

[,A,cl,,yT,,,=0,NT,,
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yenel ejemplo 6
Favﬂ =T, ﬁrﬂ yIL, ﬁrﬂ CFaAﬂ.

Ejemplo8: Sea «, f: P(R)— P(R) operadores

[T sobre R, definidos
a(B) = cl(B) y
P(B)=R—Fr(B) paratodo B = R .Observe que @

asociados a la topologia usual

segun las  férmulas

y [ son operadores regulares, ademas I, =1",

Fﬁ:r’ravﬁ:{Q’R}y Fa/\ﬂzr'

Deseamos obtener una condicién bajo la cual

r,nl,=T, .

Teorema 6. Si « y [ son operadores mondtonos

asociados a una topologia T sobre X entonces

anpf esregular

Demostracion. Sigue directamente de las definiciones
2y4.

Seguidamente introduciremos la nocion de operador
birregular, la cual trae consecuencias interesantes en la
condicion que deseamos obtener.

Definicién 7. Se dice que Vv £ es un operador
birregular si para cada y € X y cada par de vecindades

U y V de x existe una vecindad abierta |/ de x tal
que

(@A B)YW)c a(U) BY).

Teorema 7. Si oV [ es birregular entonces

Favﬂ zra/\ﬂ :
Demostracion: Del teorema 5 sigue que
Lcl,nl, cl,, 4, asi I, <@, ;5. Por

otro lado si A€ r,. 5 » entonces para todo  x € 4
U, tal que
OCA,B(UX)Q A, luego a(Ux)ﬁ,B(Ux)C A . Sien-

existe un abierto xeU, y
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do av f birregular, existe un abierto W_ tal que

av pW.)=alU )npU, )c 4 . Asi AeT, ;.

Como una consecuencia inmediata del teorema anterior
tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1. Si aVv [ es birregular entonces

r,,=0,NT,yT,,,=0,NT,

Demostracion: Si ¢ Vv [ esbirregular, del teorema
7 yelteoremas, Favﬂ cl, ml—‘ﬁ C Fmﬁ ,siguen que

L,;=0,,=0,00,

Si analizamos los ejemplos anteriores, podemos obser-
var que: enel ejemplo4 Vv £ no esbirregular, ¢ no
esregulary S esregular;enelejemplo5 Vv £ noes
birregulary o esregular pero [ no es regular, y en el
ejemplo 6 v [ no es birregular, pero & y £ son
regulares. Mientras que en el ejemplo 7 @, # son regu-
laresy o v [ esbirregular. Observe ademas que las con-
diciones

L,,=0, N,y I,,=0,NT, no

necesariamente implican que ¢ Vv [ seabirregular, como

se ve en los ejemplos 4y 5.

Definicién 8. Se dice que @ A f es un operador
simétrico si por cada par de vecindades U y V' dex,

existe una vecindad JJ de x tal que
(@A B)IV) ca@)n BI).

Es de observar facilmente que si @ = 3, entonces la
definicion de operador simétrico coincide con la defini-
cion de operador regular.

Observe ademas, quesi Vv [ es birregular, enton-

ces @A essimétrico.

Es de notar que en los ejemplos 2,6y 7 @ A es
simétrico mientras que en el ejemplo 5 @ A 1o es
simétrico.
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Como una consecuencia de la definicion del operador

a A [ simétrico, tenemos el siguiente teorema.

Teorema9.Si a A [ esun operador regular enton-

ces AN f essimétrico.

Demostracién: Sean U y V' vecindades de x,

comoa A [f esregular, existe una vecindad J¥ de x tal

que

(@AY (anBXUYN (A BXV):

luego

(@A B)W) ca(U)n ).

Teorema 10. Si (X,I") esunespacio a A [ -regu-

lar entonces o A 3 es un operador simétrico.

Demostraciéon : Como (X,I") es a A f -regular,
entonces Fm 5= I.
Sea xe X, U y V vecindades abiertas de x, lue-

go UAV eT,, , siexiste una vecindad Jy/ de x tal

que (a2 B)YW)caU)n ).

Es de observar que la condicion de que @ A ff sea

simétrico no es suficiente para que el espaciosea & A 3 -
regular, como se demuestra en los ejemplos 4 y 7.

Definicién 9. Sean (X,I") un espacio topoldgico y
o/ un operador asociado a . Para un subconjunto
A c X, definimos:
c,(A)={xe X/a(U)n 4= @ para cada vecindad
U dexenx)y I,—cl(A)=] {F/AcFy X-Fel,}.
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En el trabajo de Ogata (1991) existe una equivalencia
que dice:

xe I, —cl(A4) siysolosi VN A#C paracual-

quier Vel , yxel.

También tenemos
Accl(A)ccl,(A)cT, —cl(A).

Teorema 11. Sean (X,I") un espacio topoligico,
ayp r » 4,8

subconjuntos de X, entonces

operadores asociados a

L el (A el (A) el (A)
2. CIaAﬁ (A) < czavﬂ (A)
3. el ,(AUB)=cl, ,(A)Ucl,, ,(B)

4. Si a Vv f esbirregular, entonces

T, p—cl(4)=T, —cl(A)NT 5 —cl(A4).

a

Demostracion : 1,2y 3 siguen de la definicion 5; 4
sigue de la definicion 7 y el teorema 7.
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