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Resumen

Sea = (M,V,g)y i = (M,V,g) estructuras geométricas, (M variedad diferencia-

ble, V, V conexiones de Levi-Civita y g la métrica formal) tales que
(Vo). Z2) = AX)Y,Z) € C*(M), XY, Zex(M)

S(X,Y) = 0
(_VUg) V.W) = 0_ _ donde x (M)
S(U7V) = VUV_VVU_[UaV]a U?MWGX(M>a

es el conjuto de los campos vectoriales sobre M, C*°(M) el conjunto de las funciones
diferenciables sobre M. S(X,Y) y S(U,V) son los campos de torsién de (M, V) y
(M, V), respectivamente. Sea u y [i estructuras H-equivalentes proyectivas y x(t) el
movimiento de una particula cargada bajo un campo electromagnético I’ y energia
potencial U siendo F € A*(M) una 2 - forma cerrada es decir dFF = 0. Se plantea
en este trabajo: 1) Determinar las soluciones de las ecuaciones de movimiento de
una particula cargada, cuando F' no tiene potencial y U # 0. Esto es equivalente a
determinar el movimiento de una particula cargada en un sistema hamiltoniano con
un lagrangeano. 2) Determinar las soluciones de las ecuaciones de movimiento de
una particula cargada si F' tiene potencial electromagnético y U = 0. Esto se reduce

a determinar estas ecuaciones a través de estructuras H-equivalentes proyectivas.



Introduccion

La solucién de muchos problemas planteados en la mecdnica clasica, en la
teorfa de la relatividad y en la teorfa cudntica, se logran, en la mayoria de los casos,
con el apoyo de una estructura geométrica adecuada. Tal estructura, conformada
por un espacio y una forma de medir, proporciona los elementos necesarios para
agilizar las soluciones a los problemas planteados. Se observa que en la estructura,
espacio-tiempo y la métrica usual, se estableci6 la primera de las formulaciones de la
mecénica tedrica, la cual fue desarrollada por Isaac Newton (1643-1727), baséndola
como se conoce, en tres leyes o principios. Posteriormente, Lagrange (1736-1813),
desarrollé su concepcién de la mecédnica, obteniendo sus famosas ecuaciones difer-
enciales para escribir la evolucién de los sistemas mecénicos [1]. William Rowan
Hamilton (1805-1865), utilizé los principios del cdlculo variacional para dotar a
la mecdnica tedrica de una concepcioén intrinseca, que superaba a la desarrollada
por Lagrange. Los trabajos de Hamilton fueron desarrollados por grandes fisicos y
matematicos como Carl Gustav J. Jacobi (1804-1851), Simeén Poisson (1781-1840),
Joseph Liouville (1809-1882). Actualmente, estas formulaciones se ajustan a una
estructura simpléctica; es decir, una variedad con una 2-forma cerrada.

Einstein se apoy6 en una estructura riemanniana para plantear sus ecuaciones
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de gravitaciéon universal. En su teorfa especial de la relatividad formulé sus leyes
en un espacio cuatridimensional, usando la invarianza de la métrica de Lorentz. El
trabajo inicial de Einstein concerniente a la teorfa especial de la relatividad, “sobre
la electrodindmica de cuerpos en movimientos” fue publicado en 1905 y su origen
se remonta a la historia de la mecdnica clédsica, a la teorfa electromagnética y al
desenvolvimiento matemético y filoséfico de la época [6].

Una de las ramas de la fisica que utiliza la estructura simpléctica, es el elec-
tromagnétismo, que estudia y unifica los fenémenos eléctricos y magnéticos. Am-
bos fenémenos se describen en una sola teoria,pero antes de este planteamiento los
fenémenos eléctricos y magnéticos habian sido tratados por separado, habiéndose
desarrollado teorfas desde la antigua Grecia; sin embargo, no fue hasta los 1ltimos
anos del siglo XVI cuando se realizaron los primeros descubrimientos cientificos en
ese campo. Morse crea el telégrafo como aplicacién de la teoria electromagnética.
En 1864, James Clerk Maxwell establece las llamadas Ecuaciones de Maxwell que
demostraron y detallaron la relacién matematica entre campos eléctricos y magnéti-
cos. El demostré que tenfan la misma naturaleza que la luz: naturaleza de onda; a
las cuales se denominé ondas electromagnéticas.

El movimiento de una particula cargada bajo un campo electromagnético ha
sido objeto de estudio por muchas décadas y ha servido de apoyo para estudiar el
movimiento de particulas cargadas eléctricamente, ademds de determinar las ecua-
ciones y la trayectoria que la describe bajo un campo electromagnético, usando
métodos propios de las ecuaciones diferenciales. En el plano real se han calculado

las ecuaciones del movimiento de una particula cargada, y su trayectoria, bajo la
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accion de la fuerza eléctrica o magnética, puede ser de forma hiperbdlica, circular,
senosoidal, entre otras [7].

Con la introduccion de las estructuras proyectivas [2], se han resuelto muchos
problemas abiertos en la fisica, como en la mecénica y otras ramas afines tales como,
el problema de Chapliguin, la generalizacién de los operadores de Suslov, entre
otros. La nociéon de proyectividad elemental, nace con las estructuras proyectivas
reales y complejas, luego se extiende el concepto a estructuras diferenciables como
variedades y a espacios generados por ellas. Uno de ellos, los espacios de Lyra, son
muy utilizados por la geometria diferencial para formular resultados en la fisica
moderna. En [5] se introducen las estructuras H-equivalentes proyectivas, con ellas
se establece una relacién H-equivalente entre los espacios de Lyra y los sub-espacios
proyectivos euclideanos, y entre los espacios de Lyra y los de Weyl.

Cuando existe una geodésica entre dos espacios H-equivalentes, diremos que
ellos son proyectivos. En otras palabras, si en dos espacios, las ecuaciones de las
geodésicas de éstos tienen las mismas soluciones, entonces los espacios se llamaran
proyectivos H- equivalentes. En relacién con esta temética, se logra en este trabajo
establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una particula cargada
bajo un campo electromagnético en estructuras H-equivalentes proyectivas.

En el Capitulo 1, se introducen los conceptos bésicos para el desarrollo del tra-
bajo tales como el de tensores, formas diferenciales, producto interior para estudiar
la geometria mecdnica, entre otros.

En el Capitulo 2, se desarrolla la teorfa de las estructuras H-equivalentes y los

espacios proyectivos H- equivalentes.
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En el Capitulo 3, se analiza la dindmica de una particula cargada en un espacio
hamiltoniano de una geodésica y se enuncian algunas propiedades que sirven de
base para establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una particula

cargada bajo un campo electromagnético en los espacios proyectivos H- equivalentes.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dardn algunas definiciones y teoremas sobre tensores, for-
mas diferenciales y curvas integrales para introducir la geometria simpléctica en la

mecanica.

1.1. Tensores y Formas Diferenciales en Variedades

En esta seccién se hace un breve resumen de los tensores para definir las

formas diferenciales.

Definicién 1.1.1. Un tensor T del tipo <IZ€> y de rango k—+1, en una variedad M de
dimension n y clase C", es un objeto que se define, en cada sistema de coordenadas
(x;, x;‘) mediante un conjunto de funciones

(p) 1o Zn
TJ1 ..... Jy (Z’),

en cualquier otro sistema de coordenadas locales (x;l,, x;) que contiene a x, este
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mismo tensor tiene los componentes,

(q)Sh...,Sk
Ttl,...,tg (.CC),
y ademdas , se cumple
N LA L (L)
) = “ e e x). .
R dx? oxl Oxl oxlt byite

Definicién 1.1.2. Se llama tensor contravariante al objeto geométrico el cual
en cada sistema de coordenadas en M se transforma como tensor del tipo <(1)>, es
decir
£ (z) = 75(@), k=T, o*=2"@®). (1.2)
Se llama tensor covariante al objeto geométrico el cual se transforma como
tensor <(1)>, es decir,

RN 7

Tomando como base estas definiciones, al tensor <§ > se le llama p veces con-

travariante y q veces covariante.

Observacion 1.1.1 En adelante se designard por medio de AL al conjunto de todos

los tensores del tipo <Z>.

Para los tensores dados en un mismo punto existen varias operaciones
algebraicas de las cuales se obtienen nuevos tensores. Las principales de ellas son:

suma, multiplicacién y contraccion.

Definicién 1.1.3. Suma algebraica de tensores: Sean T y S tensores del con-

Junto Ny entonces,

AT + 5 € NJ; A eR.
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Definicién 1.1.4. Producto tensorial: Sean S € N, R € N, el producto de S

con R es el tensor T € ALY tal que
T =SR.

Definicién 1.1.5. El tensor S € NI se llama simétrico con respecto a los indices
(J1), (J2) i,

S[;;«.IQI]J:;---JP (37) = 0.

Definicién 1.1.6. Un tensor se llama antisimétrico con respecto a los indices

(J1) y (J2) si

En forma andloga se introducen estos conceptos para los indices con-
travariantes.
Consecuencia 1.1.1: En cualquier punto dado de la variedad, los tensores A}

forman un espacio lineal de dimensién n?*9.

Definicién 1.1.7. Sean M una variedad diferenciable de dimension n y (:E}D, :CZ)

un sistema de coordenadas locales en una carta M,, entonces,

9 P
(0,0, 0} = {(9_1:1 ’a_%}

forma una base para T (M) donde,

%) "\ Ozl 0 _ 0x, 0

_ 9y
k P i Ak Aod
&Up — &rq 8$q axq 8a:q
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Convenio de Suma de Einstein: Un indice repetido que aparezca como
superindice y como sub-indice en una expresion, implicard una suma sobre el rango
de dicho indice:

Xn: A'B; = A'B;; Zn: Xn: AFBl = AFB;.
=1

i=1 k=1

Ejemplo 1.1.1. 1. La delta de Kronécker es un tensor mixto: una vez covariante

Y una vez contravariante.

- 07 Oy*
5(33) = 8—?/&51 5i(y>-

2. El tensor métrico g : T,(M) x T,,(M) — R definido como
g = gij(z)dx'da’

es un tensor covariante de rango 2

_ oz* Oyt
gij(x> = Tgﬁ@gké(g)

3. El gradiente de ¢ : M — R definido por,
99

gTGd(QZS) = ngb = %7

es un tensor covariante de rango 1.

Definicién 1.1.8. Sea g;;(z) un tensor simétrico tal que g;j(x) € CY(M) y
g = detg;; = |g| # 0. Definimos el tensor reciproco de g;; como el tensor

contravariante g (x) tal que
97 g1 = 8

a los tensores g y gji los llamaremos tensores fundamentales.
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Definicién 1.1.9. Se llama tensor asoctado al que se obtiene multiplicando
Af};;:f.’fﬁz por gi; 0 g¥.
Ejemplo 1.1.2.
97 Aige = Ay

Las posiciones ocupadas por los indices movidos se indican por o.

Definicién 1.1.10. Se llaman simbolos de Christoffel de primera especie a

la expresion,

oy 1 (0gi  Ogj  Ogij I —
[zy,k]—§ ((9x7 + i Dk con i,j,k=1,n

Los simbolos de Christoffel de segunda especie, se definen por,
kE _ karg:: T =
Fij_g [Zjaa]v a—l,n.
Observacion 1.1.2 Los simbolos de Christoffel son simétricos, es decir,
[ij, k] = [ji, K]

k  _ Tk

1.2. Formas Diferenciales

Para cada espacio tangente T'(M), podemos asociarle su dual T*(M), el

cual es el conjunto de las aplicaciones lineales ¢ : T'(M) — R. Una base para T*(M)

n

es obtenida tomando {dz'};_,, donde z’ : M — R. El conjunto anterior, es en efecto,

la base dual de {%};’ll de T'(M), puesto que,

AT P
ox’ oz’ J 0, i1#£7
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Definicién 1.2.1. Un campo de formas lineales (6 una forma exterior de grado

1) en M, es una aplicacion w : M — T*(M), definida por

w = (i wid:pi> = w;dz’
i=1

¢ simplemente,

w=uw;dz* 1=1,n

donde w; es diferenciable, entonces w es llamada forma diferencial de grado 1
¢ 1 -forma.

Se denotard al conjunto de las 1 - formas diferenciables por A*(T*(M)).

Definicién 1.2.2. Un campo de formas bilineal y alternante (6 una 2 - forma
diferencial) en M es una aplicacion w que asocia a cadap € M conw(p) € N*(T*(M)
definida por,

w = Zaijda:i ANdxl, i j=1,n;

1<j

w es diferenciable st a;; lo es.
Ejemplo 1.2.1. Si dim(M) =n = 3, entonces i,j = 1,2,3. Asi,
w = Z aidz’ A da?!
i<j

= apdr! Adz? + ajsdat A dz® + assda? A dad.

Definicién 1.2.3. Una k - forma exterior en M (6 una k - forma diferencial)

es una aplicacion w : M — NF(T*(M)) definida por

w = Z iy i (AT A A dx'™), i; €{1,....,n},

11 <t2<...<%g
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donde a;, 5, : M — R son diferenciables. Por convencion, las 0 - formas son fun-

ciones f : M — R diferenciables.

Se denotard la k - upla (i1, ..., 1), 91 < ... < i %; € {1,...,n} por I.

Esto es,

w = Z aijdxi A da?

1<j

= Zaldxl.

I

En A®(T*(M)) se definen las operaciones

Definicién 1.2.4. Suma: 5i,

w = Zafdﬁ’, I = (i1, ip), iy < .o < ig

I
p = Y bda', IT=(I,..1)L<..<I

I

entonces
w+@=Y (a+by)da.
I
Producto exterior: Si w es una k - forma y ¢ una s - forma, es decir,

w o= Y apde’, T=(iy,.yip) i < ... <

I
o = > byde’, J=(J1,. ), N < <
J

entonces,

w/\go:ZaIdexI/\d:L‘J.
1J
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Observacion 1.2.1 La definicion de producto exterior es dada de tal manera que
ST Qq, ..., @1 SOn 1 - formas, entonces el producto exterior: p; N\ ... A\ py, se convierte

en una k - forma si se define

O3 N o Aoy (v1, 0y vg) = det(w;(v)))
Lema 1.2.1 Sean w una k - forma, ¢ una s - forma y 0 una r - forma. Entonces
(1) (wWAe)ANO=wA(pA0)

(i) (wAp) = (-1)*(pAw)
(i) wA(p+0)=wAhp+wAb, sir=s.

Demostracion: (ver [3]) m

Observacién 1.2.2 Aunque da' A dzt = 0 esta igualdad no es siempre cierta para

cualquier forma w, es decir w A w no siempre es nulo.
Ejemplo 1.2.2. S;
w = z1det A dz? + zoda® Adzt, en R = M,

entonces

wAw =2z zodzt A da® A da® A dat # 0.

Definicién 1.2.5. Un dlgebra de Grassman, es aquella, donde se ha definido la
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operacion N\ con la cual los elementos bdsicos cumplen

NS = ENEn
LANE = G AL1=E5
E,NE = 0

1AL = 1.

A¥(T*(M)) - es un dlgebra de Grassman asociativa.

Definicién 1.2.6. Sea f: M — R una 0 - forma. Entonces el diferencial de f,
df, se define por

~of i _Of .,
df =) | o5da' = 5da,
=1

Es claro que df es una 1 - forma diferencial.

Definicién 1.2.7. Sea w = > ardx! una k - forma diferencial en M, el diferencial
T

exterior dw, se define por

dw:Zdaj/\x].
I

El operador d : N¥(T*(M)) — AMYT*(M)); es decir, lleva k - formas a

k+ 1 - formas.

Lema 1.2.2 Sean w y 0, k - formas, ¢ s - forma. Entonces
(i) d(w+0)=dw+db

(ii) dw A @) =dwAp+ (=1)*w Adyp

(iii) d(dw) = d?w = 0.

Demostracién: (Ver [3]). =
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1.3. Elementos de Geometria Diferencial

Definicién 1.3.1. Una variedad pseudo-riemanniana(o semi- riemanniana) es u-

na variedad diferenciable M con una métrica g definida de la siguiente manera

g(X,Y) #0
para cada X,Y € x(M).

Definicién 1.3.2. Se define la derivada covariante a la aplicacion
Vi XOD xx(M) = x()
(U, V) — ViV,
que es C®°(M) - lineal respecto a U, R - lineal respecto a V' y para la cual se cumple
la igualdad
Vu(fV) =UNV + fViV, (1.3)

para toda f € C*(M).

Definicién 1.3.3. Una Conexion afin es una forma bilineal, I' : x (M) x x(M) —

X (M), tal que
TU,V) = VgV -UV

Las funciones T};(p) € C*(M) son las componentes de T'.

De (1.3), evidentemente se deduce que entre I' y V existe una relacién
biunivoca, por lo tanto, de ahora en adelante se puede llamar a V una conexién

afin. La pareja Ay = (M, V) se llamard espacio de conexién afin.
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Definicién 1.3.4. Sea v la aplicacion

vi o [a ] — M
¥: (a,b) — T(M), a,beR

y sea V € x(M) tal que

Y(t) =V (1)), (1.4)

para todo t € [a,b]. Entonces, V se traslada paralelamente a lo largo de v, si

Definicién 1.3.5. Las geodésicas del espacio con conexion afin Ay = (M, V),

son las ecuaciones

ik = V(%)
VvV = (VF4+Tk (2)i"i™)0, = 0.

Definicién 1.3.6. La aplicacion [U,V]: C®°(M) — C>®(M), U,V € x(M), defini-
da por

define el Corchete de Lie.
De la relacién (1.5) se deduce que

[U V], W]+ [V, W], U+ [[W, U], V] = 0; (1.6)

la relacién (1.6) es conocida como la identidad de Jacobi.
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Definicién 1.3.7. Se define el campo vectorial de Torsion S de la conexion V por
S(U,V)=VyV -VyU—-[U,V]. (1.7)

Se define el campo vectorial de Curvatura R de la conexion V por
RWU, V)W = [Vy,Vy]W = VW, (1.8)

para todo U, V,W € x(M).

1.4. Curvas Integrales de Campos Vectoriales

Sea M una variedad diferenciable, X un campo vectorial sobre M. En-
tonces X define una ecuacién diferencial de primer orden, méds precisamente, si

dim(M) > 1 entonces para cualquier curva ¢ : I — M, se tiene

ct) = Z—EX(C).

Esto significa que para cada p € M, debemos encontrar un intervalo abier-
to I = I, entorno a 0 € R, y una solucién de la ecuacién diferencial para c¢: [ — M

con su respectiva condicién inicial

) = X(c(t), Vtel
c(0) = 0. '

En coordenadas locales,

ct) = (c(t),..c"(t)), dim(M)=n

X = X
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entonces se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales:

dc* ;
— (1) = X*(c(t), <(0) =p.

dt

Puesto que por la teorfa de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

orden; especificamente el teorema de existencia y unicidad, el sistema anterior, tiene

solucion tnica, en variedades se expresa mediante

Lema 1.4.1 Para cada p € M, existen, un intervalo abierto I, C R con 0 € I, y

una curva diferenciable ¢, : I, — M, con

|&.

ct) = X(c(t), Vtel
c(0) =0 ’

Puesto que la solucion también depende diferencialmente de la condi-

Qu

cion inicial p = ¢,(0), entonces por la teoria de las ecuaciones diferenciales se tiene

el siguiente

Lema 1.4.2 Para cada p € M, existe una vecindad abierta U de p y un intervalo
abierto I, con 0 € I, con la propiedad de que para cada q € U, la curva,
g (¢(t) = X(cy(t)), ¢(0) =p), estd definida en I. La aplicacion
p: IxU — M
(tg) — ct) =t q)

es diferenciable.

Definicién 1.4.1. La aplicacion (t,q) — c,(t) es llamada flujo local del campo

vectorial X. La curva c,(t) es llamada curva integral de X a través de q.
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Notation 1.4.1. Sit es fijo, se tiene,
p(t,q) = 0, (q) = ¢4(t)

yo, :U—=U.
Teorema 1.4.2. Si s, t,s+t € I, son fijos, entonces

Lopy o, = ¢y

2. @y es la identidad

8. ¢ (U) =U; es decir {p,},o; son difeomorfismos.

Demostracién: Puesto que ¢, : U — U, por el lema 1.4.2, existe un
intervalo I con 0 € I tal que la curva ¢, estd definida en I para cada ¢ € U.

Entonces,
Pari(q) = cq(s +1), (1.9)

por otro lado,

Esto implica que,

cq(s +1) = @i(ps(a)) = (@1 0 9,) (), (1.10)

comparando (1.9) con (1.10) se concluye,

905+t(‘1) = (SOt © 905) (Q) = Pt = PO Ps = Pigss
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Esto prueba (1).
Ahora, si t = —s, en (1.10) se tiene,

9075 o (ps = 9075+s = (1007

luego,
(05 09:)(@) = @olq) = ¢4(0) = ¢
lo que implica que ¢_, es la inversa de ¢, y ¢, es la identidad. Esto prueba (2).

Ahora se prueba (3). Como,

y ¢4 es diferenciable por definicién, entonces ¢, es un difeomorfismo y

ps(U) =U.

Definicién 1.4.2. Una familia {¢,},.; (I C R intervalo abierto, con 0 € I) de
difeomorfismos de M a M que satisfacen (1) del teorema anterior, es llamada grupo

local a 1 - parametro de difeomorfismos.

En general, un grupo local a 1 - pardmetro, no necesita ser extendible a
todo R, puesto que el intervalo de definicién I, de c,, no necesita ser todo R, lo cual

puede ser visto en el siguiente
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Ejemplo 1.4.1. 57 M =R,

1
t) = ——-.
=%
Cuando t = 0,
1
0)= — —
luego,
1
k=—,
S
ast,
1
= —r
(t) t+1/s’
0’
1
SDt(s)_zf—i-l/s'

Vemos que ¢, no es diferenciable en s = 0.

Por esto no se necesita que I =R, para la familia {¢,},; -
1.5. La Derivada de Lie

Si X es un campo vectorial sobre M y {¢;},.;, I C R es un grupo local

a 1 - pardmetro de difeomorfismos entonces,

(0)) X = (p0)- X, (1.11)
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donde ¢* es el pull back y ¢, la aplicacién tangente, (1.11) representard una curva
Xy = X(t) en T(M),para todo t € I, la cual se puede derivar para todo ¢. En

particular si,

X = (o)),

entonces se tendr4,

(-0, o) = (et o) (oo,

donde ¢_, = (gol,t, e 79071t) y

@golft k
ort 28

En general, si ¢ : M — N es deferenciable, entonces

9y _ 0 0
P \or )~ ox dpy

En el caso M = N y z, ¢(x) en el mismo sistema de coordenadas, entonces

o _ 9
O, Oz

Si w = w;da’, entonces,

(1) 2)(9) = wi(u(p) L,

la cual es una curva en T'(M).

En general para ¢ : M — N diferenciable y una w 1 - forma sobre NN,

0z
oxk

p*w = wi(p(p)) 5 —da”,

donde 2%, i = 1,m, dim(N) = m, es el sistema de coordenadas en N. Se observa

que  no necesita ser un difeomorfismo.
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Ansdlogamente, para g = g;;dz'dz? sobre T*(N) x T*(N)

prg = gij%wdl’kdlj.

Finalmente, para f : N — R, se tiene,
o f =[fow
y ¢ : M — N un difeomorfismo, Y un campo vectorial sobre IV,

Y = (p7),Y.

18

Definicién 1.5.1. Sean X un campo vectorial con un grupo local a 1 - pardmetro

de difeomorfismos {¢,},c; y S un tensor sobre M. La derivada de Lie de S en la

direccion de X se define por

d *
LXS = % ((PtS)L‘,:o
o equivalentemente,
LS = 1imP =2
t—0 t

Teorema 1.5.1. 1. Si f: M — N es diferenciable. Entonces

Lx(f) = df = X(f).

2. SiY es un campo vectorial sobre M. Entonces

LyY = [X,Y].
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3. Siw=uw;dr? es una 1 - forma diferencial sobre M. Entonces para

se tiene,

Demostracién: (Ver [2]). =
Definicién 1.5.2. Sea M una variedad riemanniana con métrica riemanniana
g = gij(z)da'dz’.
Un campo vectorial X en M es llamado campo de Killing si,
(Lxg)(Y,2) =0 VY, Z € x(M).
Lema 1.5.1 La derivada de Lie cumple la relacion
(Lxg) (Y, 2) = Xg(Y, X) — g(LxY, Z) — g(Y, Lx Z)

Demostracién: (Ver [10]). =

1.6. Producto Interno en una Variedad

Definicién 1.6.1. Sea M una variedad, X € x(M) y w € AFY(T*(M)), entonces
se define Lxw, como el operador producto interno de w en la direccion de X,
dado por

Lxw(X1, o, Xi) = w(X, Xy, ., Xi),

v AR(T*(M)) — AMH(T*(M)), donde X; € x(M),j =1,k
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Observacién 1.6.1 Siw € A°(T*(M)), entonces conviene colocar txw = 0.

Teorema 1.6.1. Sea 1y : AF(T*(M)) — AFYHT*(M)), k

A (T*(M)), ¢ € N(T*(M)) y f € A°(M), se tienen

1.

2.

ix(WA @)= (txw) Ao+ (=1 w A (txp)
Lixw = fixw

vxdf = Lx f

Clxw = tx(dw) + d(1xw)

Lqu) = fLXw + df VAN LxWw
L[X,y]w = Lx<Lyw) — LyLXw
Lx(LXu)) = LxLXw.

Demostracién: (Ver [3]). =

1,n , para cada w €

Teorema 1.6.2. Sean M , N variedades y f : M — N un difeomorfismo. Entonces,

siw € AN (T*(M)) yY € x(M), se tiene ,

Definicién 1.6.2. Una k - forma w, es cerrada, si

vy (ffw) = 7 (yw) -

dw =0,

y es exacta si existe o € N¥TH(T*(M)) tal que

w = dao.

En el caso de que a € N\°(M), ésta es no nula.
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Teorema 1.6.3. Cada forma exacta es cerrada.

Teorema 1.6.4. (Lema de Poincaré). Siw es cerrada, entonces para cada

p € M, existe una variedad U de p para la cual w|,; es exacta.

Demostracién: (Ver [3]). =

1.7. Geometria Simpléctica Mecanica

Para motivar la introduccién de la geometria simpléctica en la mecénica,
se considerard brevemente, las ecuaciones de Hamilton.

Partiremos de la segunda ley de Newton, la cual establece que, una particu-
la de masa m > 0, moviéndose con una energfa potencial V,, ¢ = (¢*, ¢%,¢*) € R3,
a lo largo de una curva ¢(t) en R3, satisface la ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden,

2

d
mg = md_tq = —gradV, (1.12)

si se introduce, el momentum,
pbi =mgq,
y la energia,

1
H(q,p) = 5 IplI* + V (q),

entonces (1.12) es equivalente a,

i OH
{ .q 8gl‘H t=1,2,3 Ecuaciones de Hamilton.
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Se procede a estudiar este sistema de ecuaciones de primer orden, para un

H(q,p) general. Para esto se introduce la matriz,

J:<0 I>’
7 0

donde I es la matriz identidad 3x3. Si £ = (¢, p), entonces,

JgradH(§) = JgradH(q,p)

S (e, ) (e
B —1 0 dq’ Op

0H 0OH
= (15 1%)
(o oy _
ap ) aq Q7p
= ¢
por lo tanto,
JgradH(€) = € (1.13)

Esto permite transformar (1.12) en (1.13).
Sea,

Xy = JgradH,

entonces,

satisface las ecuaciones de Hamilton (1.12) si y sélo si £(t) es una curva integral de

Xy, esto es,
d§

(1) = E(t) = Xul€(r), (114)

entonces la relacion entre Xy y H, puede ser obtenida de la siguiente manera:
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» Se introduce una 2 - forma bilineal antisimétrica w, sobre R? x R? definida por
w(vy,v9) = v1Jvg, V1,05 € R3 x R3,
donde v = (71,41),v2 = (¥2,¥2); 21,72, 41,92 € R’
» Entonces se tiene para todo £ € R® x R3 y v € R3 x R3,
w(Xn(§),v) = dH(§)v

siendo,

dH(§) = dH(q,p)

B 8Hdi+6H
B dq* 1 Op;

dp;.
A w se le llamard forma simpléctica sobre R3xR?3 y X el campo vectorial

hamiltoniano, con energia H.

Este procedimiento descrito, permite pasar de la mecénica clésica, a la mecédni-

ca moderna a través de la Geometria Diferencial.

1.7.1. Mecanica Hamiltoniana

Supongamos que M es una variedad con coordenadas locales (z!,...,2") y que

K: T*(M)xI — R
(t,z, ) — K(t,r, %) = K(t,z(t),2(t))

es una funcién diferenciable, donde I C R es abierto.

Se quiere obtener la condicién necesaria para que

t1
S:/ Ko ... a" &t ..a")dt (1.15)
to
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sea un extremal (mdximo o minimo). Para esto, sea ¢ : I — M, la curva que hace
extremal a S5, es decir ¢ = ¢(t), to <t < t;. Se considera ¢(t) + £n(t) una curva
muy préxima a ¢, siendo ¢ independiente de ¢ y de manera que 7(ty) = n(t;) = 0.

El valor de S para esta curva muy préxima es

t1
S: / K(t7$1 + 5777"'7xn+€177j:1 _l_g?;,?"'jjn—i_g/’?)dt’
to

y serd extremal para & = 0 . La condicién necesaria para que S sea un extremal es

que

d (0K 0K _
dt (8339) ai 0 = Lm (1.16)

Esta ecuacion es conocida en mecdnica como las ecuaciones de Euler-Lagrange,

cuando K = L (L- Lagrangeano).

Teorema 1.7.1. (Principio de Hamilton) Dados U C M wun abierto con coor-
denadas (¢*,...,q"); T*(U) con coordenadas (q*,...,q", p1,....pn) y H : T*(M) — R,
diferenciable. Entonces las ecuaciones de Hamilton para H se obtienen a partir de

(1,17), cuando K = p;¢' — H, y se expresan por

oH . oH

_a_qi = Pi,

Demostracién: De (1.16) se obtiene, para las coordenadas ¢, ..., ¢"

d (9K 0K
at\og )  ag

luego,

d [0 . 0 e B
pr (a—q.i(piq —H) ~ 5 (pid' — H) =
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después de ciertas manipulaciones se obtiene,

a oH _ . . _ 0H
TR i pi =

Ahora, para las coordenadas p1, ..., pn,

d (0K 0K
dt \ op' opt

entonces,
d (0 , 0 ,
_ _ ’L'“L _ H’ o ; v H =0,
o (8@ (pid > 991 (pid" — H)
luego,
g OH L oH
! Ipi N “= Ip;i’
Asi,
g =21 _—
, O i=Tn, (1.17)
bi = ~3q

El sistema de ecuaciones diferenciales (1.17) se conoce como el Principio de

Hamilton o Sistema hamiltoniano. =

Notation 1.7.2. » M =T(U) - se llama espacio de fase del sistema.
» U - se llama espacio de configuracion.

Definicién 1.7.1. Sean M y M’ espacios de fase con coordenadas <Q1, QMO Q")
v (¢ ... q", ¢, ...,q") respectivamente. Una aplicacion diferenciable y uno a uno

w: M — M, se llama transformacién candnica con respecto a las coordenadas
dadas, si

o*(dpi N dq') = dP; A dQ".
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La importancia de estas transformaciones es que preservan las ecuaciones

de Hamilton.

Teorema 1.7.3. Dada una transformacion canonica ¢ : M'— M, dada una apli-
cacion H : M — R diferenciable y una curva ¢ : I — M tal que su imagen estd
contenida en un abierto simplemente conexo de M. Si (poc) satisface las ecuaciones

de Hamilton en M, por H, entonces c satisface las ecuaciones de Hamilton por ¢*H,

en M.

Ejemplo 1.7.1. Sean p = VkmcosQ, q = FsenQ, donde F es un funcional de

P. Entonces,

1 k
H=—p+km¢®) = ~F?
Zm(pjL mq) 2

dpNdg = Vkm(FcosQdP — FsenQdQ) A (FsenQdP + FQdQ)

— VEmFFAP A dQ,

como la transformacion debe ser candnica, entonces,
VEmFF =1,

integrando esto se tiene,

F = ,
VEkm
colocando w = vV km, entonces
k
H=-F*=wP,
2
luego las ecuaciones de Hamilton serdn:
aqQ dP

Q=77 =% 5 ’
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se obtiene inmediatamente integrando que,

Q=wt+a, P=p=cte, a=cte,

P = mw (%)1/2 cos(wt + )
q= (%)1/2 sen(wt + «)

las cuales son las ecuaciones de un oscilador armdnico unidimensional.

Definicién 1.7.2. Sea M una variedad riemanniana, con métrica g = gy;dz'dz? y

sea f: M — R diferenciable. Se define el gradiente de f como

of & . )
gradf = g” aa{i%’ g7 = (g9:5)"",

el cual es un campo vectorial sobre M.

Lema 1.7.1 Sea

1 ..
H= §9Z](Q)pipj +Ulq),

donde U : M — R diferenciable. Supongamos que H cumple con las ecuaciones de

Hamilton

)

_a_q'i = Di,

entonces

. oy O
(G+TEq'd) 5 = —9radU(q).

Demostracién: (Ver [3]). =
Corolario 1.7.1

Vi = (G+ Fqu ¢’) i —gradU(q).

Demostracién: (Ver [3]). =
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1.7.2. Geometria Simpléctica

Las variedades simplécticas constituyen la base para la mecénica hamiltoniana.

Se inicia esta seccién con un poco de dlgebra simpléctica

Definicién 1.7.3. Sea V' un espacio vectorial real de dimension finita y sea w €
N V™), es decir

w:V xV —=R,

bilineal.

Se dice que w es no degenerada si,
w(vy,v) =0 Yoy eV

implica,

vy = 0.
Existen varias alternativas para establecer la no degeneridad de w,
(a) w es no degenerada si y s6lo si V' tiene dimensién par, digamos 2n y
W'=wAw. .. Aw,

n—uveces

es el volumen de V.

(b) w es no degenerada si la aplicacién lineal w” : V' — V* definida por

es un isomorfismo.
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(c) w es no degenerada si & = {v;}>", es una base ordenada de V y (a?) su base

dual, entonces
(wij) = w(vi, vy),

la matriz de w, es no degenerada,
w = wijo/ X ol
(d) w es no degenerada si la matriz transpuesta w' de w, definida por
W' (v1, v2) = w(vg, v1),
es no degenerada.

Definicién 1.7.4. Una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V', es una
2- forma w no degenerada. El par (V,w) se llama espacio vectorial simpléctico.
Si (V,w) y (V,w) son espacios vectoriales simplécticos, entonces la aplicacion lineal

f:V — V' es stmpléctica si y solo si
ffw=w.

Lema 1.7.2 Sea (V,w) un espacio vectorial simpléctico. Entonces el conjunto de
todas las aplicaciones simplécticas f : V — V' es un grupo bajo la composicion. Tal

grupo se llama grupo simpléctico, denotado por S,(V,w).
La generalizacion del dlgebra simpléctica, es la geometria simpléctica.

Definicién 1.7.5. Sea M una variedad y w € N*(M) una 2 - forma no degenerada.

Entonces se definen
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(i) b:x(M) — x*(M) por

X' = 1xw=w(X), VX e x(M).

(ii) #:x"(M) — x(M), por

se observa que,

Definicién 1.7.6. Una forma simpléctica ( o una estructura simpléctica sobre una
variedad M), es una 2- forma w, cerrada y no degenerada sobre M. El par (M,w)
define una variedad simpléctica. Las cartas de esta variedad se llaman cartas sim-
plécticas y los componentes funcionales x',y" son llamados coordenadas candnicas.

Por esto, una carta simpléctica estd dada por:
n
W= Z dz' N dy’.
i=1

Definicién 1.7.7. Sean (M,w) y (N, ) variedades simplécticas. Una funcion
f: M — N diferenciable es llamada simpléctica o transformacion canonica
St

[fo=w.
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Teorema 1.7.4. Sean (M,w) y (N, ) variedades simplécticas, f : M — N es
diferenciable; g : M — My h : N — N’ difeomorfismos. Entonces f es simpléctica

1

si y solo si ho fog™ esuna aplicacion simpléctica de (M, g.w) a (N, h.p), donde

guw =wog lyhw=woh

Demostracién: (Ver [3]). =
El hamiltoniano, o campo vectorial hamiltoniano de una funcién H sobre una
variedad simpléctica es obtenido de manera andloga al gradiente de una funcién

sobre una variedad riemanniana.

Definicién 1.7.8. Sea (M,w) una variedad simpléctica y H : M — R una funcion

diferenciable dada. El campo vectorial Xy, determinado por la condicion

w(Xy,Y)=dHoY, Y € (M)

(oN

Lxyw=dH (1.18)

es llamado campo wvectorial hamiltoniano con energia HA, donde A es el
potencial.

La tripleta (M,w, Xpy) se le llama sistema hamiltoniano.
Observacion 1.7.1 Se observa que
Xy = W (dH).

La existencia de Xy estd garantizada por la no degeneridad de w.
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Lema 1.7.3 Sea (¢*,...,q",p1, ..., pn) las coordenadas candnicas para w; es decir,

n
W= Z dq® A dp;.
i=1
Entonces, en esas coordenadas,

OH O0H
Xy = —— | =JdH
H (apl ) an ) J )

J:<0 I>’
7 0

por esto (q(t),p(t)) es una curva integral de Xy siy solo si se cumplen las ecuaciones

donde,

de Hamilton

., OH . oOH =
= i =—— 1=1,n.
q 8])2 Y p aql
Demostraciéon: Supongamos que
.0 0 ) )
Xp=X'"—+X,— = (X" X/
H aqj + Japi ( ) )7

en las coordenadas (¢, ..., ¢", p1, ..., pn)- Se demostrara que si X cumple la condicién

LxyW = dH,
entonces
. OH oOH
X' = X, = ——
Op; Y ! dq’
En efecto,

ixpdq' = dg'(Xm) = Xu(q’)
O ¢’
= X'—+ X,—
oq' " Ip;

= X'¢]
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asi,

Lx,dg = X7

Por otro lado,

ixpdp; = dpj(Xu) = Xu(p))

— Xzapj X apj
Og' " Op;
= X0
asi,
LXHdpj = Xj.

Ahora,

LxyW = lxgy <Z dqj Adpj)
j=1

= Z LXH(dqj A dpj)

=
= Z {(tx,d¢’)dp; — d¢’ (1x,,dp;) }
=1

lo que implica,
n

g = Y {X7dp; — X;dg’ }
j=1

como Xy cumple con (1.18), entonces,

Z{depj X;dg'} = Z{ q+aTdej}

luego,
X7 = o1 OH 0 O0H 0
, 8’5JH = Xg=—%=— =7,
X7 — Ga Op; 0¢?  Og¢’ Op;
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OH O0H

Para ilustrar esta situacion se tiene el siguiente

Ejemplo 1.7.2. Sea

L= Z <C—12Az(l’)(]l + Zﬂ%) ,
1 I

b L (04, 04
T 16re \ 9zt Oz )

; da
_pdt’

con

J

es la densidad de corriente. Se pide determinar las funciones A € C*°(D) tales que

P(A) = /D Ld*z

6¢ = ¢ —o(7) =0,

v - curva en D. En efecto, de la ecuacion de Euler-Lagrange,

OL 9 (oL _,
0A; 0 \04;)

se obtiene
OL _ 1 7j
0A; 02J
o (oL _ 1 i
oz’ <8Aj> 47rcF
Por lo tanto, se tiene
OF™ 47

o —7J” (Ecuaciones de Mazwell),



donde,

0 —FE, —FE;, —Fj
Ey 0 H; —H,
Ey —Hj 0 H,
Es Hy —H; O

Fni —

Estas ecuaciones, también se pueden expresar como

—

7 __ 10E 47 T
{T‘OtH—EE—F?J

div E = 47p,

Y

donde rot H denota la rotacion de H y div E la divergencia de E, las cuales se

logran como consecuencia de que

ds) =0, Q = Fydx' Nda? -2 — forma de Mazwell.



Capitulo 2

Estructuras H - Equivalentes y
Espacios Proyectivos H -

Equivalentes

En este capitulo se estudiarén los espacios de conexién afin Ay = (M, V),
donde la conexién V no es concordante con la métrica g. En base a esta conexion
se construye una nueva conexién, V con la condicién de que sea concordante con la
métrica. Esto nos llevard a definir las estructuras que llamaremos H-equivalentes y

a los espacios proyectivos H-equivalentes.

2.1. Estructuras H - Equivalentes

Sea Ay = (M, V) un espacio con conexién afin V, en vista de que este espacio

no es métrico, entonces se introduce una métrica formal g con el objeto de subir y

36
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bajar indices tal que,

gU, vy = g(V,U), VU,V € x(M)
9(0:,0;) = gij(x) € C=(M)

det (gi;(x)) = [gl #0
evidentemente que para la estructura geométrica resultante,
p=(MV,g),
se tiene, en general que la conexién no es concordante con la métrica g, es decir
(Vug) (VW) #0 VUV, € x(M).

Esto desde el punto de vista fisico, no es deseable segin Shulin (1983). Martinez
y Ramirez (1989), construyen, en base a V, una nueva conexién, tal que en la

estructura 1 = (M .V, g) se tenga la condicién
es decir, que V sea concordante con g.

Definicién 2.1.1. Sea = (M,V,g) y i = (M,V,g) estructuras definidas respec-

tivamente por:

(Vug) (V,W) = A(U,V,W) e C=(M)
S(U,V) = VoV -VyU-[UV]’

{ (Vog) (VW) = 0 (2.2)
S(U,V) = VoV -VyU-[UV], UV,Wex(M), '
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se dice que p es 'H - equivalente a ji, si existe una aplicacion
H e x(M) x x(M) — x(M),

tal que
?UV = VUV + H(U, V) (23)

De inmediato se tienen las siguientes caracterizaciones para las estructuras

‘H - equivalentes.

Lema 2.1.1 Sea p y i 'H - equivalentes, definidas por (2.1) y (2.2) respectivamente,

entonces
g(H(U, V), W) + g(V,H(U,W)) = AU, V, W) (2.4)
S(U,V) = S(U, V) +H(V,U) — H(U,V) (2.5)
RU V)W = RUV)W + (VyH) (U W) — (VuH) (V,W) +
+H(S(V.U), W) (2.6)
g(R(U, VYW1, Wa) + g(Wy, R(U, V)W) = 0 (2.7)
Demostracién:

gH(U, V), W)+ g(V,H(U,W)) = g (Vo V = ViV, W) + g(V, VW — Vy W)

9<H(U7 V)’ W) + g(V7 H<U7 W)) = {g(?UV, W) + g(V7 ?UW - Ug(v7 W)} -
—{g(VuV, W) +g(V, VuW = Ug(V, W)}

= —(Vug) (VW) = {=(Vug) (V,W)}
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como (?Ug) (VW) =0y (Vyg) (V,W) = A(U,V,W), entonces,
g(H(U, V), W)+ g(V,H(U,W)) = AU, V,W)

lo que prueba (2.4).
Prueba de (2.5): De (2.1) y (2.2) se obtiene,

S(UV)=8U,V) = (VgV =VyU) + (VyU - VyU)

= —HU,V)+H((V,U)
o equivalentemente,
S(U,V)=S(U,V)+HWV,U)—H(U,V)

que es la relacién (2.5).

Prueba de (2.6): Usando la relacién (1.8) y la Definicién 2.1.1 se tiene,

RU V)W = Vy(VyW)—=Vy(VyW) = VixyW

Il
<

v (VvW —H(V,W)) = Vy (VoW — H(U,W)) —
— (ViayW = ®([U. V], W))
= {Vu (VW) =H (U,VyW)} = {Vy (VeW) = H(V,VyW)} —

VW =U(HV, W)+ V (HU,W)) +H (U V, W)
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luego

RUVW = VyVyW — Uy VW — VW + {V (H(U,V)) -
~H (U,VyW)} = {UHV, W) —H(V,VuW)} -
~H (U, V], W)
= RUV)W +{V(HUW)-H(VyV,W) -
—H (U, VyW)} = {UHV, W) = H (VyV, W) —
~H(V,VuW)} + {H (VyU W) —H (VyV,W) —

—H([V,U,W])}
de aquf se concluye,
RUVW = RUYV)W + (VyH) (UW) - ((VuH) (V,W)) +
+H (S(V,U), W)
Prueba de (2.7): Colocando (2.2),
AU, Wy, Wa) = (Vug) (Wi, Wa),

entonces,

(Vo) (V. Wi, Wa) — (Vv A) (UWiW,) = A(S(V,U), Wy, Ws) —
—g(R(U, V)Wl, WQ) —
—g(W1, R(U,V)W3)

puesto que,

(ng) (Wl, Wg) = 0
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entonces,

(Vo A) (V, Wy, Wy) — (Vy A) (U, W Wy) = 0

A(S(V,U) , Wy, W3) =0

por lo tanto,

g(R(U, VYW1, Wa) + g(W1, R(U,V)Ws) = 0

que es la relacion (2.7). =

Como consecuencia de este lema se tiene

Lema 2.1.2 Si A(U,V,W) = 0, entonces de (2.4) se tiene como componentes para
H
H?J =T ((5?9] — gl nngl) ,

donde
My =M (0;,05) € CF(M);  Q;=Q9)) e A(M), Q' =g"0 y reCM).

Demostracién: Se escriben los campos bases u = 0;, v =0;, W =0, en

(2.4), y se hace A (0;,0;,0x) = 0, entonces queda

g(H(0,0;), Ok) + g(0;, H(0;, 0) = 0

9(Hij0n, Ok) + 9(0;, Hj30n) = 0.

Por hipdtesis

H.29(On, O) + Hjrg(0;,0,) =0
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r ((S?QJ — gl ngijQZ) +r ((5?Qk — gl nglel) Gjn = 0
rgirSly — 1Gij % + 19582 — g 25 =0,

lo cual indica que H, satisface la relacion,

gHU, V), W)+ g(V,;H({U,W) = 0.

Teorema 2.1.1. Sea j1 una estructura que cumple con la relacion (2.1), entonces

existe una estructura i, H- equivalente con p.
Demostracién: Se define el campo vectorial H(U, V') de manera que,
g(H(U, V), W)+ g(V,H(U, W) = AU, VW)
S(UV)+H(U,V)=HV,U)=5U,V),
entonces,
S(U,V)={VyV +HU,V)} = {VyU+H(V,U)} - [U,V]
luego por la férmula (2.3) se deduce que,
VoV =VyV +H(U,V)

y asi,

S(U,V)=VyV = VyU - [U,V].

Ahora se probard que (Vyg) (V,W) = 0.
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En efecto,
gH(U, V), W)+ g(V.H(U,W)) = A(U,V,W) = (Vug) (U,V)
g (VoV =VyV,W) + g (V,.VyW = VgW) = (Vug) (U, V)
g (VoV,W) +g(V,VuW) = (Vug) (V.W)+g(VuV, W)+
+9(V, VyW)
o equivalentemente,
g (VoV,W) + g (V,VyW) = Ug(V, W),

lo cual implica que (?Ug) (V,IW) =0.

Se concluye entonces que la estructura

| (Vug) (VW) = 0
| S(U, V) = VyV —-VyU - [U,V]

es H- equivalente con p. =

Observacion 2.1.1 En base al Teorema 2.1.1., se puede afirmar que el hecho de que
una conerion no sea concordante con la métrica, no representa mayores dificultades;

pues siempre se puede definir una buena conexion, para la cual se cumple (2.3).

Definicién 2.1.2. Las estructuras u, p y it definidas por

S(U,V) =0 ’ '
{ (Vug) (V. W) = 0 | (2.9)
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~ b

S(U,V) ~ 0

son conocidas como las estructuras de Weyl, de Lyra y de Riemann, respec-

{(%g) (V,W) = 0

tivamente.

2.2. Espacios Proyectivos ‘H - Equivalentes

En esta seccion se definen los espacios proyectivos ‘H - equivalentes, se enuncian
algunas propiedades que servirdn de base para lograr una via para transformar un
sistema no holonémico en un sistema holonémico, usando un tensor simétrico.

Es conocido que un sistema mecédnico se define por la tripleta

©= (M; o(vy) = /L(;ic,x,t)dt; 0 = dexk) , (2.10)

Y

donde M, como variedad diferenciable, representa el espacio de fase con N grados
de libertad, ¢ es un funcional y § € A(M). Si este sistema mecanico se describe por

la ecuacién lagrangeana

d (OL\ 0L
w7 (%) —5-=0, (2.11)

entonces se dice que i es un sistema holonémico, y cuando el lado derecho de
(2.11) es no nulo, entonces el sistema se denomina no holonémico. Asi se puede

enunciar el siguiente

Lema 2.2.1 Sea p1 un sistema mecdnico definido por (2.11) donde

1
L= §g<v7 V)7



Estructuras H - Equivalentes y Espacios Proyectivos H - Equivalentes

i'U:V:’Ujaj,

F.=0, k=1N
Entonces,
d (0L oL K
_ = M).
<dt <3vk) 8:ck) Ur=g(VviiV), U ex(M)

Demostracion: El tensor L se puede expresar localmente por

L= Sgm/0",
luego,

oL "

7z — 9nkU ,

vk Ink

y de aqui se obtiene

d (0L

7 (w) = g 0" + 0;(gnr) grv" 0"

Por otro lado,

oL 1 ,
- = _ . J gy
axk 2a(g]n)v v )

se concluye de (2.13) y (2.14) que
d (0L oL n s jm
ai \aur ) ~ g — 9"+ Lt

donde

I3, () = %gks 105 (gnk) + On (gjk) + Ok (gjn) }

45

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

es la conexién afin de la variedad M. Comparando la relacién de la Definicién 1.3.5

con la relacién (2.15), se deduce la relacién (2.12). =
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Observacion 2.2.1 La relacion (2.12) es muy importante, ya que si se expresa

como

_ d (0L\ oL . 0L .
AN {5 (8@’“) - Oxk Sk”@xmv }Uk7 (2.16)

y teniendo en cuenta la relacion (2.2), se obtiene la ecuacion

d (0L oL _ 0L
— - =5 "t g HL, 0" + o, = F 2.17
dt (81}’“) ovk b Ggm Gt g VU A AV b (2.17)
donde \ es un pardmetro arbitrario. La relacion (2.17) describe cualquier sistema

mecdnico.

Observacion 2.2.2 El comportamiento del sistema mecdnico definido en el Lema
2.1.1, se puede interpretar como el comportamiento de una particula que se mueve
por las geodésicas del espacio Ay = (M, V); lo que es lo mismo decir que el sistema
p=(M,V,g) es dindmico equivalente con i = (M,?,g), descrito por la relacion

(2.18).

Lema 2.2.2 Sean u= (M,V,q9) yp = (M, ?,g) las estructuras de Weyl y de Lyra
respectivamente. Entonces:

(i) 1 se puede representar como un sistema mecdnico no holonémico si
A F# —=Qp0".

(ii) [ se puede representar como un sistema mecdnico holondmico si A = 0.

Demostracién: De la relacién (2.2) y la Observacion 2.2.2, se deduce que

Sm=0 y H. . =00,
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sustituyendo esto en la relacién (2.18) resulta
d (0L oL
— == ) — == = g v™™ 4 A 0
dt (81}’“) ok~ TR mOn Y Ao 70,

pues A # —,,v™. Esto prueba entonces, que la relacién (2.3) es equivalente a un
sistema mecénico no holonémico. Por otro lado, de la relacién (2.8) y la Consecuencia

2.1.2, se tiene

Sin = () — 0}")

Hrlnn = T<Qn6£n_gSlganm

sustituyendo estas relaciones en (2.8), con A = 0, se deduce (luego de ciertas mani-

d (oLy oL _
dt \ Ovk oxk

Esto prueba que la relacién (2.18) es equivalente a un sistema mecanico holonémico.

pulaciones) que

Definicién 2.2.1. Las estructuras H-equivalentes, u = (M,V,q) y i = (M, V,g)

se llaman proyectivas, si las ecuaciones de las geodésicas de los espacios

tienen las mismas soluciones; es decir,
Vvv = /\1(t)V Yy ?VV = )\2<t)v,

donde el campo V' cumple con la relacion dada en la Definicion 1.5.1.
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Lema 2.2.3 Las estructuras de Weyl y de Lyra, son proyectivas, si y solo si:
HU,V)+H(V,U) =r(QU)V +Q(V)U) (2.18)
o tensorialmente,
H + Hy = r(Qud) + Q;07)
donde r es un pardmetro arbitrario.

Demostracién: Si las estructuras definidas en (2.8) y (2.9) son proyectivas,

entonces,

ViV =MtV v ViV =X V.

Sigue del Lema 2.1.1 y la Observacién 2.1.1 que,
d (0L oL .., 0L .\ . ..
gLOVU) = (a (a_> "o g ) v
d (0L oL i
g(NBV.U) = (@ (@) - @) v,

ahora, por el Lema 2.1.2, se deduce: \(t) =rQ(V) vy Aao(t) =0, reR
Asi que,
Vvv = —TQ(V) Yy ?VV = 0.

Como,

H(V,V) =V V -V V

entonces se concluye que,

H(V, V) =rQ(V)

y de aqut,
HU,V)+H(V,U) =r(QU)V +QV)U).
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Reciprocamente, si H cumple con (2.19) y si ViV = A\(¢)V, entonces,

Ao (t) = M (t) + a2(V)

?VV - )\Q(t)‘/,

entonces p y i son proyectivas. ®

Si se considera mecanico no holonémico u = (M, V, g), el cual se describe por

d (0L 0L .
it () ~ s = (B (2.19)

las ecuaciones

donde,

1
L = Z9(V.V).

entonces se tiene el siguiente resultado;

Teorema 2.2.1. Las ecuaciones definidas por (2.19) se pueden expresar de la forma

d (0L oL

donde
1
L= S6%(W, W);

W =0V, dt = 6ds,



Estructuras H - Equivalentes y Espacios Proyectivos H - Equivalentes 50

sty solo s,

{B” 0 + Bpos } (2.21)

0 = 90 exXp (NL_H / Blldl' ) (222)

En base al Lema 2.1.2, se deduce que el Teorema 2.2.1 , se puede enunciar de

la siguiente manera:

Teorema 2.2.2. Sean u = (M,V,q9) y ii (M,@,g) estructuras para las cuales

se cumplen,

Y

(Vug)(V; W) = =2U(n0)g(V, W)
S(V,W) =0

(Vug)(V; W) =0
S(V,W)=B(\V,U)—-HV,U) ’

entonces se debe determinar la funcion 6 : M — R, de tal manera que estas estruc-

turas sean proyectivas.
Demostracién: Puesto que las estructuras p y i son proyectivas, entonces
por el Lema 2.1.2 se tiene,
! 1 1 !
By =3 (€265, + Q07 | (2.23)
haciendo la contraccién k = [, sumando, resulta,
N+1 N +1

Bl = = 9;(In 0). (2.24)
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Luego, sustituyendo (2.24) en (2.23), se concluye la relacién (2.22). Por otro lado,
resolviendo (2.25) se tiene la relacién (2.23).
Reciprocamente, si se cumplen las relaciones ( 2.22) y (2.23), entonces de (2.23)

se deduce (2.25) y que al sustituirla en (2.22) se obtiene,

Bj; = = (6, + Qd") = H,

kjo

N

como B!, es simétrico, entonces,
HW, V) +HV, W) = (QW)V +Q(V)W,
y asf p y [i son proyectivas. m
Para ilustrar esta temédtica se tiene el siguiente,

Ejemplo 2.2.1. Un mdwvil con dos ruedas se mueve en una superficie plana. Como

es conocido, las ecuaciones de movimiento para este sistema, se describe por las

ecuaciones,
d (0L AL __ mol
i (55) — ar = 522y
d (oL L _ mol su
% (8) — 8% = g
donde
1 . .
L= B (911962 + 922?J2) -U,
c m c
gin=m+ 53

52 g2 = 27)*‘@7

m = mg + 2my,

mg, m, my,l,b y c son ciertos pardmetros relacionados con el sistema.



Estructuras H - Equivalentes y Espacios Proyectivos H - Equivalentes

De acuerdo con la relacién (2.20), para N = 2, se obtienen
d (OL oL _ 1
i (53%) = ax = gu By
d L _ 2
it \ogF ) ~ oyf = 922 By,

donde

De aqui se deduce

1 mgl 2 mgl

- B 7
12 211D y 21 922(%)2

sustituyendo las desigualdades para g;; y go2 resulta
3112 = Bgla

asf las condiciones del Teorema 2.2.1. se cumplen y

[
0 = 0y exp <3Z101b y)

que representa la ecuacién de movimiento para el sistema.

52



Capitulo 3

Sobre el Movimiento de una
Particula Cargada Bajo un Campo
Electromagnético en Estructuras

‘H- Equivalentes Proyectivas

En este capitulo se analizard la dindmica de una particula cargada en una geo-
désica de un campo hamiltoniano y se enunciardn algunas propiedades que servirdn
de base para establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una
particula cargada bajo un campo electromagnético en los espacios proyectivos H

- equivalentes.

3.1. Dinamica Hamiltoniana de una Geodésica

En esta seccién se revisard la dindmica hamiltoniana de una geodésica, la cual

es definida por
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en una variedad semi-riemanniana (M, ( ,)), la dindmica hamiltoniana de una parti
cula cargada que se discutird en la préxima seccién.

Sea H una funcién sobre T'(M) definida por
H(u) = 3 (u,u) (u € T(M)),
la cual corresponde a la energia cinética.
Observacién 3.1.1

Notation 3.1.1. 1. Se denota por Xy el campo vectorial hamiltoniano del hamil-

toniano H con respecto a la estructura simpléctica w sobre T'(M),es decir,

dH =1(Xpy)w.

2. {,} denotard el corchete de Poisson sobre C®(T(M)) con respecto a w,

la cual es definido por
{f,9} = X;(9) = w(Xy, Xy) para f,g € C*(T(M)).

Cada drbita del flujo geodésico sobre T'(M) coincide con la curva integral de

Xy.

Se define la aplicacion,

P: x(M) — (C®(T(M)), {,})
Y — Py

por,

Py (u) = (u,Y),
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donde P es inyectiva.
Si Y es un campo vectorial de Killing, entonces Py es una constante conser-

vativa para geodésicas. En otras palabras,

{H,Py} =0 (3.1)
para cualquier campo vectorial de Killing Y.
Proposicién 3.1.1.

{Py, P;} = Pyz (Y,Z € x(M)).
1

Demostracién: Sea (z',...,2") un sistema de coordenadas locales sobre M.

Las componentes ¢;; de la métrica ( ,) con respecto a (z',...,z") estdn dadas por

(¢") la matriz inversa de (g;;). Se introduce un sistema de coordenadas locales

(', ..., 2" ul,...,u™) del T(M), donde los campos son dados por

0
ox’

u = u'(u)

con ue€T(M).

La forma local de la estructura simpléctica candnica w viene dada por

_ 99ij

w %ujdxi A da® + gijdﬂji A duF.
Sean
.0 - 0
Y =Y'"— Z =7"—.
ori oxt
Ademas,

- 07! QY7
Py = g2y Pxy) = gjk <YZ — 7 > uk.

oxt or’
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Dado que,

dPy = L(Xpy)w

se tiene que,

dPy = d(g;Y")

Gijri i1k av*r i
= 8_1325/ w dx +gij%u3dx + gij

= Ggr) WA G

o’ i1k

u’dx' 4 g;;07.Y " du

k

wdr' + g Y'du". (3.2)

Por otro lado,

0gii . .
U Xpw = LXpy, {aié wdat A da® + giidz" N duk}

9 i §og i i
= ixp, {ai; w! dx /\dxk} + Lxp, {gijdx A d:z:k} (3.3)

Calculando cada uno de los términos de la ecuacion (3.3),

LXpy {éigujdxl /\dxk} = {LXPY aiguj} dz’ A da® + %uﬂ {LXPY (dz /\d:vk)}

8 .. .
como 34 u/ es una 0 - forma, resulta,
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AGi; 5 4 0gij ;
LXPY{aiZujdx /\dxk} = ZJUJLXPY(J?)/\dIk—

(z%) A da’. (3.4)
Por otro lado,

LXp, {gijda’ A du*} = Lxpy, (9i7) dz' A du® + Gijtxp, (dz* A du®)
como g;; es una 0 - forma, se obtiene,

LXp, {gijda’ N d2"} = GijtXp, (da® A du®)

= Gijlxp, (dz") A du® — Gijlxp, (duk) A dxt

gijLXPY (Il) AN duk - gijLXPY (uk) VAN dI’Z (35)
luego,
8gii - 4 8gii - ,
UXpy Jw %u”l)xpy (z*) A da® — %uJLXPY (z%) A da' +
+0isLxp, (@) Adu® = gi;Lx, (u*) A da. (3.6)
Como,
dPy = L(Xpy)w
se tiene,
9Gij < ri ovk .. . dgii - ,
ﬁiﬂu]dxk + giqudeZ + g Y'du® = %ujLXPY (z') A dz® —
Bgs: .
- &i’z w L, (z") A da +

—i—gijLXPY (I’Z> A duk —

—GijLxp, (u®) A da’
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o8

es decir,
ij~ri i1k ayk,i ik 995 i\ 7k
@Y uwdz® + gy e wWdzr' + gipY'du® = 8_x£ujLXPY (x")dx"” +
—l—gijLXP (ch)duk —
0Gij
{ G, )
+gii L, (uk)} dz (3.7)
luego, igualando términos,
0H ; ;
Sl — LxXny () =Y". (3.8)
Sustituyendo (3.8) en (3.7), se obtiene
ijri i1k ovr . Q7 k 99ij inri gk
%Y W dx —l—gijwujdx + g Y'du" = a—x;qu dz” +
99ij | ik
{—%U’jy +
+9i5 L, (uk)} dr' (3.9)
luego,
gijﬁuj = {—a—mguﬂ/k + 9ijLxp, (uk)} ;
asi,
gijLXPY (uk) = a_:L‘]Zquk + Gij or u’. (310)
Operando por ¢“ en ambos lados de (3.10),
OH i [ 0gi oYr
@ = LXPY (Uk) = gj {a_:L‘IzUJYk + gijﬁuj} (311)
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por Lema 1.7.3,
x, OH O _0H 0
BT oui 0x' 929 0l

Sustituyendo (3.6) y (3.9), se obtiene

. . Yk o
Xp, =Y" 0 _ {Ykag” +gija }g“uﬂi

(3.12)

or’ Oxk oz’ oul
utilizando los resultados anteriores se procede a demostrar la igualdad

{Py, Pz} = Py, 7.

Como

{Py, P} = Xp,(Pz)=Xp, (9;;2')

0g;: 2/ 0g;: oY*) . .0g,:ZPuw
y? %) : o Yk ] - : il J pJ
oz { ok T g [

al derivar, resulta

OginZuF G oYkY . .0g,; ZPu’
{Py, Pz} = Y' g]gg;i — {Yk agg + gjk or }gllu] gpéul
091 72" ;i oYk . ou?
= T I g [
092" 0gi OYEY o
= Vo u - {Yk ek T Ik g 9" 579y, 27
g7 Doy OYF) .,

haciendo la contraccién p = 1,

Py, P;} =Y .
{Py, Pz} 8xlu

T N T P
oz’ x T

o A g Yk
i 0k k_{YkagZJ I 9
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nuevamente una contraccién k£ = j,

g g OYEY
Py, Pz} = Y= uh — QY =2 g —— b Z'”
{Py, Pz} g Y { EIERN L u

= Y 22 Z0E 4+ Yigp——ut = YIZZE 2R — g 7"
ox’ u g (%Zu oI W I or’ “
VARG L

Por lo tanto,
{Py, Pz} = Pyz.

que es el resultado esperado. m
Un difeomorfismo ¢ de M induce una transformacién de ¢, de T'(M).
Un campo vectorial Y de M induce campos vectoriales del T'(M) en las dos

formas siguientes:

a El campo vectorial hamiltoniano Xp, de Py

b

d

= () () li=o

donde u € T (M) y ¢, es el grupo de transformaciones a 1-pardmetro de M

generado por Y.

Sea Y un campo vectorial de Killing, por (3.1) el grupo de transformacién
1- pardmetro de T'(M) generado por Xp, es una transformacién simpléctica la cual

preserva a H.
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Lema 3.1.1 Sea ¢, el grupo de transformaciones a 1-pardmetro de M generado por

un campo vectorial

Y:ZIYW.

Entonces el campo vectorial
d

() () o=

puede ser expresado como:

d 9 oyt .o
a _ 7 I S

Demostraciéon: Para

ueT(M),

el conjunto

r=mn(u) € M.

Se toma una curva z(s) = (z'(s),...,z"(s)) en M tal que

. ; 0
z(0) :u:Zu pret

Entonces,
d d o d(d 0
G| = Geaw| g @{Ew (x(s)) } -
aplicando las propiedades de los grupos a 1- pardametro se tiene,
d d o d(d 0
at () () . o (Ce(t)) . o + s { 7 (o) (x(s)) 8: 0} _ 5
i 0 d 1 n 0
=Y e + 7 {Y (2(s)),..., Y (a:(s))} . 5l
; 0 oy'! ; 0

oxi ' 0a7 " ol
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realizando la contraccién [ = ¢, se obtiene

d o 9yl .9
il —yt L2
dt (r) () i—o Ox! + 913 . oul

obteniéndose asi, el resultado deseado. m

Proposicién 3.1.2. Sea ¢,, el grupo de transformacion a 1-pardmetro del T (M)
inducido desde el grupo de transformacion a 1-parametro ¢, de M generado por un
campo vectorial de Killing Y. Entonces ¢,, coincide con el grupo de transformacion

a 1-parametro generado por el campo vectorial hamiltoniano de Py .
Demostraciéon: Como Y es un campo vectorial de Killing,

{PYag} =0

entonces

por la Proposicién 3.1.1

% v+ 99 dgi;  OYF . :0g
_ vk %) }/k 7] il DS
v oxk { oxk oxk 9ik (90 ou!

RN .
como g, no depende de u!, el término ;5,‘9 = 0; asf,

ag. .
_ vkZIy
Xpy =Y %

Como Y es un campo vectorial de Killing, entonces

LY9<X7 Z) = Oa
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por el Lema 1.5.1,

luego, sustituyendo la métrica, (3.13) se puede reescribir como

o 0 o 0 0 0
¥ <a_a_> B <LY@’ %> - <£%—> =0

Por oto lado,
ykZ2w —_
Ox* <6£L‘Z Ox >
- < Y O’ 8:UJ> + <8x“ 8$3>
_ (v N ooy
N oxt’ OzJ oxt OzJ’

oYk oYk
= Oz gk] i ki | »

operando con el tensor métrico g” en ambos lados, se obtiene
viord" (a kg + 5 jgkng

= O - 9k9" + W%

8Y’“ 8Y’

. l ., .
Ahora, despejando %de la ecuacién anterior, resulta

5 =~ (Gt 5 0"

aplicando u7-2; en ambos lados de (3.14),

du
oyl o oy’ 9\ 4 . 0
or 3¢ _ (9 995\ a j 9

0z " oul <8xi 9ij +¥ 8xk> T u
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(3.13)

(3.14)
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sumando en ambos lados,

-0 .0 oyt .o .0 oY* 99\ , . O
Vi—Yi——vw ==Y — [ g + V"2 | g'v! —
Ozt Ozt * 97 " Ol oz’ (8351 Grs =+ ax’“) ol
usando la Proposicién 3.1.1 y el lema anterior, se obtiene
g oyl .0 d
Xp, =Y — 4 i — = —
Py 8ZL‘Z + ori u o’ dt (9015*) (u) —o

Por lo tanto,

d
Xp, = 20 ()

t=0

3.2. Dinamica Hamiltoniana de una Particula Car-

gada

En esta seccién, se estudiard la dindmica hamiltoniana del movimiento de una

particula cargada en una conexién semi-riemanniana de una variedad (M, ( ,)).

Sea I’ una 2 - forma cerrada y U una funcién sobre una variedad (M, ( ,))
con una conexién pseudo-riemanniana. Se denota al operador del producto interior,

inducido por el campo X, por
LX) AT AT
y la transformacién de Legendre

L:T(M) — T*(M)
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que se define por

L: T(M) — T*M)
u — L(u) = (u,v) (veT(M))

Definicién 3.2.1. Una curva x(t) es llamada el movimiento de una particula car-
gada sobre un campo electromagnético F' y una energia potencial U, si satisface la

siguiente ecuacion diferencial
Vit = —gradU — L7 (1(2)F), (3.15)
donde V es la conexion de Levi-Civita sobre M.

Observacién 3.2.1 1. La ecuacion (3.15) es originada de la teoria de la relativi-

dad general. Cuando F' =0 y U = 0, entonces x(t) es llamada una geodésica.

2. Si x(t) es el movimiento de una particula cargada sobre un campo F y U,
entonces la energia total,

..
5 (@:3) + Ula(t)

es constante.

3. A tiene un potencial electromagnético, es decir,

La ecuacion de Fuler-Lagrange de E es el movimiento de una particula sobre

FyU.
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Se denota por

7:T(M)— M,
la funcién tangente sobre M y se define la funcién H sobre el T'(M) por
1
H(u) = §(u,u)+U(7T(u)) ueT(M),

correspondiente a la energia total.

Se define una 2 - forma cerrada wp sobre el T'(M) por
wp=w—m"F.

Para cada vector tangente u € T'(M), se denota por z,, al movimiento de una
particula cargada (3.15) con vector inicial wu.

El flujo electromagnético ¢, : T (M) — T(M) se define por

Teorema 3.2.1. (1) La 2—forma cerrada wr es una estructura simpléctica.
(2) Se denota el campo vectorial hamiltoniano X% del hamiltoniano H con
respecto a wp.Cada drbita del flujo electromagnético sobre T (M) coincide con la

curva integral de X%.

Demostracion: (1) los componentes Fj; de F' con respecto a (z', ..., z") estdn

g 0

La forma local de la 2—forma cerrada wr es dada por la expresion

dadas por

9a:: . o S
wWp = %ujdxl A dajk + gijdxl A du’ — §Fijd!171 A d:(:’,
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donde wr es no degenerada en cada punto; es decir, wg es una estructura simpléctica
sobre T'(M).
(2) Sea z(t) = (z'(t),...,2™(t)) una curva en M. Entonces,

Vi = (i* + #'3'T%) %.

Ademas,

;0U 0 . ok i O
= gV i Y L7 ((2)F) = 2" Frig Erel

gradlU

la ecuacién de movimiento (3.15) de una particula cargada es equivalente a

.k cisimk ij
4l = — ,

1] g al’l
El hamiltoniano H, expresado en forma local, es dado por

1 . .
H(z', . 2"t u™) = iulujgij + U, ..., a™),

calculando dH ,se tiene

i = 10t gy (Bt s W)+ W
= 5T et 4 gy (Sl e+ S dn) + O o
- ;gg’,j ulda® + ; (gjiuiduj + gijuiduj) + %dmk

Por otro lado, se calcula ¢ (X fl) wr usando el teorema 1.6.1,

V(X)) wp = Lxr(wp)

dg; 1
= LXE{ gjujdx A dzF —|—g”d$ Adu’ — iF”dx /\dx]}

oxk
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L(Xp)wr = LxE { ii,jujdari A dmk} +ixE {gijda’ Ndw} —
1 . .
—ixE {QFideZ A dl’j} ; (3.16)

calculando cada uno de los términos de (3.16)

99ij i dg; 09i i
LxE {ax;u]dm‘ /\dxk} = ixF <8;1:J J) dz’ A da® + e lz (Lxg {d:U /\da:k})

como %uj es una O-forma, por el Teorema 1.5.1 se tiene
9gii . . Dgii ,
LxE {ai;ujdxz A dxk} = %uj {LXF (dm ) A da® — LxE (dmk) A dxz}
luego
agz agl 7 7
xr {ax]“]d A da } Al {Lyy (a') ndat — Ly (%) Nda'} . (3.07)

Por otro lado,
Lxr {gijdxi A duj} =lxF (gi)dz" A duw? + gy {LX;; (dxi A duj)}
como g;; una 0 - forma se tiene

LXE {gijda" NdW'} = gy {fol (dz’ A duj)}

I { Lyr(a') Adu? — Lyr (u?) A dg;i} (3.18)

1 A . 1 A 1 . ,
LxE {§Fij~da7’ A dm]} = §LXE(Ej)de‘Z A dz’ + 2F jLxE (da* A da?) .

Como Fj; es una 0 - forma, entonces

1 ) ) 1 . ) 1 . )
x {iFijdx’ A dzﬂ} = > Fy {Lxg(aﬂ) A dxﬂ} — 5B {LXE(;UJ) A dxl}
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LxE {%Fijdxi A dxj} = F; {Lxg(a:i) A d:z:j} (3.19)
luego, por (3.17), (3.18) y (3.19)
L (Xg) Wp = %uﬂ {Lx}j (ZL‘Z) A dak — Ly (£k) A dx’} +

+9ij {Lxg(xi) Adw? — Lyr (u?) A da:k} +

+F{ L (a') A da* |

) or = {SBuiLg (o) - L () - gy Ly ) +

Oxk Oxk
+FirLxr (xz)} da® + gijog(xi) A du? (3.20)
Como
dH = (X};) wr, (3.21)

sustituyendo, se obtiene

éa—méu w!dz® + giju'du’ + @dxk. = {(%’z w Lxr (2') - 8:}0’? w Lxr (z*)
gisLg (w) + FaLp (a') } da® +
+9iiLxr (") A du
es decir,
{58_:cgu uw + @} da® + gu'du’ = {a—xgujLXg (") - 8_a:’zujLXff (mk)
+0i;Lxr (z") A du? (3.22)
igualando se obtiene
OH - ;
- = Lxr (z") =, (3.23)
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sustituyendo (3.23) en (3.22), resulta

19gij w ou i 09 G 8913
{28’“ +a }dw + giu'du’ = e we

—gijLXg(uj) + szul} dx® +

+gijuiduj
luego,
7, d — Y, g0 YIkj j k
{ 2 Dk o Ox* } { ok T B

—gijog (u]) + szuz} dx¥

y despejando, se obtiene

189@3 i + oU 8gkj i

sl = Rt B
_109g;; . oU  10gk; ;1 Ok
= Z D — F’L
233:’“ +8 +2azuu+axuu+ !
asi,
oH ) oU
gija j gSkP U uj + szu + — Ok’ (324)
Ahora, operando por g’*en ambos lados de la ecuacién (3.24), se obtiene
OH s ki w OU
p =TI uu]+gFu—i—g8k (3.25)
Por el Lema 1.7.3,
OH 0 OH 0
Xp = (3.26)

ui ' dad dul’
sustituyendo (3.23) y (3.25) en (3.26), se tiene

i 0 o i ; oU\ 0
Xﬁ:u@—{l“ijuu]jtgklﬂku —l—gkla ’“}8
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Lo cual es el resultado esperado. m
De aquf en adelante, se tomara al conjunto U = 0.

Se define un campo tensorial ¢ de tipo (1.1) por
¢X:_[’_1(LXF)7 F(X7Y):<X7¢Y>
el cual es skew- simétrica con respecto a ( , ), es decir,

¢ (X, Y) = —(X,0Y).

Considérese el movimiento de una particula cargada por
Vit = ¢X

bajo el campo electromagnético F'. Se define un subdlgebra de Lie Zg(M) en x (M)
por

Iy(M) ={X ex(M) / Lx (,)=0; Lx¢=0;

para X € Zy(M), se tiene d (1x F') = 0.

En efecto,

d(LxF) = LxF — Lx(dF>,

como F' es una 2 - forma cerrada, entonces

Proposicién 3.2.1. 5i XY € I,(M), entonces i xy|F = —d(F(X;Y).
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Demostracién: Sea Z cualquier campo vectorial de M. Dado que (, ) es

paralelo,

Z(F(X)Y)) = Z((X,Vzo(Y)) (3.27)
= (VzX,0(Y)) + (X, Vz(6(Y)) + ¢(Y))

= (VzX,0(Y)) = {¢(X),V2Y) + (X, (Vz9) (Y)) .

Dado que X y Y son campos vectoriales de Killing,

Ly {Z,¢Y) =0= (V;X,0Y) + (Voy X, Z) = 0
Ly (Z,X) =0 = (Vy Z,¢X) + (VyxY, Z) = 0, (3.28)

restando (3.27) y (3.28),

(V2X,0Y) +(Vey X, Z) — (Vv Z,¢0X) — (VyxY, Z) = 0,
como ( , ) es simétrica,

(V2X,0Y) +(Z,Vyy X) —(VyZ,0X) — (Z,V4xY) =0,
ordenando términos,

(V2 X,0Y) = (VyZ,0X) = (2,VyxY) = (2, Vey X);
por ser ( , ) bilineal,
(VzX,0Y) —(VyZ,¢0X) = (Z,VyxY — Vuy X) ; (3.29)

dado que X e Y son automorfismos infinitesimales de ¢,

(Lx¢) (Y) =0= LxoY + ¢(LxY) = 0;
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como ¢ es skew - simétrica,

luego,

[X,0Y]+ ¢ [X, Y] =0;

¢IX, Y] = —[X,¢Y].

Siendo el corche de Lie antisimétrico, se tiene,

entonces

¢ X, Y] = oY, X]

LxdY +(LxY) = 0

— [0 X, Y] -0 [X,Y] = 0.

Por lo tanto,

¢[X, Y] =[oX,Y].

Por otro lado, aplicando (1.3),

(Vx0) (Y) = Vx(oY) +o(VxY)
(Vyo) (X) = Vy(0X) + o(Vy X)
[0 X,Y] = VyxY — Vy(¢X)

[0Y, X] = VY — Vx(¢Y)

restando (3.31) y (3.32), se tiene

VoxY = VoY = [¢X, Y]+ Vy(¢X) — [¢Y, X] + Vx(¢Y).

73

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)
(3.34)

(3.35)
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Usando (3.33) v (3.34),

VoxY = VorY = [0X, Y] = [0Y, X] + ¢(VxY) = ¢(Vy X) + Vy (6X) — Vx(¢Y)
por (3.35) y (3.36) se sigue que

VoxY = VY = ¢ [X, Y]+ Vy(¢X) — Vx(¢Y). (3.36)
Combinando (3.31), (3.33) y (3.36), se obtiene
Z(F(X,Y)) =(Z,¢[X,Y]) + (Z,(Vyo) (X)) = (Z,(Vx¢) (V)) + (X, (Vz¢) (V).
Como ¢ es skew - simétrica v utilizando suma ciclica resulta

Z(F(X,Y)) = (Z,¢[X,Y]) +oxyz (X, (Vz9) (V))

= —F(X)Y],Z2) = —yxyF(2).
Por otro lado, por ser F' una 2-forma cerrada,

dF =0 (3.37)

dFF = LxF =Lx (X, oY)
= (VzX,0Y) + (Voy X, Z),
como ( , ) es paralelo
dF = Z(F(X,Y) = —uxy|F(Z);
por lo tanto, se cumple que

/,[X7y]F = —dF(X, Y)
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3.3. Dinamica de una Particula Cargada en Es-

tructuras H- Equivalentes Proyectivas

En esta seccion se dardn las soluciones del movimiento de una particula cargada
bajo un campo electromagnético en las estructuras H- equivalentes Proyectivas.

Se conoce que para el lagrangeano,
1
L= Sg(v0)
donde v es el campo de velocidades, se tiene la siguiente igualdad
d (0L OL K
k

con v" son los componentes de v; (v = vk%) y W e x(M).

De (3.38) se deduce que si V,v = 0, entonces

d (0L oL

es decir, se tiene un sistema lagrangeano holonémico. El sistema (3.39) tiene solucién
en la teorfa.
Ahora, si las estructuras = (M, V,g) y i = (M, V,g) son H- equivalentes

proyectivas, entonces se tendran las relaciones:
a) HUV)+H(V,U)=r(QU)V+Q(V)U) 6
Hy+H, =7 (Qzéé +Q;6}) (Tensorialmente)

b) ViV = ViV +H(U, V).
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Si hacemos U = V' = v en b), entonces, para todo W € x(M),

g (Voo,W) = g(Vyu+H(,v), W)

= 4g (Vvva W) +4g (H(U, 1)), W) )

usando (3.38) se obtiene
- _(d (0L oL i i 0 0
g(vvv’w>_(dt<8vk> 8:c’“>W +g(H vval,W o

= d (0L oL o
g (VUU, W) = {a (%) or Ak + glkH Ulvj} Wk. (3.40)

Ahora bien, si V,v = ¢v, donde ¢ es un tensor de tipo (1.1): (sus componentes
son de la forma ¢§), el cual es antisimétrico, respecto a g : (g(v, pv) + g(¢v,v) = 0).
La expresiéon V,v = ¢v describe el movimiento de una particula cargada, bajo la

accion del campo electromagnético F

F(v,v) = g(v, gv),
tensorialmente,
sz = ¢§gzl

Si en (3.40) sustituimos V,v = ¢v, entonces resulta

d (0L\ oL LN
g (pv,W) = {% (w) ok T quHijv U]}W,

o equivalentemente

9 d (oL\ oL
o (e ) = Uit (1) — e+ttt W
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luego,
; d L L o
O gu W = {— (_8 ) - _8:6 “‘glkHéjUZU]} wE,

lo que implica

d (0L oL ; ; j i
dt (ﬂ ) = gk = 9w’ (8 = Hyv') = Fy’ — guH'v'e’,

Si introducimos el tensor qbg = 'Hl;v", entonces,

d (0L oL i
7 (557 ) — o = o (=780 (34D)

es decir, se tiene un sistema lagrangeano no holonémico, el cual describe el movimien-
to de la particula cargada bajo la accién del campo electromagnético F'. Resolver
(3.41), implicard encontrar la ecuacién de la particula.

La solucién de (3.41), la obtendremos de la siguiente manera:

Sea S!, = M., — H!

ij» considerando que 1 y i son proyectivas, de a) se obtiene
! ! 1 1

Ahora, por el Lema 2.1.1, las componentes del campo H son tales que
i+ MYy = 6 (Aig + Agis — Agy) + 2 { Mg + Higmi } 6 +

M — MYy = 2 + 7 (0] — Q:6%) . (3.43)

En este caso,

AUV, W) = =2U(In0)g(V, W)
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o tensorialmente

0
T
donde
0
), = —(In0),
Bt nt)
entonces

Hé‘i + Hf;j = 2{Q0;; — igsj — g5} g +2 {HZngJ + H’!}gmz} g +

+r (0] 4+ Q;6% — 29,;) (3.45)

! l I
usando (3.42) se deduce
2 {H?ngj + H:;gml =(2—2r) {Qﬁé + Qjéﬁ + g,-le} gls} :

es decir,

HE = (1—r) (87 — 0Q;) (3.47)

sustituyendo (3.47) en (3.42), resulta
7 !l 7 !l mQ) mey..
ij ji_di J'_5j 2]

por lo tanto,

0 1
Qi =—(Inf) = ?
‘ 8x1( nf) (n— 1)3“’
de aquf se deducen
_ 1
Szl'j - {55;52 - Sfpéﬁ} ’

(n—1)
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0 0

(fmisfp - @Sﬁ)p =0,
0 = fpe tn I Sude', (3.48)

donde (3.48) describe las ecuaciones de movimiento de una particula cargada en

estructuras H— Proyectivas.
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