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RESUMEN

En este trabajo se estudia una generalizacién de algunos tipos de funciones,
que guardan relacién con el concepto clasico de continuidad, usando los conceptos,
de conjuntos abiertos generalizados, tales como las funciones almost contra-super-
continuas, contra R-maps, (d-pre,s)-continuas, (d-semi,s)-continuas. Se introduce la
nocién de estructura minimal y se definen y estudian nuevas clases de funciones que
generalizan los conceptos antes mencionados.

IV



INTRODUCCION

La topologia es probablemente la mas joven de las ramas clasicas de las
matematicas. En contraste con el algebra, la geometria y la teoria de los ntimeros,
cuyas genealogias datan de tiempos antiguos, la topologia aparece en el siglo dieci-

siete, con el nombre de analysis situs, esto es, andlisis de la posicion.

De manera informal, la topologia se ocupa de aquellas propiedades de las
figuras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas,
contraidas o deformadas sin romperse o rasgarse, de modo que no aparezcan nuevos

puntos, o se hagan coincidir puntos diferentes.

Formalmente, una topologia sobre un conjunto es una familia de subconjuntos
de dicho conjunto, que satisface ciertas reglas sobre la unién y la interseccién. Los

elementos de dicha familia se denominan conjuntos abiertos.

El concepto de conjunto abierto, a lo largo del tiempo, ha sido objeto de
muchas generalizaciones tales como: los conjuntos semi-abiertos, pre-abiertos, G-abier-
tos, regular abiertos, d-abiertos, d-semi-abiertos, a-abiertos, e-abiertos, e*-abiertos
y a-abiertos, las cuales desempenan un papel importante en la generalizacién de
funciones continuas entre espacios topoldgicos. Tomando como base estos conjun-
tos, muchos autores estudiaron y definieron variantes de la nocién de continuidad

clasica.

En 1963, Levine introduce los conceptos de conjunto semi-abierto y semi con-
tinuidad en espacios topoldgicos, generalizando el concepto de funciones contin-
uas, y obteniendo asi las funciones semi-continuas. En 1978, Popa introduce y
estudia el concepto de funciones almost quasi continuas, el cual generaliza el de

funciones almost continuas dado por Singal y Singal (1968). Para el ano 1982,



Mashhour et. al., introducen la nocién de conjuntos pre-abiertos y de funcion
pre-continua. Estos nuevos conceptos inducen a que Popa et. al. introduzcan
las funciones almost pre-continuas las cuales generalizan las funciones almost con-
tinuas. Abd El-Monsef et. al., en 1983, introdujeron los conceptos de conjuntos
(-abierto y funciones [-continuas. En 1997, Park et. al., introdujeron el concepto
de conjuntos d-semi-abiertos en espacios topologicos, dando origen a las funciones
d-semicontinuas. De igual forma en 1965, Njastad introduce el concepto de conjunto
a-abierto, el cual fue empleado por Mashhour en 1983 para introducir el concepto

de funciones a-continuas.

En 2006, Ekici introdujo nuevas clases de conjuntos llamados e*-abierto, e-a-
bierto y a-abierto, dando lugar a las nuevas nociones de funciones e*-continuas,

e-continuas y a-continuas, respectivamente.

Conforme a lo anteriormente descrito y para contribuir con el estudio de fun-
ciones continuas, se pretende estudiar las nuevas clases de funciones conocidas como
funciones (e*, s)-continuas, (e,s)-continuas y (a,s)-continuas, las cuales son generali-
zaciones de las funciones almost contra-super-continuas. En particular, se buscara
algunas caracterizaciones y propiedades de dichas funciones. Asi mismo, haciendo
uso de la nocién de estructura minimal sobre un conjunto no vacio X, dada por
Maki (1996) y algunas de sus propiedades, se introducirdn nuevas definiciones que

generalizan de manera natural, las funciones antes mencionadas.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se describe, en forma general, los elementos basicos estric-
tamente necesarios para el desarrollo de este trabajo. Se presentan algunos hechos
relevantes, relativos a las distintas relaciones existentes entre estos, que seran em-

pleados a lo largo de los proximos capitulos.

1.1 Conjuntos abiertos generalizados

En esta seccion se introducen ciertas clases de subconjuntos las cuales genera-
lizan las nociones clasicas de conjuntos abiertos y conjuntos cerrados de un espacio
topoldgico. Se estudian también algunas propiedades relativas a estas clases de

conjuntos.
Definicién 1.1. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
(1) regular abierto si A = int(cl(A)).
(2) semi-abierto si A C cl(int(A)).
(3) a-abierto si A C int(cl(int(A))).
(4) pre-abierto si A C int(cl(A)).
(5) B-abierto si A C cl(int(cl(A))).
(6) b-abierto si A C cl(int(A)) Uint(cl(A)).

El siguiente Teorema muestra la relacién existente entre los conjuntos antes

definidos y los conjuntos abiertos.

Teorema 1.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico. Las siguientes propiedades se sa-

tisfacen:



(1) Todo conjunto a-abierto es un conjunto semi-abierto.
(2) Todo conjunto abierto es un conjunto semi-abierto.
(3) Todo conjunto regular abierto es un conjunto abierto.
(4) Todo conjunto pre-abierto es un conjunto [3-abierto.
(5) Todo conjunto abierto es un conjunto pre-abierto.
(6) Todo conjunto semi-abierto es un conjunto (3-abierto.
(7) Todo conjunto abierto es un conjunto c-abierto.

(8) Todo conjunto a-abierto es un conjunto pre-abierto.
Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces
A Cint(cl(int(A))) C cl(int(A))
Por lo tanto, A es un conjunto semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A =int(A) C cl(int(A))
Por lo tanto, A es un conjunto semi-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto regular abierto, entonces A = int(cl(A)). Como

int(cl(A)) es un conjunto abierto, se deduce que A es abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A Cint(cl(A)) C cl(int(cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto S-abierto.



(5) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A =int(A) C int(cl(A))
Por lo tanto, A es un conjunto pre-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto semi-abierto, entonces

A C cl(int(A)) C cl(int(cl(A)))
Por lo tanto, A es un conjunto -abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A =int(A) C cl(int(A)) Cint(cl(int(A)))
Por lo tanto, A es un conjunto a-abierto.

(8) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A Cint(cl(int(A))) C int(cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto pre-abierto.

Se tiene el siguiente diagrama para un subconjunto A de un espacio X:



REGULAR ABIERTO

l

ABIERTO

] T~

PRE-ABIERTO «———— q- ABIERTO ——> SEMI -ABIERTO

B-ABIERTO

Figura 1.1: Diagrama 1

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:

Ejemplo 1.1. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a}, {b},{a,b}}. El conjunto {a,c}
es semi-abierto pero no es a-abierto. El conjunto {a,c} es semi-abierto pero no es
abierto. El conjunto {a,b} es abierto pero no es regular abierto. El conjunto {a, c}

es (J-abierto pero no es pre-abierto.

Ejemplo 1.2. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0,X,{a},{a,b}}. El conjunto {a,c} es

pre-abierto pero no es abierto ni a-abierto.

Ejemplo 1.3. Considere R con la topologia usual. Note que cl(int(Q)) = 0y

cl(int(cl(Q))) = R por lo que Q es -abierto pero no es semi-abierto ni a-abierto.

Ejemplo 1.4. Si U es un abierto entonces int(cl(U)) es regular abierto. En efecto,

considere V = int(cl(U)), entonces
c(V) = cl(int(cl(U))) D int(cl(U)), int(cl(V)) D int(cl(U)) = V
Asf, se tiene que V C int(cl(V)). Por otra parte,
(V) C d(U), int(cl(V)) C int(cl(U)) = V

y de esta manera, int(cl(V')) C V. Por lo tanto, int(cl(V)) = V.



Similarmente como se definen los conjuntos cerrados en un espacio topolégico,
se definen los conjuntos cerrados asociados a generalizaciones de conjuntos abiertos

antes dados.
Definicién 1.2. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
(1) regular cerrado si y solo si X \ A es regular abierto.
(2) semi-cerrado si y solo si X \ A es semi-abierto.
(3) a-cerrado si y solo si X \ A es a-abierto.
(4) pre-cerrado si y solo si X \ A es pre-abierto.
(5) B-cerrado siy solo si X \ A es [S-abierto.

El siguiente teorema caracteriza las definiciones anteriores en términos del

interior y la clausura.

Teorema 1.2. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) A es reqular cerrado si y solo si A = cl(int(A)).
(2) A es semi-cerrado si y solo si int(cl(A)) C A.
(3) A es a-cerrado si y solo si cl(int(cl(A))) C A.
(4) A es pre-cerrado si y solo si cl(int(A)) C A.
(5) A es B-cerrado si y solo si int(cl(int(A))) C A.
Demostracion:
(1) Suponga que A es regular cerrado, entonces X \ A es regular abierto, es decir,

X\ A=int(c(X\ A)) =int(X \ int(A)) = X \ cl(int(A))

Tomando complemento, se concluye que A = cl(int(A)).



Reciprocamente, suponga que A = cl(int(A)), tomando complemento

X\ A= X\ d(int(A)) = int(X \ int(A)) = int(cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es regular abierto, por lo tanto A es regular cerrado.
Suponga que A es semi-cerrado, entonces X \ A es semi-abierto, es decir,
X\ACd(int(X\A) Cc(X\cl(A) C X\ int(cl(A))
Tomando complemento, se concluye que int(cl(A)) C A.
Reciprocamente, suponga que int(cl(A)) C A, tomando complemento

X\AC X \int(c(A)) C (X \c(A)) Ccl(int(X \ A))

Esto dice que X \ A es semi-abierto, por lo tanto A es semi-cerrado.

Suponga que A es a-cerrado, entonces X \ A es a-abierto, es decir,

X\A C int(cd(int(X \ A))) Cint(cl(X \ cl(A)))
C ant(X \int(cl(A))) C X\ cl(int(cl(A)))

Tomando complemento, se concluye que cl(int(cl(A))) C A.

Reciprocamente, suponga que cl(int(cl(A))) C A, tomando complemento

X\A C X \cd(int(cl(A))) Cint(X \ int(cl(A)))
C int(cl(X \ cl(A))) C int(cl(int(X \ A)))

Esto dice que X \ A es a-abierto, por lo tanto A es a-cerrado.

Suponga que A es pre-cerrado, entonces X\ A es pre-abierto, es decir,

X\ACint(cd(X\A)) Cint(X \int(A)) C X \ cl(int(A))

Tomando complemento, se concluye que cl(int(A)) C A.



Reciprocamente, suponga que cl(int(A)) C A, tomando complemento

X\ACX\d(int(A)) Cint(X \ int(A)) Cint(cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es pre-abierto, por lo tanto A es pre-cerrado.

(5) Suponga que A es f-cerrado, entonces X \ A es [-abierto, es decir,

X\A C d(int(c(X \ A))) C cl(int(X \ int(A)))
C (X \d(int(A))) C X \ int(cl(int(A)))

Tomando complemento, se concluye que int(cl(int(A))) C A.

Reciprocamente, suponga que int(cl(int(A))) C A, tomando complemento

X\A c X \int(cl(int(A))) C c(X \ cl(int(A)))
C d(int(X \ int(A))) C cl(int(cl(X \ A)))

Esto dice que X \ A es (-abierto, por lo tanto A es (-cerrado. O
A continuacién se muestra que la coleccién de los conjuntos pre-abiertos, a-a-
biertos, y semi-abiertos es cerrada para uniones arbitrarias.

Teorema 1.3. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades se

satisfacen:
(1) La union arbitraria de conjuntos pre-abiertos es un conjunto pre-abierto.
(2) La union arbitraria de conjuntos a-abiertos es un conjunto a-abierto.
(3) La union arbitraria de conjuntos semi-abiertos es un conjunto semi-abierto.
Demostracion:

(1) Sea {U,}acs tales que U, C int(cl(U,)) para todo o € J. Se mostrarda que

U Ua cint(el(|  Ua)).

aeJ aeJ
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En efecto, como U, C U U, para cada o € J se sigue que
acJ

int(cl(Us)) C int(cl(| ] Ua))
acJ
pero U, C int(cl(U,)) para cada o € J.

Asi, U, C int(cl(U U,)) para cada o € J y por lo tanto
acJ

U U. cint(el(|  U.).

acJ acJ

Sea {U,}acs tales que U, C int(cl(int(U,))) para todo a € J. Se mostrard

que U Uy C mt(cl(mt(U Ua))).
acJ acJ
En efecto, como U, C U U, para cada o € J se tiene entonces que
acJ

int(cl(int(Ua))) C int(cl(int(| ] Ua)))

pero U, C int(cl(int(U,))) para cada o € J, de donde se obtiene que

U, C int(cl(int(U Ua)))

aeJ

para cada o € J y por lo tanto

| Ua cint(el(int(| ] U.))).

aeJ acJ

Sea {Uq }acs tales que U, C cl(int(U,)) para todo o € J. Se mostrara que

U U. celint(|  Ua)).

acJ acJ
En efecto, como U, C U U, para cada o € J se sigue que
acJ
cl(int(Uy)) C cl(int(| | Ua))

acJ
pero U, C cl(int(U,)) para cada o € J.

Ast, U, C cl(int(U U,)) para cada a € J y por lo tanto
acJ

| U. ce(int(|  U.)).

aeJ aeJ
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La coleccion formada por los conjuntos regular abiertos no es cerrada para las

uniones arbitrarias tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Considere X = {a,b,c,d} v 7 = {0,X,{a},{c}, {a,b},{a,c},
{a,b,c},{a,c,d}}. Los T-cerrados son:

{0, X,{b,c,d},{a,b,d},{c,d},{b,d}, {d},{b}}.

Observe que:

c({a}) = {a,b,d}, int(cl({a})) = {a, b}

cd({ch) = {c,d}, int(cl({c})) = {c}

[({a,b}) = {a,b,d}, int(cl({a,b})) = {a,b}

[({a,c}) = X, int(cl({a,c})) = X
(
(

o

Q

c({a,b,c}) = X, int(cl({a,b,c})) = X
c({a,c,d}) = X, int(cl({a,c,d})) = X

Los conjuntos regular abiertos en (X, 7) son:

{0, X, {c}, {a, b}}

Pero {c} U{a,b} = {a,b,c}, que no es regular abierto. O

Teorema 1.4. Sea X un espacio topoldgico, las siguientes propiedades se satisfacen:
(1) La interseccion arbitraria de conjuntos pre-cerrados es un conjunto pre-cerrado.
(2) La interseccion arbitraria de conjuntos a-cerrados es un conjunto a-cerrado.

(3) La interseccion arbitraria de conjuntos semi-cerrados es un conjunto semi-cerrado.

Demostracion: Es consecuencia directa de la Definicion 1.2, el Teorema 1.3 y las

leyes de De Morgan. O

La familia de todos los conjuntos regular abierto ( resp. regular cerrado,
semi-abierto, a-abierto, pre-abierto, S-abierto) se denota por RO(X) (resp. RC(X),
SO(X), aO(X), PO(X), fO(X)). La familia de todos los conjuntos regular abierto,
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regular cerrado, semi-abierto, a-abierto, pre-abierto, 3-abierto de X que contiene un
punto z € X se denota por RO(X,z), RC(X,z), SO(X,z), aO(X,z), PO(X,x),
BO(X, x), respectivamente. A continuacién se define el concepto de clausura asoci-

ada a los conjuntos pre-cerrado, a-cerrado y semi-cerrado.
Definicién 1.3. Para un subconjunto A de un espacio X se define:

(1) La preclausura de A, denotada por P-cl(A) como la interseccién de todos los

conjuntos pre-cerrados, que contienen a A.

(2) La a-clausura de A, denotada por a-cl(A) como la interseccién de todos los

conjuntos a-cerrados, que contienen a A.

(3) La semi-clausura de A, denotada por s-cl(A), como la intersecciéon de todos

los conjuntos semi-cerrados, que contienen a A.

La preclausura, la a-clausura y la semi-clausura tambien pueden escribirse
como conjuntos minimales que satisfacen cierta propiedad, tal y como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 1.5. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) La preclausura de A, es el pre-cerrado mds pequeno que contiene a A.
(2) La a-clausura de A, es el a-cerrado mas pequeno que contiene a A.

(3) La semi-clausura de A,es el semi-cerrado mas pequeno que contiene a A.

Demostraciéon: Es consecuencia inmediata de la Definicién 1.3 y el Teorema 1.4.

4

El siguiente lema caracteriza la semi-clausura de un conjunto abierto en términos

del interior y clausura.

Lema 1.1. s-cl(A) = int(cl(A)) para cualquier subconjunto abierto A de un espacio

X.
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Demostracién: Para todo subconjunto A de X, int(cl(A)) C s-cl(A). Falta
mostrar que s-cl(A) C int(cl(A)). Suponga que = ¢ int(cl(A)), entonces x €
cl(int(X\A)). Como A es abierto, se tiene que A C int(cl(A)). De modo que
cl(int(X\A)) es un semi-abierto que contiene a x 'y ANcl(int(X\A)) = 0. Esto dice
que = ¢ s-cl(A). Por lo tanto se obtiene que s-cl(A) = int(cl(A)). O

Es de observar que la caracterizacién de la semi-clausura en el lema anterior
es para conjuntos abiertos y en general no es cierto para conjuntos arbitrarios, tal

como se observa en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Sea X = {a,b,c} y 7 ={0, X, {a}, {b},{a,b}}.

Los 7-cerrados son:

{0, X,{b,c},{a, ¢}, {c}}.

Observe que:

int({a}) = {a}, cl(int({a})) = {a,c}, {a} C cl(int({a})) = {a} es semi-abierto
int({b}) = {b}, cl(int({b})) = {b,c}, {b} C cl(int({b})) = {b} es semi-abierto
int({a,b}) = {a,b}, cl(int({a,b})) = X, {a,b} C dl(int({a,b})) = {a,b} es
semi-abierto

El conjunto {c} es semi-cerrado por lo que s-cl({c}) = {c}, pero int(cl({c})) = 0.

El siguiente teorema muestra que la clausura y la a-clausura coinciden sobre

conjuntos [-abiertos.

Teorema 1.6. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) cl(A) es a-cerrado.
(2) a-cl(A) C cl(A).
(3) cl(int(cl(A))) es a-cerrado.

(4) Si A € BO(X) entonces a-cl(A) C cl(int(cl(A))).
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(5) St A € BO(X) entonces a-cl(A) € BO(X).

(6) Si A es a-cerrado y [3-abierto entonces A es cerrado.

(7) Si A € BO(X) entonces cl(A) C a-cl(A).
Demostracién:

(1) Dado que cl(A) es cerrado y todo conjunto cerrado es a-cerrado se obtiene que

cl(A) es a-cerrado.

(2) Dado que cl(A) es un a-cerrado que contiene a A y el a-cerrado mas pequeno

que contiene a A es a-cl(A) se obtiene que a-cl(A) C cl(A).

(3) Sise toma V' = cl(int(cl(A))), entonces V' C cl(A). Asi

cd(V) C (A
int(cl(V)) < int(cl(A))
c(int(cl(V))) < c(int(cl(A))) =V

Por lo que V' es a-cerrado y se concluye que cl(int(cl(A))) es a-cerrado.

(4) Si A € BO(X) entonces A C cl(int(cl(A))), de modo que cl(int(cl(A))) es un
a-cerrado que contiene a A, pero el a-cerrado mas pequeno que contiene a A

es a-cl(A) de donde se concluye que a-cl(A) C cl(int(cl(A))).

(5) Si A € BO(X) entonces a-cl(A) C cl(int(cl(A))), ademas A C a-cl(A), por lo
que

cl(int(cl(A))) C cl(int(cl(a-cl(A))))

Asi
a-cl(A) C cl(int(cl(a-cl(A))))

y se concluye que a-cl(A) € fO(X).
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(6) Si A es a-cerrado se tiene que cl(int(cl(A))) C A. Andlogamente, si A es
[-abierto se tiene que A C cl(int(cl(A))), por lo que A = cl(int(cl(A))) y se

tiene que A es cerrado.

(7) a-cl(A) es a-cerrado. a-cl(A) es (-abierto pues A es [-abierto, de modo que
a-cl(A) es un cerrado que contiene a A, pero el cerrado mas pequeno que

contiene a A es cl(A) por lo que cl(A) C a-cl(A). O
A continuacién se muestra que la clausura y la pre-clausura coinciden sobre
conjuntos semi-abiertos.

Teorema 1.7. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) cl(A) es pre-cerrado.

(2) p-cl(A) C cl(A).

(3) cl(int(A)) es pre-cerrado.

(4) Si A€ SO(X) entonces p-cl(A) C cl(int(A)).

(5) Si A e SO(X) entonces p-cl(A) € SO(X).

(6) Si A es pre-cerrado y semi-abierto entonces A es cerrado.

(7) Si A € SO(X) entonces cl(A) C p-cl(A).
Demostracién:

(1) Dado que cl(A) es cerrado y todo conjunto cerrado es pre-cerrado se obtiene

que cl(A) es pre-cerrado.

(2) Dado que cl(A) es un pre-cerrado que contiene a A y el pre-cerrado mas

pequeno que contiene a A es p-cl(A) se obtiene que p-cl(A) C cl(A).

(3) Por (1) la cl(A) es pre-cerrado, de donde se tiene que cl(int(A)) es pre-cerrado.
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Si A € SO(X) entonces A C cl(int(A)), de modo que cl(int(A)) es un prece-
rrado que contiene a A, pero el pre-cerrado mas pequenio que contiene a A es

p-cl(A) de donde se concluye que p-cl(A) C cl(int(A)).
Si A € SO(X) entonces p-cl(A) C cl(int(A)), ademas A C p-cl(A), por lo que
cl(int(A)) C cl(int(p-cl(A)))

Asi
p-cl(A) C cl(int(p-cl(A)))
y se concluye que p-cl(A) € SO(X).
Si A es pre-cerrado se tiene que cl(int(A)) C A. Andlogamente, si A es

semi-abierto se tiene que A C cl(int(A)), por lo que A = cl(int(A)) y se tiene

que A es cerrado.

p-cl(A) es pre-cerrado. p-cl(A) es semi-abierto pues A es semi-abierto, de modo
que p-cl(A) es un cerrado que contiene a A, pero el cerrado mas pequeno que

contiene a A es cl(A) por lo que cl(A) C p-cl(A). O

Dado que las colecciones formadas por los conjuntos semi-cerrados, pre-cerrados

y a-cerrados son cerradas bajo intersecciones arbitrarias, es natural e intuitivo pen-

sar y definir la semi-clausura, la pre-clausura y la a-clausura. Estos conceptos ori-

ginan conjuntos semi-cerrados, pre-cerrados y a-cerrados minimales. Sin embargo

no sucede lo mismo con la coleccion formada por los conjuntos regular cerrados, es

por esta razon que se introducen las siguientes definiciones.

Definicién 1.4. La d-clausura de un conjunto A en un espacio (X, 7) denotado por

0-cl(A), es definido por:

6-cl(A) ={z € X : Anint(cl(U)) # 0, para todo entorno U de x,U € 7}

Definicién 1.5. El é-interior de un subconjunto A de X es la unién de todos los

conjuntos regulares abiertos de X contenidos en A y es denotado por d-int(A).
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Observe que el d-interior no es regular abierto, debido a que la uniéon de
conjuntos regular abiertos no es regular abierto (Ver ejemplo 1.5).
Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades de la d-clausura y

d-interior de un conjunto.

Teorema 1.8. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) -int(A) C int(A) C A.

(2) Si A C B entonces §-int(A) C §-int(B).
Demostracién:

(1) El é-int(A) se define como la unién de conjuntos regular abierto que estin
contenidos en A, por lo tanto d-int(A) C A. Como todo conjunto regular
abierto es abierto se obtiene que d-int(A) es un abierto contenido en A. Pero el

abierto mas grande contenido en A es int(A), por lo tanto, d-int(A) C int(A).

(2) Sea x € 6-int(A), esto dice que x € U W, W regular abierto, W C A. Como
ACB,z¢€ UW, W regular abierto, W C B. Por lo tanto, se tiene que
x € d-int(B). O

Teorema 1.9. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:
(1) cl(A) C d-cl(A).
(2) A Cd-cl(A)
(3) Si A C B entonces §-cl(A) C d-cl(B).

Demostracién:
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(1) Sea z € cl(A), esto dice que U N A # () para todo conjunto abierto U, z € U.
Entonces,

U cCdU),
U =int(U) C int(cl(U)),
0#UNACint(cl(U)) N A.

Esto dice que int(cl(U)) N A # 0. Por lo tanto, x € d-cl(A).
(2) Como A C cl(A) para todo A C X, por (1) se tiene que A C §-cl(A).

(3) Suponga que = ¢ 6-cl(B), esto nos dice que existe un conjunto abierto U de x

tal que int(cl(U)) N B = (). Entonces,
Anint(c(U)) € BNint(cl(U)) = 0.
Por lo que ANint(cl(U)) =0 y se tiene que x ¢ d-cl(A). O

Teorema 1.10. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:
(1) S-int(X \ A) = X \ d-cl(A).
(2) 6-cl(X \ A) = X \ 8-int(A).
(3) 8-int(6-cl(A)) C int(5-cl(A)).
(4) 8-int(A) C int(5-cl(A)).
(5) 8-int(6-int(A)) = d-int(A).
(6) 8-cl(5-cl(A)) = d-cl(A).

Demostracién:
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Sea z € d-int(X \ A), entonces existe un regular abierto U tal que
reUCX\A

luego U N A = (. Como U es regular abierto entonces U = int(cl(U)) e
int(cl(U)) N A = 0. Por lo tanto, x ¢ d-cl(A) y se tiene que z € X \ d-cl(A).
Ast, 6-int(X \ A) C X \ d-cl(A).

Por otra parte, suponga que z € X \ 0-cl(A),esto implica que = ¢ 0-cl(A),

entonces existe un abierto U de x tal que
int(cl(U)NA=10

relUcCint(cd(U))c X\ A

esto dice que x € d-int(X \ A). Asi, X \ d-cl(A) C §-int(X \ A) y se concluye
que

X\ §-cl(A) = -int(X \ A)

Suponga que z ¢ J-cl(X \ A), entonces existe un conjunto abierto U, x € U
tal que
int(c(U)NX\A=10

xeU Cint(c(U)) C A

esto dice que x € d-int(A) y se tiene que z ¢ X \ d-int(A) y por lo tanto
X\ 6-int(A) C o-cl(X \ A)

Por otra parte, suponga que x ¢ X \ d-int(A), esto implica que = € §-int(A)
entonces existe un conjunto regular abierto U, tal que z € U C A, esto dice
que UN X\ A=10. Como U = int(cl(U)) entonces int(cl(U)) N X\ A = 0,
esto dice que x ¢ 0-cl(X \ A) y por lo tanto d-cl(X \ A) C X \ d-int(A). De
esta manera se concluye que 0-cl(X \ A) = X \ d-int(A).
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Sea x € 0-int(0-cl(A)), esto nos dice que x € UW, W regular abierto,
W C d-cl(A). Asi, x € W para algin W regular abierto, W C d-cl(A). Como
todo conjunto regular abierto es abierto entonces existe un W abierto, tal que

W C é-cl(A). Por lo tanto, = € int(d-cl(A)).

Sea x € 6-int(A), esto dice que z € U W, W regular abierto,
W C A. Asi, x € W para algin W regular abierto, W C A. Como todo con-
junto regular abierto es abierto y A C d-cl(A) entonces existe un W abierto,

tal que W C d-cl(A). Por lo tanto, x € int(d-cl(A)).
Por el Teorema 1.8, se tiene que d-int(d-int(A)) C d-int(A). Falta ver que
d-int(A) C d-int(0-int(A))

Para esto, témese = ¢ 0-int(d-int(A)), entonces para todo regular abierto U

que contenga a x se cumple que
UN(X\ 0-int(A)) #0

U N (3-cl(X \ A)) £ 0

esto dice que existe z € U N (0-cl(X \ A)). Observe que U es un abierto que

contiene a z, por lo que
int(cl(U)) N (X \ A) # 0

UN(X\A) #0

de esta manera se concluye que z ¢ §-int(A). Por lo tanto,

d-int(0-int(A)) = d-int(A)

(6) Por el Teorema 1.9, se tiene que d-cl(A) C d-cl(d-cl(A)). Falta ver que

d-cl(6-cl(A)) C d-cl(A)
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Para esto, tomese x ¢ d-cl(A), entonces existe un conjunto abierto U de x tal
que

int(cl(U)NA=10
Observe que de aqui se deduce que
int(cl(U)) N d-cl(A) =10

Pues en caso contrario existiria z € int(cl(U)) N d-cl(A). Si se toma

V = int(cl(U)), entonces V es un abierto que contiene a z y sigue que
int(cl(V)NA#0(
VNA#D
int(c(U))NA#0D

lo que contradice el hecho que int(cl(U))NA = (). De esta manera se concluye
que

d-cl(0-cl(A)) C o-cl(A)

Por lo tanto

d-cl(0-cl(A)) = o-cl(A)

Definicién 1.6. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
(1) o0-abierto si A = d-int(A).
(2) o-pre-abierto si A C int(d-cl(A)).
(3) d-semi-abierto si A C cl(d-int(A)).

Como consecuencia del Teorema 1.10 se obtiene que el §-int(A) es un conjunto

d-abierto.

Definicién 1.7. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
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(1) o0-cerrado si X \ A es d-abierto.
(2) o-pre-cerrado si X \ A es d-pre-abierto.

(3) o-semicerado si X \ A es d-semi-abierto.

Teorema 1.11. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) A es §-cerrado si y solo si A = §-cl(A).
(2) A es §-pre-cerrado si y solo si cl(d-int(A)) C A.
(3) A es §-semi-cerrado si y solo si int(d-cl(A)) C A.
Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto J-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

d-abierto, es decir

X\A=0-int(X\ A) =X\ o-cl(A)

Tomando complemento, se tiene que A = d-cl(A).
Reciprocamente, suponga que A = J-cl(A), tomando complemento se tiene
que

X\A=X\0-cl(A) =dint(X\ A)
esto dice que X \ A es d-abierto y por lo tanto A es d-cerrado.

(2) Suponga que A es un conjunto d-pre-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

0-pre-abierto, es decir
X\ A Cint(o-cl(X \A)) Cint(X \ 0-int(A)) C X \ cl(d-int(A))
Tomando complemento, se tiene que cl(d-int(A)) C A.

Reciprocamente, suponga que cl(d-int(A)) C A, tomando complemento se

tiene que

X\AC X\ c(d-int(A)) Cint(X \ 0-int(A)) C int(6-cl(X \ A))
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esto dice que X \ A es d-pre-abierto y por lo tanto A es d-pre-cerrado.

(3) Suponga que A es un conjunto Jd-semi-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

d-semi-abierto, es decir

X\ ACc(d-int(X \A) Ccl(X\d-cl(A)) C X\ int(o-cl(A))

Tomando complemento, se tiene que int(d-cl(A)) C A.
Reciprocamente, suponga que int(d-cl(A)) C A, tomando complemento se

tiene

X\ACX\int(d-cl(A)) C cl(X \ 6-cl(A)) C cl(0-int(X \ A))

esto dice que X \ A es J-semi-abierto y por lo tanto A es J-semi-cerrado. [J

Como consecuencia del Teorema 1.10 se obtiene que 0-cl(A) es un conjunto
0-cerrado.

La familias de todos los conjuntos d-abiertos, d-pre-abiertos, d-semi-abiertos
se denotan por 00(X), 0PO(X), 0SO(X) respectivamente. La familias de todos los
conjuntos d-abiertos, d-pre-abiertos, d-semi-abiertos con respecto a un punto z de
X se denotan por dO (X, x), 0PO(X, z), dSO(X, x) respectivamente.

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre las distintas clases de

conjuntos abiertos hasta ahora definidas.

Teorema 1.12. Sea (X, 7) un espacio topolégico. Las siguientes propiedades se

cumplen:
(1) Todo conjunto d-semi-abierto es un conjunto semi-abierto.
(2) Todo conjunto d-abierto es un conjunto 0-semi-abierto.
(3) Todo conjunto §-abierto es un conjunto abierto.

(4) Todo conjunto abierto es un conjunto d-pre-abierto.
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(5) Todo conjunto pre-abierto es un conjunto §-pre-abierto.

(6) Todo conjunto regular abierto es d-abierto.

(7) Todo conjunto §-abierto es un conjunto §-pre-abierto.
Demostracién:

(1) Suponga que A es un conjunto d-semi-abierto, entonces

A C cl(d-int(A)) C cl(int(A))

Por lo tanto, A es semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto d-abierto, entonces

A C §-int(A) C cl(6-int(A))

Por lo tanto, A es §-semi-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto d-abierto,entonces A = d-int(A). Como 0-int(A)

es un conjunto abierto, se deduce que A es un conjunto abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A Cint(A) C int(0-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto J-pre-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A Cint(cl(A)) C int(o-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto J-pre-abierto.
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Sea U un conjunto regular cerrado. X \ U es regular abierto. Asi

s-int(X\U)= [ J W
WcX\U

donde W es regular abierto. Como X \ U es regular abierto entonces
-int(X\U)=X\U

Por lo tanto X \ U es d-abierto y asi, U es d-cerrado. Ahora, sea W un conjunto
regular abierto, entonces X'\ W es regular cerrado. Como todo conjunto regular
cerrado es d-cerrado entonces X \ W es d-cerrado, de donde se tiene que W es

un conjunto d-abierto.

Suponga que A es un conjunto d-abierto, entonces

A = o-int(A)
C int(0-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto J-pre-abierto O
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De acuerdo con el Teorema 1.12 y el Teorema 1.1 se tiene el siguiente diagrama

para un subconjunto A de un espacio X:

REGULAR ABIERTO

ABIERTO 8- SEMI -ABIERTO

6-PREABIERTO

T

PRE -ABIERTO <«— a-ABIERTO » SEMI -ABIERTO

Figura 1.2: Diagrama 2

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:
Ejemplo 1.7. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X,{a},{c},{a,c},{b,c}}. El conjunto

{a, ¢} es semi-abierto pero no es J-semi-abierto.

Ejemplo 1.8. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a}, {b}, {a,b}}. El conjunto {a, c} es

d-semi-abierto pero no es d-abierto.

Ejemplo 1.9. Sea X = {a,b,c¢} y 7 = {0, X, {a},{c},{a,c}, {b,c}}. El conjunto

{a, ¢} es abierto pero no es d-abierto.

Ejemplo 1.10. Sea X = {z,y,z,w} y 7 = {0, X, {z}, {w}, {z,y}, {z,w}, {z,y, w},

{z,w,z}}. El conjunto {y} es J-pre-abierto pero no es pre-abierto.

Ejemplo 1.11. Sea X = {z,y,z,w} y 7 = {0, X, {z}, {w}, {z, y}, {z,w}, {z,y, w},

{z,w,z}}. El conjunto {y} es J-pre-abierto pero no es abierto.
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Ejemplo 1.12. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},

{a,c,d}}. El conjunto {a,b,c} es d-abierto pero no es regular abierto.

Definicién 1.8. Un punto x € X se dice que es punto 6-semi-clausura de un
subconjunto A de X si cl(U) N A # () para todo conjunto semi-abierto U que
contenga a x. El conjunto de todos los puntos f-semi-clausura de A es denotado
por 6-s-cl(A). Un subconjunto A es llamado f-semi-cerrado si A = 6-s-cl(A). El

complemento de un conjunto #-semi-cerrado es llamado #-semi-abierto.

Definicién 1.9. Para un subconjunto A de un espacio X, el conjunto

({P € RO(X) : A C P} es llamado el r-kernel de A y es denotado por r-ker(A).
Lema 1.2. Las siguientes propiedades para A C X y B C X se satisfacen:

(1) x € r-ker(A) siy solo si ANS # O para cualquier conjunto regqular cerrado S,

r€eS.
(2) AC r-ker(A).
(3) A=r-ker(A) si A es regular abierto en X.
(4) Si A C B entonces r-ker(A) C r-ker(B).
Demostracién:

(1) Suponga que x ¢ r-ker(A), entonces existe un conjunto regular abierto U,
ACcUyax¢U. Comox ¢ U, entonces x € X \ U. Como U es un conjunto
regular abierto en X, X \ U es un conjunto regular cerrado. Si se toma
S = X \ U entonces AN S = () para cualquier conjunto regular cerrado .S,
xeds.

Reciprocamente, suponga que para algun regular cerrado S, x € S,
PNS =10. Como ANS =0y x¢ X\S, esto nos dice que A C X \ S.

Ahora X'\ S es un conjunto regular abierto que contiene a Ay z ¢ X\ S. Asi
z ¢ (U € RO(X): AC U}, esto dice que = ¢ r-ker(A).
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(2) Observe que A C r-ker(A) puesto que r-ker(A) es la interseccién de conjuntos

regular abierto que contienen a A.

(3) Suponga que A es un conjunto regular abierto en X, entonces r-ker(A) C A,

en consecuencia A = r-ker(A).

(4) Suponga que z ¢ r-ker(B), entonces existe un conjunto regular abierto U,
BcCcUyaxz¢U. Como AC B C U entonces existe un regular abierto U,
ACUyzx¢U,esto dice que x ¢ r-ker(A). O

1.2 Conjuntos e-abierto, c¢*-abierto y a-abierto

En esta seccion se introducen las nociones de conjuntos e-abierto como una
generalizacién de los conceptos de conjuntos d-abierto, d-semi-abierto y d-pre-abierto.
También se introducen las nociones de conjuntos e*-abierto y a-abierto. Se estudia
la relacién entre estos conceptos, se definen nociones de clausura e interior asociadas

a estos conjuntos y se estudian algunas propiedades.

Definicién 1.10. Un subconjunto A de un espacio (X, 7) es llamado:
(1) e-abierto si A C cl(d-int(A)) Uint(d-cl(A)).
(2) e*-abierto si A C cl(int(d-cl(A))).
(3) a-abierto si A C int(cl(d-int(A))).

Definicién 1.11. Un subconjunto A de un espacio (X, 7) es llamado:
(1) e-cerrado si X \ A es e-abierto.
(2) e*-cerrado si X \ A es e*-abierto.
(3) a-cerrado si X \ A es a-abierto.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos e-cerrado, e*-cerrado y a-cerrado

en términos de la clausura, interior, d-clausura y d-interior.
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Teorema 1.13. Sea A un subconjunto de un espacio topologico X. Las siguientes

propiedades se satisfacen:
(1) A es e-cerrado si y solo si cl(§-int(A)) Nint(d-cl(A)) C A.
(2) A es e*-cerrado si y solo si int(cl(d-int(A))) C A.
(3) A es a-cerrado si y solo si cl(int(5-cl(A))) C A.
Demostracién:

(1) Suponga que A es e-cerrado, entonces X \ A es e-abierto, es decir

X\A C d(0-int(X \ A)) Uint(s-cl(X \ A))
C (X \6-cl(A)) Uint(X \ d-int(A))
C X \int(d-cl(A)) U X\ cl(d-int(A))

Tomando complemento, se tiene que cl(d-int(A)) Nint(d-cl(A)) C A.
Reciprocamente, suponga que cl(d-int(A)) Nint(d-cl(A)) C A, tomando com-

plemento se tiene que

X\A C X\ (c(6-int(A)) N int(6-cl(A)))
C X\ cl(0-int(A)) U X \ int(5-cl(A))
Cint(X \ 6-int(A)) U cl(X \ 5-cl(A))
C int(6-cl(X \ A)) U cl(8-int(X \ A))

esto dice que X \ A es e-abierto y por lo tanto A es e-cerrado.

(2) Suponga que A es e*-cerrado, entonces X \ A es e*-abierto, es decir

X\ A C d(int(d-cl(X \ A)))
C c(int(X \ 5-int(A)))
C (X \ cl(6-int(A)))
C X\ int(cl(8-int(A)))
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Tomando complemento, se tiene que int(cl(d-int(A))) C A.
Reciprocamente, suponga que int(cl(d-int(A))) C A, tomando complemento

se tiene que

X\A c X\ (int(cl(d-int(A))))
C (X \ cl(6-int(A)))
C cl(int(X \ 6-int(A)))
C d(int(6-cl(X \ A)))

esto dice que X \ A es e*-abierto y por lo tanto A es e*-cerrado.

(3) Suponga que A es a-cerrado, entonces es X \ A a-abierto, es decir

X\A C int(cl(d-int(X \ A)))
C int(cl(X \ 0-cl(A)))
C int(X \ int(d-cl(A)))
C X\ d(int(5-cl(A)))

Tomando complemento, se tiene que cl(int(d-cl(A))) C A.

Reciprocamente, suponga que cl(int(d-cl(A))) C A, tomando complemento se

tiene que
X\A C X\ (c(int(s-cl(A))))
C int(X \ int(d-cl(A)))
C ant(cl(X \ 0-cl(A)))
C int(cl(d-int(X \ A)))
esto dice que X \ A es a-abierto y por lo tanto A es a-cerrado. 0]

A continuacion se muestra la relacion existente entre los conjuntos e-abierto,

e*-abierto y a-abierto.



31

Teorema 1.14. Para un subconjunto A de un espacio X las siquientes propiedades

se satisfacen:
(1) Todo conjunto a-abierto es un conjunto e-abierto.
(2) Todo conjunto e-abierto es un conjunto e*-abierto.
Demostracién:

(1) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A C int(cl(0-int(A)))
C cl(d-int(A))
C cl(d-int(A)) Uint(d-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto e-abierto, entonces

A C d(6-int(A)) Uint(d-cl(A))
C c(6-int(A)) Ucl(int(o-cl(A)))
C d(0-int(A) Uint(o-cl(A))
C c(int(5-cl(A)))
por lo tanto, A es un conjunto e*-abierto. [l

Los siguientes ejemplos muestran que los reciprocos del teorema anterior en

general no son ciertos.

Ejemplo 1.13. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{c},{a,c},{b,c}}. El conjunto

{b, d} es e-abierto pero no es a-abierto.

Ejemplo 1.14. Sea X = {a,b,e.d} v 7 = {0, X. {a}, {c}. {a, b}, {a.c}, {a,b,c},

{a,c,d}}. El conjunto {b,d} es e*-abierto pero no es e-abierto.
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El siguiente resultado relaciona todas las nociones de conjuntos abiertos hasta

ahora estudiados.

Teorema 1.15. Sea X un espacio topologico, A subconjunto de X. Se tienen las

siguientes propiedades:
(1) Todo conjunto d-abierto es a-abierto.
(2) Todo conjunto a-abierto es §-pre-abierto.
(3) Todo conjunto a-abierto es §-semi-abierto.
(4) Todo conjunto a-abierto es a-abierto.
(5) Todo conjunto 6-semi-abierto es e-abierto.
(6) Todo conjunto a-abierto es e-abierto.
(7) Todo conjunto pre-abierto es e-abierto.
(8) Todo conjunto semi-abierto es e*-abierto.
(9) Todo conjunto d-pre-abierto es e-abierto.
Demostracién:

(1) Suponga que A es un conjunto d-abierto, entonces
= d-int(A)
C c(0-int(A))
int(A) C int(cl(d-int(A))

A = 5-int(A) Cint(A) C int(cl(6-int(A)))

por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.
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(2) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A C int(cl(0-int(A)))
C int(cl(A))
C int(d-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto d-pre-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A C int(cl(0-int(A)))
C cl(d-int(A))

por lo tanto, A es un conjunto d-semi-abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A C int(cl(0-int(A)))
C int(cl(int(A))

por lo tanto, A es un conjunto a-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto d-semi-abierto, entonces
A C d(6-int(A))

C c(0-int(A)) Uint(o-cl(A))
por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

cl(int(A))

(

C int(cl(A))
C int(5-cl(A))
C int(5-cl(A)) Uint(5-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.
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(7) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A C int(cl(A))
C int(o-cl(A))
C int(d-cl(A)) U cl(d-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(8) Suponga que A es un conjunto semi-abierto, entonces

A C cd(int(A))
C c(int(5-cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto e*-abierto.
(9) Suponga que A es un conjunto J-pre-abierto, entonces

A C int(d-cl(A))
C int(6-cl(A)) U cl(d-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto. O

De acuerdo con el Teorema 1.12; el Teorema 1.1 y el Teorema 1.15 se tiene

el siguiente diagrama para un subconjunto A de un espacio X:
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REGULAR ABIERTO

|

/ 6-ABIERTO\
ABIERTO l / 6- SEMI -ABIERTO

a-ABIERTO

6-PREABIERTO

T

PRE -ABIERTO HOLABIERTO/ > SEMI-ABIERTO

e-ABIERTO

e*-ABIERTO

Figura 1.3: Diagrama 3

A continuacién se muestra que los reciprocos del Teorema 1.15 en general no

se satisfacen:

Ejemplo 1.15. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X, {a}, {0}, {a. b}, {a.b c}, {a.b,d}}.

El conjunto {a,b, c} es a-abierto pero no d-abierto.

Ejemplo 1.16. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X, {a},{c}, {a,d},{c},{a,c,d}}. El

conjunto {a, b, c} es §-pre-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.17. Sea X = {a,b,e,d} v 7 = {0, X, {a}, {c}, {a,b},{a.c}, {a,b,c},

{a,c,d}}. El conjunto {c,d} es d-semi-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.18. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{c}, {a,c}, {b,c}}. El conjunto

{a, ¢} es a-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.19. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{c},{a,c},{b,c}}. El conjunto

{a, ¢} es e-abierto pero no d-semi-abierto.

Ejemplo 1.20. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{c}. {a,c}, {b,c}}. El conjunto

{b} es e-abierto pero no a-abierto.
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Ejemplo 1.21. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{c}, {a,c}, {b,c}}. El conjunto
{b} es e-abierto pero no pre-abierto.

Ejemplo 1.22. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0,X,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},

{a,c,d}}. El conjunto {b,d} es e*-abierto pero no semi-abierto.

Ejemplo 1.23. Sea X = {z,y,w,z} y 7 = {0, X, {z}, {w}, {z, y}, {z,w}, {z,y, w},

{z,w,z}}. El conjunto {y,w} es e-abierto pero no b-abierto.

Ejemplo 1.24. Sea X = {z,y,w, 2} y 7 = {0, X, {z}, {w}, {z,y} {z,w} {z,y,w},

{z,w,z}}. El conjunto {z, z} es b-abierto pero no e-abierto.

A continuacién se muestra que las colecciones formadas por los conjuntos

e-abierto, e*-abierto y a-abierto son cerradas bajo uniones arbitrarias.

Teorema 1.16. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La unidn de cualquier familia de conjuntos e*-abierto es un conjunto e*-abierto.

(2) La union de cualquier familia de conjuntos e-abierto es un conjunto e-abierto.

(3) La union de cualquier familia de conjuntos a-abierto es un conjunto a-abierto.
Demostracién:

1) Sea {U,}.cs una familia de conjuntos e*-abierto, entonces para cada a € J,
J p

U, C cl(int(d-cl(Uy,))), por lo que:

Us C |JUa
cl(int(6-cl(Uy))) C z;(;nt(é—cl(u U.)))
Uy C d(mt(a_d(ﬁUa)))
LéJJUa C cl(int(é—cl(gUa)))

y se tiene que U U, es e*-abierto.
acJ
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(2) Sea {U,}aes una familia de conjuntos e-abierto, entonces para cada o € J,

U, C cl(0-int(U,)) Uint(6-cl(Uy,)), por lo que:

U Ua € | (cl(6-int(Ua)) U (int(5-cl(Us))))

aed acJ
Pero,

U cl(8-int(U,)) C cl(é—mt(U Ua))

aeJ acJ

U int(6-cl(Uy)) C int(5—cl(U U,))

acJ acJ

Por lo tanto

(J(cl(6-int(U)) U (int(6-cl(U,)))) C el(d-int(| ) Ua)) Uint(6-cl(| ] Ua))

aeJ aeJ aed

En consecuencia

U Ua € c(@-int(| ) Ua)) Uint(s-ci(| ] Ua))

aeJ acd aed

y se tiene que U U, es e-abierto.
acJ

(3) Sea {U,}acs una familia de conjuntos a-abierto, entonces para cada o € J,

U, C int(cl(d-int(U,))), por lo que:

U U, C U (int(cl(6-int(Uy))))

aeJ acJ
Pero,
| (int(cl(6-int(U,)))) C int(cl(5-int(| ] Ua)))
acJ acJ
En consecuencia

U U, C z’nt(cl(é—z’nt(U U.)))

acJ acJ

y se tiene que U U, es a-abierto. U
aed
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Teorema 1.17. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) La interseccion de familia de conjuntos e*-cerrado es un conjunto e*-cerrado.
(2) La interseccion de familia de conjuntos e-cerrado es un conjunto e-cerrado.
(3) La interseccion de familia de conjuntos e-cerrado es un conjunto e-cerrado.

Demostracién: Es consecuencia directa de la Definicion 1.10, el Teorema 1.16 y

las leyes de De Morgan. 0

La familia de todos los conjuntos e*-abierto, e-abierto, a-abierto de X es
denotado por ¢*O(X), eO(X), aO(X) respectivamente. La familia de todos los
conjuntos e*-abierto, e-abierto, a-abierto de X que contienen un punto x € X es
denotado por e*O(X, z), eO(X, x), aO(X, x)) respectivamente.

A continuacién se define la nocién de clausura asociada a los conjuntos e*-cerrado,

e-cerrado, a-cerrado respectivamente.
Definicién 1.12. Sea X un espacio topolégico, A un subconjunto de X, se define:

(1) La e*-clausura de A, denotada por e*-cl(A) como la interseccién de todos los

conjuntos e*-cerrado que contiene a A.

(2) La e-clausura de A, denotada por e-cl(A) como la interseccién de todos los

conjuntos e-cerrado que contiene a A.

(3) La a-clausura de A, denotada por a-cl(A) como la interseccién de todos los

conjuntos a-cerrado que contiene a A.

La e*-clausura, la e-clausura y la a-clausura son conjuntos e*-cerrado, e-cerrado,

a-cerrado respectivamente, tal y como se exhibe en el siguiente teorema.

Teorema 1.18. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:
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(1) La e*-clausura de A, es el e*-cerrado mas pequenio que contiene a A.
(2) La e-clausura de A, es el e-cerrado mas pequenio que contiene a A.
(3) La a-clausura de A, es el a-cerrado mas pequernio que contiene a A.

Demostracién: Es consecuencia inmediata de la Definicién 1.12 y el Teorema

1.17. U

Definicién 1.13. Sea X un espacio topolégico, A un subconjunto de X, se define:

(1) La e*-interior de A, denotada por e*-int(A) como la unién de todos los con-

juntos e*-abierto contenido en A.

(2) La e-interior de A, denotada por e-int(A) como la unién de todos los conjuntos

e-abierto contenido a A.

(3) La a-interior de A, denotada por a-int(A) como la unién de todos los conjuntos

a-abierto contenido a A.

Teorema 1.19. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:
(1) La e*-interior de A, es el e*-abierto mas grande contenido en A.
(2) La e-interior de A, es el e-abierto mas grande contenido en A.
(3) La a-interior de A, es el a-abierto mas grande contenido en A.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 1.13 y el Teorema

1.16. U

El siguiente lema relaciona la e*-clausura y el e*-interior de un conjunto. De

forma analoga, se relaciona la e-clausura y el e-interior, la a-clausura y el a-interior.

Lema 1.3. Las siguientes propiedades para un subconjunto A de un espacio X se

cumplen:
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(1) X\ e*-cl(A) = e*-int(X \ A).
(2) X\ e-cl(A) =e-int(X \A).
(3) X\ a-cl(A) = a-int(X \ A).
Demostracién:

(1) Como A C e*-cl(A), tomando complemento X \ e*-cl(A) € X \ A. Como

X \ e*-cl(A) es un conjunto e*-abierto contenido en X \ A se tiene que:
X\e-cl(A) Ce~int(X\A) C X\A
Tomando complemento
AC X\ e-mt(X \ A) Ce'-cl(A)

Como X \ e*-int(X \ A) es un conjunto e*-cerrado que contiene a A entonces

e*-cl(A) C X\ e™-int(X \ A) C e*-cl(A)
Como los extremos son iguales se tiene que

e*-cl(A) = X \ e™-int(X \ A)

Tomando complemento se concluye que

X\ e*-cl(A) = e*~int(X \ A)

(2) Como A C e-cl(A), tomando complemento X \ e-cl(A) ¢ X \ A. Como

X \ e-cl(A) es un conjunto e-abierto contenido en X \ A se tiene que:
X\e-cl(A) Ce-int(X\A) C X\ A
Tomando complemento

AC X\ eint(X\A) Ce-cl(A)
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Como X \ e-int(X \ A) es un conjunto e-cerrado que contiene a A entonces
e-cl(A) C X \ e-int(X \ A) C e-cl(A)
Como los extremos son iguales se tiene que
e-cl(A) = X \ e-int(X \ A)
Tomando complemento se concluye que

X\ e-cl(A) = e-int(X \ A)

Como A C a-cl(A), tomando complemento X \ a-cl(4A) € X \ A. Como

X \ a-cl(A) es un conjunto a-abierto contenido en X \ A se tiene que:

X\ acl(A) Caint(X\A) C X\ A
Tomando complemento

AC X\ aint(X\ A) Ca-cl(A)

Como X \ a-int(X \ A) es un conjunto a-cerrado que contiene a A entonces

a-cl(A) C X \ a-int(X \ A) C a-cl(A)
Como los extremos son iguales se tiene que

a-cl(A) = X \ a-int(X \ A)

Tomando complemento se concluye que

X\ a-cl(A) = a-int(X \ A)

Lema 1.4. Sea X un espacio y A,B C X. Si A€ 00(X) y B € e*O(X), entonces
ANB e e 0(X).
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Demostracién: Sea A € 00(X) y B € ¢*O(X), entonces A = é-int(A) y B C

cl(int(6-cl(B))) respectivamente

ANB C -int(A) N cl(int(o-cl(B)))
C c(d-int(A) Nint(d-cl(B)))
= cl(6-int(5-int(A) N 6-cl(B)))

( B)))
(

(

(
C cl(8-int(5-cl(8-int(A) N
C cl(8-int(5-cl(AN B)))
(

C c(int(6-cl(AN B)))

De esta manera AN B € e*O(X).

Lema 1.5. Sea X un espacio y A,B C X. Si A€ 00(X) y B € eO(X), entonces

AN B eeO(X).

Demostracién: Sea A € 00(X) y B € eO(X), entonces

A = 6-int(A) y B C cl(6-int(B)) U int(o-cl(B))

respectivamente. Luego

ANB C 6-int(A) N (cl(d-int(B)) Uint(-cl(B)))

C cl(o0-int(A) N é-int(B)

)

C  (0-int(A) N cl(d-int(B))) U (6-int(A) Nint(5-cl(B)))
)u
)

= cl(0-int(A) N d-int(B)) U d-int(d-int(A) N d-cl(B))

C c(6-int(AN B))Ud-int(6-cl(AN B))

(0-int(
(0-int(
C c(0-int(AN B)) U d-int(5-cl(5-int(A) N B))
(0-int(
(0-int(

C d(6-int(AN B)) Uint(6-cl(AN B))

De esta manera AN B € eO(X)

(0-int(A) Nint(5-cl(B)))



CAPITULO 2
FORMAS DEBILES DE FUNCIONES ALMOST
CONTRA-SUPER-CONTINUAS

En este capitulo, se utilizan los conceptos definidos en el Capitulo 1 para
definir nuevas clases de funciones, que generalizan a las funciones Almost contra-super-
continua. Se estudian las relaciones entre estas funciones, propiedades y bajo que
condiciones son equivalentes. También se introducen las nociones de conjuntos com-
pactos y axiomas de separacién asociadas a los conjuntos e*-abierto, e-abierto y
a-abierto. Se estudia el comportamiento de estos conjuntos bajo estas nuevas clases

de funciones.

2.1 Funciones Almost contra-super-continuas

En esta seccion, se define el ya clasico concepto de funciones Almost contra-
super-continuas. También se definen las funciones (J-semi,s)-continua, (d-pre,s)-con-
tinua, contra R-map y su relacion con las funciones Almost contra-super-continua.
Se utilizan los conjuntos e-abierto, e*-abierto y a-abierto para definir nuevas formas
débiles de funciones Almost contra-super-continuas que generalizan las formas de

continuidad antes mencionadas.
Definicién 2.1. Una funcién f: X — Y entre espacios topoldgicos se dice que es:

(1) contra R-map si f~*(A) es regular cerrado en X para todo conjunto A regular

abierto en Y.

(2) almost contra-super-continua si f~1(A) es §-cerrado en X para todo conjunto

A regular abierto en Y.

(3) (6-semi,s)-continua si f~1(A) es d-semi-cerrado en X para todo conjunto A

regular abierto en Y.

43
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(4) (6-pre,s)-continua si f~1(A) es d-pre-cerrado en X para todo conjunto A reg-

ular abierto en Y.

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre las formas débiles de

continuidad antes definidas.

Teorema 2.1. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Se tienen

las siguientes propiedades:
(1) Si f es contra R-map entonces f es almost contra-super-continua.
(2) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (§-semi,s)-continua.
(3) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (§-pre,s)-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicién 2.1, el Teoremal.12 y

las leyes de De Morgan. O

Se tiene el siguiente diagrama para una funciéon f: X — Y

Contra R-map

Almost contra-super-continua

(6-pre,s)-Continua (6-semi,s)-Continua

Figura 2.1: Diagrama 4

Los siguientes ejemplos muestran que los reciprocos del teorema anterior en

general no son ciertos:
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Ejemplo 2.1. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a}}. La funcién identidad i : X — X

es almost contra-super-continua pero no contra R-map.

Ejemplo 2.2. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0,X,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},
{a,c,d}}. La funcién identidad i : X — X es (d-semi,s)-continua pero no almost

contra-super-continua.

Ejemplo 2.3. Sea X = {a,b,¢,d} y 7 = {0, X,{a,d},{c},{a,c,d}}. La funcién
f: X — X definida por f(a) =d, f(b) =a, f(c) =10, f(d) = c es (6-pre,s)-continua

pero no almost contra-super-continua.

El siguiente lema presenta una caracterizacion puntual de las funciones almost

contra-super-continua.

Lema 2.1. Sea f: X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Si f es almost
contra-super-continua, entonces para cada x € X y para V€ SO(Y, f(x)), existe un

conjunto 6-abierto U en X que contiene a x tal que f(U) C cl(V).

Demostracién: Sea z € X y V un semi-abierto tal que f(z) € V. Observe que
c(V) = cl(int(cl(V))), de aqui que cl(V') es un regular cerrado en Y que contiene
a f(z) y por lo tanto Y \ ¢l(V') es un regular abierto en Y. Dado que f es almost

contra-super-continua se tiene que f~1(Y" \ c/(V)) es d-cerrado en X. Pero
N V)) =X\ f7Hel(V))

Asf f7Y(cl(V)) es d-abierto en X y z € f~L(cl(V)), esto es
FHel(V)) = d-int(f = (cl(V)))

Si se toma U = d-int(f~(cl(V))) entonces en virtud del Teorema 1.10, U es un
d-abierto en X, z € Uy f~(cl(V)) = U, de donde se concluye que

(V) > f(f7Hcl(V))) = £(U)
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En la siguiente definicion se usan los conjuntos e*-cerrado, e-cerrado y a-cerrado
para definir nuevas formas débiles de continuidad que generalizan el concepto de

funcion almost contra-super-continua.
Definicién 2.2. Una funcién f: X — Y entre espacios topoldgicos se dice que es:

(1) (e*,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

e*-cerrado en X.

(2) (e,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

e-cerrado en X.

(3) (a,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

a-cerrado en X.

A continuacion se muestra la relacion existente entre las formas débiles de

continuidad hasta ahora definidas.

Teorema 2.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos. Se tienen

las siguientes propiedades

(1) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (a,s)-continua.
(2) Si f es (a,s)-continua entonces f es (0-semi,s)-continua.

(3) Si f es (a,s)-continua entonces f es (§-pre,s)-continua.

(4) Si f es (6-semi,s)-continua entonces f es (e,s)-continua.

(5) Si f es (§-pre,s)-continua entonces f es (e,s)-continua.

(6) Si f es (e,s)-continua entonces f es (e*,s)-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 2.2, el Teorema 1.14,

el Teorema 1.15 y las leyes de De Morgan. 0

Se tiene el siguiente diagrama para una funcion f : X — Y entre espacios

topoldgicos:
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(e*, s)-continua

I

(e s)-continua

(6-Semi, s) continua 6 Pre, s)-continua

,S) contlnua

almost-contra- super-continua

|

Contra R-map

Figura 2.2: Diagrama 5

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:

Ejemplo 2.4. Sea X = {a,b,¢,d} =Y y7 = {0, X,{a}, {b}, {a,b},{a,b,c},{a,b,d}}
{0, X, {a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},{a,c,d}}. Considere la funcién

f:(X,7) — (Y,0) definida por f(a)=d, f(b)=d, f(c)=d, f(d)=c. Entonces, f es

(a,s)-continua pero no es almost contra-super-continua. En efecto,

Los o-cerrados son:

{0, X, {b,c,d},{a,b,d},{c,d},{b,d}, {d},{b}}.

Observe que:

cd({a}) = {a,b,d}, int(cl({a})) = {a, b}

d({e}) = {e,d}, int(dl({c})) = {c}

[({a,b}) = {a,b,d}, int(cl({a,b})) = {a,b}

[({a,c}) = X, int(cl({a,c})) =
(
(

Q

Q

c({a,b,c}) = X, int(cl({a,b,c})) =
c({a,c,d}) = X, int(cl({a,c,d})) =
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De manera que los conjuntos regular abierto en (Y, o) son:

{0, X,{c},{a, b}}

Por otro lado, la imagen inversa de cada conjunto regular abierto en (Y, o) es:
FH0) =0
) ={zeX f2)eY}=X
7 {eh) ={z € X: f(2) = c} = {d}
fH{a,0}) ={z € X : f(z) € {a,b}} =0

Finalmente, observe que 0-cl({d}) = {¢, d}, luego
int(6-cl({d})) = int({c,d}) =0

cl(int(8-cl({d}))) = cl(0) = O C {d}

Esto implica que {d} es a-cerrado, y por tanto la imagen inversa de cada regular
abierto en (Y, o) es a-cerrado en (X, 7). De donde se obtiene que la funcién f es
(a,s)-continua.

Sin embargo, f no es almost contra-super-continua, pues V' = {c} es un regular
abierto en (Y, ) pero f~1(V) = {d} no es d-cerrado en (X, 7).

A continuacién, se muestra con detalles que la d-cl({d}) = {c,d}

(1) a ¢ 6-cl({d}) pues U = {a} es un abierto que contiene a a y sin embargo
int(cl(U)) N{d} = 0.

(2) b ¢ 6-cl({d}) pues U = {b} es un abierto que contiene a b y sin embargo
int(cl(U)) N{d} = 0.

(3) ¢ € d-cl({d} pues los unicos abiertos que contienen a ¢ son U = X y U =
{a,b,c}, en cada uno de los casos int(cl(U)) = X de donde se obtiene que

int(cl(U)) N{d} # 0.
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(4) d € 6-cl({d} pues los tinicos abiertos que contienen a ¢ son U = X y U =

{a,b,d}, en cada uno de los casos int(cl(U)) = X de donde se obtiene que
int(cl(U)) N {d} # 0.

Ejemplo 2.5. Sea X = {a,b,c} vy 7 = {0,X,{a},{c}, {a,c}, {b,c}}. Sea
f X — X la funcién definida por f(a) = b, f(b) = a, f(¢) = ¢. Entonces f es
(e,s)-continua pero no es (d-semi,s)-continua. En efecto,

Los 7-cerrados son:
{0, X, {b, ¢}, {a, 0}, {b}, {a}}
Observe que:
c({a}) = {a}, int(cl({a})) = {a} = {a} es regular abierto
cl({c}) = {b, ¢}, int(cl({c})) = {b,c} = {c} no es regular abierto
c({a,c}) = X, int(cl({a,c})) = X = {a,c} no es regular abierto
cl({b,c}) = {b,c}, int(cl({b,c})) = {b,c} = {b,c} es regular abierto
c({b}) = {b}, int(cl({b})) = 0 = {b} no es regular abierto
c({a,b}) = {a,b}, int(cl({a,b})) = 0 = {a,b} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:
{0, X, {a},{b,c}} en (X, 7)
Observe que f es (e, s)-continua

Buscamos la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

f7H0) =
f7HX) =

[ {a}) ={z e X: f(x) € {a}} = {b}
A

'({b.c}) ={z € X : f(x) € {b,c}} = {a,c}

Siempre se cumple que () y X son e-cerrado, ahora se verifica que {b} y {a,c}

son e-cerrados
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Se determina la 0-cl({a, c})
d-cl({a,c}) ={z € X : {a,c} Nint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}

para esto observe que:
(1) a € 6-cl({a,c}) pues

U ={a}, cd(U) ={a}, int(cl(U)) = {a}, {a,c} n{a} #0
U=X,dU)=X,int(cdU))=X,{a,c} N X #0
U={a,c}, cd(U) =X, int(cl(U)) = X, {a,c} N X # 0.

(2) b€ d-cl({a,c}) pues
U ={b,c}, cl(U) ={b,c}, int(cl(U)) = {b,c}, {a,c} N {b,c} #0D
U=X,dU)=X,int(cdU)) =X, {a,c} N X # 0.

(3) ¢ € é-cl({a,c}) pues
U ={b,c}, cl(U) ={b,c}, int(cl(U)) = {b,c}, {a,c} N{b,c} #0
U=X,cdU)=X,int(cdU)) =X, {a,c} N X # 0.

Asi §-cl({a,c}) = {a,b,c} = X, luego
int(0-cl({a,c})) = int({a,b,c}) = int(X) = X

d-int({a,c}) = {a}, cl(6-int({a,c})) = {a}
cl(6-int({a,c})) Nint(6-cl({a,c})) = {a} N X = {a} C {a,c}

Esto dice que {a,c} es e-cerrado

Se determina la é-cl({b})
d-cl({b}) = {z € X : {b} Nint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}

para esto observe que:

(1) a ¢ o-cl({b}) pues
U ={a}, c(U) ={a}, int(cl(U)) = {a},{b} N {a} = 0.
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(2) b€ d-cl({b}) pues
U=X,dU) =X, int(cd(U)) = X, {B} N X #0
U ={b,c}, cl(U) ={b,c}, int(cl(U)) = {b,c}, {b} N {b,c} # 0.

(3) ¢ € d-cl({b}) pues
U=X,cdU)=X,int(cd(U)) =X, {c}NX #0
U ={b,c}, cl(U) ={b,c}, int(cl(U)) = {b,c}, {c} N {b,c} # 0
U=/{a,c}, cd(U) =X, int(cl(U)) =X, {c}nN X #10
U ={c}, c(U) ={b,c}, int(cl(U)) ={b,c}, {c} n{b,c} #0.

Asi §-cl({b}) = {b, ¢}, luego
int(0-cl({b})) = int({b,c}) = {b, c}
d-int({b}) = 0, cl(6-int({b})) =0
cl(6-int({b})) Nint(o-cl({b})) = DN {b,c} =0 C {b}

Esto dice que {b} es e-cerrado

Como 0, X, {a, c}, {b} son e-cerrado entonces f es (e,s)-continua.
Observe que
X\ {8} = {a,c}
d-int({a,c}) = {a}
cl(6-int({a,c})) = {a}
{a,c} & cl(6-int({a,c}))
esto dice que {a,c} no es d-semi-abierto, X \ {b} no es J-semi-abierto, {b} no es

d-semi-cerrado. Por lo tanto f no es (d-semi,s)-continua.

Ejemplo 2.6. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0,X,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},
{a,c,d}}. Entonces la funcién identidad i : X — X es (d-semi,s)-continua pero
no es (a,s)-continua. En efecto,

Los 7-cerrados son:

{0, X,{b,c,d},{a,b,d},{c,d},{b,d},{d},{b}}
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Observe que:

c({a}) ={a,b,d}, int(cl({a})) = {a,b} = {a} no es regular abierto
c({c}) = {c,d}, int(cl({c})) = {c} = {c} es regular abierto

[({a,b}) ={a,b,d}, int(cl({a,b})) = {a,b} = {a,b} es regular abierto
({a,c}) = X, int(cl({a,c})) = X = {a,c} no es regular abierto
(
(

Q

cl
cl({a,b,c}) = X, int(cl({a,b,c})) = X = {a, b, c} no es regular abierto
c({a,c,d}) = X, int(cl({a,c,d})) = X = {a,c,d} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:
{0, X,{c} . {a,b}} en (X, 7)
Ahora, se verifica si i es (d-semi,s)-continua

Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:
0y =0
H(X) =
1({c}) {reX i) e{c}} ={c}
i"({a,b}) = {z € X :i(z) € {a,b}} = {a,0}

Siempre se cumple que ) y X son d-semi-cerrado, ahora se verifica que {c} y
{a, b} son d-semi-cerrado

Buscando el complemento de las imagenes inversa se obtiene que:
X\0=X, X\X =0, X\{c} ={a,b,d}, X\ {a,b}={c,d}

Luego,
5_Z.nt({a7 ba d}) = {aa b}

cl(6-int({a,b,d})) = {a,b,d}
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{a,b,d} C cl(é-int({a,b,d}))

esto dice que X \ {c} = {a,b,d} es J-semi-abierto, asi {c} es d-semi-cerrado

De manera similar, se tiene que
d-int({c,d}) = {c}
Cl<5_int({ca d})) = {C7 d}

{c,d} C cl(6-int({c,d}))

esto dice que X \ {a,b} = {c,d} es d-semi-abierto, asi {a,b} es J-semi-cerrado

Como (), X, {c}, {a,b} son d-semi-cerrado entonces i es (d-semi,s)-continua. Pero

i no es (a,s)-continua, para esto, se verifica que {a, b} no es a-cerrado

6-cl({a,b}) = {x € X : {a,b} Nint(cl(U)) # 0 para todo entorno U de x}

d-cl({a,b}) ={a,b,d}
int(0-cl({a,b})) = {a, b}
cl(int(d-cl({a,b}))) = {a,b,d}

Pero cl(int(6-cl({a,b})) € {a,b}, esto dice que {a,b} no es a-cerrado, en conse-

cuencia 7 no es (a,s)-continua.

Ejemplo 2.7. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0,X,{a},{c},{a,b},{a,c},{a,b,c},
{a,c,d}}. La funcién f : X — X definida por f(a) = a, f(b) = ¢, f(¢) = a,
f(d) = c es (e*,s)-continua pero no es (e,s)-continua. En efecto,

Los 7-cerrados son:
{0, X,{b,c,d},{a,b,d},{c,d},{b,d}, {d} {b}}
Observe que:

c({a}) ={a,b,d}, int(cl({a})) = {a,b} = {a} no es regular abierto
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c({c}) ={e,d}, int(cl({c})) = {c} = {c} es regular abierto

[({a,b}) = {a,b,d}, int(cl({a,b})) = {a,b} = {a,b} es regular abierto
[({a,c}) = X, int(cl({a,c})) = X = {a, c} no es regular abierto
(
(

Q

Q

c({a,b,c}) = X, int(cl({a,b,c})) = X = {a,b, c} no es regular abierto
c({a,c,d}) = X, int(cl({a,c,d})) = X = {a,c,d} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:
{0, X, {c},{a,b}} en (X, 7)
Observe que f es (e*,s)-continua

Buscamos la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:
) =90

(X)) =
“({c}) ={r e X : f(z) € {c}} = {b.d}
“({a,0}) ={z € X: f(z) € {a,b}} = {a,c}

e

Siempre se cumple que @) y X son e*-cerrados, ahora se verifica que {b,d} y {a, c}

son e*-cerrado. Para esto, observe que:
S-int({b,d}) =0
cl(s-int({b,d})) = 0
int(cl(5-int({b,d}))) = 0 C {b,d}

Esto dice que {b,d} es e*-cerrado.

De manera similar

d-int({a,c}) = {c}
cl(6-int({a,c})) = {c,d}
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int(cl(9-int({a,c}))) = {c} C{a,c}

Esto dice que {a, c} es e*-cerrado.

Como 0, X, {b,d}, {a, c} son e*-cerrado entonces f es (e*,s)-continua. Pero f no

es (e,s)-continua, para esto, se verifica que {a, c} no es e-cerrado.

6-cl({a,c}) ={x € X : {a,c} Nint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}

s-cl({a,c}) = X
int(d-cl({a,c})) = X
cl(8-int({a, c})) = {c, d}
cl(d-int({a, c})) Nint(d-cl({a,c})) = {c,d} N X = {c,d} ¢ {a,c}
Esto dice que {a,c} no es e-cerrado, en consecuencia f no es (e,s)-continua.
Ejemplo 2.8. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X, {a,d}, {c}.{a.c,d}}. Sea
f X — X una funcién definida por f(a) = d, f(b) = a, f(c) = b, f(d) = c.

Entonces, f es (d-pre,s)-continua pero no es (a,s)-continua. En efecto,

Los 7-cerrados son:

{0, X,{b,c}, {a,b,d}, {b}}

Observe que:

c({a,c,d}) = X, int(cl({a,c,d})) = X = {a, c,d} no es regular abierto
cl({c}) = {b,c}, int(cl({c})) = {c} = {c} es regular abierto

cl({a,d}) = {a,b,d}, int(cl({a,d})) = {a,d} = {a,d} es regular abierto

Los conjuntos regular abiertos son:

{0, X, {c},{a,d}} en (X, 7T)
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Observe que f es (d-pre,s)-continua
Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

f70)y =0

1

f7HX) =
fl({}) {r e X i(x) € {c}} = {d}
7 ({a,d}) = {z € X :i(x) € {a,d}} = {a, b}

Siempre se cumple que () y X son d-pre-cerrados, ahora se verifica que {d} y

{a, b} son d-pre-cerrado.
Buscando el complemento de las imagenes inversa se obtiene que:

X\ {a,b} ={c,d}, X\ {d} ={a,b,c}

Luego

d-cl({c,d}) = {x € X : {c,d} Nint(cl(U)) # 0 para todo entorno U de x}

d-cl({c,d}) =
int(6-cl({c,d})) =
{c,d} Cint(5-cl({c,d}))

esto dice que X \ {a,b} = {c,d} es d-pre-abierto, asi {a, b} es d-pre-cerrado

De manera similar

d-cl({a,b,c}) = {zx € X : {a,b,c} Nint(cl(U)) # ( para todo entorno U de x}

d-cl({a,b,c}) =X
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int(0-cl({a,b,c})) = X
{a,b,c} Cint(6-cl({a,b,c}))

esto dice que X \ {d} = {a, b, c} es d-pre-abierto, asi {d} es d-pre-cerrado

Como 0, X, {a,b},{d} son o-pre-cerrado entonces f es (0-pre,s)-continua. Pero

f no es (a,s)-continua, para esto, se verifica que {d} no es a-cerrado.

0-cl({d}) = {z € X : {d} nint(cl(U)) # 0 para todo entorno U de x}

d-cl({d}) = {a,b,d}
int(6-cl({d})) = {a,d}
cl(int(d-cl({d}))) = {a, b, d} & {d}
Esto dice que {d} no es a-cerrado, en consecuencia f no es (a,s)-continua.
Ejemplo 2.9. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a}, {b}, {a,b}}. Entonces la funcién

identidad 7 : X — X es (e,s)-continua pero no es (§-pre,s)-continua. En efecto,

Los 7-cerrados son:

{0, X,{b,c}, {a, ¢}, {c}}

Observe que:

c({a}) ={a,c}, int(cl({a})) = {a} = {a} es regular abierto
cl({b}) = {b,c}, int(cl({b})) = {b} = {b} es regular abierto
cl({a,b}) = X, int(cl({a,b})) = X = {a, b} no es regular abierto

Los conjuntos regular abiertos son:

{0, X, {a},{b}} en (X,7)

Se chequea si i es (e,s)-continua

Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:
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(D) =0

(X)) =X

i"'({a}) ={z € X :i(z) € {a}} = {a}
(b)) = {r € X - i(x) € (5}) = {0}

Siempre se cumple que () y X son e-cerrados, ahora se verifica que {a} y {b} son

e-cerrado.

Se determina la 0-cl({a})
d-cl({a}) = {z € X : {a} Nint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}

para esto observe que

(1) a € é-cl({a}) pues
U =A{a}, d(U) ={a,c}, int(cl(U)) = {a}{a} N {a} # 0
U={a,b}, c(U) =X, int(cl(U)) = X {a} N X #£0
U=X,dU)=X,int(cdU)) =X, {a} N X #0.

(2) b ¢ o-cl({a}) pues
U = {b}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b}, {b} N {a} = 0.
(3) ¢ € d-cl({a}) pues

U=X,dU)=X,int(cd(U)) =X, {a} N X #0.

Asi §-cl({a}) = {a, c}, luego
int(0-cl({a})) = int({a,c}) = {a}
d-int({a}) = {a}, cl(6-int({a})) = {a,c}
int(6-cl({a})) Ncl(6-int({a})) = {a} N{a,c} = {a} C {a}

Esto dice que {a} es e-cerrado
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Se determina la 0-cl({b})
d-cl({b}) = {z € X : {b} Niint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}

para esto observe que

(1) a ¢ o-cl({b}) pues
U = {a}, cl(U) ={a,c}, int(cl(U)) = {a},{a} n{b} = 0.
(2) b€ d-cl({b}) pues

U = {b}, cl(U) = {b,c}, int(cl(U)) = {b},{b} N {b} # 0
U=/{a,b}, cd(U) =X, int(cl(U)) = XA{b} N X #0
U=X,dU) =X, int(cd(U)) = X, {b} 0 X # 0.

(3) ¢ € o-cl({b}) pues
U=X,cd(U) =X, int(cl(U)) = X, {b} N X 0.

Ast §-cl({b}) = {b, ¢}, luego
int(0-cl({b})) = int({b,c}) = {b}
d-int({b}) = {b}, cl(6-int({b})) = {b,c}
int(6-cl({b})) N cl(6-int({b})) = {b} N{b,c} = {b} C {b}

Esto dice que {b} es e-cerrado

Como 0, X, {a},{b} son e-cerrados entonces i es (e,s)-continua. Pero i no es

(0-pre,s)-continua, para esto, se verifica que {a} no es d-pre-cerrado.

X\ A{a} ={b,¢}

Se determina la d-cl({b, c})

d-cl({b,c}) ={x € X : {b,c} Nint(cl(U)) # () para todo entorno U de x}
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para esto observe que a ¢ 6-cl({b, c}) pues
U ={a}, c(U) ={a,c}, int(cl(U)) = {a},{a} N {b,c} = 0.

Luego
d-cl({b, c}) = {b,c}
int(6-cl({b,c})) = int({b,c}) = {b}
Pero
{b,c} & int(5-cl({b,c}))

Esto dice que X \ {a} = {b,c} no es d-pre-abierto, {a} no es d-pre-cerrado, en

consecuencia i no es (0-pre,s)-continua.

A continuacién se exhibe que bajo ciertas condiciones las funciones (e*,s)-con-
tinua, (e,s)-continua, (a,s)-continua, (d-semi,s)-continua, (d-pre,s)-continua y almost

contra-super-continua coinciden.

Definicién 2.3. Un espacio (X, 7) es llamado e*-T} /5 si todo conjunto e*-cerrado

es 0-cerrado.

Teorema 2.3. Sean X, Y espacios topologicos. [ : X — Y wuna funcion y X un

espacio e*-11 5. Las propiedades siguientes son equivalentes:
(1) f es (e*,s)-continua.
(2) f es (es)-continua.
(3) f es (6-semi,s)-continua.
(4) f es (0-pre,s)-continua.
(5) f es (a,s)-continua.
(6) f es almost contra-super-continua.

Demostracién:
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Suponga que f es almost contra-super-continua. Sea W un conjunto regular

abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es d-cerrado, es decir,
fTHW) = d-cl(f~H (W)
Como

cl(int(5-cl(f(W))) C cl(5-cl(f~ (W)
C S-cl(5-cl(f~LW)))
= o-d(fTH(W))
= [ (W)

Esto dice que f~!(W) es a-cerrado. Por lo tanto f es (a,s)-continua.

Suponga que f es (a,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y,

por hipétesis f~H(WW) es a-cerrado. X\ f~1(WW) es a-abierto. Como

X\fYW) C int(cl(-int(X\f1(W)))
C cl(d-int(X\fL W)

Esto dice que X\ f~1(W) es d-semi-abierto. f~1(W) es §-semi-cerrado. Por lo

tanto f es (d-semi,s)-continua.

Suponga que f es (d-semi,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en
Y, por hipétesis f~1 (W )es d-semi-cerrado, como todo conjunto d-semi-cerrado

es e-cerrado entonces f~!(W) es e-cerrado. Por lo tanto f es (e,s)-continua.

Suponga que f es (e,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y,
por hipétesis f~1(W) es e-cerrado, como todo conjunto e-cerrado es e*-cerrado,

entonces f~1(WW) es e*-cerrado. Por lo tanto f es (e*,s)-continua.

Suponga que f es (e*,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y, por
hipétesis f~1(W) es e*-cerrado, como X es e*-T' o, f~H(W) es d-cerrado. Como
todo conjunto d-cerrado es d-pre-cerrado entonces f~1(WW) es d-pre-cerrado.

Por lo tanto f es (J-pre,s)-continua.
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Suponga que f es (d-pre,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en
Y, por hipétesis f~1(WW) es §-pre-cerrado, como todo conjunto d-pre-cerrado
es e-cerrado y todo conjunto e-cerrado es e*-cerrado, entonces f~1(W) es
e*-cerrado. Como X es e*-T' o, f~1(W) es d-cerrado. Por lo tanto f es almost

contra-super-continua. ]

Formas débiles de funciones continuas

En esta seccion se usan los conjuntos e*-cerrado, e-cerrado y a-cerrado para

definir nuevas formas débiles de continuidad, como lo son las funciones e*-continua,

e-continua y a-continua. Se estudia la relacién entre estas funciones y el concepto

clasico de continuidad y las formas débiles de funciones Almost contra-super-continua.

También se estudia algunas caracterizaciones y propiedades.

Definicién 2.4. Una funcién f: X — Y entre espacios topoldgicos se dice que es:

(1)
(2)

(3)

(4)

e*-continua si f~!(A) es e*-abierto en X para todo conjunto abierto A de Y.

almost e*-continua si f~'(A) es e*-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y.

almost e-continua si f~!(A) es e-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y.

almost a-continua si f~'(A) es a-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y.

Teorema 2.4. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Se tienen

las siguientes propiedades:

(1) Si f es continua entonces f es e*-continua.

(2) Si f es e*-continua entonces f es almost e*-continua.

(3) Si f es continua entonces f es almost e-continua.
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(4) Si f es almost a-continua entonces f es almost e-continua.
(5) Si f es almost e-continua entonces f es almost e*-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicién 2.4, el Teorema 1.1 y

el Teorema 1.14. O

Se tiene el siguiente diagrama para una funciéon f : X — Y entre espacios
topoldgicos.

Almost e*-Continua

7\

e*-Continua Almost e-Continua

Continua Almost a-Continua

Figura 2.3: Diagrama 6

A continuacion, se presentan ejemplos donde los reciprocos no son ciertos.

Ejemplo 2.10. Sea X = {a,b,c,d} y 7 = {0, X,{a},{c},{a,b}.{a,c} {a,b,c},
{a,c,d}}. La funcién f : X — X definida por f(a) = a, f(b) = ¢, f(c) = a

f(d) = c es almost e*-continua pero no almost e-continua.

Ejemplo 2.11. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{b,¢}}. La funcién f: X — X

definida por f(a) = a, f(b) = ¢, f(¢) = a es e*-continua pero no continua.

Ejemplo 2.12. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{b,c}}. La funcién f: X — X
definida por f(a) = a, f(b) = ¢, f(¢) = a es almost e-continua pero no almost

a-continua.
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Ejemplo 2.13. Sea X = {a,b,c} y 7 = {0, X, {a},{b,c}}. La funcién f: X — X

definida por f(a) = a, f(b) = ¢, f(c) = a es almost e-continua pero no continua.

Ejemplo 2.14. Sea X = {a,be.d} v 7 = {0, X, {a}, {c}, {a,b}, {a,c}, {a b},
{a,c,d}}. La funcién f : X — X definida por f(a) = d, f(b) = ¢, f(c) = b,

f(d) = a es almost e*-continua pero no e*-continua.

Definicién 2.5. Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es extremadamente dis-

conexo si la clausura de todo conjunto abierto de X es abierto en X.

Ejemplo 2.15. Sea X un espacio topologico, el conjunto partes de X, denotado

por P(X) es extremadamente disconexo.

Teorema 2.5. Sea (Y,0) extremadamente disconexo. Las siguientes son equiva-

lentes para una funcion f: (X, 1) — (Y,0):
(1) f es (e*,s)-continua.
(2) f es almost e*-continua.
Demostracion:

(1) = (2) Sea U € RO(Y). Como Y es extremadamente disconexo entonces U es
abierto y cerrado. En efecto, sea U un conjunto regular abierto, entonces
U = int(cl(U)). Pero la clausura de U es un abierto, resulta que la clausura es
abierto y cerrado. Luego U = ¢l(U) lo que prueba que U es abierto y cerrado.
Como U es regular cerrado, entonces f~1(U) es e*-abierto. Por lo tanto, f es

almost e*-continua.

(2) = (1) Sea W € RC(Y). Como Y es extremadamente disconexo, W es regular
abierto. Como f es almost e*-continua entonces f~(WW) es e*-abierto. Por lo

tanto f es (e*,s)-continua. O

Teorema 2.6. Sea Y wun espacio reqular vy f : X — Y wuna funcion. Si f es

(e*,s)-continua entonces f es e*-continua.
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Demostracién: Sea x € X y A un conjunto abierto en Y que contiene a f(x).
Como Y es regular, existe un conjunto abierto G de Y que contiene a f(z) tal que
f(z) € c(G) C A. Como f es (e*,8)-continua, existe U € e*O(X, x) tal que f(U) C
cl(G). Como f(U) C cl(G) C A se tiene que f es e*-continua. O
Definicién 2.6. Una funcién f: X — Y entre espacios topolédgicos se dice que es:
(1) e*-irresoluta si f~!(A) es e*-abierto en X para todo A € e*O(Y).
(2) e-irresoluta si f~1(A) es e-abierto en X para todo A € eO(Y).

(3) a-irresoluta si f~!(A) es a-abierto en X para todo A € aO(Y).

Teorema 2.7. Sea f : X =Y yg:Y — Z funciones entre espacios topoldgicos.

Entonces se tienen las siguientes propiedades:
(1) Si f es e*-irresoluta y g es (e*,s)-continua entonces go f es (e*,s)-continua.
(2) Sif es(e*,s)-continua y g es contra R-map entonces gof es almost e*-continua.

(3) Si f es e*-continua y g es almost contra-super-continua entonces g o f es

(e*,s)-continua.
(4) Si f es e*-irresoluta y g es e*-irresoluta entonces g o f es e*-irresoluta.
(5) Si [ es almost e*-continua y g es contra R-map entonces gof es (€*,s)-continua.
Demostracién:

(1) Sea U un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g o f)~1(U) es
e*-cerrado en X. Como g es (e*,s)-continua, g~*(U) es e*-cerrado en Y. U-
sando el hecho que f es e*-irresoluta entonces (g1 (U)) = (go f) 1 (U) es

e*-cerrado en X.

(2) Sea W un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g o f)"1(W) es

e*-abierto en X. Como g es contra R-map entonces g~!(1W) es regular cerrado
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en Y, entonces Y \ g7} (W) es regular abierto en Y. Usando el hecho que f es

(e*,s)-continua, entonces f~1(Y \ g7 (W)) es e*-cerrado en X. Pero

TN W) =X\ g (W) =X\ (go /)W)
que es e*-cerrado en X. Por lo tanto (go f)~!(W) es e*-abierto en X.

Sea A un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (gof)~!(A) es e*-cerrado
en X. Como g es almost contra-super-continua entonces g~ *(A) es d-cerrado
enY,yasi Y\ g7'(A) es d-abierto en Y. En consecuencia se tiene que
Y\ g ' (A) = d-int(Y \ g " (4) = | Ua
acJ
donde cada U, es un conjunto regular abierto, U, = int(cl(U,)). Esto dice

que cada U, es un conjunto abierto en Y. Como f es e*-continua, se tiene que

f~YU,) es e*-abierto en X.

ROAYE “(Jua =1

acJ acJ

Por lo tanto (go f)71(A) es e*-cerrado en X.

Sea A un conjunto e*-abierto en Z, a mostrar que (go f)~!(N) es un conjunto
e*-abierto en X. Como g es e*-irresoluta se tiene que g~1(A) es e*-abierto en
Y. Ahora, como f es e*-irresoluta se tiene que f~!(g7!(A)) es e*-abierto en
X. Pero f71 (g7 (A)) = (go f) "' (A) asf se tiene que (go f) ' (A) es e*-abierto
en X.

Sea U un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g o f)~}(U) es un
conjunto e*-cerrado en X. Como g es contra R-map, entonces g~ *(U) es re-
gular cerrado en Y, asf Y\ g7 }(U) es regular abierto en Y. Como f es almost

e*-continua entonces f~H(Y \ g~ }(U)) es e*-abierto en X. Pero:

YN\ U) =X\ U) =X\ (go f) N U)

que es e*-abierto en X. Por lo tanto (go f)™'(U) es e*-cerrado en X. O
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Teorema 2.8. Sea f : X — Y una funcion entre espacios topologicos. Las propiedades

siguientes son equivalentes:
(a) f es (e*,s)-continua.
(b) La imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es e*-abierto.
(c) f1(e*cl(U)) C r-ker(f(U)) para todo U C X.
(d) e*-cl(f~1(A)) C f~(r-ker(A)) para todo AC Y.

(e) Para cada x € X y cada A € SO(Y, f(x)), existe un conjunto e*-abierto U en
X,z €U tal que f(U) C cl(A).

(f) fle*-cl(P)) C 0-s-cl(f(P)) para todo P C X.

(g) e*cl(f~Y(R)) C f~(#-s-cl(R)) para todo R C Y.

(h) e*-cl(f~*(A)) C f~1(0-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A deY .
(i) e*-cl(f~1(A)) C f1(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de'Y .
(7) e*-cl(f~1(A)) C f~(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A deY .
(k) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-abierto de Y es e*-abierto.
(1) f7YA) C e*-int(f~(cl(A))) para todo A € SO(Y).
(m) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-cerrado de Y es e*-cerrado.
(n) f~1(int(cl(A))) es e*-cerrado para todo subconjunto abierto A de'Y .
(o) f~Hcl(int(F))) es e*-abierto para todo subconjunto cerrado F de'Y .
(p) f~H(cl(U)) es e*-abierto para todo U € BO(Y).

(r) f7X(cl(U)) es e*-abierto para todo U € SO(Y).

(s) [f~H(int(cl(U))) es e*-cerrado para todo U € PO(Y).
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Demostracidén:

(a) = (b) Sea W un conjunto regular cerrado en Y, asi Y\ W es conjunto regular abierto

en Y. Como f es (e*,s)-continua entonces f~1(Y \ W) es e*-cerrado. Pero
FHYAW) =X\ fH (W)

que es e*-cerrado y asi f~1(W) es e*-abierto. Por lo tanto, la imagen inversa

de un conjunto regular cerrado de Y es e*-abierto.

(b) = (a) Sea W un conjunto regular abierto en Y, asi Y \ W es regular cerrado en Y.
Usando la hipétesis la imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es

e*-abierto entonces f~1(Y \ W) es e*-abierto. Pero
FHYAW) =X\ f7H (W)
Asi f7Y(W) es e*-cerrado. Por lo tanto f es (e*,s)-continua.

(b) = (¢) Sea U C X, y suponga que y ¢ r-ker(f(U)). Entonces existe un conjunto
regular cerrado F, y € F tal que f(U) N F = (). Asi, se obtiene que
UNfYF) =0ye-cdU)n fYF) = 0. Asi, fle*cd(U))NF =0y
y & f(e*-cl(U)). Por lo tanto f~t(e*-cl(U)) C r-ker(f(U)).

(¢)= (d) Sea A C Y. Por (c), f(e*cl(f~*(A))) C r-ker(A). Asi, e*-cl(f~'(A4)) C
[ (r-ker(A)).

(d) = (a) Sea A C RO(Y). Por hipétesis e*-cl(f~1(A)) C f~ (r-ker(A)) = f~1(A),
como f~H(A) C e*-cl(f~1(A)) se obtiene que e*-cl(f~*(A)) = f~}(A). Por lo

tanto, f~1(A) es e*-cerrado en X.

(e) = (f) SeaP C Xyx €e*~cl(P)yG e SO, f(x)). Por (e) existe U € e*O(X, x) tal
que f(U) < d(G). Como =z € e~c(P), UNP # 0y
0 # f(U)Nf(P) C cd(G)N f(P). Asi f(x) € 0-s-cl(f(P)) y por lo tanto
f(e*-cl(P)) C 6-s-cl(f(P)).
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(f) = (g) Sea R C Y. Se tiene que f(e*-cl(f~*(R))) C 0-s-cl(f(f~*(R))) C 6-s-cl(R) y
e*-cl(f~Y(R)) C f~1(6-s-cl(R)).

(9) = (e) Sea A € SO(Y, f(x)). Como cl(A) N (Y \ cl(A)) = 0, se tiene que f(z) ¢

O-s-cl(Y \ cl(A)) y z ¢ f1(0-s-cl(Y \ cl(A))). Por (g) x & e*~cl(f~1 (Y \
cl(A))) y por lo tanto existe U € e*O(X,z) tal que UN f~HY \ cl(A)) =0y
FU)YN (Y \ cl(A)) = 0. De esto se deduce que f(U) C cl(A).

(g9) = (h) Como e*-cl(f~*(R)) C f~*(#-s-cl(R)) para todo R C Y, en general se cumple

para todo subconjunto abierto A de Y. Por lo tanto,
e*-cl(f~H(A)) C f(0-s-cl(A)).
(h) = (i) Como #-s-cl(A) = s-cl(A) para un conjunto abierto A, entonces
e’-cl(fH(A)) C [ (scl(A)).
(1) = (j) Como s-cl(A) = int(cl(A)) para todo conjunto abierto A de Y, entonces
e*-cl(f~1(A)) C [~ (int(cl(A))).

() = (a) Sea A € RO(Y). Por (j) e*-cl(f~YA)) C f(int(cl(A))) = f~1(A). Por lo

tanto, f~(A) es e*-cerrado y en consecuencia f es (e*,s)-continua.

(b) = (k) Como cualquier conjunto #-semi-abierto es una unién de conjuntos regular

cerrado entonces esta se mantiene.

(k) = (e) Seax € Xy Ae SO, f(z)). Como cl(A) es #-semi-abierto en Y, entonces
existe un conjunto e*-abierto U en X, tal que x € U C f~!(cl(A)). Por lo
tanto f(U) C cl(A).

(€)= (I) Sea A € SO(Y) y z € f7}(A). Se tiene que f(x) € A, entonces existe un
conjunto e*-abierto U en X, que contiene a x tal que f(U) C cl(A). Asi, se

tiene que z € U C f~1(A) y por lo tanto x € e*-int(f~1(A)) y se concluye que

F7HA) C e-int(f7(A)).
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(I) = (b) Sea F' cualquier conjunto regular cerrado de Y. Como F' € SO(Y'), entonces
f7UF) C e*~int(f~'(F)). Esto demuestra que f~(F) es e*-abierto en X.

(k) = (m) Sea W un conjunto #-semi-cerrado en Y. Y\ W es #-semi-abierto. Por hipdtesis
f7HY \ W) es e*-abierto. Pero f~* (Y \ W) = X \ f~}(W) que es e*-abierto.

Por lo tanto, f~1(WW) es e*-cerrado.

(m) = (k) Sea W un conjunto -semi-abierto en Y. Y'\W es #-semi-cerrado. Por hipétesis
FHY \ W) es e*-cerrado. Pero f~1{(Y \ W) = X\ f~1(W) que es e*-cerrado.
Por lo tanto, f~!(W) es e*-abierto.

(a) = (n) Sea A un subconjunto abierto de Y. Como int(cl(A)) es regular abierto, se

tiene que f~!(int(cl((A))) es e*-cerrado.

(n) = (a) Sea A un conjunto regular abierto de Y. Por hipétesis, f~'(A) es e*-cerrado
en X. Pero f71(A) = f~'(int(cl((A))). Por lo tanto f~'(int(cl((A))) es

e*-cerrado.

(b) = (0) Sea F un conjunto regular cerrado en Y. Por hipétesis f~1(F) es e*-abierto.

Como f~Y(F) = f~'(cl(int((F))) entonces f~!(cl(int((F))) es e*-abierto.

(0) = (b) Sea F conjunto regular cerrado en Y. Por hipétesis f~!(cl(int((F))) es e*-abierto.
Pero f~YF) = f~'(cl(int((F))) que es e*-abierto. Por lo tanto, f~1(F) es

e*-abierto.
(b) = (p) Sea U € SO(Y). Siempre ocurre que int(cl(U)) C cl(U), por lo que
cl(int(cl(U))) C cl(U)

Por otro lado, como U € SO(Y) entonces U C cl(int(cl(U))), por lo que
c(U) C cl(cl(int(cl(U)))) = cl(int(cl(U))). Asi cl(U) = cl(int(cl(U))), lo que
dice que cl(U) es regular cerrado y por lo tanto f~!(cl(U)) es e*-abierto.

(p) = (r) Como SO(Y) C BO(Y) entonces f~1(cl(U)) es e*-abierto.
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(r) = (s) Sea U € PO(Y). Como Y \ int(cl(U)) es regular cerrado y por lo tanto es

semi-abierto, se tiene que:
X\ S (int(cl(U))) = fH(Y \int(cl(U))) = f~H(cl(Y \int(cl(V)))) € " O(X)
Asi f71(int(cl(U))) es e*-cerrado.
(s) = (a) SeaU € RO(Y). Entonces U € PO(Y) y por lo tanto f~1(U) = f~L(int(cl(U)))
es e*-cerrado en X. U
Teorema 2.9. Sea f : X — Y una funcion entre espacios topolégicos. Las propiedades
siguientes son equivalentes:
(a) f es (es)-continua.
(b) La imagen inversa de un conjunto reqular cerrado de'Y es e-abierto.
(c) f~He-cl(U)) C r-ker(f(U)) para todo U C X .
(d) e-cl(f~1(A)) C f~(r-ker(A)) para todo A CY.

(e) Para cada x € X y cada A € SO(Y, f(x)), existe un conjunto e-abierto U en
X,z €U tal que f(U) C cl(A).

(f) fle-cl(P)) C 0-s-cl(f(P)) para todo P C X.

(g9) e-cl(f~Y(R)) C f~1(0-s-cl(R)) para todo RCY .

(h) e-cl(f~'(A)) C f~1(0-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A deY .
(i) e-cl(f~'(A)) C f(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A deY .
(7) e-cl(f~'(A)) C f~(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A deY .
(k) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-abierto de Y es e-abierto.

(1) f~HA) C e-int(f~(cl(A))) para todo A € SO(Y).
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(m) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-cerrado de Y es e-cerrado.

(n) f~1(int(cl(A))) es e-cerrado para todo subconjunto abierto A de'Y .

(o) f~Hcl(int(F))) es e-abierto para todo subconjunto cerrado F de'Y .

(p) f~H(cl(U)) es e-abierto para todo U € SO(Y).

(r) fXcl(U)) es e-abierto para todo U € SO(Y).

(s) [~Y(int(cl(U))) es e-cerrado para todo U € PO(Y).
Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.8. O
Teorema 2.10. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Las
propiedades siguientes son equivalentes:

(a) [ es (a,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto regqular cerrado de'Y es a-abierto.

(c) [ a-cl(U)) C r-ker(f(U)) para todo U C X.

(d) a-cl(f~(A)) C f~Y(r-ker(A)) para todo A CY.

(e) Para cada v € X y cada A € SO(Y, f(x)), existe un conjunto a-abierto U en
X,z €U tal que f(U) C cl(A).

(f) fla-cl(P)) C 0-s-cl(f(P)) para todo P C X.

(9) a-cl(f~Y(R)) C f1(0-s-cl(R)) para todo R C Y.

(h) a-cl(f~1(A)) C f~1(6-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .
(i) a-cl(f~Y(A)) C f~(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .
(j) a-cl(f~1(A)) C f~(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A de Y.

(k) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-abierto de Y es a-abierto.
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(1) f~Y(A) C a-int(f~'(cl(A))) para todo A € SO(Y).

(m) La imagen inversa de un conjunto 0-semi-cerrado de Y es a-cerrado.
(n) f~(int(cl(A))) es a-cerrado para todo subconjunto abierto A deY .

(0) f71(cl(int(F))) es a-abierto para todo subconjunto cerrado F deY .

(p) f7H(cl(U)) es a-abierto para todo U € BO(Y).

(r) f~1(cl(U)) es a-abierto para todo U € SO(Y).

(s) f~1(int(cl(U))) es a-cerrado para todo U € PO(Y).

Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 2.8. U

Corolario 2.1. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:
(1) f es (e*,s)-continua.
(2) f~Ha-cl(A)) es e*-abierto en X para todo A € SO(Y).
(3) [~ Yp-cl(A)) es e*-abierto en X para todo A € SO(Y).
(4) f~1(s-cl(A)) es e*-abierto en X para todo A € PO(Y).
(5) e*-cl(f~(R)) C f~Y(#-s-cl(R)) para todo R C SO(Y).
(6) e*-cl(f~Y(R)) C f~1(0-s-cl(R)) para todo R C PO(Y).
(7) e*-cl(f~*(R)) C f~Y(#-s-cl(R)) para todo R C BO(Y).
Demostracion: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.8, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. 0

Corolario 2.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topoldgicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:
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(1) f es (e,s)-continua.

(2) F-Y(a-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € BO(Y).
(3) Y (p-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € SO(Y).
(4) f~1(s-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € PO(Y).
(5) e-cl(f71(R)) C f~1(6-s-cl(R)) para todo R C SO(Y).
(6) e-cl(f~1(R)) C f~"(0-s-cl(R)) para todo R C PO(Y).
(7) e-cl(f~(R)) C f~*(6-s-cl(R)) para todo R C BO(Y).

Demostracién: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.9, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. O

Corolario 2.3. Sea f : X — Y wuna funcion entre espacios topologicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:
(1) f es (e,s)-continua.
(2) f~(a-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € BO(Y).
(3) [f~H(p-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € SO(Y).
(4) [~Y(s-cl(A)) es e-abierto en X para todo A € PO(Y).
(5) e-cl(f~(R)) C f~*(6-s-cl(R)) para todo R C SO(Y).
(6) e-cl(f(R)) C f~*(8-s-cl(R)) para todo R C PO(Y).
(7) e-cl(f~Y(R)) C f~'(0-s-cl(R)) para todo R C SO(Y).
Demostracion: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.10, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. U

Definicién 2.7. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
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(1) e*-denso si e*-cl(A) = X.
(2) e-denso si e-cl(A) = X.

Definicién 2.8. Un espacio X se dice s-Urysohn si para cada par de puntos distintos

reyen X, existe M € SO(X,z) y N € SO(X,y) tal que cl(M)Ncl(N) = 0.

Teorema 2.11. Sean f, g: X — Y funciones entre espacios topologicos. Si f
es (e*,s)-continua y g es almost contra-super-continua y Y es s-Urysohn, entonces

P={zxeX: f(x)=g(x)} ese*-cerrado en X.

Demostracién: Sea x € X\P, entonces f(x) # g(z). Como Y es s-Urysohn,
existe M € SO(Y, f(z)) y N € SO(Y, g(z)) tal que cl(M)Ncl(N) = 0. Como f es
(e*,s)-continua y g es almost contra-super-continua, existe un conjunto e*-abierto K
y un conjunto é-abierto L que contiene a z tal que f(K) C cl(M) y g(L) C cl(N).
Por Lema 1.4, KNL =S € e*0O(X), f(S)Ng(S) = 0 para todo s € S y por lo

tanto = ¢ e*-cl(P). En consecuencia, P es e*-cerrado en X. O

Teorema 2.12. Sean f, g: X — Y funciones entre espacios topologicos. Si f
es (e,s)-continua y g es almost contra-super-continua y Y es s-Urysohn, entonces

P={reX: f(x)=g(x)} es e-cerrado en X.

Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 2.11. 0

Teorema 2.13. Sean X e Y espacios Topologicos. Si'Y es s-Urysohn, f: X —Y
yg:X —Y son funciones (e*,s)-continua y almost contra-super-continua respecti-

vamente y f = g sobre un conjunto e*-denso P C X, entonces f = g en X.

Demostracién: Sean fy g funciones (e*;s)-continuay almost contra-super-continua
respectivamente y Y s-Urysohn. Entonces R = {x € X : f(z) = g(x)} es e*-cerrado
en X. Como P C Ry P es un conjunto e*-denso en X, X = e*-cl(P) C e*-cl(R) =
R. Asi f = g sobre X. O
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Teorema 2.14. Sean X eY espacios Topoldogicos. Si'Y es s-Urysohn, f : X —Y
yg:X —Y son funciones (e,s)-continua y almost-contra-super-continua respecti-

vamente y f = g sobre un conjunto e-denso P C X, entonces f = g en X.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.13. 0

Definicién 2.9. Para un subconjunto A de un espacio topolégico X se define:
(1) La e*-frontera de A, denotada por e*-fr(A), como:

e*-fr(A) = e*-cl(A)Ne'-cl(X \ A).

(2) La e-frontera de A, denotada por e-fr(A), como:

e-fr(A) = e-cl(A) Ne-cl(X \ A).

(3) La a-frontera de A, denotada por a-fr(A), como:

a-fr(A) = a-cl(A) Na-cl(X \ A).

Teorema 2.15. Sea f: X — Y una funcion. Entonces f no es (e*,s)-continua en

x siy solo six € e*-fr(f~Y(F)) para algin F € RO(Y, f(z)).

Demostracién:  Suponga que f no es (e*,s)-continua en x. Entonces existe
F € RO(Y, f(x)) tal que f(U) € F para todo U € e*O(X,z). Para todo U €
e*O(X, x), se tiene que f(U)N (Y \ f~YF)) # 0. Asi Un (X \ f~YF)) # 0
para todo U € e¢*O(X,z) y por lo tanto z € e*-fr(X \ f~1(F)). Como z € F,
x € e*-fr(f~H(F)).

Reciprocamente, para = € X, Suponga que existe F© € RC(Y, f(x)) tal que
r € e-fr(X\ f1(F))y f es (e*,s)-continua en z. Entonces existe un conjunto
e*-abierto U tal que x €e U y U C f7H(F). Asi x ¢ e*-fr(X \ f~Y(F)). Esto es una

contradiccién. Por lo tanto f no es (e*,s)-continua en x. U
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Teorema 2.16. Sea f : X — Y wuna funcion. Entonces f no es (e,s)-continua en

x siy solo six € e-fr(f~Y(F)) para algin F € RO(Y, f(z)).

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.15 O

Teorema 2.17. Sea f : X — Y wuna funcion. Entonces f no es (a,s)-continua en

x siy solo six € a-fr(f~1(F)) para algin F € RO(Y, f(x)).

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.15 O

2.3 Conjuntos Compactos

En esta seccién, se definen los conjuntos compactos, usando la nocién de
conjuntos e*-abierto, e-abierto y a-abierto. Se estudia las relaciones entre ellos
y cudles de estos son preservados bajo acciones de las funciones (e*,s)-continua,

(e,s)-continua y (a,s)-continua.

Definicién 2.10. Un subespacio A de un espacio X se dice e*-compacto relativo
a X si para todo cubrimiento {P; : i € I} de A por subconjuntos e*-abierto de X,
existe un subconjunto I finito de I tal que A C U{H 1 € Ip}. Un espacio X se
dice e*-compacto si para todo cubrimiento e*-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Definiciéon 2.11. Un subespacio A de un espacio X se dice e-compacto relativo a
X si para todo cubrimiento {P; : i € I} de A por subconjuntos e-abierto de X,
existe un subconjunto I finito de I tal que A C U{H 1 € Ip}. Un espacio X se
dice e-compacto si para todo cubrimiento e-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Definicion 2.12. Un subespacio A de un espacio X se dice a-compacto relativo a
X si para todo cubrimiento {P; : i € I} de A por subconjuntos a-abierto de X,
existe un subconjunto I finito de I tal que A C U{R 1 € Ip}. Un espacio X se
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dice a-compacto si para todo cubrimiento a-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Teorema 2.18. Sea X un espacio topolégico, A subconjunto de X. Entonces
(1) Si A es e*-compacto entonces A es compacto.
(2) Si A es e*-compacto entonces A es e-compacto.
(3) Si A es e-compacto entonces A es a-compacto.

Demostracién:

(1) Sea A un subconjunto de X e*-compacto. Sea {U, : o € J} un cubrimiento de

A por subconjuntos abiertos de X. Como todo conjunto abierto es e*-abierto

entonces {U, : a € J} es un cubrimiento de A por subconjuntos e*-abierto de

X. Como A es e*-compacto, existe una subcoleccién finita {U,,, Uqy, -, Ua, }

que cubre a A tal que A C U U,,. Por lo tanto, A es compacto.
i=1

(2) Sea A un subconjunto de X e*-compacto. Sea {U, : a € J} un cubrimien-

to de A por subconjuntos e-abiertos de X. Como todo conjunto e-abierto

es e*-abierto entonces {U, : a € J} es un cubrimiento de A por subconjun-

tos e*-abierto de X. Como A es e*-compacto, existe una subcoleccién finita
)
n

{Uay,Uay, ..; Uy, } que cubre a A tal que A C UUai- Por lo tanto, A es

i=1
e-compacto.

(3) Sea A un subconjunto de X e-compacto. Sea {U, : a € J} un cubrimien-

to de A por subconjuntos a-abiertos de X. Como todo conjunto a-abierto

es e-abierto entonces {U, : € J} es un cubrimiento de A por subconjun-

tos e-abierto de X. Como A es e-compacto, existe una subcoleccion finita
n

{Uay,Usy, .-; Uy, } que cubre a A tal que A C UUai. Por lo tanto, A es

i=1
a-compacto.

O



79

Teorema 2.19. Todo subconjunto e*-cerrado A de un espacio €*-compacto X es

e*-compacto relativo a X.

Demostracién: Sea A un subconjunto de X e*-cerrado y X un espacio e*-compacto.
Sea {M; : i € I} un cubrimiento de A por subconjuntos e*-abierto de X. Esto im-

plica que A C U M;y (X\A)U U M;) = X. Como X es e*-compacto, existe un

el 1€l
subconjunto finito I, de I tal que (X \ A) U U M;))=X. Asi AC U M; y por lo
€1y i€lp
tanto A es e*-compacto relativo a X. [

Teorema 2.20. Todo subconjunto e-cerrado A de un espacio e-compacto X es

e-compacto relativo a X.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.19. 0

Teorema 2.21. Todo subconjunto a-cerrado A de un espacio a-compacto X es

a-compacto relativo a X.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.19. O

Definicién 2.13. Un subespacio X se dice s-cerrado si para todo cubrimiento re-

gular cerrado de X tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 2.22. Sea f: X — Y sobreyectiva y (e*,s)-continua, si X es e*-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostraciéon: Sea X un espacio e*-compacto y f : X — Y una funciéon
(e*,s)-continua sobreyectiva. Sea {M; : i € I} un cubrimiento de Y por conjun-
tos regular cerrado. Como f es (e*,s)-continua, entonces {f~'(M;) : i € I} es
un cubrimiento de X por conjuntos e*-abierto. Como X es e*-compacto, existe

un subconjunto finito Iy de I tal que X = U f~1(M;). Como f es sobreyectiva,
i€lp
Y = U M; . AsiY es s-cerrado. [

i€lp
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Teorema 2.23. Sea f: X — Y sobreyectiva y (e,s)-continua, si X es e-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 2.22. 0

Teorema 2.24. Sea f: X — Y sobreyectiva y (a,s)-continua, si X es a-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 2.22. U

Teorema 2.25. Si f es e*-irresoluta y A C X un espacio e*-compacto relativo a

X, entonces la imagen f(A) es e*-compacto relativo a Y .

Demostracién: Sea A C X un espacio e*-compacto y f : X — Y una funcion
e*-irresoluta. Sea {M; : i € I} un cubrimiento de Y por conjuntos e*-abierto. Como
f es e*-irresoluta, entonces {f~*(M;) : i € I} es un cubrimiento de X por conjuntos

e*-abierto. Como A es e*-compacto, existe un subconjunto finito Iy de I tal que

A= U f~1(M;). Luego

i€l
FA) = o) =Y ra o) c | v
i€l i€l icl
Ast f(A) C U M; y por lo tanto f(A) es e*-compacto relativo a Y. O

i€ly

Teorema 2.26. Si f es e-irresoluta y A C X un espacio e-compacto relativo a X,

entonces la imagen f(A) es e-compacto relativo a Y.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.25. O

Teorema 2.27. Si f es a-irresoluta y A C X un espacio a-compacto relativo a X,

entonces la imagen f(A) es a-compacto relativo a 'Y .

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.25. 0
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2.4 Axiomas de separacién

En esta seccion, se definen algunos axiomas de separacion, usando la nocion

de conjuntos e*-abierto, e-abierto y a-abierto. Se estudia cudles de estos axiomas son
)

preservados bajo acciones de las funciones (e*,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-con-

tinua.
Definicién 2.14. Un espacio X se dice que es:

(1) e*-T) si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos e*-abierto

M y N que contienen a z e y respectivamente tal que y ¢ M y ¢ N.

(2) e-T si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos e-abierto M

y N que contienen a x e y respectivamente tal que y ¢ M y = ¢ N.

(3) a-T; si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos a-abierto M

y N que contienen a x e y respectivamente tal que y ¢ M y = ¢ N.

Definicién 2.15. Un espacio X se dice que es débilmente Hausdorff si cada ele-

mento de X es una interseccién de conjuntos regular cerrado.

Teorema 2.28. Sea f: X — Y una funcion. Si f es inyectiva y (e*,s)-continua y

Y es débilmente Hausdorff, entonces X es e*-T}.

Demostracién: Para = # y en X, como [ es inyectiva f(z) # f(y) en Y, asi
existen P,R € RC(Y) tal que f(z) € P, f(y) ¢ P, f(x) ¢ Ry f(y) € R. Como
[ es (e*s)-continua, f~'(P) y f~!(R) son subconjuntos e*-abierto de X tal que
refHP),yé¢ fH(P),xz¢ fY(R)yye fHR). Asi X es e*-T. O

Teorema 2.29. Sea f: X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (e,s)-continua y

Y es débilmente Hausdorff, entonces X es e-T7.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 2.28. O
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Teorema 2.30. Sea f: X — Y una funcion. Si f es inyectiva y (a,s)-continua y
Y es débilmente Hausdorff, entonces X es a-T.

Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 2.28. U

Definicién 2.16. Un espacio X se dice que es:

(1) e*-Ty si para cada par de puntos distintos = e y en X, existe M € ¢*O(X, )
y N € e*O(X,y) tal que M NN = 0.

(2) e-Ty si para cada par de puntos distintos z e y en X, existe M € eO(X,x) y
N € eO(X,y) tal que M NN = 0.

(3) a-T; si para cada par de puntos distintos = e y en X, existe M € aO(X,x) y
N € aO(X,y) tal que M NN = ().

Teorema 2.31. Sea f: X — Y una funcion. Si f es inyectiva y (e*,s)-continua y

Y es s-Urysohn, entonces X es e*-T5.

Demostracion: Sea Y s-Urysohn. Para cualquier par de puntos distintos z e y
en X, f(x) # f(y). Como Y es s-Urysohn, entonces existe P € SO(Y, f(z)) y
R € SO(Y, f(y)) tal que cl(P)Ncl(R) = (. Como f es (e*,s)-continua, entonces
existen conjuntos A y B e*-abierto en X que contienen a x e y, respectivamente, tal

que f(A) Cc(P)y f(B) C cl(R) tal que AN B = 0. Asi, X es e*-T. O
Teorema 2.32. Sea f: X — Y wuna funcion. Si [ es inyectiva y (e,s)-continua y
Y es s-Urysohn, entonces X es e-T5.

Demostraciéon: Se prueba de manera similar a Teorema 2.31. U

Teorema 2.33. Sea [ : X — Y una funcion. Si f es inyectiva y (a,s)-continua y

Y es s-Urysohn, entonces X es a-T5.

Demostracion: Se prueba de manera similar a Teorema 2.31. 0



CAPITULO 3
FUNCIONES (¢*,s)-CONTINUAS, (e,s)-CONTINUAS,
(a,s)-CONTINUAS EN m-ESPACIOS

En este Capitulo, se plantea el concepto de estructura minimal my sobre un
conjunto no vacio X y algunas de sus propiedades. Usando este concepto, se dan
nuevas definiciones de funciones continuas, generalizando a las mencionadas en el
Capitulo 2, se estudia la relacién existente entre ellos y sus propiedades. También se
introduce la nocién de compacidad y axiomas de separacion usando estructura mini-
mal los cuales van a generalizar las definiciones y propiedades dadas en el Capitulo

2.

3.1 Estructuras minimales

En esta seccion, se introduce el concepto de estructura minimal sobre un

conjunto X no vacio y se estudian algunas propiedades.

Definicién 3.1. Una estructura minimal o una mx-estructura sobre un conjunto

no vacio X, es una familia mx de subconjuntos de X tal que ) € mx y X € mx.

El par (X, my) formado por un conjunto no vacio X y una mx-estructura se
denomina m-espacio.

Observe que toda topologia es una estructura minimal, de modo que todo
espacio topoldgico es un m-espacio.

Observe que si X es un espacio topoldgico entonces las colecciones formadas

por los conjuntos semi-abiertos, a-abiertos y pre-abiertos, son m yx-estructuras sobre

X.

Definicién 3.2. Sea (X, my) un m-espacio, se dice que un subconjunto A de X es
mx-abierto si A € mx y el complemento de un conjunto my-abierto se denomina

mx-cerrado.

83
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Al igual que en un espacio topoldgico, se pueden definir ciertas operaciones

de conjuntos en un m-espacio.

Definicién 3.3. Sea (X, my) un m-espacio y A un subconjunto de X, se define
el mx-interior de A, denotado por myx-int(A), como la unién de todos conjuntos

mx-abierto que estan contenidos en A, es decir, mx-int(A) = U {G:G C A}
GEmX

Definicién 3.4. Sea (X, my) un m-espacio y A un subconjunto de X, se define la
mx-clausura de A, denotado por mx-cl(A), como la interseccién de todos conjuntos

mx-cerrados que contienen a A, es decir, mx-cl(A) = m {F:F > A}
X—Femx

Observe que cuando la estructura minimal es una topologia se recuperan las
nociones clasicas de interior y clausura de un conjunto.
Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades del m x-interior y de la

mx-clausura de un conjunto.
Teorema 3.1. Sea (X,mx) un m-espacio, A y B subconjuntos de X, entonces
(1) mx-int(A) C A.
(2) Si A es mx-abierto, entonces mx-int(A) = A.
(3) mx-int(0) =0 y mx-int(X) = X.
(4) x € mx-int(A) si y solo si existe un mx-abierto G tal que v € G C A.
(5) Si A C B entonces mx-int(A) C mx-int(B).
(6) mx-int(mx-int(A)) = mx-int(A).
(7) mx-int(AN B) C mx-int(A) N mx-int(B).
Demostracién:

(1) Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.3.
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Suponga que A es un conjunto mx-abierto, entonces
Ac | {G:G c A} = my-int(A)
Gemx

y como mx-int(A) C A para todo A C X, se deduce que A = mx-int(A).

Como @ y X son conjuntos mx-abiertos, se tiene que my-int(f) = 0 y
mx-int(X) = X, por (2).

Suponga que z € mx-int(A), entonces x € U {G: G C A}, es decir, z € G

Gemx

para algin G € mx y G C A.
Reciprocamente, suponga que existe un abierto G tal que z € G C A, entonces

T € U {G: G C A} = mx-int(A).

Gemx
Suponga que x € mx-int(A), entonces existe G € my tal que z € G C A,
y como A C B, se tiene que x € G C B para algin G € my. Asi, por (4),

x € mx-int(B). En consecuencia, mx-int(A) C mx-int(B).

Como my-int(A) C Aparatodo A C X, por (1); esinmediato de la proposicién
anterior que mx-int(mx-int(A)) C mx-int(A). Por tanto, sélo resta veri-
ficar que my-int(A) C mx-int(mx-int(A)). Sea x € mx-int(A), entonces
r € G para algin G € my y G C A, por (4); luego, como G C A se tiene
que mx-int(G) C my-int(A); ademds, como G es my-abierto, se sigue que
G C mx-int(A) por (2), asi, x € G para alguin G € my y G C mx-int(A), lo

cual implica que & € mx-int(mx-int(A)), por (4); de donde
mx-int(A) C mx-int(mx-int(A))
con lo cual resulta la igualdad que se quiere.

Como ANB C Ay AN B C B, entonces mx-int(AN B) C mx-int(A) y
mx-int(AN B) C mx-int(B), por (5), de modo que

mx-int(AN B) C mx-int(A) N mx-int(B)
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El siguiente ejemplo muestra que la contencién de la proposicién (7) del Teo-

rema 3.1 es estricta.

Ejemplo 3.1. Considere el conjunto X = {a, b, ¢,d} con la siguiente mx-estructura
mx = {0, X, {a},{a,b,c},{b,c,d}}. Observe que existen subconjuntos A y B de X
tales que mx-int(A) Nmx-int(B) € mx-int(AN B). En efecto, sean A = {b,c,d} y
B = {a, b, c}, entonces mx-int(AN B) = mx-int({b,c}) = 0, mx-int(A) = {b,c,d}
y mx-int(B) = {a,b, c}. Por tanto,

mx-int(A) N mx-int(B) = {b,c} € mx-int(AN B)

Teorema 3.2. Sean (X,mx) un m-espacio, A y B subconjuntos de X, entonces
(1) A C mx-cl(A).
(2) Si A es mx-cerrado, entonces mx-cl(A) = A.
(3) mx-cl(0) =0 y mx-cl(X) =X.

(4) © € mx-cl(A) si y solo si para todo mx-abierto U que contiene a x, se tiene

que UN A # (.
(5) Si A C B, entonces mx-cl(A) C mx-cl(B).
(6) mx-(mx-cl(A)) = mx-cl(A).
(7) mx-cl(AU B) D mx-cl(A) Umx-cl(B).
Demostraciéon:

(1) Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.4.
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(2) Suponga que A es un mx-cerrado, entonces
mx-cl(A)= () {F:F>A}cA
X—-Femx

y como A C my-cl(A) para todo A subconjunto de X, se obtiene que

mx-cl(A) = A

(3) Como @ y X son mx-cerrados porque son los complementos de los conjuntos

mx-abiertos, entonces mx-cl(0) = 0 y mx-cl(X) = X, por (2).

(4) Para probar esta proposicion se procede a mostrar su equivalente: x ¢ mx-cl(A)

si y sblo si existe my-abierto U que contiene a x tal que U N A = 0.

Suponga que x ¢ mx-cl(A), entonces x ¢ ﬂ {F : F D A}, lo cual
X—-Femx
significa que existe un mx-cerrado F' que contiene a A tal que = ¢ F', es decir,

X \ F es un my-abierto que contiene a z tal que (X \ F) N A = (.

Reciprocamente, suponga que existe un myx-abierto U que contiene a x
tal que UN A =0, entonces A C X\ Uy X\ (X\U)=U € mx. Porlo

tanto, mx-cl(A) C X \ U y como x € U se concluye que = ¢ mx-cl(A).

(5) Suponga que x € mx-cl(A), entonces para todo mx-abierto U que contiene a
z, se tiene que U N A # (), por (4), y asf, BNU # () para cada mx-abierto U

que contiene a z, es decir, x € mx-cl(B). Asi, mx-cl(A) C mx-cl(B).

(6) Como A C mx-cl(A) para todo A C X, entonces usando (5), se tiene que

mx-cl(A) C mx-cl(mx-cl(A)). De modo que, sélo resta probar que
mx-cl(mx-cl(A)) C mx-cl(A)

Sea x € mx-cl(mx-cl(A)), entonces x € F para cada ' D mx-cl(A) tal que
X \ F € mx; pero, como A C mx-cl(A), se sigue que x € F para cada
F D> Ay X\ F € my, lo cual significa que x € mx-cl(A). Por lo tanto,

mx-cl(mx-cl(A)) C mx-cl(A), de donde resulta la igualdad que se quiere.
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(7) Como A C AUB y B C AU B, entonces mx-cl(A) C mx-cl(AU B) y

mx-cl(B) C mx-cl(AU B), por (5). En consecuencia,
mx-cl(AU B) D mx-cl(A) Umx-cl(B)

O

El siguiente ejemplo muestra que la contencién de la proposicién (7) en el

teorema 3.2 es estricta.

Ejemplo 3.2. Considere el conjunto X = {a, b, ¢,d} con la siguiente m y-estructura
mx = {0, X, {a},{d},{a,c},{a,b,c},{b,c,d}}. Observe que existen A y B subcon-
juntos de X tales que mx-cl(AUB) € mx-cl(A)Umx-cl(B). En efecto, sean A = {a}
y B = {d}, entonces mx-cl(AU B) = X, mx-cl(A) = {a} y mx-cl(B) = {d}. Por
tanto, my-cl(AU B) € mx-cl(A) Umx-cl(B).

La mx-clausura y el my-interior de un conjunto pueden relacionarse tal y

como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X, entonces
(1) mx-cl(X \ A) = X \ mx-int(A).
(2) mx-int(X \ A) = X \ mx-cl(A).

Demostracién:

(1) Por la Definicién 3.3, se tiene que mx-int(A) = U {G : G C A}; de modo
Gemx
que, X\ A = X\ U {G:GCA}= ﬂ {X\G : X\A C X\G}; pero,
Gemx X\(X\G)emx
como G es mx-abierto y esta contenido en A, entonces X \ G es mx-cerrado y
contiene a X \ A; y como para cada m x-cerrado que contenga a X \ A existe un

mx-abierto contenido en A, entonces al tomar esta interseccién sobre todos los

mx-abiertos contenidos en A se esta intersectando a todos los m x-cerrados que

contienen a X \ A. Luego, ﬂ {X\G: X\A C X\G} =mx-cl(X\A).
X\(X\G)emx
Por lo tanto, mx-cl(X \ A) = X \ mx-int(A).
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(2) Por la Definicién 3.4, se tiene que mx-cl(A) = ﬂ {F:F > A}; de modo

X\Femx
que, X \mx-cl(A) =X\ () {F:F>A}= [|J {X\FcX\A}
X\Femx X\Femx
Por la Definicién 3.3 tenemos que mx-int(X \ A) = U {X\F CX\A}
X\Femx
Por lo tanto, my-int(X \ A) = X \ mx-cl(A). O

Es importante destacar que a diferencia de como ocurre con el interior y la
clausura de un conjunto en un espacio topoldgico, el m x-interior no necesariamente
es un conjunto mx-abierto ni la mx-clausura es un conjunto mx-cerrado.

Sin embargo, cuando a la estructura minimal se le exige cierta condicion se

pueden obtener estos resultados. Dicha condicion se especifica a continuacion.

Definicién 3.5. Una estructura minimal mx sobre un conjunto X, se dice que satis-
face la condicién (B) de Maki si la unién arbitraria de elementos de la m x-estructura

es un elemento de la mx-estructura.

Observe que la coleccién formada por los conjuntos semi-abierto, a-abierto,
pre-abierto cumplen con la condicién (B) de Maki. Sin embargo, la coleccién for-
mada por los conjuntos regular abierto no satisfacen la condicién (B) de Maki.

Observe que si my satisface la condicion (B) de Maki, entonces interseccién
de conjuntos my-cerrados es un conjunto mx-cerrado. De modo que, si mx sa-
tisface la condicién (B) de Maki y si A C X, entonces mx-int(A) es un conjunto

mx-abierto y mx-cl(A) es un conjunto my-cerrado.

En el siguiente teorema, se obtienen los reciprocos del Teorema 3.1 (2) y el

Teorema 3.2 (2), haciendo uso de la condicién (B) de Maki.

Teorema 3.4. Sean (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mx

satisface la condicion (B) de Maki, entonces

(1) A es mx-abierto si y sélo si mx-int(A) = A.



90

(2) A es mx-cerrado si y solo si mx-cl(A) = A.
Demostraciéon:

(1) Por (2) del Teorema 3.1, es inmediato que si A es un conjunto mx-abierto,

entonces mx-int(A) = A.

Reciprocamente, como mx-int(A) es un conjunto mx-abierto y por

hipétesis my-int(A) = A, se tiene que A es un conjunto mx-abierto.

(2) Por (2) del Teorema 3.2, es inmediato que si A es un conjunto mx-cerrado,

entonces mx-cl(A) = A.

Reciprocamente, como mx-cl(A) es un conjunto mx-cerrado y por hi-

potesis mx-cl(A) = A, se tiene que A es un conjunto my-cerrado. O

Definicién 3.6. Sea (X,myx) un m-espacio, A un subconjunto de X. Se dice que
A es mx-compacto si para todo cubrimiento B de A por subconjuntos m x-abiertos

de X, existe una subcoleccion finita de 8 que cubre a A.

Teorema 3.5. Sea (X,mx) un m-espacio, A un subconjunto de X donde X es

mx-compacto. Si A es mx-cerrado entonces A es my-compacto.

Demostracién: Sea A C X, X my-compactoy B = {U, : @ € J} un cubrimiento
de A por subconjuntos mx-abiertos de X. Como A es mx-cerrado, entonces X \ A
es my-abierto. Asi, se obtiene que B’ = {U, : « € J} U{X \ A} es un cubrimiento
de X por subconjuntos mx-abiertos de X. Como X es myx-compacto, existe una
subcoleccion finita de B’ que cubre a X. Esta subcoleccién puede contener o no al
conjunto X \ A, si no lo contiene se obtiene una subcoleccién finita de B que cubre
a A, si lo contiene se descarta y se obtiene una subcoleccién finita de B que cubre

a A, de donde se concluye que A es mx-compacto. 0
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3.2 Conjuntos abiertos generalizados en m-espacios

En esta seccion, se consideran los conjuntos definidos en Capitulo 1, y se

generalizan usando la nocion de estructural minimal.

Definicién 3.7. Sea (X, my) un m-espacio. Un subconjunto A de X, se dice que

es
(1) mx-regular abierto si A = mx-int(mx-cl(A)).
(2) mx-semi-abierto si A C mx-cl(mx-int(A)).
(3) mx-a-abierto si A C mx-int(mx-cl(mx-int(A))).
(4) mx-pre-abierto si A C mx-int(mx-cl(A)).
(5) mx-[F-abierto si A C mx-cl(mx-int(mx-cl(A))).

Observe que si mx es una topologia sobre X entonces las definicién anterior
coincide con la dada en el Capitulo 1.

Observe que un mx-regular abierto no necesariamente es mx-abierto

Ejemplo 3.3. Considere X = {a,b,c,d} y mx = {0, X, {a}, {b},{c},{c,d}}. Los
mx-cerrados son:
{0, X, {b,c,d},{a,c,d},{a,b,d},{a,b}}.
Observe que:
mx-cl({a,b}) = {a,b,d}, mx-int(mx-cl({a,b})) = {a, b}
Como mx-int(mx-cl({a,b})) = {a, b}, se tiene que {a,b} es mx-regular abierto

pero no es mx-abierto.

Sin embargo si se le exige a la my-estructura que satisfaga la condicién (B)
de Maki entonces el resultado anterior es cierto tal y como se muestra en el siguiente

teorema.

Teorema 3.6. Sea (X, myx) un m-espacio que satisface la condicion (B) de Maki,

entonces todo conjunto mx-reqular abierto es un conjunto mx-abierto.
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Demostraciéon: Suponga que A es un conjunto my-regular abierto, entonces
A = mx-int(mx-cl(A)), dado que (X, myx) satisface la condicién (B) de Maki se
tiene del Teorema 3.4 que mx-int(mx-cl(A)) es un conjunto mx-abierto, se deduce

que A es my-abierto. O

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre los conjuntos antes

definidos y los conjuntos m x-abiertos.
Teorema 3.7. Las siguientes propiedades en un m-espacio X se cumplen:

(1) Todo conjunto mx-a-abierto es un conjunto mx-semi-abierto.
(2) Todo conjunto mx-abierto es un conjunto mx-semi-abierto.
(3) Todo conjunto mx-pre-abierto es un conjunto mx-3-abierto.
(4) Todo conjunto mx-abierto es un conjunto mx -pre-abierto.

(5) Todo conjunto mx-semi-abierto es un conjunto mx-3-abierto.
(6) Todo conjunto mx-abierto es un conjunto mx-c-abierto.

(7) Todo conjunto mx-a-abierto es un conjunto mx-pre-abierto.
Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-int(A)))

C mx-cl(mx-int(A))
Por lo tanto, A es un conjunto m y-semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mx-abierto, entonces

A = mx-int(A)

C mx-cl(mx-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto m x-semi-abierto.



Suponga que A es un conjunto mx-pre-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(A))

C mx-cl(mx-int(mx-cl(A)))
Por lo tanto, A es un conjunto m x-(-abierto.

Suponga que A es un conjunto myx-abierto, entonces

A = mx-int(A)

C mx-int(mx-cl(A))
Por lo tanto, A es un conjunto m x-pre-abierto.
Suponga que A es un conjunto mx-semi-abierto, entonces

A C mx-cl(mx-int(A))

C  mx-cl(mx-int(mx-cl(A)))
Por lo tanto, A es un conjunto m x-(-abierto.
Suponga que A es un conjunto mx-abierto, entonces

A = mx-int(A)

C mx-cl(mx-int(A))

A =mx-int(A) C mx-int(mx-cl(mx-int(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto mx-a-abierto.
Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C my-int(mx-cl(mx-int(A)))

C mx-int(mx-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto m y-pre-abierto.

93
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Se tiene el siguiente diagrama para un subconjunto A de un m-espacio X:

mx-Regular abierto
l (Maki)

my-abierto

l

my-Pre-abierto <«— my-a-abierto ——  » my-Semi-abierto

mx-f3-abierto

Figura 3.1: Diagrama 7

Los Ejemplos 1.1, 1.2, 1.3 dados en el Capitulo 1, si se toma 7 = my, se

muestra que los reciprocos del teorema anterior en general no es cierto.

Ejemplo 3.4. Si U es un mx-abierto entonces mx-int(mx-cl(U)) es mx-regular
abierto. En efecto,

Considere V' = mx-int(mx-cl(U)), observe que V' es mx-regular abierto.
mx-cl(V) = mx-cl(mx-int(mx-cl(U))) D mx-int(mx-cl(U))
mx-int(mx-cl(V)) D mx-int(mx-cl(U)) =V
Asi, se tiene que V' C mx-int(mx-cl(V')). Por otra parte,
mx-cl(V) C mx-cl(U)
mx-int(mx-cl(V)) C mx-int(mx-cl(U)) =V

y se tiene que mx-int(mx-cl(V))) C V. Por lo tanto, mx-int(mx-cl(V)) = V.
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Al igual como se definen los conjuntos m x-cerrados en estructuras minimales,
se definen los conjuntos mx-cerrados asociados a generalizaciones de conjuntos

mx-abiertos antes dados.

Definicién 3.8. Sea (X, my) un m-espacio. Un subconjunto A de X, se dice que

es
(1) mx-regular cerrado si y sélo si X \ A es my-regular abierto.
(2) mx-semi-cerrado si y sélo si X \ A es mx-semi-abierto.
(3) mx-a-cerrado si y sélo si X \ A es mx-a-abierto.
(4) mx-pre-cerrado si y sélo si X \ A es mx-pre-abierto.
(5) mx-B-cerrado si y sblo si X \ A es mx-[-abierto.

El siguiente teorema caracteriza las definiciones anteriores en términos del

mx-interior y la mx-clausura.

Teorema 3.8. Sea A un subconjunto de un m-espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) A es mx-regular cerrado si y sdlo si A = mx-cl(mx-int(A)).
(2) A es mx-semi-cerrado si y sélo si mx-int(mx-cl(A)) C A.
(3) A es mx-a-cerrado si y solo si mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) C A.
(4) A es mx-pre-cerrado si y solo si mx-cl(mx-int(A)) C A.
(5) A es mx-B-cerrado si y sdlo si my-int(mx-cl(mx-int(A))) C A.

Demostracién:
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Suponga que A es mx-regular cerrado, entonces X \ A es mx-regular abierto,

es decir,
X\A = my-int(mx-cl(X \ A))
= mx-int(X \ mx-int(A))
= X\ mx-cl(mx-int(A))
Tomando complemento, se concluye que A = mx-cl(mx-int(A)).

Reciprocamente, suponga que A = mx-cl(mx-int(A)), tomando complemento

se tiene que
X\A = X\ mx-cl(mx-int(A))
= mx-int(X \ mx-int(A))
= mx-int(mx-cl(X \ A))
Esto dice que X \ A es mx-regular abierto, por lo tanto A es mx-regular

cerrado.

Suponga que A es mx-semi-cerrado, entonces X \ A es mx-semi-abierto, es
decir,
X\A C mx-cl(mx-int(X \ A))
C mx-cl(X \ mx-cl(A))
C X\ mx-int(mx-cl(A))
Tomando complemento, se concluye que mx-int(mx-cl(A)) C A.

Reciprocamente, suponga que mx-int(mx-cl(A)) C A, tomando complemento

se tiene que
X\A C X\ my-int(mx-cl(A))
C mx-cl(X \ mx-cl(A))
C mx-cl(mx-int(X \ A))

Esto dice que X \ A es mx-semi-abierto, por lo tanto A es m x-semi-cerrado.
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(3) Suponga que A es mx-a-cerrado, entonces X \ A es my-a-abierto, es decir,

X\A C my-int(mx-cl(mx-int(X \ A)))
C mx-int(mx-cl(X \ mx-cl(A)))
C mx-int(X \ mx-int(mx-cl(A)))

C X\ mx-cl(mx-int(mx-cl(A)))

Tomando complemento, se concluye que mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) C A.
Reciprocamente, suponga que my-cl(mx-int(mx-cl(A))) C A, tomando com-
plemento se tiene que
X\A C X\ mx-cl(mx-int(mx-cl(A)))
C mx-int(X \ mx-int(mx-cl(A)))
C mx-int(mx-cl(X \ mx-cl(A)))

C mx-int(mx-cl(mx-int(X \ A)))
Esto dice que X \ A es mx-a-abierto, por lo tanto A es mx-a-cerrado.
(4) Suponga que A es my-pre-cerrado, entonces X \ A es m x-pre-abierto, es decir,
X\A C mx-int(mx-cl(X \ A))

C mx-int(X \ mx-int(A))

C X\ mx-cl(mx-int(A))

Tomando complemento, se concluye que my-cl(mx-int(A)) C A.

Reciprocamente, suponga que mx-cl(mx-int(A)) C A, tomando complemento

X\A C X\ mx-cl(mx-int(A))
C mx-int(X \ mx-int(A))

C mx-int(mx-cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es mx-pre-abierto, por lo tanto A es mx-pre-cerrado.
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(5) Suponga que A es mx-f-cerrado, entonces X \ A es mx-f-abierto, es decir,

X\A C
C
C

C

mx-cl(mx-int(mx-cl(X \ A)))
mx-cl(mx-int(X \ mx-int(A)))
mx-cl(X \ mx-cl(mx-int(A)))

X\ mx-int(mx-cl(mx-int(A)))

Tomando complemento, se concluye que mx-int(my-cl(mx-int(A))) C A.

Reciprocamente, suponga que mx-int(mx-cl(mx-int(A))) C A, tomando com-

plemento se tiene que

X\A C
C
C

C

X\ mint(my-cl(mx-int(A)
mx-cl(X \ mx-cl(mx-int(A)))
mx-cl(mx-int(X \ mx-int(A)))

mx-cl(mx-int(mx-cl(X \ A)))

Esto dice que X \ A es mx-(-abierto, por lo tanto A es mx-3-cerrado. O

A continuacién se muestra que la coleccién de los conjuntos m x-pre-abiertos,

mx-a-abiertos, y myx-semi-abiertos es mx-cerrada para uniones arbitrarias.

Teorema 3.9. Para una familia de subconjuntos de X las propiedades siguientes se

satisfacen:

(1) La union arbitraria de conjuntos mx-pre-abierto es un conjunto mx-pre-abierto.

(2) La union arbitraria de conjuntos mx-a-abierto es un conjunto mx-a-abierto.

(3) La union arbitraria de conjuntos mx-semi-abierto es un conjunto mx-semia-

bierto.

Demostracién:
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Sea {Uy, }aes tales que U, C mx-int(mx-cl(U,)) paratodo a € J. Se mostrara

que U Uy C mX—int(mX—cl(U Us)).
acJ acJ
En efecto, como U, C U U, para cada o € J se sigue que
acJ

mx-int(mx-cl(Uy)) C mX—int(mx-Cl(U Ua))
acl

pero U, C mx-int(mx-cl(U,)) para cada a € J.

Ast, U, C mX—int(mX—cl(U U,)) para cada o € J y por lo tanto
acJ

U U, C mX—int(mX—cl(U Uan))-

acJ aeJ

Sea {U,}acs tales que U, C mx-int(mx-cl(mx-int(U,))) para todo a € J.

Se mostrara que U U, C mX—int(mX—cl(mX—int(U Ua))).
acJ acJ
En efecto, como U, C U U, para cada o € J se tiene entonces que
acJ

mx-int(mx-cl(mx-int(Uy,))) C mX—int(mX-cl(mX—mt(U Ua)))

pero U, C mx-int(mx-cl(mx-int(U,))) para cada « € J, de donde se obtiene
que
U, C mX—int(mX—cl(mX-mt(U Un)))
acJ

para cada o € J y por lo tanto

U Uy C mx—mt(mx—cl(mx—mt(u Ua))).

acJ acJ

Sea {Uq}acs tales que U, C cl(int(U,)) para todo o € J. Se mostrara que

U U. c ellint(|  Ua)).

acJ acJ

En efecto, como U, C U U, para cada a € J se sigue que
acJ

cl(int(Uy,)) C cl(int(U U,))

aceJ
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pero U, C cl(int(U,)) para cada o € J.

Asi, U, C cl(mt(U U,)) para cada a € J y por lo tanto
acJ

| U. ce(int(|  U.)).

acJ acJ

Teorema 3.10. Sea X un m-espacio, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) La interseccion arbitraria de conjuntos mx-pre-cerrado es un conjunto mx -pre-

cerrado.

(2) La interseccion arbitraria de conjuntos mx-c-cerrado es un conjunto mx -o-ce-

rrado.

(3) La interseccion arbitraria de conjuntos myx-semi-cerrado es un conjunto myx -se-

maicerrado.

Demostracion: Es consecuencia directa de la Definicion 3.8, el Teorema 3.9 y las

leyes de De Morgan. 0

La familia de todos los conjuntos mx-regular abiertos, mx-regular cerrados,
mx-semi-abiertos, mx-a-abiertos, my-pre-abiertos, mx-(-abiertos se denota por
mxRO(X), mx-RC(X), mx-SO(X), mx-aO(X), mx-PO(X), mx-BO(X) respec-
tivamente. La familia de todos los conjuntos m x-regular abiertos, mx-regular cerra-
dos, mx-semi-abiertos, mx-a-abiertos, mx-pre-abiertos, mx-3-abiertos de X que
contiene un punto z € X se denota por mx-RO(X, x), mx-RC (X, x), mx-SO(X, x),
mx-aO(X, ), mx-PO(X, z), mx-BO(X, x) respectivamente.

A continuacién se define el concepto de mx-clausura asociada a los conjuntos

mx-pre-cerrado, my-a-cerrado y mx-semi-cerrado.
Definicién 3.9. Para un subconjunto A de un m-espacio X se define:

(1) La mx-preclausura de A, denotada por mx-p-cl(A), como la interseccién de

todos los conjuntos m y-pre-cerrados que contienen a A.
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(2) La my-a-clausura de A, denotada por myx-a-cl(A), como la interseccién de

todos los conjuntos m x-a-cerrados que contienen a A.

(3) La my-semi-clausura de A, denotada por mx-s-cl(A), como la interseccién de

todos los conjuntos m x-semi-cerrados que contienen a A.

La mx-preclausura, la mx-a-clausura y la mx-semi-clausura también pueden
escribirse como conjuntos que satisfacen cierta propiedad, tal y como se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:
(1) La mx-preclausura de A, es el mx-pre-cerrado mas pequeno que contiene a A.
(2) La mx-a-clausura de A, es el mx-a-cerrado mas pequeno que contiene a A.
(3) La mx-semi-clausura de A, mx-semi-cerrado mas pequeno que contiene a A.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.9 y el Teorema 3.10.

n

El siguiente lema caracteriza la m x-semi-clausura de un conjunto m x-abierto

en términos del m y-interior y mx-clausura.

Lema 3.1. mx-s-cl(A) = mx-int(mx-cl(A)) para un subconjunto mx-abierto A de

un m-espacio X .

Demostracién: Para todo subconjunto A de X, mx-int(mx-cl(A)) C mx-s-cl(A).
Falta mostrar que mx-s-cl(A) C mx-int(mx-cl(A)). Suponga que

x ¢ mx-int(mx-cl(A)), entonces & € mx-cl(mx-int(X\A)). Como A es mx-abierto,
se tiene que A C mx-int(mx-cl(A)) y AN mx-cl(mx-int(X \ A)) = 0. Esto dice
que x ¢ mx-s-cl(A). Por lo tanto se obtiene que mxy-s-cl(A) = mx-int(mx-cl(A)).

O
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El siguiente teorema muestra que la m x-clausura y la m x-a-clausura coinciden

sobre conjuntos mx-(-abierto si se agrega la condicién (B) de Maki.

Teorema 3.12. Sean (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mx

satisface la condicion (B) de Maki, entonces

(1) mx-cl(A) es mx-a-cerrado.

(2) mx-a-cl(A) C mx-cl(A).

(3) mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) es mx-a-cerrado.

(4) Si A € mx-BO(X) entonces mx-a-cl(A) C mx-cl(mx-int(mx-cl(A))).

(5) Si A€ mx-BO(X) entonces mx-a-cl(A) € mx-fO(X).

(6) Si A es mx-a-cerrado y mx-(-abierto entonces A es mx-cerrado.

(7) St A € mx-BO(X) entonces mx-cl(A) C mx-a-cl(A).
Demostracion:

(1) Dado que mx-cl(A) es mx-cerrado y todo conjunto mx-cerrado es m x-a-ce-

rrado se obtiene que mx-cl(A) es mx-a-cerrado.

(2) Dado que mx-cl(A) es un mx-a-cerrado que contiene a A y el myx-a-cerrado
mas pequeno que contiene a A es mx-a-cl(A) se obtiene que my-a-cl(A) C

mx-cl(A).

(3) Sise toma V = mx-cl(mx-int(mx-cl(A))), entonces V' C mx-cl(A) por lo

que

mx-cl(V) C mx-cl(A)
mx-int(mx-cl(V)) C mx-cl(mx-int(A)

mx-cl(mx-int(mx-cl(V))) C mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) =V
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Por lo que V' es mx-a-cerrado y se concluye que mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) es

mx-a-cerrado.

(4) Si A € mx-pO(X) entonces A C mx-cl(mx-int(mx-cl(A))), de modo que
mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) es un my-a-cerrado que contiene a A, pero el mx-
a-cerrado mas pequenio que contiene a A es mx-a-cl(A) de donde se concluye
que

mx-a-cl(A) C mx-cl(mx-int(mx-cl(A)))

(5) Si A€ mx-BO(X) entonces mx-a-cl(A) C mx-cl(mx-int(mx-cl(A))), ademas

A C mx-a-cl(A), por lo que
mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) C mx-cl(mx-int(mx-cl(mx-a-cl(A))))
Asi
mx-a-cl(A) C mx-cl(mx-int(mx-cl(mx-a-cl(A))))
y se concluye que my-a-cl(A) € mx-fO(X).
(6) Si A es mx-a-cerrado se tiene que mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) C A. Andloga-

mente, si A es mx-(-abierto se tiene que A C mxy-cl(mx-int(mx-cl(A))), por

lo que A = mx-cl(mx-int(mx-cl(A))) y se tiene que A es mx-cerrado.

(7) mx-a-cl(A) es mx-a-cerrado. mx-a-cl(A) es mx-(-abierto pues A es mx-3-a-
bierto, de modo que myx-a-cl(A) es un mx-cerrado que contiene a A, pero el
mx-cerrado més pequeno que contiene a A es mx-cl(A) por lo que mx-cl(A) C

mx-a-cl(A). O
El siguiente teorema muestra que la my-clausura y la mx-preclausura coinci-
den sobre conjuntos mx-semi-abierto si se agrega la condicién (B) de Maki.

Teorema 3.13. Sean (X, mx) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mx

satisface la condicion (B) de Maki, entonces

(1) mx-cl(A) es mx-pre-cerrado.
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(2) mx-p-cl(A) C mx-cl(A).

(3) mx-cl(mx-int(A)) es mx-pre-cerrado.

(4) Si A € mx-SO(X) entonces mx-p-cl(A) C mx-cl(mx-int(A)).

(5) Si A€ mx-SO(X) entonces mx-p-cl(A) € mx-SO(X).

(6) Si A es mx-pre-cerrado y mx-semi-abierto entonces A es mx-cerrado.

(7) St A € mx-SO(X) entonces mx-cl(A) C mx-p-cl(A).
Demostraciéon:

(1) Dado que mx-cl(A) es mx-cerrado y todo conjunto mx-cerrado es mx-prece-

rrado se obtiene que mx-cl(A) es mx-pre-cerrado.

(2) Dado que my-cl(A) es un mx-pre-cerrado que contiene a A y el my-pre-cerrado
mas pequeno que contiene a A es mx-p-cl(A) se obtiene que mx-p-cl(A) C

mx-cl(A).

(3) Por (1) mx-cl(A) es mx-pre-cerrado, de donde se tiene que mx-cl(mx-int(A))

es mx-pre-cerrado.

(4) Si A € mx-SO(X) entonces A C mx-cl(mx-int(A)), de modo que
mx-cl(mx-int(A)) es un mx-pre-cerrado que contiene a A, pero el m x-pre-cerrado

mas pequeno que contiene a A es mx-p-cl(A) de donde se concluye que

mx-p-cl(A) C mx-cl(mx-int(A))

(5) Si A € mx-SO(X) entonces mx-p-cl(A) C mx-cl(mx-int(A)), ademas A C

mx-p-cl(A), por lo que

mx-cl(mx-int(A)) C mx-cl(mx-int(mx-p-cl(A)))
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Asi
mx-p-cl(A) C mx-cl(mx-int(mx-p-cl(A)))
y se concluye que mx-p-cl(A) € mx-SO(X).

(6) Si A es mx-pre-cerrado se tiene que mx-cl(mx-int(A)) C A. Analogamente,
si A es mx-semi-abierto se tiene que A C mx-cl(mx-int(A)), por lo que

A = mx-cl(mx-int(A)) y se tiene que A es mx-cerrado.

(7) Por Teorema 3.11, mx-p-cl(A) es mx-pre-cerrado. Por inciso anterior, m x-p-cl(A)
es mx-semiabierto pues A es my-semiabierto, de modo que mx-p-cl(A) es un
mx-cerrado que contiene a A, pero el mx-cerrado mas pequeno que contiene

a A es mx-cl(A) por lo que mx-cl(A) C mx-p-cl(A). O

Definicién 3.10. La mx-d-clausura de un conjunto A en un me-espacio (X, my)

denotado por mx-0-cl(A), es definido por:
mx-0-cl(A) = {zx € X : AN mx-int(mx-cl(U)) # 0,z € U,U € mx}

Definicién 3.11. El mx-é-interior de un subconjunto A de X denotado por mx-

d-int(A), es la unién de todos los conjuntos my-regular abierto de X contenido en

A.

Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades de la mx-d-clausura y

mx-0-interior de un conjunto.

Teorema 3.14. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces

mx-0-int(A) C mx-int(A) C A

(2) Si A C B entonces mx-0-int(A) C mx-d-int(B).
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Demostracidén:

(1) El mx-d-int(A) se define como la unién de de conjuntos mx-regular abierto
que estan contenido en A, por lo tanto mx-d-int(A) C A. Como todo con-
junto myx-regular abierto es mx-abierto se obtiene que mx-d-int(A) es un
mx-abierto contenido en A. Pero el my-abierto més grande contenido en A

es mx-int(A), por lo tanto, mx-0-int(A) C mx-int(A).

(2) Sea x € mx-6-int(A), esto dice que x € U W, W mx-regular abierto, W C A.
Como A C B, z € UW, W mx-regular abierto, W C B. Por lo tanto, se

tiene que = € mx-d-int(B). O

Teorema 3.15. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) mx-cl(A) C mx-0-cl(A).

(2) A C mx-d-cl(A).

(3) Si A C B entonces mx-0-cl(A) C mx-d-cl(B).
Demostracion:

(1) Sea x € mx-cl(A), esto dice que UN A # () para todo conjunto my-abierto U,
rzeU.
U C mx-cl(U)

U =mx-int(U) C mx-int(mx-cl(U))
0 #£UNACmx-int(mx-cl(U))N A
Esto dice que mx-int(mx-cl(U)) N A # (). Por lo tanto, x € mx-0-cl(A).

(2) Como A C mx-cl(A) para todo A C X, por (1) se tiene que A C mx-6-cl(A).
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(3) Suponga que x ¢ mx-d-cl(B), esto dice que existe un conjunto mx-abierto U

de x tal que mx-int(mx-cl(U)) N B = 0.
AN mX—int(mX—cl(U)) C Bn mX—int(mX—cl(U)) =0
Por lo que AN mx-int(mx-cl(U)) =0 y se tiene que x ¢ mx-0-cl(A). O

Teorema 3.16. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) mx-6-int(X \ A) = X \ mx-0-cl(A).

(2) mx-6-cl(X \ A) = X \ mx-d-int(A).

(3) Si myx satisface la condicion (B) de Maki entonces

mx-0-int(mx-0-cl(A)) C mx-int(mx-6-cl(A))

(4) St mx satisface la condicion (B) de Maki entonces
mx-0-int(A) C mx-int(mx-0-cl(A))

(5) Si mx satisface la condicion (B) de Maki entonces

mx-0-int(mx-0-int(A)) = mx-0-int(A)

(6) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces

mx-0-cl(mx-0-cl(A)) = mx-0-cl(A)

Demostracién:

(1) Sea z € mx-0-int(X \ A), entonces existe un my-regular abierto U tal que

reUCX\A
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luego UNA = (). Como U es mx-regular abierto entonces U = mx-int(mx-cl(U))
y mx-int(mx-cl(U)) N A = (. Por lo tanto, x ¢ mx-0-cl(A) y se tiene que
r € X \ mx-0-cl(A). Asl, mx-0-int(X \ A) C X \ mx-d-cl(A).

Por otra parte, suponga que = € X \ mx-0-cl(A), esto implica que z= ¢

mx-0-cl(A), entonces existe un mx-abierto U de x tal que
mx-int(mx-cl(U))NA=10
r e U C mx-int(mx-cl(U)) C X\ A

esto dice que z € mx-d-int(X \ A). Asl, X \ mx-0-cl(A) C mx-6-int(X \ A)

y se concluye que

X \ mx-0-cl(A) = mx-0-int(X \ A)

Suponga que = ¢ mx-0-cl(X \ A), entonces existe un conjunto mx-abierto U,
x € U tal que
mx-int(mx-cl(U))NX\A=10

x €U C mx-int(mx-cl(U)) C A

esto dice que € mx-6-int(A) y se tiene que z ¢ X \ mx-0-int(A) y por lo
tanto X \ mx-6-int(A) C mx-0-cl(X \ A)

Por otra parte, suponga que x ¢ X \ mx-d-int(A), esto implica que = €
mx-0-int(A) entonces existe un conjunto mx-regular abierto U, tal que z €
U C A, esto dice que UN X \ A =1(. Como U = mx-int(mx-cl(U)) entonces
mx-int(mx-cl(U)) N X \ A = 0, esto dice que x ¢ mx-0-cl(X \ A) y por lo
tanto mx-0-cl(X \ A) C X \ mx-d-int(A). De esta manera se concluye que
mx-0-cl(X \ A) = X \ mx-9-int(A).

Sea x € mx-d-int(mx-0-cl(A)), esto dice que = € UW, W' mx-regular
abierto, W C mx-0-cl(A). Asi, v € W para algin W mx-regular abierto,
W C d-cl(A). Como todo conjunto my-regular abierto es mx-abierto en-
tonces existe un W my-abierto, tal que W C mx-0-cl(A). Por lo tanto,

x € mx-int(mx-0-cl(A)).
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Sea z € mx-0-int(A), esto dice que z € U W, W mx-regular abierto, W C A.
Asi, x € W para alguin W mx-regular abierto, W C A. Como todo conjunto
mx-regular abierto es mx-abierto y A C mx-d-cl(A) entonces existe un W

mx-abierto, tal que W C mx-d-cl(A). Por lo tanto, x € mx-int(d-cl(A)).

Por el Teorema 3.14, se tiene que mx-0-int(mx-6-int(A)) C mx-d-int(A).

Ahora se verifica que
mx-0-int(A) C mx-0-int(mx-d-int(A))

Para esto, témese x ¢ m x-d-int(mx-d-int(A)) entonces para todo mx-regular

abierto U que contenga a x se cumple que
UN (X \ mx-0-int(A)) #0

UnN(mx-0-cl(X \ A)) # 0

esto dice que existe z € UN(mx-0-cl(X \ A)). Observe que U es un mx-abierto

que contiene a z, por lo que
mx-int(mx-cl(U)) N (X \A) #0
UN(X\A) #0
de esta manera se concluye que x ¢ mx-6-int(A). Por lo tanto,

mx-0-int(mx-6-int(A)) = mx-0-int(A)

Por el Teorema 3.15, se tiene que mx-d-cl(A) C mx-d-cl(mx-d-cl(A)). Ahora
se verifica que

mx-0-cl(mx-0-cl(A)) C mx-d-cl(A)

Para esto, témese x ¢ mx-0-cl(A), entonces existe un conjunto mx-abierto U
de x tal que
mx-int(mx-cl(U))NA=10
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Observe que de aqui se deduce que
mx-int(mx-cl(U)) N mx-0-cl(A) =0

Pues en caso contrario existiria z € mx-int(mx-cl(U))Nmx-d-cl(A). Para esto
témese V' = mx-int(mx-cl(U)), entonces V' es un mx-abierto que contiene a
z y sigue que

mx-int(mx-cl(V))NA#0
VNA#D
mx-int(mx-cl(U))NA#(

lo que contradice el hecho que mx-int(mx-cl(U)) N A = (). De esta manera se

concluye que

mx-0-cl(mx-0-cl(A)) C mx-d-cl(A)

Por lo tanto

mx-0-cl(mx-0-cl(A)) = mx-d-cl(A)

Definicién 3.12. Un subconjunto A de un m-espacio X se dice que es:
(1) mx-d-abierto si A = mx-0-int(A).
(2) mx-0-pre-abierto si A C mx-int(5-cl(A)).
(3) mx-d-semi-abierto si A C mx-cl(0-int(A)).

Definicién 3.13. Un subconjunto A de un m-espacio X se dice que es:
(1) mx-0-cerrado si X \ A es mx-d-abierto.
(2) mx-0-pre-cerrado si X \ A es mx-d-pre-abierto.

(3) mx-d-semi-cerrado si X \ A es mx-d-semi-abierto.
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Teorema 3.17. Sea A un subconjunto de un m-espacio X. Las siquientes propiedades

se satisfacen:

(1) A es mx-0-cerrado si y sdlo si A =mx-5-cl(A).

(2) A es mx-0-pre-cerrado si y sélo si mx-cl(mx-6-int(A)) C A.

(3) A es mx-0-semi-cerrado si y solo si mx-int(mx-d-cl(A)) C A.

Demostracién:

(1)

Suponga que A es un conjunto mx-d-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

mx-0-abierto, es decir
X\A = my-6-int(X\ A)
= X\ mx-d-cl(A)
Tomando complemento, se tiene que A = mx-0-cl(A).
Reciprocamente, suponga que A = mx-d-cl(A), tomando complemento se
tiene que
X\A = X\ myx-d-cl(A)
= mx-0-int(X \ A)

esto dice que X \ A es mx-d-abierto y por lo tanto A es mx-d-cerrado.

Suponga que A es un conjunto m x-d-pre-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

mx-0-pre-abierto, es decir
X\A C mx-int(mx-0-cl(X \ A))
C mx-int(X \ mx-d-int(A))
C X\ mx-cl(mx-6-int(A))

Tomando complemento, se tiene que mx-cl(mx-d-int(A)) C A.

Reciprocamente, suponga que mx-cl(mx-0-int(A)) C A, tomando comple-
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mento se tiene que

X\A C X\ mx-cl(mx-6-int(A))
C mx-int(X \ mx-6-int(A))

C mx-int(mx-6-cl(X \ A))
esto dice que X \ A es mx-d-pre-abierto y por lo tanto A es m x-d-pre-cerrado.

(3) Suponga que A es un conjunto mx-0-semi-cerrado, entonces X \ A es un con-

junto mx-d-semi-abierto, es decir

X\A C mx-c(mx-0-int(X \ A))
C mx-cl(X \ mx-d-cl(A))

C X \ mx-int(mx-0-cl(A))

Tomando complemento, se tiene que mx-int(mx-0-cl(A)) C A.
Reciprocamente, suponga que mx-int(mx-0-cl(A)) C A, tomando comple-

mento se tiene que

X\A C X\ mx-int(mx-0-cl(A))
C mx-cl(X \ mx-d-cl(A))

C mx-cl(mx-6-int(X \ A))

esto dice que X'\ A es m x-d-semi-abierto y por lo tanto A es m x-J-semicerrado.

4

La familia de todos los conjuntos m x-d-abiertos, m x-0-pre-abiertos, m x-J-semi-
abiertos se denota por mx-60(X), mx-6PO(X), mx-6SO(X) respectivamente. La
familia de todos los conjuntos m x-d-abiertos, m x-d-pre-abiertos, m x-d-semi-abiertos
con respecto a un punto x de X se denota por mx-00(X, x), mx-0PO(X, x),
mx-0SO(X, x) respectivamente.

El siguiente teorema muestra la relacién existente entre las distintas clases de

conjuntos mx-abiertos hasta ahora definidas.
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Teorema 3.18. Las siguientes propiedades para un subconjunto A de un m-espacio

X se cumplen:

(1) Si myx satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-6-semi-

abierto es un conjunto mx-semi-abierto.
(2) Todo conjunto mx-d-abierto es un conjunto mx-d-semi-abierto.

(3) Simy satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-0-abierto

es un conjunto mx-abierto.
(4) Todo conjunto mx-abierto es un conjunto mx-0-pre-abierto.
(5) Todo conjunto mx-pre-abierto es un conjunto mx-d-pre-abierto.

(6) Si my satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-reqular

abierto es mx-0-abierto.

(7) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-§-abierto

es un conjunto mx-0-pre-abierto.
Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto mx-d-semi-abierto, entonces

A C mx-cl(mx-6-int(A))

C mx-cl(mx-int(A))
Por lo tanto, A es mx-semi-abierto.
(2) Suponga que A es un conjunto mx-d-abierto, entonces

A C mx-d-int(A)

C mx-cl(mx-d-int(A))

Por lo tanto, A es mx-d-semi-abierto.
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Suponga que A es un conjunto mx-d-abierto,entonces A = mx-d-int(A).
Como mx-0-int(A) es un conjunto my-abierto, se deduce que A es un conjunto

mx-abierto.

Suponga que A es un conjunto mx-abierto, entonces
A = my-int(A)
C  mx-int(mx-0-cl(A))
Por lo tanto, A es un conjunto m x-d-pre-abierto.
Suponga que A es un conjunto mx-pre-abierto, entonces
A C mx-int(mx-cl(A))
C  mx-int(mx-0-cl(A))
Por lo tanto, A es un conjunto m y-d-pre-abierto.
Sea U un conjunto my-regular cerrado. X \ U es mx-regular abierto. Asi

mx-0-int(X \ U) U w
WCX\U

donde W es my-regular abierto. Como X \ U es mx-regular abierto entonces
mx-0-int(X \U) =X \U

Por lo tanto X \ U es mx-d-abierto y asi, U es mx-0-cerrado. Ahora, sea
W un conjunto mx-regular abierto, entonces X \ W es mx-regular cerrado.
Como todo conjunto mx-regular cerrado es mx-d-cerrado entonces X \ W es

mx-0-cerrado, de donde se tiene que W es un conjunto mx-d-abierto.

Suponga que A es un conjunto myx-d-abierto, entonces

A = mx--int(A)

C mx-int(mx-0-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto m x-d-pre-abierto O
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De acuerdo con el Teorema 3.18 y el Teorema 3.6 se tiene el siguiente diagrama

para un subconjunto A de un m-espacio X:
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my-Regular abierto

l (Maki)
(Maki) my-0- abierto \
my-abierto my-0-Semi-abierto

(Maki)

(Malki)

my-0-Preabierto

T

my-Preabierto <— my-a-abierto > my-Semi-abierto

\ my-B-abierto /

Figura 3.2: Diagrama 8

Los Ejemplos 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12 dados en el Capitulo 1, si se toma

T = mx, muestran que los reciprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definicién 3.14. Un punto z € X se dice que es punto my-f-semiclausura de
un subconjunto A de X si mx-cl(U) N A # () para todo conjunto m x-semi-abierto
U que contenga a z. El conjunto de todos los puntos mx-0-semiclausura de P es
denotado por mx-0-s-cl(A). Un subconjunto A es llamado m x-0-semi-cerrado si
A = mx-0-s-cl(A). El complemento de un conjunto mx-f-semi-cerrado es llamado

mx-0-semi-abierto.

Definicién 3.15. Para un subconjunto R de un m-espacio X, el conjunto (J{P €

mx-RO(X) : R C P} es llamado el mx-r-kernel de R y es denotado mx-r-ker(R).
Lema 3.2. Las siguientes propiedades para P C X y R C X se satisfacen:

(1) x € mx-r-ker(P) siy solo si PNS # (0 para cualquier conjunto mx-reqular

cerrado S, x € S.
(2) P C mx-r-ker(P).

(3) P =mx-r-ker(P) si P es mx-reqular abierto en X.
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(4) Si P C R entonces mx-r-ker(P) C mx-r-ker(R).

Demostracién:

(1)

3.3

Suponga que x ¢ mx-r-ker(P), entonces existe un conjunto m x-regular abierto
U, PCUyx¢U. Comox ¢ U,entonces x € X \U. Como U es un conjunto
mx-regular abierto en X, X \ U es un conjunto mx-regular cerrado. Si se
toma S = X \ U entonces P NS = () para cualquier conjunto mx-regular

cerrado S, z € S.

Reciprocamente, suponga que para algin mx-regular cerrado S, z € S,
PNS=0. Como PNS=0yax¢ X\S, esto dice que P C X\ S. Ahora
X\ S es un conjunto my-regular abierto que contiene a Py x ¢ X \ S. Asi

r ¢ (WU € mx-RO(X) : P C U}, esto dice que © ¢ mx-r-ker(P).

Observe que P C mx-r-ker(P) puesto que mx-r-ker(P) es la interseccion de

conjuntos mx-regular abierto que contienen a P.

Suponga que P es un conjunto mx-regular abierto en X, entonces

mx-r-ker(P) C P, en consecuencia P = mx-r-ker(P).

Suponga que x ¢ mx-r-ker(R), entonces existe un conjunto mx-regular abierto
U RCUyx¢U. Como P C R C U entonces existe un mx-regular abierto
U, PCUyuax¢U, esto dice que x ¢ mx-r-ker(P). O

Conjuntos e-abierto, e*-abierto y a-abierto en m-espacios

En esta seccién se consideran los conjuntos e-abierto, e*-abierto, a-abierto,

d-abierto, d-semi-abierto y d-pre-abierto definidos en el Capitulo 1 y se generalizan

usando la nocién de estructura minimal. Se estudia la relacion existente entre estos

conceptos y se estudian algunas propiedades.

Definicién 3.16. Un subespacio A de un m-espacio (X, my) es llamado:
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(1) mx-e-abierto si A C mx-cl(mx-d-int(A)) Umx-int(mx-0-cl(A)).
(2) mx-e*-abierto si A C mx-cl(mx-int(mx-0-cl(A))).
(3) mx-a-abierto si A C mx-int(mx-cl(mx-0-int(A))).

Definicién 3.17. Un subespacio A de un m-espacio (X, mx) es llamado:
(1) mx-e-cerrado si X \ A es mx-e-abierto.
(2) mx-e*-cerrado si X \ A es mx-e*-abierto.
(3) mx-a-cerrado si X \ A es mx-a-abierto.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos m x-e-cerrado, mx-e*-cerrado y
mx-a-cerrado en términos de la m y-clausura, m x-interior, mx-d-clausura y m x--in-

terior.

Teorema 3.19. Sea A un subconjunto de un m-espacio X . Las siguientes propiedades

se satisfacen:
(1) mx-e-cerrado si y solo si mx-cl(mx-0-int(A)) N mx-int(mx-0-cl(A)) C A.
(2) mx-e*-cerrado si y solo si my-int(mx-cl(mx-0-int(A))) C A.
(3) mx-a-cerrado si y solo si my-cl(mx-int(mx-6-cl(A))) C A.
Demostracién:

(1) Suponga que A es mx-e-cerrado, entonces X \ A es mx-e-abierto, es decir

X\A C mx-c(mx-0-int(X \ A)) Umx-int(mx-0-cl(X \ A))
C mx-cl(X \ mx-0-cl(A)) Umx-int(X \ mx--int(A))

C X\ mx-int(mx-0-cl(A)) U X \ mx-cl(mx-6-int(A))
Tomando complemento, se tiene que

mx-cl(mx-0-int(A)) N mx-int(mx-0-cl(A)) C A
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Reciprocamente, suponga que
mx-cl(mx-d-int(A)) N mx-int(mx-0-cl(A)) C A
tomando complemento se tiene que

X\A C X\ (mx-cl(mx-0-int(A)) N mx-int(mx-0-cl(A)))
C X\ mx-cl(mx-6-int(A)) U X \ mx-int(mx-0-cl(A))
C mx-int(X \ mx-0-int(A)) Umx-cl(X \ mx-0-cl(A))

C mx-int(mx-0-cl(X \ A)) Umx-cl(mx-0-int(X \ A))
esto dice que X \ A es mx-e-abierto y por lo tanto A es my-e-cerrado.

(2) Suponga que A es mx-e*-cerrado, entonces X \ A es mx-e*-abierto, es decir

X\A C mx-c(mx-int(mx-6-cl(X \ A)))
C mx-cl(mx-int(X \ mx-d-int(A)))
C mx-cl(X \ mx-cl(mx-6-int(A)))

C X\ mx-int(mx-cl(mx-d-int(A)))

Tomando complemento, se tiene que mx-int(mx-cl(mx-0-int(A))) C A.
Reciprocamente, suponga que mx-int(mx-cl(mx-d-int(A))) C A, tomando

complemento se tiene que
X\A C X\ (mx-int(mx-cl(mx-d-int(A))))
C mx-cl(X \ mx-cl(mx-6-int(A)))
C mx-cl(mx-int(X \ mx-0-int(A)))

C my-cl(mx-int(mx-6-cl(X \ A)))

esto dice que X \ A es mx-e*-abierto y por lo tanto A es mx-e*-cerrado.
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(3) Suponga que A es mx-a-cerrado, entonces es mx-a-abierto, es decir
X\A C mx-int(mx-cl(mx-0-int(X \ A)))
C  mx-int(mx-cl(X \ mx-6-cl(A)))
C mx-int(X \ mx-int(mx-o-cl(A)))
C X \ mx-cl(mx-int(mx-d-cl(A)))
Tomando complemento, se tiene que mx-cl(mx-int(mx-0-cl(A))) C A.
Reciprocamente, suponga que mx-cl(mx-int(mx-6-cl(A))) C A, tomando
complemento se tiene que
X\A C X\ (mx-cl(mx-int(mx-0-cl(A))))
C  my-int(X \ mx-int(mx-0-cl(A)))
C mx-int(mx-cl(X \ mx-d-cl(A)))
C mx-int(mx-cl(mx-0-int(X \ A)))

esto dice que X \ A es mx-a-abierto y por lo tanto A es mx-a-cerrado. U

A continuacién se muestra la relacion existente entre los conjuntos m x-e-abierto,

mx-e*-abierto y mx-a-abierto.

Teorema 3.20. Para un subconjunto A de un m-espacio X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo conjunto my-a-abierto es un conjunto mx-e-abierto.

(2) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-e-abierto

es un conjunto mx-e*-abierto.

Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-6-int(A)))
C mx-cl(mx-6-int(A))

C mx-cl(mx-0-int(A)) Umx-int(mx-6-cl(A))
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Por lo tanto, A es un conjunto m x-e-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mx-e-abierto, entonces

A C my-cl(mx-0-int(A)) Umx-int(mx-0-cl(A))

C mx-cl(mx-6-int(A)) Umx-cl(mx-int(mx-6-cl(A)))
C mx-cl(mx-6-int(A)) Umx-int(mx-6-cl(A))
(

C  mx-cl(mx-int(mx-0-cl(A)))
por lo tanto, A es un conjunto mx-e*-abierto. O
El siguiente resultado relaciona todas las nociones de conjuntos abierto en
estructura minimales hasta ahora estudiados.

Teorema 3.21. Sea X un m-espacio, A subconjunto de X. Se tienen las siguientes

propiedades:

(1) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-5-abierto

es mx-a-abierto.
(2) Todo conjunto my-a-abierto es mx-0-pre-abierto.
(3) Todo conjunto mx-a-abierto es mx-0-semi-abierto.

(4) Simx satisface la condicion (B) de Maki entonces todo conjunto mx-a-abierto

es my-c-abierto.
(5) Todo conjunto mx-d-semi-abierto es mx-e-abierto.
(6) Todo conjunto myx-a-abierto es mx-e-abierto.
(7) Todo conjunto myx-pre-abierto es mx-e-abierto.
(8) Todo conjunto mx-semi-abierto es mx-e*-abierto.

(9) Todo conjunto mx-d-pre-abierto es mx-e-abierto.
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Demostracidén:

(1) Suponga que A es un conjunto mx-d-abierto, entonces

= mx-0-int(A)
C mx-cl(mx-9-int(A))
mx-int(A) C mx-int(mx-cl(mx-0-int(A))

A = mx-6-int(A) C mx-int(A) C mx-int(mx-cl(mx-6-int(A)))
por lo tanto, A es un conjunto mx-e-abierto.
(2) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-6-int(A)))
C  mx-int(mx-cl(A))

C  mx-int(mx-0-cl(A))
por lo tanto, A es un conjunto mx-d-pre-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-d-int(A)))

C mx-cl(mx-d-int(A))
por lo tanto, A es un conjunto m x-d-semi-abierto.
(4) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-6-int(A)))

C  mx-int(mx-cl(mx-int(A))
por lo tanto, A es un conjunto mx-a-abierto.
(5) Suponga que A es un conjunto mx-d-semi-abierto, entonces

A C mx-cl(mx--int(A))

C mx-cl(mx-0-int(A)) Umx-int(mx-6-cl(A))
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por lo tanto, A es un conjunto m x-e-abierto.
(6) Suponga que A es un conjunto mx-a-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(mx-int(A))

(
C mx-int(mx-cl(A))
C mx-int(mx-0-cl(A))
(

C mxy-int(mx-d-cl(A)) Umx-int(mx-6-cl(A))
por lo tanto, A es un conjunto mx-e-abierto.
(7) Suponga que A es un conjunto mx-pre-abierto, entonces

A C mx-int(mx-cl(A))
C mx-int(mx-6-cl(A))

C my-int(mx-0-cl(A)) Umx-cl(mx-d-int(A))
Por lo tanto, A es un conjunto m x-e-abierto.
(8) Suponga que A es un conjunto mx-semi-abierto, entonces

A C mx-cl(mx-int(A))

C mx-cl(mx-int(mx-0-cl(A)))
Por lo tanto, A es un conjunto mx-e*-abierto.

(9) Suponga que A es un conjunto mx-d-pre-abierto, entonces

A C mx-int(mx-0-cl(A))

C  mx-int(mx-0-cl(A)) Umx-cl(mx-d-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto m x-e-abierto. 0

De acuerdo con el Teorema 3.7, el Teorema 3.18 y el Teorema 3.21 se tiene el

siguiente diagrama para un subconjunto A de X
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my-Regular abierto
my-0-abierto

/ i (Maki)\;

my-abierto mx-0-Semi-abierto
>

my-a-abierto

/

mx-0-Preabierto

» mx-Semi-abierto

mx-0-Preabierto <—— mx-a-abierto

N

my-e-abierto

my-e *-abierto

Figura 3.3: Diagrama 9

Los Ejemplos 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.19, 1.20, 1.21, 1.22 dados en el Capitulo
1, si se toma 7 = my, muestran que los reciprocos del teorema anterior en general
no son ciertos.

A continuacién se muestra que las colecciones formadas por los conjuntos
mx-e-abierto, mx-e*-abierto y mx-a-abierto son cerradas en estructuras minimales

bajo uniones arbitrarias.

Teorema 3.22. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La union de cualquier familia de conjuntos mx-e*-abierto es un conjunto

mx-e*-abierto.

(2) La union de cualquier familia de conjuntos mx-e-abierto es un conjunto

mx-e-abierto.

(3) La union de cualquier familia de conjuntos mx-a-abierto es un conjunto

mx -a-abierto.
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Demostracidén:

(1) Sea {U,}aes una familia de conjuntos mx-e*-abierto, entonces para cada o €

J, Uy C mx-cl(mx-int(mx-9-cl(Uy,))), por lo que:

Us € |JUa
acJ

mx-cl(mx-int(mx-6-cl(U,))) C mX—cl(mX—int(mX—é—cl(U Ua)))

acJ
U, C mX-cl(mX—int(mX—5-cl(U Ua)))

acJ
U U, C mX—cl(mX—int(mX—é—cl(U Ua)))

acd aed

y se tiene que U U, es mx-e*-abierto.
a€eJ

(2) Sea {U,}aes una familia de conjuntos mx-e-abierto, entonces para cada a € J,

Uy, C mx-cl(mx-0-int(U,)) U mx-int(mx-d-cl(Uy)), por lo que:

U Ua € | (mx-cl(mx-6-int(Us)) U (mx-int(mx-6-cl(Us))))
Pero,

U mx-cl(mx-d-int(Uy,)) C mX—cl(mX—é—int(U Ua))

acJ aeJ

U mx-int(mx-0-cl(U,)) C mX—int(mX—é—cl(U Ua))
acJ acJ

Por lo tanto

| (mx-cl(mx-6-int(Ua)) U (mx-int(mx-6-cl(Us)))) C

aeJ

mX—cl(mX—d—mt(U U,)) U mx—mt(mx—(S—cl(U Ua))
acJ acd
En consecuencia

U Uy C mX—cl(mX—5—mt(U U,)) U mX—mt(mX—5—cl(U Ua))
acd acd acd

y se tiene que U U, es mx-e-abierto.
acJ
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(3) Sea {U, }aes una familia de conjuntos mx-a-abierto, entonces para cada a € J,

Uy C mx-int(mx-cl(mx-6-int(Uy,))), por lo que:

U U. € | (mx-int(mx-cl(mx-6-int(U,))))

acJ acJ

Pero,
U (mx-int(mx-cl(mx-6-int(U,)))) C mX—int(mX—cl(mX—é—z’nt(U Ua)))

En consecuencia

U U, C mX—mt(mX—cl(mX—é—int(U Un)))

acJ acJ

y se tiene que U U, es mx-a-abierto. U
acJ

Teorema 3.23. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La interseccion de familia de conjuntos mx-e*-cerrado es un conjunto

mx-e*-cerrado.

(2) La interseccion de familia de conjuntos mx-e-cerrado es un conjunto

mx-e-cerrado.

(3) La interseccion de familia de conjuntos mx-e-cerrado es un conjunto

mx-e-cerrado.

Demostraciéon: Es consecuencia directa de la Definicion 3.16, el Teorema 3.22 y

las leyes de De Morgan. O

La familia de todos los conjuntos m x-e*-abierto, mx-e-abierto, mx-a-abierto
de X es denotado por myx-e*O(X), mx-eO(X), mx-aO(X) respectivamente. La

familia de todos los conjuntos m x-e*-abierto, mx-e-abierto, m y-a-abierto de X que
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contiene un punto z € X es denotado por mx-e*O(X, z), mx-eO(X, z), mx-aO(X, x))
respectivamente.
A continuacién se define la nocién de my-clausura asociada a los conjuntos

mx-e*-cerrado, mx-e-cerrado, mx-a-cerrado respectivamente.
Definicién 3.18. Sea X un m-espacio, A un subconjunto de X, se define:

(1) La my-e*-clausura de A, denotada por mx-e*-cl(A) como la interseccién de

todos los conjuntos m y-e*-cerrado que contiene a A.

(2) La my-e-clausura de A, denotada por mx-e-cl(A) como la interseccién de

todos los conjuntos m y-e-cerrado que contiene a A.

(3) La mx-a-clausura de A, denotada por mx-a-cl(A) como la interseccién de

todos los conjuntos m y-a-cerrado que contiene a A.

Teorema 3.24. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un m-espacio

X se cumplen:
(1) La mx-e*-clausura de A, es el mx-e*-cerrado mas pequeno que contiene a A.
(2) La mx-e-clausura de A, es el mx-e-cerrado mas pequeno que contiene a A.
(3) La mx-a-clausura de A, es el mx-a-cerrado mas pequeno que contiene a A.
Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 3.18 y el Teorema
3.23. ]
Definicién 3.19. Sea X un m-espacio, A un subconjunto de X, se define:

(1) El mx-e*-interior de A, denotada por mx-e*-int(A) como la unién de todos

los conjuntos mx-e*-abierto contenido en A.

(2) El mx-e-interior de A, denotada por mx-e-int(A) como la unién de todos los

conjuntos mx-e-abierto contenido a A.



128

(3) El mx-a-interior de A, denotada por mx-a-int(A) como la unién de todos los

conjuntos mx-a-abierto contenido a A.

Teorema 3.25. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:

(1) El mx-e*-interior de A, es el mx-e*-abierto mas grande contenido en A.
(2) El mx-e-interior de A, es el mx-e-abierto mas grande contenido en A.

(3) El mx-a-interior de A, es el mx-a-abierto mas grande contenido en A.

Demostracién: Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.19 y el Teorema

3.22. U

Lema 3.3. Las siguientes propiedades para un subconjunto P de un m-espacio X

se cumplen:
(1) X \ mx-e*-cl(P) = mx-e*-int(X \ P).
(2) X \ mx-e-cl(P) = mx-e-int(X \ P).
(3) X \ mx-a-cl(P) =mx-a-int(X \ P).
Demostracion:

(1) Como P C mx-e*-cl(P), tomando complemento X \ mx-e*-cl(P) C X \ P.
Como X \ mx-e*-cl(P) es un conjunto mx-e*-abierto contenido en X \ P se
tiene que:

X\ mx-e*-cl(P) C mx-e*~int(X \ P) C X \ P
Tomando complemento
P C X\ mx-e*~int(X \ P) C mx-e*-cl(P)

Como X \ mx-e*~int(X \ P) es un conjunto mx-e*-cerrado que contiene a P

entonces

mx-e*-cl(P) C X \ mx-e*-int(X \ P) C mx-e*-cl(P)
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Como los extremos son iguales se tiene que
mx-e*-cl(P) = X \ mx-e*-int(X \ P)
Tomando complemento se concluye que

X \ mx-e*-cl(P) = mx-e*-int(X \ P)

Como P C mx-e-cl(P), tomando complemento X \ mx-e-cl(P) C X \ P.
Como X \ mx-e-cl(P) es un conjunto mx-e-abierto contenido en X \ P se
tiene que:

X \ mx-e-cl(P) C mx-e-int(X \ P) C X \ P
Tomando complemento
P C X\ mx-e-int(X \ P) C mx-e-cl(P)

Como X \ mx-e-int(X \ P) es un conjunto my-e-cerrado que contiene a P

entonces

mx-e-cl(P) C X \ mx-e-int(X \ P) C mx-e-cl(P)
Como los extremos son iguales se tiene que
mx-e-cl(P) = X \ mx-e-int(X \ P)
Tomando complemento se concluye que

X \ mx-e-cl(P) = mx-e-int(X \ P)

Como P C mx-a-cl(P), tomando complemento X \ mx-a-cl(P) C X \ P.
Como X \ mx-a-cl(P) es un conjunto mx-a-abierto contenido en X \ P se
tiene que:

X \ mx-a-cl(P) C mx-a-int(X \ P) C X \ P

Tomando complemento

P C X\ mx-a-int(X \ P) C mx-a-cl(P)
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Como X \ mx-e-int(X \ P) es un conjunto mx-a-cerrado que contiene a P
entonces

mx-a-cl(P) C X \ mx-a-int(X \ P) C mx-a-cl(P)
Como los extremos son iguales se tiene que
mx-a-cl(P) = X \ mx-a-int(X \ P)
Tomando complemento se concluye que

X \ mx-a-cl(P) = mx-a-int(X \ P)

3.4 Funciones Almost contra-super-continuas entre m-espacios

En esta seccién usando estructuras minimales se obtienen nuevas clases de
funciones, que son generalizaciones de funciones almost contra-super-continua, con-
tra R-map, (d-semi,s)-continua, (d-pre,s)-continua. Se estudian las relaciones exis-
tentes entre nuevas clases de funciones y se obtienen algunas propiedades. También
se introducen nociones de compacidad asociadas a los conjuntos mx-e*-abierto,
mx-e-abierto y mx-a-abierto. Se estudia el comportamiento de estos conjuntos

bajo funciones (mx,my)-e*-continua, (myx,my)-e-continua y (mx,my )-a-continua.
Definicién 3.20. Una funcién f : X — Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mx,my)-contra R-map si f~!(N) es mx-regular cerrado en X para todo

conjunto my-regular abierto en Y.

(2) (mx,my)-almost-contra-super-continua si f~1(N) es mx-d-cerrado en X para

todo conjunto my-regular abierto en Y.

(3) (mx,my)-(d-semi,s)-continua si f~!(N) es mx-d-semi-cerrado en X para todo

conjunto my-regular abierto en Y.
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(4) (mx,my)-(d-pre,s)-continua si f~'(N) es mx-d-precerrado en X para todo

conjunto my-regular abierto en Y.

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre las formas débiles de

continuidad antes definidas.

Teorema 3.26. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades

(1) Si f es (mx, my)-contra R-map entonces f es (mx,my)-almost-contra-su-

per-continua.

(2) Si f es (mx,my)-almost-contra-super-continua entonces f es (mx, my)-(d-

semi, s )-continua.

(3) Si f es (mx,my)-almost-contra-super-continua entonces f es (mx, my)-(d-

pre,s)-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.20, el Teorema 3.18

y las leyes de De Morgan. 0

Se tiene el siguiente diagrama para una funcién f : X — Y entre m-espacios

(mymy)-Contra R- map

(my,my)-Almost contra-super-continua

(my,my)-(6-pre,s )-continua (my,my)-(0-semi,s )-continua

Figura 3.4: Diagrama 10



132
Los Ejemplos 2.1, 2.2, 2.3 dados en el capitulo 2, si se toma 7 = mx, muestran
que los reciprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Lema 3.4. Sea f : X — Y una funcion entre m-espacios. Si f es (mx, my )-almost-
contra-super-continua, entonces para cada x € X ypara Ve my-SO(Y, f(z)), existe

un conjunto mx-d-abierto U en X que contiene a x tal que f(U) C my-cl(V).

Demostracién: Sea z € X y V un mx-semi-abierto tal que f(x) € V. Observe
que my-cl(V) = my-cl(my~-int(my-cl(V))), de aqui que my-cl(V') es un my-regular
cerrado en Y que contiene a f(x) y por lo tanto Y \ mx-cl(V) es un my-regular
abierto en Y. Dado que f es (my,my)-almost contra-super-continua se tiene que

FHY \ my-cl(V)) es mx-d-cerrado en X. Pero
fHY \my-cl(V)) = X\ f~H (my-cl(V))
Asi f~(my-cl(V)) es mx-6-abierto en X y € £~ (my-cl(V)), esto es
7 (my-cl(V)) = mx-8-int(f~ (my-cl(V)))

Si se toma U = mx-d-int(f~(my-cl(V))) entonces en virtud del Teorema 3.16, U

es un my-d-abierto en X, x € Uy f~'(my-cl(V)) = U, de donde se concluye que

my-cl(V) D f(f (my-cl(V))) = f(U)

Definicién 3.21. Una funcién f : X — Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mx,my)-(e*,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto my-regular

abierto de Y es mx-e*-cerrado en X.

(2) (mx,my)-(e,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto my-regular

abierto de Y es mx-e-cerrado en X.

(3) (mx,my)-(a,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto my-regular

abierto de Y es mx-a-cerrado en X.
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Teorema 3.27. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades

(1) Si f es (mx,my)-almost-contra-super-continua entonces f es (mx, my)-(a,s)-

continua.
(2) Sif es (mx,my)-(a,s)-continua entonces f es (mx, my)-(0-semi,s)-continua.
(3) Si f es (mx,my)-(a,s)-continua entonces f es (mx,my)-(d-pre,s)-continua.
(4) Si f es (mx,my)-(0-semi,s)-continua entonces f es (mx,my)-(e,s)-continua.
(5) Si f es (mx, my)-(d-pre,s)-continua entonces f es (mx,my)-(e,s)-continua.
(6) Si f es (mx, my)-(e,s)-continua entonces f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicién 3.21, el Teorema 3.20,

el Teorema 3.21 y las leyes de De Morgan. 0

Se tiene el siguiente diagrama para una funcién f : X — Y entre m-espacios

(my,my)- (e ,8)-continua

(mxmy)- (e s)-continua

" T~

(my,my)-(0-semi,s)-continua (my,my)-(0-pre,s )-continua

S~

(mxmy)-(a, s) -continua

(mymy)-Almost contra -super-continua

|

(mymy-Contra R- map
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Figura 3.5: Diagrama 11

Los Ejemplos 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 dados en el Capitulo 2, si se toma

T = myx, muestran que los reciprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definicién 3.22. Un m-espacio (X, my) es llamado mx-e*-T} 5 si todo conjunto

mx-e*-cerrado es my-d-cerrado.

Teorema 3.28. Sean X, Y m-espacios. f: X — Y una funcion, X mx-e*-Ty ;.

Las siguientes son equivalentes:

(1) f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

(2) f es (mx,my)-(e,s)-continua.

(3) f es (mx,my)-(0-semi,s)-continua.

(4) [ es (mx,my)-(0-pre,s)-continua.

(5) [ es (mx,my)-(a,s)-continua.

(6) f es (mx,my)-almost-contra-super-continua.
Demostracién:

(6) = (5) Suponga que f es (mx, my)-almost-contra-super-continua. Sea W un conjun-

to my-regular abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es mx-d-cerrado, es decir,
FTHW) = mx-0-cl(f~H (W)
Como

mx-cl(mx-int(mx-6-cl(f*(W))) C mx-cl(mx-0-cl(f~H(W)))
C mx-0-cl(mx-0-cl(f~H(W)))
= mx-0-cl(f~H(W))
= fT(w)
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Esto dice que f~'(W) es mx-a-cerrado. Por lo tanto f es (mx,my)-(a,s)-

continua.

Suponga que f es (mx,my)-(a,s)-continua. Sea W un conjunto my-regular
abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es mx-a-cerrado. X \ f~H(WW) es mx-a-a-

bierto. Como
X\ W) c mx-int(mx-cl(mx-6-int(X \ f~H(W)))
C mx-cl(mx-6-int(X \ f~HW))

Esto dice que X\ f~1(WW) es mx-d-semi-abierto. f~(W) es mx-d-semicerrado.

Por lo tanto f es (mx,my)-(d-semi,s)-continua.

Suponga que f es (mx, my)-(d-semi,s)-continua. Sea W un conjunto my-regu-
lar abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es mx-6-semi-cerrado, como todo con-
) )
junto mx-d-semi-cerrado es my-e-cerrado entonces f _1(W) es mx-e-cerrado.

Por lo tanto f es (mx,my)-(e,s)-continua.

Suponga que f es (mx,my)-(e,s)-continua. Sea W un conjunto my-regular
abierto en Y, por hipétesis f~1(WW) es mx-e-cerrado, como todo conjunto
my-e-cerrado es mx-e*-cerrado, entonces f~1(W) es mx-e*-cerrado. Por lo

tanto f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

Suponga que f es (mx,my)-(e*,s)-continua. Sea W un conjunto my-regular
abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es mx-e*-cerrado, como X es mx-e*-T' 2,
Y W) es mx-0-cerrado. Como todo conjunto mx-d-cerrado es mx-d-pre-
cerrado entonces f~1(WW) es mx-d-precerrado. Por lo tanto f es (mx,my)-

(0-pre,s)-continua.

Suponga que f es (mx, my)-(0-pre,s)-continua. Sea W un conjunto my-regular
abierto en Y, por hipétesis f~1(W) es my-d-precerrado, como todo conjunto
mx-0-precerrado es mx-e-cerrado y todo conjunto m x-e-cerrado es m x-e*-ce-
rrado, entonces f~1(W) es mx-e*-cerrado. Como X es mxy-e*-T s, [~ (W)

es my-d-cerrado. Por lo tanto f es (mx, my)-almost-contra-super-continua.[]



136

Definicién 3.23. Una funcién f : X — Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mx,my)-e*-continua si f~(A) es mx-e*-abierto en X para todo conjunto

my-abierto A de Y.

(2) (mx,my)-almost e*-continua si f~!(A) es mx-e*-abierto en X para todo con-

junto my-regular abierto A de Y.

(3) (mx,my)-almost e-continua si f~'(A) es mx-e-abierto en X para todo con-

junto my-regular abierto A de Y.

(4) (mx,my)-almost a-continua si f~!(A) es mx-a-abierto en X para todo con-

junto my-regular abierto A de Y.

Teorema 3.29. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades:

(1) Si f es (mx,my)-continua entonces [ es (mx,my)-e*-continua.

(2) Si f es (mx,my)-e*-continua entonces f es (mx,my)-almost e*-continua.

(3) Si f es (mx,my)-continua entonces f es (mx,my)-almost e-continua.

(4) Si f es(mx,my)-almost a-continua entonces f es (my, my)-almost e-continua.
(5) Si f es(mx,my)-almost e-continua entonces f es (mx, my)-almost e*-continua.

Demostracion: Es consecuencia inmediata de la Definicion 3.23, el Teorema 3.6

y el Teorema 3.20. U

Se tiene el siguiente diagrama para una funcién f : X — Y entre m-espacios



137

(my,my)-Almost e*-continua

N

(my,my)- e*-continua (mymy)-Almost e-continua
(mx,ny)-continua (mymy)-Almost a-continua

Figura 3.6: Diagrama 12

Los Ejemplos 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14 dados en el Capitulo 2, si se toma

T = mx, muestran que los reciprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definicién 3.24. Un m-espacio (X, mx) se dice que es extremadamente disconexo

si la my-clausura de todo conjunto mx-abierto de X es my-abierto en X.

Ejemplo 3.5. Considere X = {a,b,c,d} y mx = {0, X, {a},{b}, {c}, {d}, {b, ¢, d},

{a,c,d},{a,b,d},{a,b,c}}. El m-espacio (X, mx) es extremadamente disconexo.

Teorema 3.30. Sea (Y, my) extremadamente disconezo. Las siguientes son equi-

valentes para una funcion f: (X, mx) — (Y, my):
(1) f es (mx,my)-(e*,s)-continua.
(2) f es (mx,my)-almost e*-continua.
Demostracién:

(1) = (2) Sea U € my-RO(Y). Como Y es extremadamente disconexo entonces U es
my-abierto y my-cerrado. En efecto, sea U un conjunto my-regular abierto,
entonces U = my-int(my-cl(U)). Pero la my-clausura de U es un my-abierto,

resulta que la my-clausura es my-abierto y my-cerrado. Luego U = my-cl(U)
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lo que prueba que U es my-abierto y my-cerrado. Como U es my-regular ce-
rrado, entonces f~1(U) es mx-e*-abierto. Por lo tanto, f es (mx, my)-almost

e*-continua.

(2) = (1) SeaW € my-RC(Y). Como Y es extremadamente disconexo, W es my-regular

abierto. Como f es (my, my)-almost e*-continua entonces f~(W) es my-e*-a-

bierto. Por lo tanto f es (mx,my)-(e*,s)-continua. O
Teorema 3.31. Sea Y un m-espacio reqular y f : X — Y wuna funcion. Si f es
(mx, my)-(e*,s)-continua entonces f es (mx, my)-e*-continua.

Demostracion: Sea x € X y A un conjunto my-abierto en Y que contiene a
f(z). Como Y es regular, existe un conjunto my-abierto G de Y que contiene a
f(z) tal que f(xz) € my-cl(G) C A. Como f es (mx,my)-(e*,s)-continua, existe
U e mx-e*0(X,x) tal que f(U) C my-cl(G). Como f(U) C my-cl(G) C A se tiene

que f es (mx,my)-e*-continua. d
Teorema 3.32. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(a) f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto my -reqular cerrado de'Y es myx-e*-abierto.

(c) f~Hmx-e*-cl(U)) C my-r-ker(f(U)) para todo U C X.

(d) mx-e*-cl(f~1(A)) C f~ (my-r-ker(A)) para todo A CY.

(e) Para cadax € X ycada A € my-SO(Y, f(x)), existe un conjunto mx-e*-abierto
UenX,zeU tal que f(U) C my-cl(A).

() f(mx-e*-cl(P)) C my-8-s-cl(f(P)) para todo P C X.

(9) mx-e*-cl(f~H(R)) C f~ (my-0-s-cl(R)) para todo R CY .
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(h) mx-e*-cl(f~(A)) C f~ (my-0-s-cl(A)) para todo subconjunto my -abierto A
de Y.

(i) mx-e*-cl(f~1(A)) C f~ (my-s-cl(A)) para todo subconjunto mx-abierto A de
Y.

(1) mx-e*-cl(f~1(A)) C f~H(my-int(mx-cl(A))) para todo subconjunto my -abier-
to A deY.

(k) La imagen inversa de un conjunto my-0-semi-abierto de 'Y es myx-e*-abierto.
(1) f~YA) C mx-e*~int(f~ (my-cl(A))) para todo A € my-SO(Y).
(m) La imagen inversa de un conjunto my -0-semi-cerrado de Y es mx-e*-cerrado.

(n) f~Y(my-int(my-cl(A))) es mx-e*-cerrado para todo subconjunto my-abierto

AdeY.

(0) f~Y(my-cl(my-int(F))) es mx-e*-abierto para todo subconjunto my -cerrado

F deY.
(p) [ (my-cl(U)) es mx-e*-abierto para todo U € my-BO(Y).
(r) [~ (my-cl(U)) es mx-e*-abierto para todo U € my-SO(Y).
(s) = H(my-int(my-cl(U))) es mx-e*-cerrado para todo U € my-PO(Y).
Demostracion:

(a) = (b) Sea W un conjunto my-regular cerrado en Y, asi Y\ W es conjunto my-regular
abierto en Y. Como f es (mx,my)-(e*,s)-continua entonces f~1(Y \ W) es

mx-e*-cerrado. Pero
YA W) =X\ f7H(W)

que es mx-e*-cerrado y asi f~1(W) es mx-e*-abierto. Por lo tanto, la imagen

inversa de un conjunto my-regular cerrado de Y es mx-e*-abierto.
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(b) = (a) Sea W un conjunto my-regular abierto en Y, asi Y\ W es my-regular cerrado
en Y. Usando la hipdtesis, la imagen inversa de un conjunto my-regular

cerrado de Y es my-e*-abierto entonces f~1(Y \ W) es mx-e*-abierto. Pero
FHYAW) =X\ fH (W)
Asi f~1(W) es mx-e*-cerrado. Por lo tanto f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

(b) = (¢) Sea U C X, y suponga que y ¢ my-r-ker(f(U)). Entonces existe un conjunto
my-regular cerrado F', y € F tal que f(U) N F = (. Asi, se obtiene que U N
FYE) =0y mx-e*~c(U)Nf~1(F) = (. Porlo tanto, f(mx-e*-cl(U))NF =0
vy & f(mx-e*-cl(U)) y se concluye que f~(mx-e*-cl(U)) C my-r-ker(f(U)).

(¢) = (d) Sea A C Y. Por (c), f(mx-e*-cl(f~1(A))) C my-r-ker(A). Asi,
mx-e*-cl(f~1(A)) C f~H(my-r-ker(A)).

(d) = (a) Sea A C my-RO(Y). Por hipétesis mx-e*-cl(f~1(A)) C f~H(my-r-ker(A))
F7HA), como f71(A) C mx-e*-cl(f~(A)) se obtiene que my-e*-cl(f~(A))
f7Y(A). Por lo tanto, f~(A) es mx-e*-cerrado en X.

(e) = (f) Sea P C X yx € mx-e*~cl(P)y G € my-SO(Y, f(x)). Por (e) existe U €
mx-e*O(X, x) tal que f(U) C my-cl(G). Como z € mx-e*-cl(P), UNP # 0y
0 # f(U)N f(P) C my-cl(G)N f(P). Asi f(x) € my-0-s-cl(f(P)) y por lo
tanto f(mx-e*-cl(P)) C my-0-s-cl(f(P)).

(f) = (g9) Sea R C Y. Se tiene que f(mx-e*-cl(f~Y(R))) C my-0-s-cl(f(f~*(R))) C
my-0-s-cl(R) y mx-e*-cl(f~(R)) C f~(my-0-s-cl(R)).

(g9) = (e) Sea A € my-SO(Y, f(z)). Como my-cl(A) N (Y \ my-cl(A)) = 0, se tiene que
f(x) & my-0-s-cl(Y \ my-cl(A)) y = ¢ f~H(my-0-s-cl(Y \ my-cl(A))). Por
(g) v & mx-e*-cl(f~H(Y \ my-cl(A))) y por lo tanto existe U € mx-e*O(X, )
tal que U N f~1 (Y \ my-cl(A)) =0y f(U)N (Y \ my-cl(A)) = 0. De esto se
deduce que f(U) C my-cl(A).
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(g9) = (h) Como mx-e*~cl(f~Y(R)) C f~'(my-0-s-cl(R)) para todo R C Y, en general

se cumple para todo subconjunto my-abierto A de Y. Por lo tanto,
mx-e*-cl(f1(A)) C f (my-0-s-cl(A)).
(h) = (1) Como mx-0-s-cl(A) = mx-s-cl(A) para un conjunto myx-abierto A, entonces

mx-e*-cl(f1(A)) C fH(mx-s-cl(A)).

(1) = (j) Como my-s-cl(A) = my-int(my-cl(A)) para todo conjunto my-abierto A de

Y, entonces mx-e*-cl(f71(A)) C f~H(my-int(my-cl(A))).

(4) = (a) Sea A € my-RO(Y). Por (j) mx-e*-cl(f~1(A)) C f~t(my-int(my-cl(A))) =
f7YHA). Por lo tanto, f~1(A) es mx-e*-cerrado y por lo tanto f es (mx,my)-

(e*,s)-continua.

(b) = (k) Como cualquier conjunto m x-f-semi-abierto es una unién de conjuntos m x-re-

gular cerrado entonces esta se mantiene.

(k) = (e) Sea z € X y A € my-SO(Y, f(z)). Como my-cl(A) es my-0-semi-abierto
en Y, entonces existe un conjunto myx-e*-abierto U en X, tal que x € U C

=Y (my-cl(A)). Por lo tanto f(U) C my-cl(A).

() = (I) Sea A € my-SO(Y)y x € f~}(A). Se tiene que f(x) € A, entonces existe un
conjunto mx-e*-abierto U en X, que contiene a z tal que f(U) C my-cl(A).

Asi, se tiene que x € U C f~1(A) y por lo tanto z € mx-e*int(f~'(A)). Asi

fH(A) C mx-e*int(f1(A)).

(I) = (b) Sea F cualquier conjunto my-regular cerrado de Y. Como F' € my-SO(Y), en-
tonces f~1(F) C mx-e*int(f~'(F)). Esto demuestra que f~'(F) es mx-e*-a-

bierto en X.

(k) = (m) Sea W un conjunto my-#-semi-cerrado en Y. Y \ W es my-6-semi-abierto.
Por hipétesis f~1(Y \ W) es mx-e*-abierto. Pero f~(Y \ W) =X\ f~Y(W)

que es my-e*-abierto. Por lo tanto, f~1(W) es mx-e*-cerrado.
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(m) = (k) Sea W un conjunto my-f#-semi-abierto en Y. Y \ W es my-6-semi-cerrado.
Por hipétesis f~1(Y \ W) es mx-e*-cerrado. Pero f~1 (Y \ W)= X\ f~Y{(W)

que es mx-e*-cerrado. Por lo tanto, f~(W) es mx-e*-abierto.

(a) = (n) Sea A un subconjunto my-abierto de Y. Como my-int(my-cl(A)) es my-re-

gular abierto, se tiene que f~1(my-int(my-cl((A))) es mx-e*-cerrado.

(n) = (a) Sea A un conjunto my-regular abierto de Y. Por hipdtesis, f~!(A) es mx-e*-ce-
rrado en X. Pero f~1(A) = f~ (my-int(my-cl((A))). Por lo tanto
Y (my-int(my-cl((A))) es mx-e*-cerrado.

(b) = (0) Sea F un conjunto my-regular cerrado en Y. Por hip6tesis f~(F) es mx-€e*-a-
bierto. Como f~(F) = f~'(my-cl(my-int((F))) entonces
[ Ymy-cl(my-int((F))) es mx-e*-abierto.

(0) = (b) Sea F conjunto my-regular cerrado en Y. Por hipétesis f~! (my-cl(my-int((F)))
es my-e*-abierto. Pero f~}(F) = f~Y(my-cl(my-int((F))) que es mx-e*-abierto.
Por lo tanto, f~(F) es mx-e*-abierto.

(b) = (p) Sea U € my-BO(Y). Siempre ocurre que my-int(my-cl(U)) C my-cl(U), por
lo que

my-cl(my-int(my-cl(U))) C my-cl(U)
Por otro lado, como U € my-O(Y') entonces U C my-cl(my-int(my-cl(U))),
por lo que
my-cl(U) C my-cl(my-cl(my-int(my-cl(U)))) = my-cl(my-int(my-cl(U)))

Asi my-cl(U) = my-cl(my-int(my-cl(U))), lo que dice que my-cl(U) es mx-regular
cerrado y por lo tanto f~!(my-cl(U)) es mx-e*-abierto.

(p) = (r) Como my-SO(Y) C my-BO(Y) entonces f~!(my-cl(U)) es mx-e*-abierto.

(r) = (s) Sea U € my-PO(Y). Como Y \ my-int(my-cl(U)) es my-regular cerrado y

por lo tanto es my-semi-abierto, Se tiene que:

X\ fH(my-int(my-cl(U))) = f~HY \ my-int(my-cl(U))) =



143
7 (my-cl(Y \ my-int(my-cl(U)))) € mx-e*O(X)
Asi f~Y(my~-int(my-cl(U))) es mx-e*-cerrado.
(s) = (a) Sea U € my-RO(Y). Entonces U € my-PO(Y) y por lo tanto f~H(U) =
Y (my-int(my-cl(U))) es mx-e*~cerrado en X . O
Teorema 3.33. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:
(a) f es (mx,my)-(e,s)-continua.
(b) La imagen inversa de un conjunto my -reqular cerrado de Y es mx-e-abierto.
(c) f~Hmx-e-cl(U)) C my-r-ker(f(U)) para todo U C X.
(d) mx-e-cl(f~1(A)) C f~ (my-r-ker(A)) para todo ACY.

(e) Para cadax € X ycada A € my-SO(Y, f(x)), existe un conjunto mx-e-abierto
UenX,zeU tal que f(U) C my-cl(A).

(f) f(mx-e-cl(P)) C my-6-s-cl(f(P)) para todo P C X.
(9) mx-e-cl(f~*(R)) C f~*(my-0-s-cl(R)) para todo R C Y.

(h) mx-e-cl(f~1(A)) C f~(my-0-s-cl(A)) para todo subconjunto my-abierto A
de Y.

(i) mx-e-cl(f1(A)) C f~ (my-s-cl(A)) para todo subconjunto mx-abierto A de
Y.

(1) mx-e-cl(f~1(A)) C f~ (my-int(mx-cl(A))) para todo subconjunto my -abier-
to AdeY.

(k) La imagen inversa de un conjunto my -0-semi-abierto de Y es mx-e-abierto.

(1) f~YHA) C mx-e-int(f~1(my-cl(A))) para todo A € my-SO(Y).
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(m) La imagen inversa de un conjunto my -0-semi-cerrado de Y es mx-e-cerrado.

(n) f~Y(my-int(my-cl(A))) es mx-e-cerrado para todo subconjunto my -abierto A

de Y.

(0) f~YH(my-cl(my-int(F))) es mx-e-abierto para todo subconjunto my -cerrado F

de Y.

(p) [~ (my-cl(U)) es mx-e-abierto para todo U € my-BO(Y).

(r) Y (my-cl(U)) es mx-e-abierto para todo U € my-SO(Y).

(s) [~ (my-int(my-cl(U))) es mx-e-cerrado para todo U € my-PO(Y').
Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.32. [l
Teorema 3.34. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(a) f es (mx,my)-(a,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto my -reqular cerrado de Y es mx-a-abierto.

(c) f~Hmx-a-cl(U)) C my-r-ker(f(U)) para todo U C X.

(d) mx-a-cl(f~1(A)) C f~ (my-r-ker(A)) para todo A CY.

(e) Para cadax € X ycada A € my-SO(Y, f(x)), existe un conjunto mx-a-abierto
UenX,zeU tal que f(U) C my-cl(A).

(f) f(mx-a-cl(P)) C my-0-s-cl(f(P)) para todo P C X.
(9) mx-a-cl(f~Y(R)) C f~'(my-0-s-cl(R)) para todo R CY.

(h) mx-a-cl(f~1(A)) C f~Ymy-0-s-cl(A)) para todo subconjunto my-abierto A
de Y.
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(i) mx-a-cl(f~1(A)) C f~(my-s-cl(A)) para todo subconjunto mx-abierto A de
Y.

(1) mx-a-cl(f~1(A)) C f~H(my-int(mx-cl(A))) para todo subconjunto my -abier-
to AdeY.

(k) La imagen inversa de un conjunto my -0-semi-abierto de Y es mx-a-abierto.
(1) f~YHA) C mx-a-int(f~(my-cl(A))) para todo A € my-SO(Y).
(m) La imagen inversa de un conjunto my -0-semi-cerrado de Y es myx-a-cerrado.

(n) f~H(my-int(my-cl(A))) es mx-a-cerrado para todo subconjunto my -abierto A

deY.

(0) [~ (my-cl(my-int(F))) es mx-a-abierto para todo subconjunto my -cerrado F

deY.

(p) f~H(my-cl(U)) es mx-a-abierto para todo U € my-BO(Y).

(r) [~ (my-cl(U)) es mx-a-abierto para todo U € my-SO(Y).

(s) [~ (my-int(my-cl(U))) es mx-a-cerrado para todo U € my-PO(Y).
Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.32. U
Corolario 3.1. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(1) f es (mx,my)-(e*,s)-continua.

(2) fH(my-a-cl(A)) es mx-e*-abierto en X para todo A € my-BO(Y).

(3) Y (my-p-cl(A)) es mx-e*-abierto en X para todo A € my-SO(Y).

(4) [YH(my-s-cl(A)) es mx-e*-abierto en X para todo A € my-PO(Y).

(5) mx-e*-cl(f~(R)) C f~ (my-0-s-cl(R)) para todo R C my-SO(Y).
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(6) mx-e*-cl(f~1(R)) C f~ (my-0-s-cl(R)) para todo R C my-PO(Y).

(7) mx-e*-cl(f1(R)) C f~ (my-0-s-cl(R)) para todo R C my-BO(Y).
Demostracion: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.32, Teorema
3.12 y el Teorema 3.13. U
Corolario 3.2. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(1) [ es (mx,my)-(e,s)-continua.

(2) f~Hmy-a-cl(A)) es mx-e-abierto en X para todo A € my-BO(Y).

(3) f~H(my-p-cl(A)) es mx-e-abierto en X para todo A € my-SO(Y).

(4) f~(my-s-cl(A)) es mx-e-abierto en X para todo A € my-PO(Y).

(5) mx-e-cl(f~1(R)) C f~'(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-SO(Y).

(6) mx-e-cl(f~Y(R)) C f~'(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-PO(Y).

(7) mx-e-cl(f~Y(R)) C f~'(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-BO(Y).
Demostracion: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.33, Teorema
3.12 y el Teorema 3.13. U
Corolario 3.3. Sea f : X — Y wuna funcion entre m-espacios. Las propiedades
siguientes son equivalentes:

(1) f es (mx,my)-(a,s)-continua.

(2) f~Hmy-a-cl(A)) es mx-a-abierto en X para todo A € my-BO(Y).

(3) f~H(my-p-cl(A)) es mx-a-abierto en X para todo A € my-SO(Y).

(4) f~1(my-s-cl(A)) es mx-a-abierto en X para todo A € my-PO(Y).
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(5) mx-a-cl(f~*(R)) C f~*(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-SO(Y).
(6) mx-a-cl(f~*(R)) C f~*(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-PO(Y).
(7) mx-a-cl(f~*(R)) C f~Y(my-0-s-cl(R)) para todo R C my-BO(Y).

Demostracion: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.34, Teorema

3.12 y el Teorema 3.13. U

Definicién 3.25. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mx-e*-compacto re-
lativo a X si para todo cubrimiento {P; : i € I} de A por subconjuntos m x-e*-abierto
de X, existe un subconjunto Iy finito de [ tal que A C U{R i € Ip}. Un m-espacio
X se dice mx-e*-compacto si para todo cubrimiento mx-e*-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.

Definicién 3.26. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mx-e-compacto re-
lativo a X si para todo cubrimiento {P; : i € I'} de A por subconjuntos m x-e-abierto
de X, existe un subconjunto I, finito de I tal que A C U{R .1 € Ip}. Un m-espacio
X se dice myx-e-compacto si para todo cubrimiento mx-e-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.

Definicién 3.27. Un subespacio A de un m-espacio X se dice m x-a-compacto re-
lativo a X si para todo cubrimiento {P; : i € I} de A por subconjuntos mx-a-abierto
de X, existe un subconjunto I finito de I tal que A C U{Pl i € Ip}. Un m-espacio
X se dice mx-a-compacto si para todo cubrimiento my-a-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.
Teorema 3.35. Sea (X,mx) un m-espacio, A subconjunto de X. Entonces
(1) Si A es mx-e*-compacto entonces A es mx-compacto.

(2) Si A es e*-compacto entonces A es e-compacto, si satisface la condicion (B)

de Maki.

(3) Si A es mx-e-compacto entonces A es mx-a-compacto.
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Demostracidén:

(1) Sea A un subconjunto de X mx-e*-compacto. Sea {U, : o« € J} un cu-
brimiento de A por subconjuntos mx-abiertos de X. Como todo conjunto
mx-abierto es mx-e*-abierto, entonces {U, : @ € J} es un cubrimiento de A

por subconjuntos mx-e*-abierto de X. Como A es mx-e*-compacto, existe
n

una subcoleccién finita {U,,, Ua,, ..., Uy, } que cubre a A tal que A C U Uy, -
Por lo tanto, A es mx-compacto. -

(2) Sea A un subconjunto de X mx-e*-compacto. Sea {U, : o € J} un cu-
brimiento de A por subconjuntos mx-e-abiertos de X. Como todo conjunto
mx-e-abierto es my-e*-abierto, entonces {U, : a € J} es un cubrimiento de
A por subconjuntos mx-e*-abierto de X. Como A es e*-compacto,nexiste una
subcoleccién finita {Uy,, Uy, ..., Ua, } que cubre a A tal que A C U Us,,. Por
lo tanto, A es mx-e-compacto. -

(3) Sea A un subconjunto de X my-e-compacto. Sea {U, : @ € J} un cubri-
miento de A por subconjuntos my-a-abiertos de X. Como todo conjunto
mx-a-abierto es my-e-abierto, entonces {U, : « € J} es un cubrimiento de A

por subconjuntos mx-e-abierto de X. Como A es mx-e-compacto, existe una
n

subcoleccién finita {U,,, Uy, ..., Ua, } que cubre a A tal que A C U Us,,. Por
i=1
lo tanto, A es myx-a-compacto. 0]

Teorema 3.36. Todo subconjunto mx-e*-cerrado A de un m-espacio myx-e*-compacto

X es my-e*-compacto relativo a X.

Demostracion: Sea A un subconjunto de X mx-e*-cerrado y X un m-espacio
mx-e*-compacto. Sea {M; : i € I} un cubrimiento de A por subconjuntos mx-e*-a-

bierto de X. Esto implica que A C U M,y (X \A) U M;) = X. Como X es
el el
mx-e*-compacto, existe un subconjunto finito Iy de I tal que (X \ A)U U M;)
i€l
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Asi A C U M; y por lo tanto A es mx-e*-compacto relativo a X. O
i€lp
Teorema 3.37. Todo subconjunto my-e-cerrado A de un m-espacio my -e-compacto

X es my-e-compacto relativo a X.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.36. 0

Teorema 3.38. Todo subconjunto my-a-cerrado A de un m-espacio myx-a-compacto

X es mx-a-compacto relativo a X.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.36. 0

Definicién 3.28. Un subespacio A de un m-espacio X se dice m x-s-cerrado si para

todo cubrimiento mx-regular cerrado de X tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 3.39. Sea f: X — Y sobreyectiva y (mx,my)-(e*,s)-continua. Si X es

mx-e*compacto entonces Y es my -s-cerrado.

Demostracion: Sea X un m-espacio mx-e*-compacto, f : X — Y una funcion
(mx,my)(e*,s)-continua y sobreyectiva. Sea {M; : i € I} un cubrimiento de Y
por conjuntos my-regular cerrado. Como f es (mx, my)-(e*,s)-continua, entonces
{f~Y(M;) : ¢ € I} es un cubrimiento de X por conjuntos my-e*-abierto. Como X

es mx-e*-compacto, existe un subconjunto finito Iy de I tal que X = U FHM).
i€ly
Como f es sobreyectiva, Y = U M, . AsiY es my-s-cerrado. O
i€lp
Teorema 3.40. Sea f : X — Y sobreyectiva y (mx, my)-(e,s)-continua. Si X es

mx-e-compacto entonces Y es my -s-cerrado.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.39. U

Teorema 3.41. Sea f : X — Y sobreyectiva y (mx, my)-(a,s)-continua. Si X es

mx-a-compacto entonces Y es my -s-cerrado.
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Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 3.39. U

Teorema 3.42. Sean X, Y m-espacios, [ una funcion (myx, my)-e*-continua. Si A
es mx-e*-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es my -compacto relativo

aY.

Demostracién: Sea A C X mx-e*-compactoy f: X — Y una funcién (mx, my)-
e*-continua. Sea {U, : @ € J} un cubrimiento de f(A) por conjuntos my-abiertos.
Como f es (mx, my)-e*-continua, entonces { f~1(U,) : i € J} es un cubrimiento de A
por conjuntos mx-e*-abierto. Como A es mx-e*-compacto, existe una subcoleccion

finita {f"'(Us,), [ (Uay); -, f 1 (U,,)} que cubre a A tal que A C Of_l(Uai).

=1

Luego
fA) < F(J W) = U0 wa) € J U,
i=1 i=1 i=1
Ast f(A) C U Uy, y por lo tanto f(A) es my-compacto relativo a Y. O
i=1

Teorema 3.43. Sean X, Y m-espacios, f una funcion (mx,my)-e-continua. Si A
es mx-e-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es my-compacto relativo

aY.
Demostraciéon: Se prueba de manera similar al Teorema 3.42. U
Teorema 3.44. Sean X, Y m-espacios, [ una funcion (mx,my)-a-continua. Si A

es mx-a-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es my-compacto relativo

aY.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.42. O

Definicién 3.29. Un m-espacio X se dice que es:

(1) mx-e*-T} si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos m x-e*-

abierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y ¢ M y = ¢ N.
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(2) mx-e-T} si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos m x-e-a-

bierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y ¢ M y x ¢ N.

(3) mx-a-T si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos m x-a-a-

bierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y ¢ M y x ¢ N.

Definicién 3.30. Un m-espacio X se dice que es débilmente Hausdorff si cada

elemento de X es un interseccién de conjuntos mx-regular cerrado.

Teorema 3.45. Sea f: X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (mx, my)-(e*,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mx-e*-T}.

Demostracién: Para z # y en X, como f es inyectiva f(z) # f(y) en Y, asi
existen P, R € my-RC(Y) tal que f(z) € P, f(y) ¢ P, f(x) ¢ Ry f(y) € R. Como
[ es (mx,my)-(e*,s)-continua, f~'(P)y f~'(R) son subconjuntos mx-e*-abierto de
Xtalquez e fFY(P),y¢ f7H(P),z¢ fTY(R)yye fHR). Asi X es mx-e*-Tj.
U

Teorema 3.46. Sea [ : X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (mx, my)-(e,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mx-e-T}.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.45. O

Teorema 3.47. Sea [ : X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (mx, my)-(a,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mx-a-T.

Demostracion: Se prueba de manera similar al Teorema 3.45. U

Definicién 3.31. Un m-espacio X se dice que es:

(1) mx-e*-Ty si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M € mx-

e*O(X,z) y N € mx-e*O(X,y) tal que M NN = .

(2) mx-e-Ty si para cada par de puntos distintos v e y en X, existe M € mx-

eO(X,z) y N € mx-eO(X,y) tal que M NN = 0.
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(3) mx-a-Ty si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M € mx-

aO(X,z) y N € mx-aO(X,y) tal que M NN = ).

Definicién 3.32. Un me-espacio X se dice s-Urysohn si para cada par de pun-
tos distintos = e y en X, existe M € mx-SO(X,z) y N € mx-SO(X,y) tal que
mx-cl(M) Nmx-cl(N) = 0.

Teorema 3.48. Sea f: X — Y una funcion. Si [ es inyectiva y (mx, my)-(e*,s)-

continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mx-e*-15.

Demostracion: Sea Y s-Urysohn. Para cualquier par de puntos distintos x e y
en X, f(z) # f(y). Como Y es s-Urysohn, entonces existe P € my-SO(Y, f(z)) y
R € my-SO(Y, f(y)) tal que my-cl(P)Nmy-cl(R) = 0. Como f es (mx, my)-(e*,s)-
continua, entonces existen conjuntos A y B my-e*-abierto en X que contienen a x e
y, respectivamente, tal que f(A) C mx-cl(P)y f(B) C mx-cl(R) tal que ANB = ().
Asi, X es mx-e*-T5. O

Teorema 3.49. Sea f: X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (mx, my)-(e,s)-
continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mx-e-T.
Demostraciéon: Se prueba de manera similar a Teorema 3.48. U
Teorema 3.50. Sea f: X — Y wuna funcion. Si f es inyectiva y (mx,my)-(a,s)-
continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mx-a-T5.
Demostraciéon: Se prueba de manera similar a Teorema 3.48. U

Es de observar que todas las definiciones y teoremas introducidos en este capitulo
generalizan los conceptos y teoremas dado en los Capitulos 1 y 2, en el sentido de
que si la my-estructura considerada es una topologia entonces los conceptos del

presente capitulo coinciden con los conceptos de los Capitulos 1y 2.



CONCLUSIONES

En este trabajo se realizé un estudio detallado de las clases de funciones
denominadas funciones (e*,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-continua utilizando la
nocién de conjuntos e*-abierto, e-abierto y a-abierto las cuales generalizan las fun-
ciones almost contra-super-continuas. Se establecid la relacién existente entre estas
clases de funciones y se estudiaron algunas propiedades que son preservadas por

estas clases de funciones.

Finalmente se introduce el concepto de estructura minimal y usando esta
nocion se definen nuevos conjuntos abiertos, que generalizan de manera natural los
conceptos de conjuntos e*-abierto, e-abierto y a-abierto. En base a estos nuevos con-
juntos abiertos se definieron nuevas clases de funciones denominadas (my,my )-(e*,s)-
continua, (mx,my)-(e,s)-continua y (mx,my)-(a,s)-continua, se probé que dichas
funciones generalizan las funciones (e*,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-continua
respectivamente, en el sentido de que cuando las estructuras minimales son topologias,
entonces se recuperan los conceptos de funciones (e*,s)-continua, (e,s)-continua y

(a,s)-continua.
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