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RESUMEN

En este trabajo se estudia una generalización de algunos tipos de funciones,
que guardan relación con el concepto clásico de continuidad, usando los conceptos,
de conjuntos abiertos generalizados, tales como las funciones almost contra-super-
continuas, contra R-maps, (δ-pre,s)-continuas, (δ-semi,s)-continuas. Se introduce la
noción de estructura minimal y se definen y estudian nuevas clases de funciones que
generalizan los conceptos antes mencionados.
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INTRODUCCIÓN

La topoloǵıa es probablemente la más joven de las ramas clásicas de las

matemáticas. En contraste con el álgebra, la geometŕıa y la teoŕıa de los números,

cuyas genealoǵıas datan de tiempos antiguos, la topoloǵıa aparece en el siglo dieci-

siete, con el nombre de analysis situs, esto es, análisis de la posición.

De manera informal, la topoloǵıa se ocupa de aquellas propiedades de las

figuras que permanecen invariantes, cuando dichas figuras son plegadas, dilatadas,

contráıdas o deformadas sin romperse o rasgarse, de modo que no aparezcan nuevos

puntos, o se hagan coincidir puntos diferentes.

Formalmente, una topoloǵıa sobre un conjunto es una familia de subconjuntos

de dicho conjunto, que satisface ciertas reglas sobre la unión y la intersección. Los

elementos de dicha familia se denominan conjuntos abiertos.

El concepto de conjunto abierto, a lo largo del tiempo, ha sido objeto de

muchas generalizaciones tales como: los conjuntos semi-abiertos, pre-abiertos, β-abier-

tos, regular abiertos, δ-abiertos, δ-semi-abiertos, α-abiertos, e-abiertos, e∗-abiertos

y a-abiertos, las cuales desempeñan un papel importante en la generalización de

funciones continuas entre espacios topológicos. Tomando como base estos conjun-

tos, muchos autores estudiaron y definieron variantes de la noción de continuidad

clásica.

En 1963, Levine introduce los conceptos de conjunto semi-abierto y semi con-

tinuidad en espacios topológicos, generalizando el concepto de funciones contin-

uas, y obteniendo aśı las funciones semi-continuas. En 1978, Popa introduce y

estudia el concepto de funciones almost quasi continuas, el cual generaliza el de

funciones almost continuas dado por Singal y Singal (1968). Para el año 1982,
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Mashhour et. al., introducen la noción de conjuntos pre-abiertos y de función

pre-continua. Estos nuevos conceptos inducen a que Popa et. al. introduzcan

las funciones almost pre-continuas las cuales generalizan las funciones almost con-

tinuas. Abd El-Monsef et. al., en 1983, introdujeron los conceptos de conjuntos

β-abierto y funciones β-continuas. En 1997, Park et. al., introdujeron el concepto

de conjuntos δ-semi-abiertos en espacios topológicos, dando origen a las funciones

δ-semicontinuas. De igual forma en 1965, Njastad introduce el concepto de conjunto

α-abierto, el cual fue empleado por Mashhour en 1983 para introducir el concepto

de funciones α-continuas.

En 2006, Ekici introdujo nuevas clases de conjuntos llamados e∗-abierto, e-a-

bierto y a-abierto, dando lugar a las nuevas nociones de funciones e*-continuas,

e-continuas y a-continuas, respectivamente.

Conforme a lo anteriormente descrito y para contribuir con el estudio de fun-

ciones continuas, se pretende estudiar las nuevas clases de funciones conocidas como

funciones (e∗, s)-continuas, (e,s)-continuas y (a,s)-continuas, las cuales son generali-

zaciones de las funciones almost contra-super-continuas. En particular, se buscará

algunas caracterizaciones y propiedades de dichas funciones. Aśı mismo, haciendo

uso de la noción de estructura minimal sobre un conjunto no vaćıo X, dada por

Maki (1996) y algunas de sus propiedades, se introducirán nuevas definiciones que

generalizan de manera natural, las funciones antes mencionadas.



CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo se describe, en forma general, los elementos básicos estric-

tamente necesarios para el desarrollo de este trabajo. Se presentan algunos hechos

relevantes, relativos a las distintas relaciones existentes entre estos, que serán em-

pleados a lo largo de los próximos caṕıtulos.

1.1 Conjuntos abiertos generalizados

En esta sección se introducen ciertas clases de subconjuntos las cuales genera-

lizan las nociones clásicas de conjuntos abiertos y conjuntos cerrados de un espacio

topológico. Se estudian también algunas propiedades relativas a estas clases de

conjuntos.

Definición 1.1. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:

(1) regular abierto si A = int(cl(A)).

(2) semi-abierto si A ⊂ cl(int(A)).

(3) α-abierto si A ⊂ int(cl(int(A))).

(4) pre-abierto si A ⊂ int(cl(A)).

(5) β-abierto si A ⊂ cl(int(cl(A))).

(6) b-abierto si A ⊂ cl(int(A)) ∪ int(cl(A)).

El siguiente Teorema muestra la relación existente entre los conjuntos antes

definidos y los conjuntos abiertos.

Teorema 1.1. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes propiedades se sa-

tisfacen:
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(1) Todo conjunto α-abierto es un conjunto semi-abierto.

(2) Todo conjunto abierto es un conjunto semi-abierto.

(3) Todo conjunto regular abierto es un conjunto abierto.

(4) Todo conjunto pre-abierto es un conjunto β-abierto.

(5) Todo conjunto abierto es un conjunto pre-abierto.

(6) Todo conjunto semi-abierto es un conjunto β-abierto.

(7) Todo conjunto abierto es un conjunto α-abierto.

(8) Todo conjunto α-abierto es un conjunto pre-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto α-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(int(A))) ⊂ cl(int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A = int(A) ⊂ cl(int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto semi-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto regular abierto, entonces A = int(cl(A)). Como

int(cl(A)) es un conjunto abierto, se deduce que A es abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(A)) ⊂ cl(int(cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto β-abierto.
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(5) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A = int(A) ⊂ int(cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto pre-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto semi-abierto, entonces

A ⊂ cl(int(A)) ⊂ cl(int(cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto β-abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A = int(A) ⊂ cl(int(A)) ⊂ int(cl(int(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto α-abierto.

(8) Suponga que A es un conjunto α-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(int(A))) ⊂ int(cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto pre-abierto. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para un subconjunto A de un espacio X:
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REGULAR ABIERTO

ABIERTO

PRE-ABIERTO SEMI -ABIERTO

β-ABIERTO

α- ABIERTO

Figura 1.1: Diagrama 1

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:

Ejemplo 1.1. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}. El conjunto {a, c}
es semi-abierto pero no es α-abierto. El conjunto {a, c} es semi-abierto pero no es

abierto. El conjunto {a, b} es abierto pero no es regular abierto. El conjunto {a, c}
es β-abierto pero no es pre-abierto.

Ejemplo 1.2. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {a, b}}. El conjunto {a, c} es

pre-abierto pero no es abierto ni α-abierto.

Ejemplo 1.3. Considere R con la topoloǵıa usual. Note que cl(int(Q)) = ∅ y

cl(int(cl(Q))) = R por lo que Q es β-abierto pero no es semi-abierto ni α-abierto.

Ejemplo 1.4. Si U es un abierto entonces int(cl(U)) es regular abierto. En efecto,

considere V = int(cl(U)), entonces

cl(V ) = cl(int(cl(U))) ⊃ int(cl(U)), int(cl(V )) ⊃ int(cl(U)) = V

Aśı, se tiene que V ⊂ int(cl(V )). Por otra parte,

cl(V ) ⊂ cl(U), int(cl(V )) ⊂ int(cl(U)) = V

y de esta manera, int(cl(V )) ⊂ V . Por lo tanto, int(cl(V )) = V .
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Similarmente como se definen los conjuntos cerrados en un espacio topológico,

se definen los conjuntos cerrados asociados a generalizaciones de conjuntos abiertos

antes dados.

Definición 1.2. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:

(1) regular cerrado si y solo si X \ A es regular abierto.

(2) semi-cerrado si y solo si X \ A es semi-abierto.

(3) α-cerrado si y solo si X \ A es α-abierto.

(4) pre-cerrado si y solo si X \ A es pre-abierto.

(5) β-cerrado si y solo si X \ A es β-abierto.

El siguiente teorema caracteriza las definiciones anteriores en términos del

interior y la clausura.

Teorema 1.2. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) A es regular cerrado si y solo si A = cl(int(A)).

(2) A es semi-cerrado si y solo si int(cl(A)) ⊂ A.

(3) A es α-cerrado si y solo si cl(int(cl(A))) ⊂ A.

(4) A es pre-cerrado si y solo si cl(int(A)) ⊂ A.

(5) A es β-cerrado si y solo si int(cl(int(A))) ⊂ A.

Demostración:

(1) Suponga que A es regular cerrado, entonces X \A es regular abierto, es decir,

X \ A = int(cl(X \ A)) = int(X \ int(A)) = X \ cl(int(A))

Tomando complemento, se concluye que A = cl(int(A)).



8

Rećıprocamente, suponga que A = cl(int(A)), tomando complemento

X \ A = X \ cl(int(A)) = int(X \ int(A)) = int(cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es regular abierto, por lo tanto A es regular cerrado.

(2) Suponga que A es semi-cerrado, entonces X \ A es semi-abierto, es decir,

X \ A ⊂ cl(int(X \ A)) ⊂ cl(X \ cl(A)) ⊂ X \ int(cl(A))

Tomando complemento, se concluye que int(cl(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que int(cl(A)) ⊂ A, tomando complemento

X \ A ⊂ X \ int(cl(A)) ⊂ cl(X \ cl(A)) ⊂ cl(int(X \ A))

Esto dice que X \ A es semi-abierto, por lo tanto A es semi-cerrado.

(3) Suponga que A es α-cerrado, entonces X \ A es α-abierto, es decir,

X \ A ⊂ int(cl(int(X \ A))) ⊂ int(cl(X \ cl(A)))

⊂ int(X \ int(cl(A))) ⊂ X \ cl(int(cl(A)))

Tomando complemento, se concluye que cl(int(cl(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que cl(int(cl(A))) ⊂ A, tomando complemento

X \ A ⊂ X \ cl(int(cl(A))) ⊂ int(X \ int(cl(A)))

⊂ int(cl(X \ cl(A))) ⊂ int(cl(int(X \ A)))

Esto dice que X \ A es α-abierto, por lo tanto A es α-cerrado.

(4) Suponga que A es pre-cerrado, entonces X\A es pre-abierto, es decir,

X \ A ⊂ int(cl(X \ A)) ⊂ int(X \ int(A)) ⊂ X \ cl(int(A))

Tomando complemento, se concluye que cl(int(A)) ⊂ A.
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Rećıprocamente, suponga que cl(int(A)) ⊂ A, tomando complemento

X \ A ⊂ X \ cl(int(A)) ⊂ int(X \ int(A)) ⊂ int(cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es pre-abierto, por lo tanto A es pre-cerrado.

(5) Suponga que A es β-cerrado, entonces X \ A es β-abierto, es decir,

X \ A ⊂ cl(int(cl(X \ A))) ⊂ cl(int(X \ int(A)))

⊂ cl(X \ cl(int(A))) ⊂ X \ int(cl(int(A)))

Tomando complemento, se concluye que int(cl(int(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que int(cl(int(A))) ⊂ A, tomando complemento

X \ A ⊂ X \ int(cl(int(A))) ⊂ cl(X \ cl(int(A)))

⊂ cl(int(X \ int(A))) ⊂ cl(int(cl(X \ A)))

Esto dice que X \ A es β-abierto, por lo tanto A es β-cerrado. ¤

A continuación se muestra que la colección de los conjuntos pre-abiertos, α-a-

biertos, y semi-abiertos es cerrada para uniones arbitrarias.

Teorema 1.3. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades se

satisfacen:

(1) La unión arbitraria de conjuntos pre-abiertos es un conjunto pre-abierto.

(2) La unión arbitraria de conjuntos α-abiertos es un conjunto α-abierto.

(3) La unión arbitraria de conjuntos semi-abiertos es un conjunto semi-abierto.

Demostración:

(1) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ int(cl(Uα)) para todo α ∈ J . Se mostrará que
⋃
α∈J

Uα ⊂ int(cl(
⋃
α∈J

Uα)).
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En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se sigue que

int(cl(Uα)) ⊂ int(cl(
⋃
α∈J

Uα))

pero Uα ⊂ int(cl(Uα)) para cada α ∈ J .

Aśı, Uα ⊂ int(cl(
⋃
α∈J

Uα)) para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ int(cl(
⋃
α∈J

Uα)).

(2) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ int(cl(int(Uα))) para todo α ∈ J . Se mostrará

que
⋃
α∈J

Uα ⊂ int(cl(int(
⋃
α∈J

Uα))).

En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se tiene entonces que

int(cl(int(Uα))) ⊂ int(cl(int(
⋃
α∈J

Uα)))

pero Uα ⊂ int(cl(int(Uα))) para cada α ∈ J , de donde se obtiene que

Uα ⊂ int(cl(int(
⋃
α∈J

Uα)))

para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ int(cl(int(
⋃
α∈J

Uα))).

(3) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ cl(int(Uα)) para todo α ∈ J . Se mostrará que
⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)).

En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se sigue que

cl(int(Uα)) ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα))

pero Uα ⊂ cl(int(Uα)) para cada α ∈ J .

Aśı, Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)) para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)).

¤
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La coleccion formada por los conjuntos regular abiertos no es cerrada para las

uniones arbitrarias tal y como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.5. Considere X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c},
{a, b, c}, {a, c, d}}. Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c, d}, {a, b, d}, {c, d}, {b, d}, {d}, {b}}.
Observe que:

cl({a}) = {a, b, d}, int(cl({a})) = {a, b}
cl({c}) = {c, d}, int(cl({c})) = {c}
cl({a, b}) = {a, b, d}, int(cl({a, b})) = {a, b}
cl({a, c}) = X, int(cl({a, c})) = X

cl({a, b, c}) = X, int(cl({a, b, c})) = X

cl({a, c, d}) = X, int(cl({a, c, d})) = X

Los conjuntos regular abiertos en (X, τ) son:

{∅, X, {c}, {a, b}}

Pero {c} ∪ {a, b} = {a, b, c}, que no es regular abierto. ¤

Teorema 1.4. Sea X un espacio topológico, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) La intersección arbitraria de conjuntos pre-cerrados es un conjunto pre-cerrado.

(2) La intersección arbitraria de conjuntos α-cerrados es un conjunto α-cerrado.

(3) La intersección arbitraria de conjuntos semi-cerrados es un conjunto semi-cerrado.

Demostración: Es consecuencia directa de la Definición 1.2, el Teorema 1.3 y las

leyes de De Morgan. ¤

La familia de todos los conjuntos regular abierto ( resp. regular cerrado,

semi-abierto, α-abierto, pre-abierto, β-abierto) se denota por RO(X) ( resp. RC(X),

SO(X), αO(X), PO(X), βO(X)). La familia de todos los conjuntos regular abierto,
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regular cerrado, semi-abierto, α-abierto, pre-abierto, β-abierto de X que contiene un

punto x ∈ X se denota por RO(X, x), RC(X, x), SO(X, x), αO(X, x), PO(X, x),

βO(X, x), respectivamente. A continuación se define el concepto de clausura asoci-

ada a los conjuntos pre-cerrado, α-cerrado y semi-cerrado.

Definición 1.3. Para un subconjunto A de un espacio X se define:

(1) La preclausura de A, denotada por P -cl(A) como la intersección de todos los

conjuntos pre-cerrados, que contienen a A.

(2) La α-clausura de A, denotada por α-cl(A) como la intersección de todos los

conjuntos α-cerrados, que contienen a A.

(3) La semi-clausura de A, denotada por s-cl(A), como la intersección de todos

los conjuntos semi-cerrados, que contienen a A.

La preclausura, la α-clausura y la semi-clausura tambien pueden escribirse

como conjuntos minimales que satisfacen cierta propiedad, tal y como se muestra

en el siguiente teorema.

Teorema 1.5. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) La preclausura de A, es el pre-cerrado más pequeño que contiene a A.

(2) La α-clausura de A, es el α-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(3) La semi-clausura de A,es el semi-cerrado mas pequeño que contiene a A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 1.3 y el Teorema 1.4.

¤

El siguiente lema caracteriza la semi-clausura de un conjunto abierto en términos

del interior y clausura.

Lema 1.1. s-cl(A) = int(cl(A)) para cualquier subconjunto abierto A de un espacio

X.
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Demostración: Para todo subconjunto A de X, int(cl(A)) ⊂ s-cl(A). Falta

mostrar que s-cl(A) ⊂ int(cl(A)). Suponga que x /∈ int(cl(A)), entonces x ∈
cl(int(X\A)). Como A es abierto, se tiene que A ⊂ int(cl(A)). De modo que

cl(int(X\A)) es un semi-abierto que contiene a x y A∩cl(int(X\A)) = ∅. Esto dice

que x /∈ s-cl(A). Por lo tanto se obtiene que s-cl(A) = int(cl(A)). ¤

Es de observar que la caracterización de la semi-clausura en el lema anterior

es para conjuntos abiertos y en general no es cierto para conjuntos arbitrarios, tal

como se observa en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.6. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}.
Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c}, {a, c}, {c}}.
Observe que:

int({a}) = {a}, cl(int({a})) = {a, c}, {a} ⊂ cl(int({a})) =⇒ {a} es semi-abierto

int({b}) = {b}, cl(int({b})) = {b, c}, {b} ⊂ cl(int({b})) =⇒ {b} es semi-abierto

int({a, b}) = {a, b}, cl(int({a, b})) = X, {a, b} ⊂ cl(int({a, b})) =⇒ {a, b} es

semi-abierto

El conjunto {c} es semi-cerrado por lo que s-cl({c}) = {c}, pero int(cl({c})) = ∅.

El siguiente teorema muestra que la clausura y la α-clausura coinciden sobre

conjuntos β-abiertos.

Teorema 1.6. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) cl(A) es α-cerrado.

(2) α-cl(A) ⊂ cl(A).

(3) cl(int(cl(A))) es α-cerrado.

(4) Si A ∈ βO(X) entonces α-cl(A) ⊂ cl(int(cl(A))).
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(5) Si A ∈ βO(X) entonces α-cl(A) ∈ βO(X).

(6) Si A es α-cerrado y β-abierto entonces A es cerrado.

(7) Si A ∈ βO(X) entonces cl(A) ⊂ α-cl(A).

Demostración:

(1) Dado que cl(A) es cerrado y todo conjunto cerrado es α-cerrado se obtiene que

cl(A) es α-cerrado.

(2) Dado que cl(A) es un α-cerrado que contiene a A y el α-cerrado mas pequeño

que contiene a A es α-cl(A) se obtiene que α-cl(A) ⊂ cl(A).

(3) Si se toma V = cl(int(cl(A))), entonces V ⊂ cl(A). Aśı

cl(V ) ⊂ cl(A)

int(cl(V )) ⊂ int(cl(A))

cl(int(cl(V ))) ⊂ cl(int(cl(A))) = V

Por lo que V es α-cerrado y se concluye que cl(int(cl(A))) es α-cerrado.

(4) Si A ∈ βO(X) entonces A ⊂ cl(int(cl(A))), de modo que cl(int(cl(A))) es un

α-cerrado que contiene a A, pero el α-cerrado mas pequeño que contiene a A

es α-cl(A) de donde se concluye que α-cl(A) ⊂ cl(int(cl(A))).

(5) Si A ∈ βO(X) entonces α-cl(A) ⊂ cl(int(cl(A))), además A ⊂ α-cl(A), por lo

que

cl(int(cl(A))) ⊂ cl(int(cl(α-cl(A))))

Aśı

α-cl(A) ⊂ cl(int(cl(α-cl(A))))

y se concluye que α-cl(A) ∈ βO(X).
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(6) Si A es α-cerrado se tiene que cl(int(cl(A))) ⊂ A. Análogamente, si A es

β-abierto se tiene que A ⊂ cl(int(cl(A))), por lo que A = cl(int(cl(A))) y se

tiene que A es cerrado.

(7) α-cl(A) es α-cerrado. α-cl(A) es β-abierto pues A es β-abierto, de modo que

α-cl(A) es un cerrado que contiene a A, pero el cerrado más pequeño que

contiene a A es cl(A) por lo que cl(A) ⊂ α-cl(A). ¤

A continuación se muestra que la clausura y la pre-clausura coinciden sobre

conjuntos semi-abiertos.

Teorema 1.7. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) cl(A) es pre-cerrado.

(2) p-cl(A) ⊂ cl(A).

(3) cl(int(A)) es pre-cerrado.

(4) Si A ∈ SO(X) entonces p-cl(A) ⊂ cl(int(A)).

(5) Si A ∈ SO(X) entonces p-cl(A) ∈ SO(X).

(6) Si A es pre-cerrado y semi-abierto entonces A es cerrado.

(7) Si A ∈ SO(X) entonces cl(A) ⊂ p-cl(A).

Demostración:

(1) Dado que cl(A) es cerrado y todo conjunto cerrado es pre-cerrado se obtiene

que cl(A) es pre-cerrado.

(2) Dado que cl(A) es un pre-cerrado que contiene a A y el pre-cerrado mas

pequeño que contiene a A es p-cl(A) se obtiene que p-cl(A) ⊂ cl(A).

(3) Por (1) la cl(A) es pre-cerrado, de donde se tiene que cl(int(A)) es pre-cerrado.
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(4) Si A ∈ SO(X) entonces A ⊂ cl(int(A)), de modo que cl(int(A)) es un prece-

rrado que contiene a A, pero el pre-cerrado mas pequeño que contiene a A es

p-cl(A) de donde se concluye que p-cl(A) ⊂ cl(int(A)).

(5) Si A ∈ SO(X) entonces p-cl(A) ⊂ cl(int(A)), además A ⊂ p-cl(A), por lo que

cl(int(A)) ⊂ cl(int(p-cl(A)))

Aśı

p-cl(A) ⊂ cl(int(p-cl(A)))

y se concluye que p-cl(A) ∈ SO(X).

(6) Si A es pre-cerrado se tiene que cl(int(A)) ⊂ A. Análogamente, si A es

semi-abierto se tiene que A ⊂ cl(int(A)), por lo que A = cl(int(A)) y se tiene

que A es cerrado.

(7) p-cl(A) es pre-cerrado. p-cl(A) es semi-abierto pues A es semi-abierto, de modo

que p-cl(A) es un cerrado que contiene a A, pero el cerrado más pequeño que

contiene a A es cl(A) por lo que cl(A) ⊂ p-cl(A). ¤

Dado que las colecciones formadas por los conjuntos semi-cerrados, pre-cerrados

y α-cerrados son cerradas bajo intersecciones arbitrarias, es natural e intuitivo pen-

sar y definir la semi-clausura, la pre-clausura y la α-clausura. Estos conceptos ori-

ginan conjuntos semi-cerrados, pre-cerrados y α-cerrados minimales. Sin embargo

no sucede lo mismo con la coleccion formada por los conjuntos regular cerrados, es

por esta razón que se introducen las siguientes definiciones.

Definición 1.4. La δ-clausura de un conjunto A en un espacio (X, τ) denotado por

δ-cl(A), es definido por:

δ-cl(A) = {x ∈ X : A ∩ int(cl(U)) 6= ∅, para todo entorno U de x, U ∈ τ}

Definición 1.5. El δ-interior de un subconjunto A de X es la unión de todos los

conjuntos regulares abiertos de X contenidos en A y es denotado por δ-int(A).
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Observe que el δ-interior no es regular abierto, debido a que la unión de

conjuntos regular abiertos no es regular abierto (Ver ejemplo 1.5).

Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades de la δ-clausura y

δ-interior de un conjunto.

Teorema 1.8. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) δ-int(A) ⊂ int(A) ⊂ A.

(2) Si A ⊂ B entonces δ-int(A) ⊂ δ-int(B).

Demostración:

(1) El δ-int(A) se define como la unión de conjuntos regular abierto que están

contenidos en A, por lo tanto δ-int(A) ⊂ A. Como todo conjunto regular

abierto es abierto se obtiene que δ-int(A) es un abierto contenido en A. Pero el

abierto mas grande contenido en A es int(A), por lo tanto, δ-int(A) ⊂ int(A).

(2) Sea x ∈ δ-int(A), esto dice que x ∈
⋃

W , W regular abierto, W ⊂ A. Como

A ⊂ B, x ∈
⋃

W , W regular abierto, W ⊂ B. Por lo tanto, se tiene que

x ∈ δ-int(B). ¤

Teorema 1.9. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) cl(A) ⊂ δ-cl(A).

(2) A ⊂ δ-cl(A)

(3) Si A ⊂ B entonces δ-cl(A) ⊂ δ-cl(B).

Demostración:
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(1) Sea x ∈ cl(A), esto dice que U ∩ A 6= ∅ para todo conjunto abierto U , x ∈ U .

Entonces,

U ⊂ cl(U),

U = int(U) ⊂ int(cl(U)),

∅ 6= U ∩ A ⊂ int(cl(U)) ∩ A.

Esto dice que int(cl(U)) ∩ A 6= ∅. Por lo tanto, x ∈ δ-cl(A).

(2) Como A ⊂ cl(A) para todo A ⊂ X, por (1) se tiene que A ⊂ δ-cl(A).

(3) Suponga que x /∈ δ-cl(B), esto nos dice que existe un conjunto abierto U de x

tal que int(cl(U)) ∩B = ∅. Entonces,

A ∩ int(cl(U)) ⊂ B ∩ int(cl(U)) = ∅.

Por lo que A ∩ int(cl(U)) = ∅ y se tiene que x /∈ δ-cl(A). ¤

Teorema 1.10. Sea A un subconjunto de un espacio X, las siguientes proposiciones

se satisfacen:

(1) δ-int(X \ A) = X \ δ-cl(A).

(2) δ-cl(X \ A) = X \ δ-int(A).

(3) δ-int(δ-cl(A)) ⊂ int(δ-cl(A)).

(4) δ-int(A) ⊂ int(δ-cl(A)).

(5) δ-int(δ-int(A)) = δ-int(A).

(6) δ-cl(δ-cl(A)) = δ-cl(A).

Demostración:
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(1) Sea x ∈ δ-int(X \ A), entonces existe un regular abierto U tal que

x ∈ U ⊂ X \ A

luego U ∩ A = ∅. Como U es regular abierto entonces U = int(cl(U)) e

int(cl(U)) ∩ A = ∅. Por lo tanto, x /∈ δ-cl(A) y se tiene que x ∈ X \ δ-cl(A).

Aśı, δ-int(X \ A) ⊂ X \ δ-cl(A).

Por otra parte, suponga que x ∈ X \ δ-cl(A),esto implica que x /∈ δ-cl(A),

entonces existe un abierto U de x tal que

int(cl(U)) ∩ A = ∅

x ∈ U ⊂ int(cl(U)) ⊂ X \ A

esto dice que x ∈ δ-int(X \A). Aśı, X \ δ-cl(A) ⊂ δ-int(X \A) y se concluye

que

X \ δ-cl(A) = δ-int(X \ A)

.

(2) Suponga que x /∈ δ-cl(X \ A), entonces existe un conjunto abierto U , x ∈ U

tal que

int(cl(U)) ∩X \ A = ∅

x ∈ U ⊂ int(cl(U)) ⊂ A

esto dice que x ∈ δ-int(A) y se tiene que x /∈ X \ δ-int(A) y por lo tanto

X \ δ-int(A) ⊂ δ-cl(X \ A)

Por otra parte, suponga que x /∈ X \ δ-int(A), esto implica que x ∈ δ-int(A)

entonces existe un conjunto regular abierto U , tal que x ∈ U ⊂ A, esto dice

que U ∩ X \ A = ∅. Como U = int(cl(U)) entonces int(cl(U)) ∩ X \ A = ∅,
esto dice que x /∈ δ-cl(X \ A) y por lo tanto δ-cl(X \ A) ⊂ X \ δ-int(A). De

esta manera se concluye que δ-cl(X \ A) = X \ δ-int(A).
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(3) Sea x ∈ δ-int(δ-cl(A)), esto nos dice que x ∈
⋃

W , W regular abierto,

W ⊂ δ-cl(A). Aśı, x ∈ W para algún W regular abierto, W ⊂ δ-cl(A). Como

todo conjunto regular abierto es abierto entonces existe un W abierto, tal que

W ⊂ δ-cl(A). Por lo tanto, x ∈ int(δ-cl(A)).

(4) Sea x ∈ δ-int(A), esto dice que x ∈
⋃

W , W regular abierto,

W ⊂ A. Aśı, x ∈ W para algún W regular abierto, W ⊂ A. Como todo con-

junto regular abierto es abierto y A ⊂ δ-cl(A) entonces existe un W abierto,

tal que W ⊂ δ-cl(A). Por lo tanto, x ∈ int(δ-cl(A)).

(5) Por el Teorema 1.8, se tiene que δ-int(δ-int(A)) ⊂ δ-int(A). Falta ver que

δ-int(A) ⊂ δ-int(δ-int(A))

Para esto, tómese x /∈ δ-int(δ-int(A)), entonces para todo regular abierto U

que contenga a x se cumple que

U ∩ (X \ δ-int(A)) 6= ∅

U ∩ (δ-cl(X \ A)) 6= ∅

esto dice que existe z ∈ U ∩ (δ-cl(X \ A)). Observe que U es un abierto que

contiene a z, por lo que

int(cl(U)) ∩ (X \ A) 6= ∅

U ∩ (X \ A) 6= ∅

de esta manera se concluye que x /∈ δ-int(A). Por lo tanto,

δ-int(δ-int(A)) = δ-int(A)

.

(6) Por el Teorema 1.9, se tiene que δ-cl(A) ⊂ δ-cl(δ-cl(A)). Falta ver que

δ-cl(δ-cl(A)) ⊂ δ-cl(A)
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Para esto, tómese x /∈ δ-cl(A), entonces existe un conjunto abierto U de x tal

que

int(cl(U)) ∩ A = ∅

Observe que de aqúı se deduce que

int(cl(U)) ∩ δ-cl(A) = ∅

Pues en caso contrario existiŕıa z ∈ int(cl(U)) ∩ δ-cl(A). Si se toma

V = int(cl(U)), entonces V es un abierto que contiene a z y sigue que

int(cl(V )) ∩ A 6= ∅

V ∩ A 6= ∅

int(cl(U)) ∩ A 6= ∅

lo que contradice el hecho que int(cl(U))∩A = ∅. De esta manera se concluye

que

δ-cl(δ-cl(A)) ⊂ δ-cl(A)

Por lo tanto

δ-cl(δ-cl(A)) = δ-cl(A)

¤

Definición 1.6. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:

(1) δ-abierto si A = δ-int(A).

(2) δ-pre-abierto si A ⊂ int(δ-cl(A)).

(3) δ-semi-abierto si A ⊂ cl(δ-int(A)).

Como consecuencia del Teorema 1.10 se obtiene que el δ-int(A) es un conjunto

δ-abierto.

Definición 1.7. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
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(1) δ-cerrado si X \ A es δ-abierto.

(2) δ-pre-cerrado si X \ A es δ-pre-abierto.

(3) δ-semicerado si X \ A es δ-semi-abierto.

Teorema 1.11. Sea A un subconjunto de un espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) A es δ-cerrado si y solo si A = δ-cl(A).

(2) A es δ-pre-cerrado si y solo si cl(δ-int(A)) ⊂ A.

(3) A es δ-semi-cerrado si y solo si int(δ-cl(A)) ⊂ A.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto δ-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

δ-abierto, es decir

X \ A = δ-int(X \ A) = X \ δ-cl(A)

Tomando complemento, se tiene que A = δ-cl(A).

Rećıprocamente, suponga que A = δ-cl(A), tomando complemento se tiene

que

X \ A = X \ δ-cl(A) = δ-int(X \ A)

esto dice que X \ A es δ-abierto y por lo tanto A es δ-cerrado.

(2) Suponga que A es un conjunto δ-pre-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

δ-pre-abierto, es decir

X \ A ⊂ int(δ-cl(X \ A)) ⊂ int(X \ δ-int(A)) ⊂ X \ cl(δ-int(A))

Tomando complemento, se tiene que cl(δ-int(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que cl(δ-int(A)) ⊂ A, tomando complemento se

tiene que

X \ A ⊂ X \ cl(δ-int(A)) ⊂ int(X \ δ-int(A)) ⊂ int(δ-cl(X \ A))
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esto dice que X \ A es δ-pre-abierto y por lo tanto A es δ-pre-cerrado.

(3) Suponga que A es un conjunto δ-semi-cerrado, entonces X \A es un conjunto

δ-semi-abierto, es decir

X \ A ⊂ cl(δ-int(X \ A)) ⊂ cl(X \ δ-cl(A)) ⊂ X \ int(δ-cl(A))

Tomando complemento, se tiene que int(δ-cl(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que int(δ-cl(A)) ⊂ A, tomando complemento se

tiene

X \ A ⊂ X \ int(δ-cl(A)) ⊂ cl(X \ δ-cl(A)) ⊂ cl(δ-int(X \ A))

esto dice que X \ A es δ-semi-abierto y por lo tanto A es δ-semi-cerrado. ¤

Como consecuencia del Teorema 1.10 se obtiene que δ-cl(A) es un conjunto

δ-cerrado.

La familias de todos los conjuntos δ-abiertos, δ-pre-abiertos, δ-semi-abiertos

se denotan por δO(X), δPO(X), δSO(X) respectivamente. La familias de todos los

conjuntos δ-abiertos, δ-pre-abiertos, δ-semi-abiertos con respecto a un punto x de

X se denotan por δO(X, x), δPO(X, x), δSO(X, x) respectivamente.

El siguiente teorema muestra la relación existente entre las distintas clases de

conjuntos abiertos hasta ahora definidas.

Teorema 1.12. Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes propiedades se

cumplen:

(1) Todo conjunto δ-semi-abierto es un conjunto semi-abierto.

(2) Todo conjunto δ-abierto es un conjunto δ-semi-abierto.

(3) Todo conjunto δ-abierto es un conjunto abierto.

(4) Todo conjunto abierto es un conjunto δ-pre-abierto.
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(5) Todo conjunto pre-abierto es un conjunto δ-pre-abierto.

(6) Todo conjunto regular abierto es δ-abierto.

(7) Todo conjunto δ-abierto es un conjunto δ-pre-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto δ-semi-abierto, entonces

A ⊂ cl(δ-int(A)) ⊂ cl(int(A))

Por lo tanto, A es semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto δ-abierto, entonces

A ⊂ δ-int(A) ⊂ cl(δ-int(A))

Por lo tanto, A es δ-semi-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto δ-abierto,entonces A = δ-int(A). Como δ-int(A)

es un conjunto abierto, se deduce que A es un conjunto abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces

A ⊂ int(A) ⊂ int(δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto δ-pre-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(A)) ⊂ int(δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto δ-pre-abierto.
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(6) Sea U un conjunto regular cerrado. X \ U es regular abierto. Aśı

δ-int(X \ U) =
⋃

W⊂X\U
W

donde W es regular abierto. Como X \ U es regular abierto entonces

δ-int(X \ U) = X \ U

Por lo tanto X\U es δ-abierto y aśı, U es δ-cerrado. Ahora, sea W un conjunto

regular abierto, entonces X\W es regular cerrado. Como todo conjunto regular

cerrado es δ-cerrado entonces X \W es δ-cerrado, de donde se tiene que W es

un conjunto δ-abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto δ-abierto, entonces

A = δ-int(A)

⊂ int(δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto δ-pre-abierto ¤
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De acuerdo con el Teorema 1.12 y el Teorema 1.1 se tiene el siguiente diagrama

para un subconjunto A de un espacio X:

REGULAR ABIERTO

δ-ABIERTO

ABIERTO
δ- SEMI -ABIERTO

δ-PREABIERTO

PRE -ABIERTO α-ABIERTO SEMI -ABIERTO

β-ABIERTO

Figura 1.2: Diagrama 2

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:

Ejemplo 1.7. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{a, c} es semi-abierto pero no es δ-semi-abierto.

Ejemplo 1.8. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}. El conjunto {a, c} es

δ-semi-abierto pero no es δ-abierto.

Ejemplo 1.9. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{a, c} es abierto pero no es δ-abierto.

Ejemplo 1.10. Sea X = {x, y, z, w} y τ = {∅, X, {x}, {w}, {x, y}, {x,w}, {x, y, w},
{x,w, z}}. El conjunto {y} es δ-pre-abierto pero no es pre-abierto.

Ejemplo 1.11. Sea X = {x, y, z, w} y τ = {∅, X, {x}, {w}, {x, y}, {x,w}, {x, y, w},
{x,w, z}}. El conjunto {y} es δ-pre-abierto pero no es abierto.
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Ejemplo 1.12. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. El conjunto {a, b, c} es δ-abierto pero no es regular abierto.

Definición 1.8. Un punto x ∈ X se dice que es punto θ-semi-clausura de un

subconjunto A de X si cl(U) ∩ A 6= ∅ para todo conjunto semi-abierto U que

contenga a x. El conjunto de todos los puntos θ-semi-clausura de A es denotado

por θ-s-cl(A). Un subconjunto A es llamado θ-semi-cerrado si A = θ-s-cl(A). El

complemento de un conjunto θ-semi-cerrado es llamado θ-semi-abierto.

Definición 1.9. Para un subconjunto A de un espacio X, el conjunto
⋂{P ∈ RO(X) : A ⊂ P} es llamado el r-kernel de A y es denotado por r-ker(A).

Lema 1.2. Las siguientes propiedades para A ⊂ X y B ⊂ X se satisfacen:

(1) x ∈ r-ker(A) si y solo si A∩S 6= ∅ para cualquier conjunto regular cerrado S,

x ∈ S.

(2) A ⊂ r-ker(A).

(3) A = r-ker(A) si A es regular abierto en X.

(4) Si A ⊂ B entonces r-ker(A) ⊂ r-ker(B).

Demostración:

(1) Suponga que x /∈ r-ker(A), entonces existe un conjunto regular abierto U ,

A ⊂ U y x /∈ U . Como x /∈ U , entonces x ∈ X \ U . Como U es un conjunto

regular abierto en X, X \ U es un conjunto regular cerrado. Si se toma

S = X \ U entonces A ∩ S = ∅ para cualquier conjunto regular cerrado S,

x ∈ S.

Rećıprocamente, suponga que para algún regular cerrado S, x ∈ S,

P ∩ S = ∅. Como A ∩ S = ∅ y x /∈ X \ S, esto nos dice que A ⊂ X \ S.

Ahora X \S es un conjunto regular abierto que contiene a A y x /∈ X \S. Aśı

x /∈ ⋂{U ∈ RO(X) : A ⊂ U}, esto dice que x /∈ r-ker(A).
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(2) Observe que A ⊂ r-ker(A) puesto que r-ker(A) es la intersección de conjuntos

regular abierto que contienen a A.

(3) Suponga que A es un conjunto regular abierto en X, entonces r-ker(A) ⊂ A,

en consecuencia A = r-ker(A).

(4) Suponga que x /∈ r-ker(B), entonces existe un conjunto regular abierto U ,

B ⊂ U y x /∈ U . Como A ⊂ B ⊂ U entonces existe un regular abierto U ,

A ⊂ U y x /∈ U , esto dice que x /∈ r-ker(A). ¤

1.2 Conjuntos e-abierto, e∗-abierto y a-abierto

En esta sección se introducen las nociones de conjuntos e-abierto como una

generalización de los conceptos de conjuntos δ-abierto, δ-semi-abierto y δ-pre-abierto.

También se introducen las nociones de conjuntos e∗-abierto y a-abierto. Se estudia

la relación entre estos conceptos, se definen nociones de clausura e interior asociadas

a estos conjuntos y se estudian algunas propiedades.

Definición 1.10. Un subconjunto A de un espacio (X, τ) es llamado:

(1) e-abierto si A ⊂ cl(δ-int(A)) ∪ int(δ-cl(A)).

(2) e∗-abierto si A ⊂ cl(int(δ-cl(A))).

(3) a-abierto si A ⊂ int(cl(δ-int(A))).

Definición 1.11. Un subconjunto A de un espacio (X, τ) es llamado:

(1) e-cerrado si X \ A es e-abierto.

(2) e∗-cerrado si X \ A es e∗-abierto.

(3) a-cerrado si X \ A es a-abierto.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos e-cerrado, e∗-cerrado y a-cerrado

en términos de la clausura, interior, δ-clausura y δ-interior.
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Teorema 1.13. Sea A un subconjunto de un espacio topológico X. Las siguientes

propiedades se satisfacen:

(1) A es e-cerrado si y solo si cl(δ-int(A)) ∩ int(δ-cl(A)) ⊂ A.

(2) A es e∗-cerrado si y solo si int(cl(δ-int(A))) ⊂ A.

(3) A es a-cerrado si y solo si cl(int(δ-cl(A))) ⊂ A.

Demostración:

(1) Suponga que A es e-cerrado, entonces X \ A es e-abierto, es decir

X \ A ⊂ cl(δ-int(X \ A)) ∪ int(δ-cl(X \ A))

⊂ cl(X \ δ-cl(A)) ∪ int(X \ δ-int(A))

⊂ X \ int(δ-cl(A)) ∪X \ cl(δ-int(A))

Tomando complemento, se tiene que cl(δ-int(A)) ∩ int(δ-cl(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que cl(δ-int(A)) ∩ int(δ-cl(A)) ⊂ A, tomando com-

plemento se tiene que

X \ A ⊂ X \ (cl(δ-int(A)) ∩ int(δ-cl(A)))

⊂ X \ cl(δ-int(A)) ∪X \ int(δ-cl(A))

⊂ int(X \ δ-int(A)) ∪ cl(X \ δ-cl(A))

⊂ int(δ-cl(X \ A)) ∪ cl(δ-int(X \ A))

esto dice que X \ A es e-abierto y por lo tanto A es e-cerrado.

(2) Suponga que A es e∗-cerrado, entonces X \ A es e∗-abierto, es decir

X \ A ⊂ cl(int(δ-cl(X \ A)))

⊂ cl(int(X \ δ-int(A)))

⊂ cl(X \ cl(δ-int(A)))

⊂ X \ int(cl(δ-int(A)))
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Tomando complemento, se tiene que int(cl(δ-int(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que int(cl(δ-int(A))) ⊂ A, tomando complemento

se tiene que

X \ A ⊂ X \ (int(cl(δ-int(A))))

⊂ cl(X \ cl(δ-int(A)))

⊂ cl(int(X \ δ-int(A)))

⊂ cl(int(δ-cl(X \ A)))

esto dice que X \ A es e∗-abierto y por lo tanto A es e∗-cerrado.

(3) Suponga que A es a-cerrado, entonces es X \ A a-abierto, es decir

X \ A ⊂ int(cl(δ-int(X \ A)))

⊂ int(cl(X \ δ-cl(A)))

⊂ int(X \ int(δ-cl(A)))

⊂ X \ cl(int(δ-cl(A)))

Tomando complemento, se tiene que cl(int(δ-cl(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que cl(int(δ-cl(A))) ⊂ A, tomando complemento se

tiene que

X \ A ⊂ X \ (cl(int(δ-cl(A))))

⊂ int(X \ int(δ-cl(A)))

⊂ int(cl(X \ δ-cl(A)))

⊂ int(cl(δ-int(X \ A)))

esto dice que X \ A es a-abierto y por lo tanto A es a-cerrado. ¤

A continuación se muestra la relación existente entre los conjuntos e-abierto,

e∗-abierto y a-abierto.
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Teorema 1.14. Para un subconjunto A de un espacio X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo conjunto a-abierto es un conjunto e-abierto.

(2) Todo conjunto e-abierto es un conjunto e∗-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(δ-int(A)))

⊂ cl(δ-int(A))

⊂ cl(δ-int(A)) ∪ int(δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto e-abierto, entonces

A ⊂ cl(δ-int(A)) ∪ int(δ-cl(A))

⊂ cl(δ-int(A)) ∪ cl(int(δ-cl(A)))

⊂ cl(δ-int(A) ∪ int(δ-cl(A))

⊂ cl(int(δ-cl(A)))

por lo tanto, A es un conjunto e∗-abierto. ¤

Los siguientes ejemplos muestran que los rećıprocos del teorema anterior en

general no son ciertos.

Ejemplo 1.13. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{b, d} es e-abierto pero no es a-abierto.

Ejemplo 1.14. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. El conjunto {b, d} es e∗-abierto pero no es e-abierto.
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El siguiente resultado relaciona todas las nociones de conjuntos abiertos hasta

ahora estudiados.

Teorema 1.15. Sea X un espacio topológico, A subconjunto de X. Se tienen las

siguientes propiedades:

(1) Todo conjunto δ-abierto es a-abierto.

(2) Todo conjunto a-abierto es δ-pre-abierto.

(3) Todo conjunto a-abierto es δ-semi-abierto.

(4) Todo conjunto a-abierto es α-abierto.

(5) Todo conjunto δ-semi-abierto es e-abierto.

(6) Todo conjunto α-abierto es e-abierto.

(7) Todo conjunto pre-abierto es e-abierto.

(8) Todo conjunto semi-abierto es e∗-abierto.

(9) Todo conjunto δ-pre-abierto es e-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto δ-abierto, entonces

A = δ-int(A)

A ⊂ cl(δ-int(A))

int(A) ⊂ int(cl(δ-int(A))

A = δ-int(A) ⊂ int(A) ⊂ int(cl(δ-int(A)))

por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.
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(2) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(δ-int(A)))

⊂ int(cl(A))

⊂ int(δ-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto δ-pre-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(δ-int(A)))

⊂ cl(δ-int(A))

por lo tanto, A es un conjunto δ-semi-abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto a-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(δ-int(A)))

⊂ int(cl(int(A))

por lo tanto, A es un conjunto α-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto δ-semi-abierto, entonces

A ⊂ cl(δ-int(A))

⊂ cl(δ-int(A)) ∪ int(δ-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto α-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(int(A))

⊂ int(cl(A))

⊂ int(δ-cl(A))

⊂ int(δ-cl(A)) ∪ int(δ-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.
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(7) Suponga que A es un conjunto pre-abierto, entonces

A ⊂ int(cl(A))

⊂ int(δ-cl(A))

⊂ int(δ-cl(A)) ∪ cl(δ-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto.

(8) Suponga que A es un conjunto semi-abierto, entonces

A ⊂ cl(int(A))

⊂ cl(int(δ-cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto e∗-abierto.

(9) Suponga que A es un conjunto δ-pre-abierto, entonces

A ⊂ int(δ-cl(A))

⊂ int(δ-cl(A)) ∪ cl(δ-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto e-abierto. ¤

De acuerdo con el Teorema 1.12, el Teorema 1.1 y el Teorema 1.15 se tiene

el siguiente diagrama para un subconjunto A de un espacio X:
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α-ABIERTOPRE -ABIERTO SEMI -ABIERTO

e-ABIERTO

e*-ABIERTO

δ-PREABIERTO

ABIERTO

a-ABIERTO

δ-ABIERTO

REGULAR ABIERTO

δ- SEMI -ABIERTO

Figura 1.3: Diagrama 3

A continuación se muestra que los rećıprocos del Teorema 1.15 en general no

se satisfacen:

Ejemplo 1.15. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, d}}.
El conjunto {a, b, c} es a-abierto pero no δ-abierto.

Ejemplo 1.16. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, d}, {c}, {a, c, d}}. El

conjunto {a, b, c} es δ-pre-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.17. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. El conjunto {c, d} es δ-semi-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.18. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{a, c} es α-abierto pero no a-abierto.

Ejemplo 1.19. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{a, c} es e-abierto pero no δ-semi-abierto.

Ejemplo 1.20. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{b} es e-abierto pero no α-abierto.
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Ejemplo 1.21. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. El conjunto

{b} es e-abierto pero no pre-abierto.

Ejemplo 1.22. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. El conjunto {b, d} es e∗-abierto pero no semi-abierto.

Ejemplo 1.23. Sea X = {x, y, w, z} y τ = {∅, X, {x}, {w}, {x, y}, {x,w}, {x, y, w},
{x,w, z}}. El conjunto {y, w} es e-abierto pero no b-abierto.

Ejemplo 1.24. Sea X = {x, y, w, z} y τ = {∅, X, {x}, {w}, {x, y}, {x,w}, {x, y, w},
{x,w, z}}. El conjunto {x, z} es b-abierto pero no e-abierto.

A continuación se muestra que las colecciones formadas por los conjuntos

e-abierto, e∗-abierto y a-abierto son cerradas bajo uniones arbitrarias.

Teorema 1.16. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La unión de cualquier familia de conjuntos e∗-abierto es un conjunto e∗-abierto.

(2) La unión de cualquier familia de conjuntos e-abierto es un conjunto e-abierto.

(3) La unión de cualquier familia de conjuntos a-abierto es un conjunto a-abierto.

Demostración:

(1) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos e∗-abierto, entonces para cada α ∈ J ,

Uα ⊂ cl(int(δ-cl(Uα))), por lo que:

Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα

cl(int(δ-cl(Uα))) ⊂ cl(int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

Uα ⊂ cl(int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es e∗-abierto.
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(2) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos e-abierto, entonces para cada α ∈ J ,

Uα ⊂ cl(δ-int(Uα)) ∪ int(δ-cl(Uα)), por lo que:

⋃
α∈J

Uα ⊂
⋃
α∈J

(cl(δ-int(Uα)) ∪ (int(δ-cl(Uα))))

Pero,
⋃
α∈J

cl(δ-int(Uα)) ⊂ cl(δ-int(
⋃
α∈J

Uα))

y
⋃
α∈J

int(δ-cl(Uα)) ⊂ int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

Por lo tanto

⋃
α∈J

(cl(δ-int(Uα)) ∪ (int(δ-cl(Uα)))) ⊂ cl(δ-int(
⋃
α∈J

Uα)) ∪ int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

En consecuencia

⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(δ-int(
⋃
α∈J

Uα)) ∪ int(δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es e-abierto.

(3) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos a-abierto, entonces para cada α ∈ J ,

Uα ⊂ int(cl(δ-int(Uα))), por lo que:

⋃
α∈J

Uα ⊂
⋃
α∈J

(int(cl(δ-int(Uα))))

Pero,
⋃
α∈J

(int(cl(δ-int(Uα)))) ⊂ int(cl(δ-int(
⋃
α∈J

Uα)))

En consecuencia
⋃
α∈J

Uα ⊂ int(cl(δ-int(
⋃
α∈J

Uα)))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es a-abierto. ¤
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Teorema 1.17. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La intersección de familia de conjuntos e∗-cerrado es un conjunto e∗-cerrado.

(2) La intersección de familia de conjuntos e-cerrado es un conjunto e-cerrado.

(3) La intersección de familia de conjuntos e-cerrado es un conjunto e-cerrado.

Demostración: Es consecuencia directa de la Definición 1.10, el Teorema 1.16 y

las leyes de De Morgan. ¤

La familia de todos los conjuntos e∗-abierto, e-abierto, a-abierto de X es

denotado por e∗O(X), eO(X), aO(X) respectivamente. La familia de todos los

conjuntos e∗-abierto, e-abierto, a-abierto de X que contienen un punto x ∈ X es

denotado por e∗O(X, x), eO(X, x), aO(X, x)) respectivamente.

A continuación se define la noción de clausura asociada a los conjuntos e∗-cerrado,

e-cerrado, a-cerrado respectivamente.

Definición 1.12. Sea X un espacio topológico, A un subconjunto de X, se define:

(1) La e∗-clausura de A, denotada por e∗-cl(A) como la intersección de todos los

conjuntos e∗-cerrado que contiene a A.

(2) La e-clausura de A, denotada por e-cl(A) como la intersección de todos los

conjuntos e-cerrado que contiene a A.

(3) La a-clausura de A, denotada por a-cl(A) como la intersección de todos los

conjuntos a-cerrado que contiene a A.

La e∗-clausura, la e-clausura y la a-clausura son conjuntos e∗-cerrado, e-cerrado,

a-cerrado respectivamente, tal y como se exhibe en el siguiente teorema.

Teorema 1.18. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:
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(1) La e∗-clausura de A, es el e∗-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(2) La e-clausura de A, es el e-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(3) La a-clausura de A, es el a-cerrado mas pequeño que contiene a A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 1.12 y el Teorema

1.17. ¤

Definición 1.13. Sea X un espacio topológico, A un subconjunto de X, se define:

(1) La e∗-interior de A, denotada por e∗-int(A) como la unión de todos los con-

juntos e∗-abierto contenido en A.

(2) La e-interior de A, denotada por e-int(A) como la unión de todos los conjuntos

e-abierto contenido a A.

(3) La a-interior de A, denotada por a-int(A) como la unión de todos los conjuntos

a-abierto contenido a A.

Teorema 1.19. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:

(1) La e∗-interior de A, es el e∗-abierto mas grande contenido en A.

(2) La e-interior de A, es el e-abierto mas grande contenido en A.

(3) La a-interior de A, es el a-abierto mas grande contenido en A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 1.13 y el Teorema

1.16. ¤

El siguiente lema relaciona la e∗-clausura y el e∗-interior de un conjunto. De

forma análoga, se relaciona la e-clausura y el e-interior, la a-clausura y el a-interior.

Lema 1.3. Las siguientes propiedades para un subconjunto A de un espacio X se

cumplen:
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(1) X \ e∗-cl(A) = e∗-int(X \ A).

(2) X \ e-cl(A) = e-int(X \ A).

(3) X \ a-cl(A) = a-int(X \ A).

Demostración:

(1) Como A ⊂ e∗-cl(A), tomando complemento X \ e∗-cl(A) ⊂ X \ A. Como

X \ e∗-cl(A) es un conjunto e∗-abierto contenido en X \ A se tiene que:

X \ e∗-cl(A) ⊂ e∗-int(X \ A) ⊂ X \ A

Tomando complemento

A ⊂ X \ e∗-int(X \ A) ⊂ e∗-cl(A)

Como X \ e∗-int(X \A) es un conjunto e∗-cerrado que contiene a A entonces

e∗-cl(A) ⊂ X \ e∗-int(X \ A) ⊂ e∗-cl(A)

Como los extremos son iguales se tiene que

e∗-cl(A) = X \ e∗-int(X \ A)

Tomando complemento se concluye que

X \ e∗-cl(A) = e∗-int(X \ A)

(2) Como A ⊂ e-cl(A), tomando complemento X \ e-cl(A) ⊂ X \ A. Como

X \ e-cl(A) es un conjunto e-abierto contenido en X \ A se tiene que:

X \ e-cl(A) ⊂ e-int(X \ A) ⊂ X \ A

Tomando complemento

A ⊂ X \ e-int(X \ A) ⊂ e-cl(A)
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Como X \ e-int(X \ A) es un conjunto e-cerrado que contiene a A entonces

e-cl(A) ⊂ X \ e-int(X \ A) ⊂ e-cl(A)

Como los extremos son iguales se tiene que

e-cl(A) = X \ e-int(X \ A)

Tomando complemento se concluye que

X \ e-cl(A) = e-int(X \ A)

(3) Como A ⊂ a-cl(A), tomando complemento X \ a-cl(A) ⊂ X \ A. Como

X \ a-cl(A) es un conjunto a-abierto contenido en X \ A se tiene que:

X \ a-cl(A) ⊂ a-int(X \ A) ⊂ X \ A

Tomando complemento

A ⊂ X \ a-int(X \ A) ⊂ a-cl(A)

Como X \ a-int(X \ A) es un conjunto a-cerrado que contiene a A entonces

a-cl(A) ⊂ X \ a-int(X \ A) ⊂ a-cl(A)

Como los extremos son iguales se tiene que

a-cl(A) = X \ a-int(X \ A)

Tomando complemento se concluye que

X \ a-cl(A) = a-int(X \ A)

¤

Lema 1.4. Sea X un espacio y A,B ⊂ X. Si A ∈ δO(X) y B ∈ e∗O(X), entonces

A ∩B ∈ e∗O(X).
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Demostración: Sea A ∈ δO(X) y B ∈ e∗O(X), entonces A = δ-int(A) y B ⊂
cl(int(δ-cl(B))) respectivamente

A ∩B ⊂ δ-int(A) ∩ cl(int(δ-cl(B)))

⊂ cl(δ-int(A) ∩ int(δ-cl(B)))

= cl(δ-int(δ-int(A) ∩ δ-cl(B)))

⊂ cl(δ-int(δ-cl(δ-int(A) ∩B)))

⊂ cl(δ-int(δ-cl(A ∩B)))

⊂ cl(int(δ-cl(A ∩B)))

De esta manera A ∩B ∈ e∗O(X). ¤

Lema 1.5. Sea X un espacio y A,B ⊂ X. Si A ∈ δO(X) y B ∈ eO(X), entonces

A ∩B ∈ eO(X).

Demostración: Sea A ∈ δO(X) y B ∈ eO(X), entonces

A = δ-int(A) y B ⊂ cl(δ-int(B)) ∪ int(δ-cl(B))

respectivamente. Luego

A ∩B ⊂ δ-int(A) ∩ (cl(δ-int(B)) ∪ int(δ-cl(B)))

⊂ (δ-int(A) ∩ cl(δ-int(B))) ∪ (δ-int(A) ∩ int(δ-cl(B)))

⊂ cl(δ-int(A) ∩ δ-int(B)) ∪ (δ-int(A) ∩ int(δ-cl(B)))

= cl(δ-int(A) ∩ δ-int(B)) ∪ δ-int(δ-int(A) ∩ δ-cl(B))

⊂ cl(δ-int(A ∩B)) ∪ δ-int(δ-cl(δ-int(A) ∩B))

⊂ cl(δ-int(A ∩B)) ∪ δ-int(δ-cl(A ∩B))

⊂ cl(δ-int(A ∩B)) ∪ int(δ-cl(A ∩B))

De esta manera A ∩B ∈ eO(X) ¤



CAPÍTULO 2

FORMAS DÉBILES DE FUNCIONES ALMOST

CONTRA-SUPER-CONTINUAS

En este caṕıtulo, se utilizan los conceptos definidos en el Caṕıtulo 1 para

definir nuevas clases de funciones, que generalizan a las funciones Almost contra-super-

continua. Se estudian las relaciones entre estas funciones, propiedades y bajo que

condiciones son equivalentes. También se introducen las nociones de conjuntos com-

pactos y axiomas de separación asociadas a los conjuntos e∗-abierto, e-abierto y

a-abierto. Se estudia el comportamiento de estos conjuntos bajo estas nuevas clases

de funciones.

2.1 Funciones Almost contra-super-continuas

En esta sección, se define el ya clásico concepto de funciones Almost contra-

super-continuas. También se definen las funciones (δ-semi,s)-continua, (δ-pre,s)-con-

tinua, contra R-map y su relación con las funciones Almost contra-super-continua.

Se utilizan los conjuntos e-abierto, e∗-abierto y a-abierto para definir nuevas formas

débiles de funciones Almost contra-super-continuas que generalizan las formas de

continuidad antes mencionadas.

Definición 2.1. Una función f : X → Y entre espacios topológicos se dice que es:

(1) contra R-map si f−1(A) es regular cerrado en X para todo conjunto A regular

abierto en Y .

(2) almost contra-super-continua si f−1(A) es δ-cerrado en X para todo conjunto

A regular abierto en Y .

(3) (δ-semi,s)-continua si f−1(A) es δ-semi-cerrado en X para todo conjunto A

regular abierto en Y .

43
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(4) (δ-pre,s)-continua si f−1(A) es δ-pre-cerrado en X para todo conjunto A reg-

ular abierto en Y .

El siguiente teorema muestra la relación existente entre las formas débiles de

continuidad antes definidas.

Teorema 2.1. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Se tienen

las siguientes propiedades:

(1) Si f es contra R-map entonces f es almost contra-super-continua.

(2) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (δ-semi,s)-continua.

(3) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (δ-pre,s)-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 2.1, el Teorema1.12 y

las leyes de De Morgan. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y

Contra R-map

(δ-pre,s)-Continua

Almost contra-super-continua

(δ-semi,s)-Continua

Figura 2.1: Diagrama 4

Los siguientes ejemplos muestran que los rećıprocos del teorema anterior en

general no son ciertos:
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Ejemplo 2.1. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}}. La función identidad i : X → X

es almost contra-super-continua pero no contra R-map.

Ejemplo 2.2. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. La función identidad i : X → X es (δ-semi,s)-continua pero no almost

contra-super-continua.

Ejemplo 2.3. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a, d}, {c}, {a, c, d}}. La función

f : X → X definida por f(a) = d, f(b) = a, f(c) = b, f(d) = c es (δ-pre,s)-continua

pero no almost contra-super-continua.

El siguiente lema presenta una caracterización puntual de las funciones almost

contra-super-continua.

Lema 2.1. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Si f es almost

contra-super-continua, entonces para cada x ∈ X y para V ∈ SO(Y, f(x)), existe un

conjunto δ-abierto U en X que contiene a x tal que f(U) ⊂ cl(V ).

Demostración: Sea x ∈ X y V un semi-abierto tal que f(x) ∈ V . Observe que

cl(V ) = cl(int(cl(V ))), de aqúı que cl(V ) es un regular cerrado en Y que contiene

a f(x) y por lo tanto Y \ cl(V ) es un regular abierto en Y . Dado que f es almost

contra-super-continua se tiene que f−1(Y \ cl(V )) es δ-cerrado en X. Pero

f−1(Y \ cl(V )) = X \ f−1(cl(V ))

Aśı f−1(cl(V )) es δ-abierto en X y x ∈ f−1(cl(V )), esto es

f−1(cl(V )) = δ-int(f−1(cl(V )))

Si se toma U = δ-int(f−1(cl(V ))) entonces en virtud del Teorema 1.10, U es un

δ-abierto en X, x ∈ U y f−1(cl(V )) = U , de donde se concluye que

cl(V ) ⊃ f(f−1(cl(V ))) = f(U)

¤
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En la siguiente definición se usan los conjuntos e∗-cerrado, e-cerrado y a-cerrado

para definir nuevas formas débiles de continuidad que generalizan el concepto de

función almost contra-super-continua.

Definición 2.2. Una función f : X → Y entre espacios topológicos se dice que es:

(1) (e∗,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

e∗-cerrado en X.

(2) (e,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

e-cerrado en X.

(3) (a,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto regular abierto de Y es

a-cerrado en X.

A continuación se muestra la relación existente entre las formas débiles de

continuidad hasta ahora definidas.

Teorema 2.2. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Se tienen

las siguientes propiedades

(1) Si f es almost contra-super-continua entonces f es (a,s)-continua.

(2) Si f es (a,s)-continua entonces f es (δ-semi,s)-continua.

(3) Si f es (a,s)-continua entonces f es (δ-pre,s)-continua.

(4) Si f es (δ-semi,s)-continua entonces f es (e,s)-continua.

(5) Si f es (δ-pre,s)-continua entonces f es (e,s)-continua.

(6) Si f es (e,s)-continua entonces f es (e∗,s)-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 2.2, el Teorema 1.14,

el Teorema 1.15 y las leyes de De Morgan. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y entre espacios

topológicos:
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almost-contra-super-continua

(a, s)-continua

(e*, s)-continua

(e, s)-continua

(δ-Semi, s)-continua (δ-Pre, s)-continua

Contra R-map

Figura 2.2: Diagrama 5

Ninguna de estas implicaciones es reversible como se muestra en los siguientes

ejemplos:

Ejemplo 2.4. Sea X = {a, b, c, d} = Y y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, c}, {a, b, d}}
y σ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c}, {a, c, d}}. Considere la función

f : (X, τ) → (Y, σ) definida por f(a)=d, f(b)=d, f(c)=d, f(d)=c. Entonces, f es

(a,s)-continua pero no es almost contra-super-continua. En efecto,

Los σ-cerrados son:

{∅, X, {b, c, d}, {a, b, d}, {c, d}, {b, d}, {d}, {b}}.
Observe que:

cl({a}) = {a, b, d}, int(cl({a})) = {a, b}
cl({c}) = {c, d}, int(cl({c})) = {c}
cl({a, b}) = {a, b, d}, int(cl({a, b})) = {a, b}
cl({a, c}) = X, int(cl({a, c})) = X

cl({a, b, c}) = X, int(cl({a, b, c})) = X

cl({a, c, d}) = X, int(cl({a, c, d})) = X
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De manera que los conjuntos regular abierto en (Y, σ) son:

{∅, X, {c}, {a, b}}

Por otro lado, la imagen inversa de cada conjunto regular abierto en (Y, σ) es:

f−1(∅) = ∅

f−1(Y ) = {x ∈ X : f(x) ∈ Y } = X

f−1({c}) = {x ∈ X : f(x) = c} = {d}

f−1({a, b}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {a, b}} = ∅

Finalmente, observe que δ-cl({d}) = {c, d}, luego

int(δ-cl({d})) = int({c, d}) = ∅

cl(int(δ-cl({d}))) = cl(∅) = ∅ ⊂ {d}

Esto implica que {d} es a-cerrado, y por tanto la imagen inversa de cada regular

abierto en (Y, σ) es a-cerrado en (X, τ). De donde se obtiene que la función f es

(a,s)-continua.

Sin embargo, f no es almost contra-super-continua, pues V = {c} es un regular

abierto en (Y, σ) pero f−1(V ) = {d} no es δ-cerrado en (X, τ).

A continuación, se muestra con detalles que la δ-cl({d}) = {c, d}

(1) a /∈ δ-cl({d}) pues U = {a} es un abierto que contiene a a y sin embargo

int(cl(U)) ∩ {d} = ∅.

(2) b /∈ δ-cl({d}) pues U = {b} es un abierto que contiene a b y sin embargo

int(cl(U)) ∩ {d} = ∅.

(3) c ∈ δ-cl({d} pues los únicos abiertos que contienen a c son U = X y U =

{a, b, c}, en cada uno de los casos int(cl(U)) = X de donde se obtiene que

int(cl(U)) ∩ {d} 6= ∅.
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(4) d ∈ δ-cl({d} pues los únicos abiertos que contienen a c son U = X y U =

{a, b, d}, en cada uno de los casos int(cl(U)) = X de donde se obtiene que

int(cl(U)) ∩ {d} 6= ∅.

Ejemplo 2.5. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}, {b, c}}. Sea

f : X → X la función definida por f(a) = b, f(b) = a, f(c) = c. Entonces f es

(e,s)-continua pero no es (δ-semi,s)-continua. En efecto,

Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c}, {a, b}, {b}, {a}}
Observe que:

cl({a}) = {a}, int(cl({a})) = {a} =⇒ {a} es regular abierto

cl({c}) = {b, c}, int(cl({c})) = {b, c} =⇒ {c} no es regular abierto

cl({a, c}) = X, int(cl({a, c})) = X =⇒ {a, c} no es regular abierto

cl({b, c}) = {b, c}, int(cl({b, c})) = {b, c} =⇒ {b, c} es regular abierto

cl({b}) = {b}, int(cl({b})) = ∅ =⇒ {b} no es regular abierto

cl({a, b}) = {a, b}, int(cl({a, b})) = ∅ =⇒ {a, b} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:

{∅, X, {a}, {b, c}} en (X, τ)

Observe que f es (e, s)-continua

Buscamos la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

f−1(∅) = ∅
f−1(X) = X

f−1({a}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {a}} = {b}
f−1({b, c}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {b, c}} = {a, c}

Siempre se cumple que ∅ y X son e-cerrado, ahora se verifica que {b} y {a, c}
son e-cerrados
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Se determina la δ-cl({a, c})
δ-cl({a, c}) = {x ∈ X : {a, c} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

para esto observe que:

(1) a ∈ δ-cl({a, c}) pues

U = {a}, cl(U) = {a}, int(cl(U)) = {a}, {a, c} ∩ {a} 6= ∅
U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a, c} ∩X 6= ∅
U = {a, c}, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a, c} ∩ X 6= ∅.

(2) b ∈ δ-cl({a, c}) pues

U = {b, c}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b, c}, {a, c} ∩ {b, c} 6= ∅
U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a, c} ∩X 6= ∅.

(3) c ∈ δ-cl({a, c}) pues

U = {b, c}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b, c}, {a, c} ∩ {b, c} 6= ∅
U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a, c} ∩X 6= ∅.

Aśı δ-cl({a, c}) = {a, b, c} = X, luego

int(δ-cl({a, c})) = int({a, b, c}) = int(X) = X

δ-int({a, c}) = {a}, cl(δ-int({a, c})) = {a}
cl(δ-int({a, c})) ∩ int(δ-cl({a, c})) = {a} ∩X = {a} ⊂ {a, c}

Esto dice que {a, c} es e-cerrado

Se determina la δ-cl({b})
δ-cl({b}) = {x ∈ X : {b} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

para esto observe que:

(1) a /∈ δ-cl({b}) pues

U = {a}, cl(U) = {a}, int(cl(U)) = {a},{b} ∩ {a} = ∅.
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(2) b ∈ δ-cl({b}) pues

U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {b} ∩X 6= ∅
U = {b, c}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b, c}, {b} ∩ {b, c} 6= ∅.

(3) c ∈ δ-cl({b}) pues

U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {c} ∩X 6= ∅
U = {b, c}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b, c}, {c} ∩ {b, c} 6= ∅
U = {a, c}, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {c} ∩ X 6= ∅
U = {c}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b, c}, {c} ∩ {b, c} 6= ∅.

Aśı δ-cl({b}) = {b, c}, luego

int(δ-cl({b})) = int({b, c}) = {b, c}
δ-int({b}) = ∅, cl(δ-int({b})) = ∅
cl(δ-int({b})) ∩ int(δ-cl({b})) = ∅ ∩ {b, c} = ∅ ⊂ {b}

Esto dice que {b} es e-cerrado

Como ∅, X, {a, c}, {b} son e-cerrado entonces f es (e,s)-continua.

Observe que

X \ {b} = {a, c}
δ-int({a, c}) = {a}
cl(δ-int({a, c})) = {a}
{a, c} * cl(δ-int({a, c}))
esto dice que {a, c} no es δ-semi-abierto, X \ {b} no es δ-semi-abierto, {b} no es

δ-semi-cerrado. Por lo tanto f no es (δ-semi,s)-continua.

Ejemplo 2.6. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. Entonces la función identidad i : X → X es (δ-semi,s)-continua pero

no es (a,s)-continua. En efecto,

Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c, d}, {a, b, d}, {c, d}, {b, d}, {d}, {b}}
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Observe que:

cl({a}) = {a, b, d}, int(cl({a})) = {a, b} =⇒ {a} no es regular abierto

cl({c}) = {c, d}, int(cl({c})) = {c} =⇒ {c} es regular abierto

cl({a, b}) = {a, b, d}, int(cl({a, b})) = {a, b} =⇒ {a, b} es regular abierto

cl({a, c}) = X, int(cl({a, c})) = X =⇒ {a, c} no es regular abierto

cl({a, b, c}) = X, int(cl({a, b, c})) = X =⇒ {a, b, c} no es regular abierto

cl({a, c, d}) = X, int(cl({a, c, d})) = X =⇒ {a, c, d} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:

{∅, X, {c}, {a, b}} en (X, τ)

Ahora, se verifica si i es (δ-semi,s)-continua

Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

i−1(∅) = ∅
i−1(X) = X

i−1({c}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {c}} = {c}
i−1({a, b}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {a, b}} = {a, b}

Siempre se cumple que ∅ y X son δ-semi-cerrado, ahora se verifica que {c} y

{a, b} son δ-semi-cerrado

Buscando el complemento de las imágenes inversa se obtiene que:

X \ ∅ = X, X \X = ∅, X \ {c} = {a, b, d}, X \ {a, b} = {c, d}

Luego,

δ-int({a, b, d}) = {a, b}

cl(δ-int({a, b, d})) = {a, b, d}
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{a, b, d} ⊂ cl(δ-int({a, b, d}))

esto dice que X \ {c} = {a, b, d} es δ-semi-abierto, aśı {c} es δ-semi-cerrado

De manera similar, se tiene que

δ-int({c, d}) = {c}

cl(δ-int({c, d})) = {c, d}

{c, d} ⊂ cl(δ-int({c, d}))

esto dice que X \ {a, b} = {c, d} es δ-semi-abierto, aśı {a, b} es δ-semi-cerrado

Como ∅, X, {c}, {a, b} son δ-semi-cerrado entonces i es (δ-semi,s)-continua. Pero

i no es (a,s)-continua, para esto, se verifica que {a, b} no es a-cerrado

δ-cl({a, b}) = {x ∈ X : {a, b} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

δ-cl({a, b}) = {a, b, d}

int(δ-cl({a, b})) = {a, b}

cl(int(δ-cl({a, b}))) = {a, b, d}

Pero cl(int(δ-cl({a, b})) * {a, b}, esto dice que {a, b} no es a-cerrado, en conse-

cuencia i no es (a,s)-continua.

Ejemplo 2.7. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. La función f : X → X definida por f(a) = a, f(b) = c, f(c) = a,

f(d) = c es (e∗,s)-continua pero no es (e,s)-continua. En efecto,

Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c, d}, {a, b, d}, {c, d}, {b, d}, {d}, {b}}
Observe que:

cl({a}) = {a, b, d}, int(cl({a})) = {a, b} =⇒ {a} no es regular abierto



54

cl({c}) = {c, d}, int(cl({c})) = {c} =⇒ {c} es regular abierto

cl({a, b}) = {a, b, d}, int(cl({a, b})) = {a, b} =⇒ {a, b} es regular abierto

cl({a, c}) = X, int(cl({a, c})) = X =⇒ {a, c} no es regular abierto

cl({a, b, c}) = X, int(cl({a, b, c})) = X =⇒ {a, b, c} no es regular abierto

cl({a, c, d}) = X, int(cl({a, c, d})) = X =⇒ {a, c, d} no es regular abierto

Los conjuntos regular abierto son:

{∅, X, {c}, {a, b}} en (X, τ)

Observe que f es (e∗,s)-continua

Buscamos la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

f−1(∅) = ∅
f−1(X) = X

f−1({c}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {c}} = {b, d}
f−1({a, b}) = {x ∈ X : f(x) ∈ {a, b}} = {a, c}

Siempre se cumple que ∅ y X son e∗-cerrados, ahora se verifica que {b, d} y {a, c}
son e∗-cerrado. Para esto, observe que:

δ-int({b, d}) = ∅

cl(δ-int({b, d})) = ∅

int(cl(δ-int({b, d}))) = ∅ ⊂ {b, d}

Esto dice que {b, d} es e∗-cerrado.

De manera similar

δ-int({a, c}) = {c}

cl(δ-int({a, c})) = {c, d}
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int(cl(δ-int({a, c}))) = {c} ⊂ {a, c}

Esto dice que {a, c} es e∗-cerrado.

Como ∅, X, {b, d}, {a, c} son e∗-cerrado entonces f es (e∗,s)-continua. Pero f no

es (e,s)-continua, para esto, se verifica que {a, c} no es e-cerrado.

δ-cl({a, c}) = {x ∈ X : {a, c} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

δ-cl({a, c}) = X

int(δ-cl({a, c})) = X

cl(δ-int({a, c})) = {c, d}

cl(δ-int({a, c})) ∩ int(δ-cl({a, c})) = {c, d} ∩X = {c, d} * {a, c}

Esto dice que {a, c} no es e-cerrado, en consecuencia f no es (e,s)-continua.

Ejemplo 2.8. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a, d}, {c}, {a, c, d}}. Sea

f : X → X una función definida por f(a) = d, f(b) = a, f(c) = b, f(d) = c.

Entonces, f es (δ-pre,s)-continua pero no es (a,s)-continua. En efecto,

Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c}, {a, b, d}, {b}}
Observe que:

cl({a, c, d}) = X, int(cl({a, c, d})) = X =⇒ {a, c, d} no es regular abierto

cl({c}) = {b, c}, int(cl({c})) = {c} =⇒ {c} es regular abierto

cl({a, d}) = {a, b, d}, int(cl({a, d})) = {a, d} =⇒ {a, d} es regular abierto

Los conjuntos regular abiertos son:

{∅, X, {c}, {a, d}} en (X, τ)



56

Observe que f es (δ-pre,s)-continua

Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:

f−1(∅) = ∅
f−1(X) = X

f−1({c}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {c}} = {d}
f−1({a, d}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {a, d}} = {a, b}

Siempre se cumple que ∅ y X son δ-pre-cerrados, ahora se verifica que {d} y

{a, b} son δ-pre-cerrado.

Buscando el complemento de las imágenes inversa se obtiene que:

X \ {a, b} = {c, d}, X \ {d} = {a, b, c}

Luego

δ-cl({c, d}) = {x ∈ X : {c, d} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

δ-cl({c, d}) = X

int(δ-cl({c, d})) = X

{c, d} ⊂ int(δ-cl({c, d}))

esto dice que X \ {a, b} = {c, d} es δ-pre-abierto, aśı {a, b} es δ-pre-cerrado

De manera similar

δ-cl({a, b, c}) = {x ∈ X : {a, b, c} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

δ-cl({a, b, c}) = X
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int(δ-cl({a, b, c})) = X

{a, b, c} ⊂ int(δ-cl({a, b, c}))

esto dice que X \ {d} = {a, b, c} es δ-pre-abierto, aśı {d} es δ-pre-cerrado

Como ∅, X, {a, b}, {d} son δ-pre-cerrado entonces f es (δ-pre,s)-continua. Pero

f no es (a,s)-continua, para esto, se verifica que {d} no es a-cerrado.

δ-cl({d}) = {x ∈ X : {d} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

δ-cl({d}) = {a, b, d}

int(δ-cl({d})) = {a, d}

cl(int(δ-cl({d}))) = {a, b, d} * {d}

Esto dice que {d} no es a-cerrado, en consecuencia f no es (a,s)-continua.

Ejemplo 2.9. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}}. Entonces la función

identidad i : X → X es (e,s)-continua pero no es (δ-pre,s)-continua. En efecto,

Los τ -cerrados son:

{∅, X, {b, c}, {a, c}, {c}}
Observe que:

cl({a}) = {a, c}, int(cl({a})) = {a} =⇒ {a} es regular abierto

cl({b}) = {b, c}, int(cl({b})) = {b} =⇒ {b} es regular abierto

cl({a, b}) = X, int(cl({a, b})) = X =⇒ {a, b} no es regular abierto

Los conjuntos regular abiertos son:

{∅, X, {a}, {b}} en (X, τ)

Se chequea si i es (e,s)-continua

Se busca la imagen inversa de cada conjunto regular abierto:
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i−1(∅) = ∅
i−1(X) = X

i−1({a}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {a}} = {a}
i−1({b}) = {x ∈ X : i(x) ∈ {b}} = {b}

Siempre se cumple que ∅ y X son e-cerrados, ahora se verifica que {a} y {b} son

e-cerrado.

Se determina la δ-cl({a})
δ-cl({a}) = {x ∈ X : {a} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

para esto observe que

(1) a ∈ δ-cl({a}) pues

U = {a}, cl(U) = {a, c}, int(cl(U)) = {a},{a} ∩ {a} 6= ∅
U = {a, b}, cl(U) = X, int(cl(U)) = X,{a} ∩X 6= ∅
U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a} ∩X 6= ∅.

(2) b /∈ δ-cl({a}) pues

U = {b}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b}, {b} ∩ {a} = ∅.

(3) c ∈ δ-cl({a}) pues

U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {a} ∩X 6= ∅.

Aśı δ-cl({a}) = {a, c}, luego

int(δ-cl({a})) = int({a, c}) = {a}
δ-int({a}) = {a}, cl(δ-int({a})) = {a, c}
int(δ-cl({a})) ∩ cl(δ-int({a})) = {a} ∩ {a, c} = {a} ⊂ {a}

Esto dice que {a} es e-cerrado
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Se determina la δ-cl({b})
δ-cl({b}) = {x ∈ X : {b} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}

para esto observe que

(1) a /∈ δ-cl({b}) pues

U = {a}, cl(U) = {a, c}, int(cl(U)) = {a},{a} ∩ {b} = ∅.

(2) b ∈ δ-cl({b}) pues

U = {b}, cl(U) = {b, c}, int(cl(U)) = {b},{b} ∩ {b} 6= ∅
U = {a, b}, cl(U) = X, int(cl(U)) = X,{b} ∩X 6= ∅
U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {b} ∩X 6= ∅.

(3) c ∈ δ-cl({b}) pues

U = X, cl(U) = X, int(cl(U)) = X, {b} ∩X 6= ∅.

Aśı δ-cl({b}) = {b, c}, luego

int(δ-cl({b})) = int({b, c}) = {b}
δ-int({b}) = {b}, cl(δ-int({b})) = {b, c}
int(δ-cl({b})) ∩ cl(δ-int({b})) = {b} ∩ {b, c} = {b} ⊂ {b}

Esto dice que {b} es e-cerrado

Como ∅, X, {a}, {b} son e-cerrados entonces i es (e,s)-continua. Pero i no es

(δ-pre,s)-continua, para esto, se verifica que {a} no es δ-pre-cerrado.

X \ {a} = {b, c}

Se determina la δ-cl({b, c})

δ-cl({b, c}) = {x ∈ X : {b, c} ∩ int(cl(U)) 6= ∅ para todo entorno U de x}
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para esto observe que a /∈ δ-cl({b, c}) pues

U = {a}, cl(U) = {a, c}, int(cl(U)) = {a},{a} ∩ {b, c} = ∅.

Luego

δ-cl({b, c}) = {b, c}

int(δ-cl({b, c})) = int({b, c}) = {b}

Pero

{b, c} * int(δ-cl({b, c}))

Esto dice que X \ {a} = {b, c} no es δ-pre-abierto, {a} no es δ-pre-cerrado, en

consecuencia i no es (δ-pre,s)-continua.

A continuación se exhibe que bajo ciertas condiciones las funciones (e∗,s)-con-

tinua, (e,s)-continua, (a,s)-continua, (δ-semi,s)-continua, (δ-pre,s)-continua y almost

contra-super-continua coinciden.

Definición 2.3. Un espacio (X, τ) es llamado e∗-T1/2 si todo conjunto e∗-cerrado

es δ-cerrado.

Teorema 2.3. Sean X, Y espacios topológicos. f : X → Y una función y X un

espacio e∗-T1/2. Las propiedades siguientes son equivalentes:

(1) f es (e∗,s)-continua.

(2) f es (e,s)-continua.

(3) f es (δ-semi,s)-continua.

(4) f es (δ-pre,s)-continua.

(5) f es (a,s)-continua.

(6) f es almost contra-super-continua.

Demostración:
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(6) ⇒ (5) Suponga que f es almost contra-super-continua. Sea W un conjunto regular

abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es δ-cerrado, es decir,

f−1(W ) = δ-cl(f−1(W ))

Como

cl(int(δ-cl(f−1(W ))) ⊂ cl(δ-cl(f−1(W )))

⊂ δ-cl(δ-cl(f−1(W )))

= δ-cl(f−1(W ))

= f−1(W )

Esto dice que f−1(W ) es a-cerrado. Por lo tanto f es (a,s)-continua.

(5) ⇒ (3) Suponga que f es (a,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y ,

por hipótesis f−1(W ) es a-cerrado. X\f−1(W ) es a-abierto. Como

X\f−1(W ) ⊂ int(cl(δ-int(X\f−1(W )))

⊂ cl(δ-int(X\f−1(W ))

Esto dice que X\f−1(W ) es δ-semi-abierto. f−1(W ) es δ-semi-cerrado. Por lo

tanto f es (δ-semi,s)-continua.

(3) ⇒ (2) Suponga que f es (δ-semi,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en

Y , por hipótesis f−1(W )es δ-semi-cerrado, como todo conjunto δ-semi-cerrado

es e-cerrado entonces f−1(W ) es e-cerrado. Por lo tanto f es (e,s)-continua.

(2) ⇒ (1) Suponga que f es (e,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y ,

por hipótesis f−1(W ) es e-cerrado, como todo conjunto e-cerrado es e∗-cerrado,

entonces f−1(W ) es e∗-cerrado. Por lo tanto f es (e∗,s)-continua.

(1) ⇒ (4) Suponga que f es (e∗,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en Y , por

hipótesis f−1(W ) es e∗-cerrado, como X es e∗-T1/2, f−1(W ) es δ-cerrado. Como

todo conjunto δ-cerrado es δ-pre-cerrado entonces f−1(W ) es δ-pre-cerrado.

Por lo tanto f es (δ-pre,s)-continua.
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(4) ⇒ (6) Suponga que f es (δ-pre,s)-continua. Sea W un conjunto regular abierto en

Y , por hipótesis f−1(W ) es δ-pre-cerrado, como todo conjunto δ-pre-cerrado

es e-cerrado y todo conjunto e-cerrado es e∗-cerrado, entonces f−1(W ) es

e∗-cerrado. Como X es e∗-T1/2, f−1(W ) es δ-cerrado. Por lo tanto f es almost

contra-super-continua. ¤

2.2 Formas débiles de funciones continuas

En esta sección se usan los conjuntos e∗-cerrado, e-cerrado y a-cerrado para

definir nuevas formas débiles de continuidad, como lo son las funciones e∗-continua,

e-continua y a-continua. Se estudia la relación entre estas funciones y el concepto

clásico de continuidad y las formas débiles de funciones Almost contra-super-continua.

También se estudia algunas caracterizaciones y propiedades.

Definición 2.4. Una función f : X → Y entre espacios topológicos se dice que es:

(1) e∗-continua si f−1(A) es e∗-abierto en X para todo conjunto abierto A de Y .

(2) almost e∗-continua si f−1(A) es e∗-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y .

(3) almost e-continua si f−1(A) es e-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y .

(4) almost a-continua si f−1(A) es a-abierto en X para todo conjunto regular

abierto A de Y .

Teorema 2.4. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Se tienen

las siguientes propiedades:

(1) Si f es continua entonces f es e∗-continua.

(2) Si f es e∗-continua entonces f es almost e∗-continua.

(3) Si f es continua entonces f es almost e-continua.
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(4) Si f es almost a-continua entonces f es almost e-continua.

(5) Si f es almost e-continua entonces f es almost e∗-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 2.4, el Teorema 1.1 y

el Teorema 1.14. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y entre espacios

topológicos.

Almost e*-Continua

Continua

e*-Continua Almost e-Continua

Almost a-Continua

Figura 2.3: Diagrama 6

A continuación, se presentan ejemplos donde los rećıprocos no son ciertos.

Ejemplo 2.10. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. La función f : X → X definida por f(a) = a, f(b) = c, f(c) = a,

f(d) = c es almost e∗-continua pero no almost e-continua.

Ejemplo 2.11. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b, c}}. La función f : X → X

definida por f(a) = a, f(b) = c, f(c) = a es e∗-continua pero no continua.

Ejemplo 2.12. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b, c}}. La función f : X → X

definida por f(a) = a, f(b) = c, f(c) = a es almost e-continua pero no almost

a-continua.
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Ejemplo 2.13. Sea X = {a, b, c} y τ = {∅, X, {a}, {b, c}}. La función f : X → X

definida por f(a) = a, f(b) = c, f(c) = a es almost e-continua pero no continua.

Ejemplo 2.14. Sea X = {a, b, c, d} y τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}, {a, b, c},
{a, c, d}}. La función f : X → X definida por f(a) = d, f(b) = c, f(c) = b,

f(d) = a es almost e∗-continua pero no e∗-continua.

Definición 2.5. Un espacio topológico (X, τ) se dice que es extremadamente dis-

conexo si la clausura de todo conjunto abierto de X es abierto en X.

Ejemplo 2.15. Sea X un espacio topológico, el conjunto partes de X, denotado

por P(X ) es extremadamente disconexo.

Teorema 2.5. Sea (Y, σ) extremadamente disconexo. Las siguientes son equiva-

lentes para una función f : (X, τ) → (Y, σ):

(1) f es (e∗,s)-continua.

(2) f es almost e∗-continua.

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea U ∈ RO(Y ). Como Y es extremadamente disconexo entonces U es

abierto y cerrado. En efecto, sea U un conjunto regular abierto, entonces

U = int(cl(U)). Pero la clausura de U es un abierto, resulta que la clausura es

abierto y cerrado. Luego U = cl(U) lo que prueba que U es abierto y cerrado.

Como U es regular cerrado, entonces f−1(U) es e∗-abierto. Por lo tanto, f es

almost e∗-continua.

(2) ⇒ (1) Sea W ∈ RC(Y ). Como Y es extremadamente disconexo, W es regular

abierto. Como f es almost e∗-continua entonces f−1(W ) es e∗-abierto. Por lo

tanto f es (e∗,s)-continua. ¤

Teorema 2.6. Sea Y un espacio regular y f : X → Y una función. Si f es

(e∗,s)-continua entonces f es e∗-continua.
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Demostración: Sea x ∈ X y A un conjunto abierto en Y que contiene a f(x).

Como Y es regular, existe un conjunto abierto G de Y que contiene a f(x) tal que

f(x) ∈ cl(G) ⊂ A. Como f es (e∗,s)-continua, existe U ∈ e∗O(X, x) tal que f(U) ⊂
cl(G). Como f(U) ⊂ cl(G) ⊂ A se tiene que f es e∗-continua. ¤

Definición 2.6. Una función f : X → Y entre espacios topológicos se dice que es:

(1) e∗-irresoluta si f−1(A) es e∗-abierto en X para todo A ∈ e∗O(Y ).

(2) e-irresoluta si f−1(A) es e-abierto en X para todo A ∈ eO(Y ).

(3) a-irresoluta si f−1(A) es a-abierto en X para todo A ∈ aO(Y ).

Teorema 2.7. Sea f : X → Y y g : Y → Z funciones entre espacios topológicos.

Entonces se tienen las siguientes propiedades:

(1) Si f es e∗-irresoluta y g es (e∗,s)-continua entonces g ◦ f es (e∗,s)-continua.

(2) Si f es (e∗,s)-continua y g es contra R-map entonces g◦f es almost e∗-continua.

(3) Si f es e∗-continua y g es almost contra-super-continua entonces g ◦ f es

(e∗,s)-continua.

(4) Si f es e∗-irresoluta y g es e∗-irresoluta entonces g ◦ f es e∗-irresoluta.

(5) Si f es almost e∗-continua y g es contra R-map entonces g◦f es (e∗,s)-continua.

Demostración:

(1) Sea U un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g ◦ f)−1(U) es

e∗-cerrado en X. Como g es (e∗,s)-continua, g−1(U) es e∗-cerrado en Y . U-

sando el hecho que f es e∗-irresoluta entonces f−1(g−1(U)) = (g ◦ f)−1(U) es

e∗-cerrado en X.

(2) Sea W un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g ◦ f)−1(W ) es

e∗-abierto en X. Como g es contra R-map entonces g−1(W ) es regular cerrado
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en Y , entonces Y \ g−1(W ) es regular abierto en Y . Usando el hecho que f es

(e∗,s)-continua, entonces f−1(Y \ g−1(W )) es e∗-cerrado en X. Pero

f−1(Y \ g−1(W )) = X \ f−1(g−1(W )) = X \ (g ◦ f)−1(W )

que es e∗-cerrado en X. Por lo tanto (g ◦ f)−1(W ) es e∗-abierto en X.

(3) Sea A un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g◦f)−1(A) es e∗-cerrado

en X. Como g es almost contra-super-continua entonces g−1(A) es δ-cerrado

en Y , y aśı Y \ g−1(A) es δ-abierto en Y . En consecuencia se tiene que

Y \ g−1(A) = δ-int(Y \ g−1(A)) =
⋃
α∈J

Uα

donde cada Uα es un conjunto regular abierto, Uα = int(cl(Uα)). Esto dice

que cada Uα es un conjunto abierto en Y . Como f es e∗-continua, se tiene que

f−1(Uα) es e∗-abierto en X.

f−1(Y \ g−1(A)) = f−1(
⋃
α∈J

Uα) =
⋃
α∈J

f−1(Uα)

Por lo tanto (g ◦ f)−1(A) es e∗-cerrado en X.

(4) Sea A un conjunto e∗-abierto en Z, a mostrar que (g ◦ f)−1(N) es un conjunto

e∗-abierto en X. Como g es e∗-irresoluta se tiene que g−1(A) es e∗-abierto en

Y . Ahora, como f es e∗-irresoluta se tiene que f−1(g−1(A)) es e∗-abierto en

X. Pero f−1(g−1(A)) = (g ◦ f)−1(A) aśı se tiene que (g ◦ f)−1(A) es e∗-abierto

en X.

(5) Sea U un conjunto regular abierto en Z, a mostrar que (g ◦ f)−1(U) es un

conjunto e∗-cerrado en X. Como g es contra R-map, entonces g−1(U) es re-

gular cerrado en Y , aśı Y \ g−1(U) es regular abierto en Y . Como f es almost

e∗-continua entonces f−1(Y \ g−1(U)) es e∗-abierto en X. Pero:

f−1(Y \ g−1(U)) = X \ f−1(g−1(U)) = X \ (g ◦ f)−1(U)

que es e∗-abierto en X. Por lo tanto (g ◦ f)−1(U) es e∗-cerrado en X. ¤
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Teorema 2.8. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(a) f es (e∗,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es e∗-abierto.

(c) f−1(e∗-cl(U)) ⊂ r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ SO(Y, f(x)), existe un conjunto e∗-abierto U en

X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ cl(A).

(f) f(e∗-cl(P )) ⊂ θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .

(h) e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(θ-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(i) e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(j) e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-abierto de Y es e∗-abierto.

(l) f−1(A) ⊂ e∗-int(f−1(cl(A))) para todo A ∈ SO(Y ).

(m) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-cerrado de Y es e∗-cerrado.

(n) f−1(int(cl(A))) es e∗-cerrado para todo subconjunto abierto A de Y .

(o) f−1(cl(int(F ))) es e∗-abierto para todo subconjunto cerrado F de Y .

(p) f−1(cl(U)) es e∗-abierto para todo U ∈ βO(Y ).

(r) f−1(cl(U)) es e∗-abierto para todo U ∈ SO(Y ).

(s) f−1(int(cl(U))) es e∗-cerrado para todo U ∈ PO(Y ).
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Demostración:

(a) ⇒ (b) Sea W un conjunto regular cerrado en Y , aśı Y \W es conjunto regular abierto

en Y . Como f es (e∗,s)-continua entonces f−1(Y \W ) es e∗-cerrado. Pero

f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

que es e∗-cerrado y aśı f−1(W ) es e∗-abierto. Por lo tanto, la imagen inversa

de un conjunto regular cerrado de Y es e∗-abierto.

(b) ⇒ (a) Sea W un conjunto regular abierto en Y , aśı Y \W es regular cerrado en Y .

Usando la hipótesis la imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es

e∗-abierto entonces f−1(Y \W ) es e∗-abierto. Pero

f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

Aśı f−1(W ) es e∗-cerrado. Por lo tanto f es (e∗,s)-continua.

(b) ⇒ (c) Sea U ⊂ X, y suponga que y /∈ r-ker(f(U)). Entonces existe un conjunto

regular cerrado F , y ∈ F tal que f(U) ∩ F = ∅. Aśı, se obtiene que

U ∩ f−1(F ) = ∅ y e∗-cl(U) ∩ f−1(F ) = ∅. Aśı, f(e∗-cl(U)) ∩ F = ∅ y

y /∈ f(e∗-cl(U)). Por lo tanto f−1(e∗-cl(U)) ⊂ r-ker(f(U)).

(c) ⇒ (d) Sea A ⊂ Y . Por (c), f(e∗-cl(f−1(A))) ⊂ r-ker(A). Aśı, e∗-cl(f−1(A)) ⊂
f−1(r-ker(A)).

(d) ⇒ (a) Sea A ⊂ RO(Y ). Por hipótesis e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(r-ker(A)) = f−1(A),

como f−1(A) ⊂ e∗-cl(f−1(A)) se obtiene que e∗-cl(f−1(A)) = f−1(A). Por lo

tanto, f−1(A) es e∗-cerrado en X.

(e) ⇒ (f) Sea P ⊂ X y x ∈ e∗-cl(P ) y G ∈ SO(Y, f(x)). Por (e) existe U ∈ e∗O(X, x) tal

que f(U) ⊂ cl(G). Como x ∈ e∗-cl(P ), U ∩ P 6= ∅ y

∅ 6= f(U) ∩ f(P ) ⊂ cl(G) ∩ f(P ). Aśı f(x) ∈ θ-s-cl(f(P )) y por lo tanto

f(e∗-cl(P )) ⊂ θ-s-cl(f(P )).
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(f) ⇒ (g) Sea R ⊂ Y . Se tiene que f(e∗-cl(f−1(R))) ⊂ θ-s-cl(f(f−1(R))) ⊂ θ-s-cl(R) y

e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)).

(g) ⇒ (e) Sea A ∈ SO(Y, f(x)). Como cl(A) ∩ (Y \ cl(A)) = ∅, se tiene que f(x) /∈
θ-s-cl(Y \ cl(A)) y x /∈ f−1(θ-s-cl(Y \ cl(A))). Por (g) x /∈ e∗-cl(f−1(Y \
cl(A))) y por lo tanto existe U ∈ e∗O(X, x) tal que U ∩ f−1(Y \ cl(A)) = ∅ y

f(U) ∩ (Y \ cl(A)) = ∅. De esto se deduce que f(U) ⊂ cl(A).

(g) ⇒ (h) Como e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y , en general se cumple

para todo subconjunto abierto A de Y . Por lo tanto,

e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(θ-s-cl(A)).

(h) ⇒ (i) Como θ-s-cl(A) = s-cl(A) para un conjunto abierto A, entonces

e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(s-cl(A)).

(i) ⇒ (j) Como s-cl(A) = int(cl(A)) para todo conjunto abierto A de Y , entonces

e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(int(cl(A))).

(j) ⇒ (a) Sea A ∈ RO(Y ). Por (j) e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(int(cl(A))) = f−1(A). Por lo

tanto, f−1(A) es e∗-cerrado y en consecuencia f es (e∗,s)-continua.

(b) ⇒ (k) Como cualquier conjunto θ-semi-abierto es una unión de conjuntos regular

cerrado entonces esta se mantiene.

(k) ⇒ (e) Sea x ∈ X y A ∈ SO(Y, f(x)). Como cl(A) es θ-semi-abierto en Y , entonces

existe un conjunto e∗-abierto U en X, tal que x ∈ U ⊂ f−1(cl(A)). Por lo

tanto f(U) ⊂ cl(A).

(e) ⇒ (l) Sea A ∈ SO(Y ) y x ∈ f−1(A). Se tiene que f(x) ∈ A, entonces existe un

conjunto e∗-abierto U en X, que contiene a x tal que f(U) ⊂ cl(A). Aśı, se

tiene que x ∈ U ⊂ f−1(A) y por lo tanto x ∈ e∗-int(f−1(A)) y se concluye que

f−1(A) ⊂ e∗-int(f−1(A)).
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(l) ⇒ (b) Sea F cualquier conjunto regular cerrado de Y . Como F ∈ SO(Y ), entonces

f−1(F ) ⊂ e∗-int(f−1(F )). Esto demuestra que f−1(F ) es e∗-abierto en X.

(k) ⇒ (m) Sea W un conjunto θ-semi-cerrado en Y . Y \W es θ-semi-abierto. Por hipótesis

f−1(Y \W ) es e∗-abierto. Pero f−1(Y \W ) = X \ f−1(W ) que es e∗-abierto.

Por lo tanto, f−1(W ) es e∗-cerrado.

(m) ⇒ (k) Sea W un conjunto θ-semi-abierto en Y . Y \W es θ-semi-cerrado. Por hipótesis

f−1(Y \W ) es e∗-cerrado. Pero f−1(Y \W ) = X \ f−1(W ) que es e∗-cerrado.

Por lo tanto, f−1(W ) es e∗-abierto.

(a) ⇒ (n) Sea A un subconjunto abierto de Y . Como int(cl(A)) es regular abierto, se

tiene que f−1(int(cl((A))) es e∗-cerrado.

(n) ⇒ (a) Sea A un conjunto regular abierto de Y . Por hipótesis, f−1(A) es e∗-cerrado

en X. Pero f−1(A) = f−1(int(cl((A))). Por lo tanto f−1(int(cl((A))) es

e∗-cerrado.

(b) ⇒ (o) Sea F un conjunto regular cerrado en Y . Por hipótesis f−1(F ) es e∗-abierto.

Como f−1(F ) = f−1(cl(int((F ))) entonces f−1(cl(int((F ))) es e∗-abierto.

(o) ⇒ (b) Sea F conjunto regular cerrado en Y . Por hipótesis f−1(cl(int((F ))) es e∗-abierto.

Pero f−1(F ) = f−1(cl(int((F ))) que es e∗-abierto. Por lo tanto, f−1(F ) es

e∗-abierto.

(b) ⇒ (p) Sea U ∈ βO(Y ). Siempre ocurre que int(cl(U)) ⊂ cl(U), por lo que

cl(int(cl(U))) ⊂ cl(U)

Por otro lado, como U ∈ βO(Y ) entonces U ⊂ cl(int(cl(U))), por lo que

cl(U) ⊂ cl(cl(int(cl(U)))) = cl(int(cl(U))). Aśı cl(U) = cl(int(cl(U))), lo que

dice que cl(U) es regular cerrado y por lo tanto f−1(cl(U)) es e∗-abierto.

(p) ⇒ (r) Como SO(Y ) ⊂ βO(Y ) entonces f−1(cl(U)) es e∗-abierto.
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(r) ⇒ (s) Sea U ∈ PO(Y ). Como Y \ int(cl(U)) es regular cerrado y por lo tanto es

semi-abierto, se tiene que:

X \f−1(int(cl(U))) = f−1(Y \ int(cl(U))) = f−1(cl(Y \ int(cl(U)))) ∈ e∗O(X)

Aśı f−1(int(cl(U))) es e∗-cerrado.

(s) ⇒ (a) Sea U ∈ RO(Y ). Entonces U ∈ PO(Y ) y por lo tanto f−1(U) = f−1(int(cl(U)))

es e∗-cerrado en X. ¤

Teorema 2.9. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(a) f es (e,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es e-abierto.

(c) f−1(e-cl(U)) ⊂ r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ SO(Y, f(x)), existe un conjunto e-abierto U en

X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ cl(A).

(f) f(e-cl(P )) ⊂ θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .

(h) e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(θ-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(i) e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(j) e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-abierto de Y es e-abierto.

(l) f−1(A) ⊂ e-int(f−1(cl(A))) para todo A ∈ SO(Y ).
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(m) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-cerrado de Y es e-cerrado.

(n) f−1(int(cl(A))) es e-cerrado para todo subconjunto abierto A de Y .

(o) f−1(cl(int(F ))) es e-abierto para todo subconjunto cerrado F de Y .

(p) f−1(cl(U)) es e-abierto para todo U ∈ βO(Y ).

(r) f−1(cl(U)) es e-abierto para todo U ∈ SO(Y ).

(s) f−1(int(cl(U))) es e-cerrado para todo U ∈ PO(Y ).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.8. ¤

Teorema 2.10. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:

(a) f es (a,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto regular cerrado de Y es a-abierto.

(c) f−1(a-cl(U)) ⊂ r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ SO(Y, f(x)), existe un conjunto a-abierto U en

X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ cl(A).

(f) f(a-cl(P )) ⊂ θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) a-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .

(h) a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(θ-s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(i) a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(s-cl(A)) para todo subconjunto abierto A de Y .

(j) a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(int(cl(A))) para todo subconjunto abierto A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-abierto de Y es a-abierto.
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(l) f−1(A) ⊂ a-int(f−1(cl(A))) para todo A ∈ SO(Y ).

(m) La imagen inversa de un conjunto θ-semi-cerrado de Y es a-cerrado.

(n) f−1(int(cl(A))) es a-cerrado para todo subconjunto abierto A de Y .

(o) f−1(cl(int(F ))) es a-abierto para todo subconjunto cerrado F de Y .

(p) f−1(cl(U)) es a-abierto para todo U ∈ βO(Y ).

(r) f−1(cl(U)) es a-abierto para todo U ∈ SO(Y ).

(s) f−1(int(cl(U))) es a-cerrado para todo U ∈ PO(Y ).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.8. ¤

Corolario 2.1. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:

(1) f es (e∗,s)-continua.

(2) f−1(α-cl(A)) es e∗-abierto en X para todo A ∈ βO(Y ).

(3) f−1(p-cl(A)) es e∗-abierto en X para todo A ∈ SO(Y ).

(4) f−1(s-cl(A)) es e∗-abierto en X para todo A ∈ PO(Y ).

(5) e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ SO(Y ).

(6) e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ PO(Y ).

(7) e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.8, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. ¤

Corolario 2.2. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:
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(1) f es (e,s)-continua.

(2) f−1(α-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ βO(Y ).

(3) f−1(p-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ SO(Y ).

(4) f−1(s-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ PO(Y ).

(5) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ SO(Y ).

(6) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ PO(Y ).

(7) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.9, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. ¤

Corolario 2.3. Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos. Las

propiedades siguientes son equivalentes:

(1) f es (e,s)-continua.

(2) f−1(α-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ βO(Y ).

(3) f−1(p-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ SO(Y ).

(4) f−1(s-cl(A)) es e-abierto en X para todo A ∈ PO(Y ).

(5) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ SO(Y ).

(6) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ PO(Y ).

(7) e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 1.1, Teorema 2.10, Teorema 1.6

y el Teorema 1.7. ¤

Definición 2.7. Un subconjunto A de un espacio X se dice que es:
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(1) e∗-denso si e∗-cl(A) = X.

(2) e-denso si e-cl(A) = X.

Definición 2.8. Un espacio X se dice s-Urysohn si para cada par de puntos distintos

x e y en X, existe M ∈ SO(X, x) y N ∈ SO(X, y) tal que cl(M) ∩ cl(N) = ∅.

Teorema 2.11. Sean f , g: X → Y funciones entre espacios topológicos. Si f

es (e∗,s)-continua y g es almost contra-super-continua y Y es s-Urysohn, entonces

P = {x ∈ X : f(x) = g(x)} es e∗-cerrado en X.

Demostración: Sea x ∈ X\P , entonces f(x) 6= g(x). Como Y es s-Urysohn,

existe M ∈ SO(Y, f(x)) y N ∈ SO(Y, g(x)) tal que cl(M) ∩ cl(N) = ∅. Como f es

(e∗,s)-continua y g es almost contra-super-continua, existe un conjunto e∗-abierto K

y un conjunto δ-abierto L que contiene a x tal que f(K) ⊂ cl(M) y g(L) ⊂ cl(N).

Por Lema 1.4, K ∩ L = S ∈ e∗O(X), f(S) ∩ g(S) = ∅ para todo s ∈ S y por lo

tanto x /∈ e∗-cl(P ). En consecuencia, P es e∗-cerrado en X. ¤

Teorema 2.12. Sean f , g: X → Y funciones entre espacios topológicos. Si f

es (e,s)-continua y g es almost contra-super-continua y Y es s-Urysohn, entonces

P = {x ∈ X : f(x) = g(x)} es e-cerrado en X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.11. ¤

Teorema 2.13. Sean X e Y espacios Topológicos. Si Y es s-Urysohn, f : X → Y

y g : X → Y son funciones (e∗,s)-continua y almost contra-super-continua respecti-

vamente y f = g sobre un conjunto e∗-denso P ⊂ X, entonces f = g en X.

Demostración: Sean f y g funciones (e∗,s)-continua y almost contra-super-continua

respectivamente y Y s-Urysohn. Entonces R = {x ∈ X : f(x) = g(x)} es e∗-cerrado

en X. Como P ⊂ R y P es un conjunto e∗-denso en X, X = e∗-cl(P ) ⊂ e∗-cl(R) =

R. Aśı f = g sobre X. ¤
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Teorema 2.14. Sean X e Y espacios Topológicos. Si Y es s-Urysohn, f : X → Y

y g : X → Y son funciones (e,s)-continua y almost-contra-super-continua respecti-

vamente y f = g sobre un conjunto e-denso P ⊂ X, entonces f = g en X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.13. ¤

Definición 2.9. Para un subconjunto A de un espacio topológico X se define:

(1) La e∗-frontera de A, denotada por e∗-fr(A), como:

e∗-fr(A) = e∗-cl(A) ∩ e∗-cl(X \ A).

(2) La e-frontera de A, denotada por e-fr(A), como:

e-fr(A) = e-cl(A) ∩ e-cl(X \ A).

(3) La a-frontera de A, denotada por a-fr(A), como:

a-fr(A) = a-cl(A) ∩ a-cl(X \ A).

Teorema 2.15. Sea f : X → Y una función. Entonces f no es (e∗,s)-continua en

x si y solo si x ∈ e∗-fr(f−1(F )) para algún F ∈ RO(Y, f(x)).

Demostración: Suponga que f no es (e∗,s)-continua en x. Entonces existe

F ∈ RO(Y, f(x)) tal que f(U) * F para todo U ∈ e∗O(X, x). Para todo U ∈
e∗O(X, x), se tiene que f(U) ∩ (Y \ f−1(F )) 6= ∅. Aśı U ∩ (X \ f−1(F )) 6= ∅
para todo U ∈ e∗O(X, x) y por lo tanto x ∈ e∗-fr(X \ f−1(F )). Como x ∈ F ,

x ∈ e∗-fr(f−1(F )).

Rećıprocamente, para x ∈ X, Suponga que existe F ∈ RC(Y, f(x)) tal que

x ∈ e∗-fr(X \ f−1(F )) y f es (e∗,s)-continua en x. Entonces existe un conjunto

e∗-abierto U tal que x ∈ U y U ⊂ f−1(F ). Aśı x /∈ e∗-fr(X \ f−1(F )). Esto es una

contradicción. Por lo tanto f no es (e∗,s)-continua en x. ¤
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Teorema 2.16. Sea f : X → Y una función. Entonces f no es (e,s)-continua en

x si y solo si x ∈ e-fr(f−1(F )) para algún F ∈ RO(Y, f(x)).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.15 ¤

Teorema 2.17. Sea f : X → Y una función. Entonces f no es (a,s)-continua en

x si y solo si x ∈ a-fr(f−1(F )) para algún F ∈ RO(Y, f(x)).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.15 ¤

2.3 Conjuntos Compactos

En esta sección, se definen los conjuntos compactos, usando la noción de

conjuntos e∗-abierto, e-abierto y a-abierto. Se estudia las relaciones entre ellos

y cuáles de estos son preservados bajo acciones de las funciones (e∗,s)-continua,

(e,s)-continua y (a,s)-continua.

Definición 2.10. Un subespacio A de un espacio X se dice e∗-compacto relativo

a X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos e∗-abierto de X,

existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un espacio X se

dice e∗-compacto si para todo cubrimiento e∗-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Definición 2.11. Un subespacio A de un espacio X se dice e-compacto relativo a

X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos e-abierto de X,

existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un espacio X se

dice e-compacto si para todo cubrimiento e-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Definición 2.12. Un subespacio A de un espacio X se dice a-compacto relativo a

X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos a-abierto de X,

existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un espacio X se



78

dice a-compacto si para todo cubrimiento a-abierto de X tiene un subcubrimiento

finito.

Teorema 2.18. Sea X un espacio topológico, A subconjunto de X. Entonces

(1) Si A es e∗-compacto entonces A es compacto.

(2) Si A es e∗-compacto entonces A es e-compacto.

(3) Si A es e-compacto entonces A es a-compacto.

Demostración:

(1) Sea A un subconjunto de X e∗-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cubrimiento de

A por subconjuntos abiertos de X. Como todo conjunto abierto es e∗-abierto

entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de A por subconjuntos e∗-abierto de

X. Como A es e∗-compacto, existe una subcolección finita {Uα1 , Uα2 , ..., Uαn}
que cubre a A tal que A ⊂

n⋃
i=1

Uαi
. Por lo tanto, A es compacto.

(2) Sea A un subconjunto de X e∗-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cubrimien-

to de A por subconjuntos e-abiertos de X. Como todo conjunto e-abierto

es e∗-abierto entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de A por subconjun-

tos e∗-abierto de X. Como A es e∗-compacto, existe una subcolección finita

{Uα1 , Uα2 , ..., Uαn} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

Uαi
. Por lo tanto, A es

e-compacto.

(3) Sea A un subconjunto de X e-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cubrimien-

to de A por subconjuntos a-abiertos de X. Como todo conjunto a-abierto

es e-abierto entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de A por subconjun-

tos e-abierto de X. Como A es e-compacto, existe una subcolección finita

{Uα1 , Uα2 , ..., Uαn} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

Uαi
. Por lo tanto, A es

a-compacto. ¤
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Teorema 2.19. Todo subconjunto e∗-cerrado A de un espacio e∗-compacto X es

e∗-compacto relativo a X.

Demostración: Sea A un subconjunto de X e∗-cerrado y X un espacio e∗-compacto.

Sea {Mi : i ∈ I} un cubrimiento de A por subconjuntos e∗-abierto de X. Esto im-

plica que A ⊂
⋃
i∈I

Mi y (X \ A) ∪ (
⋃
i∈I

Mi) = X. Como X es e∗-compacto, existe un

subconjunto finito I0 de I tal que (X \A)∪ (
⋃
i∈I0

Mi) = X. Aśı A ⊂
⋃
i∈I0

Mi y por lo

tanto A es e∗-compacto relativo a X. ¤

Teorema 2.20. Todo subconjunto e-cerrado A de un espacio e-compacto X es

e-compacto relativo a X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.19. ¤

Teorema 2.21. Todo subconjunto a-cerrado A de un espacio a-compacto X es

a-compacto relativo a X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.19. ¤

Definición 2.13. Un subespacio X se dice s-cerrado si para todo cubrimiento re-

gular cerrado de X tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 2.22. Sea f : X → Y sobreyectiva y (e∗,s)-continua, si X es e∗-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostración: Sea X un espacio e∗-compacto y f : X → Y una función

(e∗,s)-continua sobreyectiva. Sea {Mi : i ∈ I} un cubrimiento de Y por conjun-

tos regular cerrado. Como f es (e∗,s)-continua, entonces {f−1(Mi) : i ∈ I} es

un cubrimiento de X por conjuntos e∗-abierto. Como X es e∗-compacto, existe

un subconjunto finito I0 de I tal que X =
⋃
i∈I0

f−1(Mi). Como f es sobreyectiva,

Y =
⋃
i∈I0

Mi . Aśı Y es s-cerrado. ¤
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Teorema 2.23. Sea f : X → Y sobreyectiva y (e,s)-continua, si X es e-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.22. ¤

Teorema 2.24. Sea f : X → Y sobreyectiva y (a,s)-continua, si X es a-compacto

entonces Y es s-cerrado.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.22. ¤

Teorema 2.25. Si f es e∗-irresoluta y A ⊂ X un espacio e∗-compacto relativo a

X, entonces la imagen f(A) es e∗-compacto relativo a Y .

Demostración: Sea A ⊂ X un espacio e∗-compacto y f : X → Y una función

e∗-irresoluta. Sea {Mi : i ∈ I} un cubrimiento de Y por conjuntos e∗-abierto. Como

f es e∗-irresoluta, entonces {f−1(Mi) : i ∈ I} es un cubrimiento de X por conjuntos

e∗-abierto. Como A es e∗-compacto, existe un subconjunto finito I0 de I tal que

A =
⋃
i∈I0

f−1(Mi). Luego

f(A) = f(
⋃
i∈I0

f−1(Mi)) =
⋃
i∈I0

f(f−1(Mi)) ⊂
⋃
i∈I0

Mi

Aśı f(A) ⊂
⋃
i∈I0

Mi y por lo tanto f(A) es e∗-compacto relativo a Y . ¤

Teorema 2.26. Si f es e-irresoluta y A ⊂ X un espacio e-compacto relativo a X,

entonces la imagen f(A) es e-compacto relativo a Y .

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.25. ¤

Teorema 2.27. Si f es a-irresoluta y A ⊂ X un espacio a-compacto relativo a X,

entonces la imagen f(A) es a-compacto relativo a Y .

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.25. ¤
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2.4 Axiomas de separación

En esta sección, se definen algunos axiomas de separación, usando la noción

de conjuntos e∗-abierto, e-abierto y a-abierto. Se estudia cuáles de estos axiomas son

preservados bajo acciones de las funciones (e∗,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-con-

tinua.

Definición 2.14. Un espacio X se dice que es:

(1) e∗-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos e∗-abierto

M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .

(2) e-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos e-abierto M

y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .

(3) a-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos a-abierto M

y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .

Definición 2.15. Un espacio X se dice que es débilmente Hausdorff si cada ele-

mento de X es una intersección de conjuntos regular cerrado.

Teorema 2.28. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (e∗,s)-continua y

Y es débilmente Hausdorff, entonces X es e∗-T1.

Demostración: Para x 6= y en X, como f es inyectiva f(x) 6= f(y) en Y , aśı

existen P,R ∈ RC(Y ) tal que f(x) ∈ P , f(y) /∈ P , f(x) /∈ R y f(y) ∈ R. Como

f es (e∗,s)-continua, f−1(P ) y f−1(R) son subconjuntos e∗-abierto de X tal que

x ∈ f−1(P ), y /∈ f−1(P ), x /∈ f−1(R) y y ∈ f−1(R). Aśı X es e∗-T1. ¤

Teorema 2.29. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (e,s)-continua y

Y es débilmente Hausdorff, entonces X es e-T1.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.28. ¤
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Teorema 2.30. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (a,s)-continua y

Y es débilmente Hausdorff, entonces X es a-T1.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 2.28. ¤

Definición 2.16. Un espacio X se dice que es:

(1) e∗-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ e∗O(X, x)

y N ∈ e∗O(X, y) tal que M ∩N = ∅.

(2) e-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ eO(X, x) y

N ∈ eO(X, y) tal que M ∩N = ∅.

(3) a-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ aO(X, x) y

N ∈ aO(X, y) tal que M ∩N = ∅.

Teorema 2.31. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (e∗,s)-continua y

Y es s-Urysohn, entonces X es e∗-T2.

Demostración: Sea Y s-Urysohn. Para cualquier par de puntos distintos x e y

en X, f(x) 6= f(y). Como Y es s-Urysohn, entonces existe P ∈ SO(Y, f(x)) y

R ∈ SO(Y, f(y)) tal que cl(P ) ∩ cl(R) = ∅. Como f es (e∗,s)-continua, entonces

existen conjuntos A y B e∗-abierto en X que contienen a x e y, respectivamente, tal

que f(A) ⊂ cl(P ) y f(B) ⊂ cl(R) tal que A ∩B = ∅. Aśı, X es e∗-T2. ¤

Teorema 2.32. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (e,s)-continua y

Y es s-Urysohn, entonces X es e-T2.

Demostración: Se prueba de manera similar a Teorema 2.31. ¤

Teorema 2.33. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (a,s)-continua y

Y es s-Urysohn, entonces X es a-T2.

Demostración: Se prueba de manera similar a Teorema 2.31. ¤



CAPÍTULO 3

FUNCIONES (e∗,s)-CONTINUAS, (e,s)-CONTINUAS,

(a,s)-CONTINUAS EN m-ESPACIOS

En este Caṕıtulo, se plantea el concepto de estructura minimal mX sobre un

conjunto no vaćıo X y algunas de sus propiedades. Usando este concepto, se dan

nuevas definiciones de funciones continuas, generalizando a las mencionadas en el

Caṕıtulo 2, se estudia la relación existente entre ellos y sus propiedades. También se

introduce la noción de compacidad y axiomas de separación usando estructura mini-

mal los cuales van a generalizar las definiciones y propiedades dadas en el Caṕıtulo

2.

3.1 Estructuras minimales

En esta sección, se introduce el concepto de estructura minimal sobre un

conjunto X no vaćıo y se estudian algunas propiedades.

Definición 3.1. Una estructura minimal o una mX-estructura sobre un conjunto

no vaćıo X, es una familia mX de subconjuntos de X tal que ∅ ∈ mX y X ∈ mX .

El par (X, mX) formado por un conjunto no vaćıo X y una mX-estructura se

denomina m-espacio.

Observe que toda topoloǵıa es una estructura minimal, de modo que todo

espacio topológico es un m-espacio.

Observe que si X es un espacio topológico entonces las colecciones formadas

por los conjuntos semi-abiertos, α-abiertos y pre-abiertos, son mX-estructuras sobre

X.

Definición 3.2. Sea (X, mX) un m-espacio, se dice que un subconjunto A de X es

mX-abierto si A ∈ mX y el complemento de un conjunto mX-abierto se denomina

mX-cerrado.
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Al igual que en un espacio topológico, se pueden definir ciertas operaciones

de conjuntos en un m-espacio.

Definición 3.3. Sea (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X, se define

el mX-interior de A, denotado por mX-int(A), como la unión de todos conjuntos

mX-abierto que están contenidos en A, es decir, mX-int(A) =
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A}.

Definición 3.4. Sea (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X, se define la

mX-clausura de A, denotado por mX-cl(A), como la intersección de todos conjuntos

mX-cerrados que contienen a A, es decir, mX-cl(A) =
⋂

X−F∈mX

{F : F ⊃ A}.

Observe que cuando la estructura minimal es una topoloǵıa se recuperan las

nociones clásicas de interior y clausura de un conjunto.

Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades del mX-interior y de la

mX-clausura de un conjunto.

Teorema 3.1. Sea (X,mX) un m-espacio, A y B subconjuntos de X, entonces

(1) mX-int(A) ⊂ A.

(2) Si A es mX-abierto, entonces mX-int(A) = A.

(3) mX-int(∅) = ∅ y mX-int(X) = X.

(4) x ∈ mX-int(A) si y solo si existe un mX-abierto G tal que x ∈ G ⊂ A.

(5) Si A ⊂ B entonces mX-int(A) ⊂ mX-int(B).

(6) mX-int(mX-int(A)) = mX-int(A).

(7) mX-int(A ∩B) ⊂ mX-int(A) ∩mX-int(B).

Demostración:

(1) Es consecuencia inmediata de la Definición 3.3.
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(2) Suponga que A es un conjunto mX-abierto, entonces

A ⊂
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A} = mX-int(A)

y como mX-int(A) ⊂ A para todo A ⊂ X, se deduce que A = mX-int(A).

(3) Como ∅ y X son conjuntos mX-abiertos, se tiene que mX-int(∅) = ∅ y

mX-int(X) = X, por (2).

(4) Suponga que x ∈ mX-int(A), entonces x ∈
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A}, es decir, x ∈ G

para algún G ∈ mX y G ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que existe un abierto G tal que x ∈ G ⊂ A, entonces

x ∈
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A} = mX-int(A).

(5) Suponga que x ∈ mX-int(A), entonces existe G ∈ mX tal que x ∈ G ⊂ A,

y como A ⊂ B, se tiene que x ∈ G ⊂ B para algún G ∈ mX . Aśı, por (4),

x ∈ mX-int(B). En consecuencia, mX-int(A) ⊂ mX-int(B).

(6) Como mX-int(A) ⊂ A para todo A ⊂ X, por (1); es inmediato de la proposición

anterior que mX-int(mX-int(A)) ⊂ mX-int(A). Por tanto, sólo resta veri-

ficar que mX-int(A) ⊂ mX-int(mX-int(A)). Sea x ∈ mX-int(A), entonces

x ∈ G para algún G ∈ mX y G ⊂ A, por (4); luego, como G ⊂ A se tiene

que mX-int(G) ⊂ mX-int(A); además, como G es mX-abierto, se sigue que

G ⊂ mX-int(A) por (2), aśı, x ∈ G para algún G ∈ mX y G ⊂ mX-int(A), lo

cual implica que x ∈ mX-int(mX-int(A)), por (4); de donde

mX-int(A) ⊂ mX-int(mX-int(A))

con lo cual resulta la igualdad que se quiere.

(7) Como A ∩ B ⊂ A y A ∩ B ⊂ B, entonces mX-int(A ∩ B) ⊂ mX-int(A) y

mX-int(A ∩B) ⊂ mX-int(B), por (5), de modo que

mX-int(A ∩B) ⊂ mX-int(A) ∩mX-int(B)
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. ¤

El siguiente ejemplo muestra que la contención de la proposición (7) del Teo-

rema 3.1 es estricta.

Ejemplo 3.1. Considere el conjunto X = {a, b, c, d} con la siguiente mX-estructura

mX = {∅, X, {a}, {a, b, c}, {b, c, d}}. Observe que existen subconjuntos A y B de X

tales que mX-int(A)∩mX-int(B) * mX-int(A∩B). En efecto, sean A = {b, c, d} y

B = {a, b, c}, entonces mX-int(A ∩ B) = mX-int({b, c}) = ∅, mX-int(A) = {b, c, d}
y mX-int(B) = {a, b, c}. Por tanto,

mX-int(A) ∩mX-int(B) = {b, c} * mX-int(A ∩B)

.

Teorema 3.2. Sean (X,mX) un m-espacio, A y B subconjuntos de X, entonces

(1) A ⊂ mX-cl(A).

(2) Si A es mX-cerrado, entonces mX-cl(A) = A.

(3) mX-cl(∅) = ∅ y mX-cl(X) = X.

(4) x ∈ mX-cl(A) si y solo si para todo mX-abierto U que contiene a x, se tiene

que U ∩ A 6= ∅.

(5) Si A ⊂ B, entonces mX-cl(A) ⊂ mX-cl(B).

(6) mX-(mX-cl(A)) = mX-cl(A).

(7) mX-cl(A ∪B) ⊃ mX-cl(A) ∪mX-cl(B).

Demostración:

(1) Es consecuencia inmediata de la Definición 3.4.
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(2) Suponga que A es un mX-cerrado, entonces

mX-cl(A) =
⋂

X−F∈mX

{F : F ⊃ A} ⊂ A

y como A ⊂ mX-cl(A) para todo A subconjunto de X, se obtiene que

mX-cl(A) = A

.

(3) Como ∅ y X son mX-cerrados porque son los complementos de los conjuntos

mX-abiertos, entonces mX-cl(∅) = ∅ y mX-cl(X) = X, por (2).

(4) Para probar esta proposición se procede a mostrar su equivalente: x /∈ mX-cl(A)

si y sólo si existe mX-abierto U que contiene a x tal que U ∩ A = ∅.

Suponga que x /∈ mX-cl(A), entonces x /∈
⋂

X−F∈mX

{F : F ⊃ A}, lo cual

significa que existe un mX-cerrado F que contiene a A tal que x /∈ F , es decir,

X \ F es un mX-abierto que contiene a x tal que (X \ F ) ∩ A = ∅.

Rećıprocamente, suponga que existe un mX-abierto U que contiene a x

tal que U ∩ A = ∅, entonces A ⊂ X \ U y X \ (X \ U) = U ∈ mX . Por lo

tanto, mX-cl(A) ⊂ X \ U y como x ∈ U se concluye que x /∈ mX-cl(A).

(5) Suponga que x ∈ mX-cl(A), entonces para todo mX-abierto U que contiene a

x, se tiene que U ∩ A 6= ∅, por (4), y aśı, B ∩ U 6= ∅ para cada mX-abierto U

que contiene a x, es decir, x ∈ mX-cl(B). Aśı, mX-cl(A) ⊂ mX-cl(B).

(6) Como A ⊂ mX-cl(A) para todo A ⊂ X, entonces usando (5), se tiene que

mX-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-cl(A)). De modo que, sólo resta probar que

mX-cl(mX-cl(A)) ⊂ mX-cl(A)

Sea x ∈ mX-cl(mX-cl(A)), entonces x ∈ F para cada F ⊃ mX-cl(A) tal que

X \ F ∈ mX ; pero, como A ⊂ mX-cl(A), se sigue que x ∈ F para cada

F ⊃ A y X \ F ∈ mX , lo cual significa que x ∈ mX-cl(A). Por lo tanto,

mX-cl(mX-cl(A)) ⊂ mX-cl(A), de donde resulta la igualdad que se quiere.
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(7) Como A ⊂ A ∪ B y B ⊂ A ∪ B, entonces mX-cl(A) ⊂ mX-cl(A ∪ B) y

mX-cl(B) ⊂ mX-cl(A ∪B), por (5). En consecuencia,

mX-cl(A ∪B) ⊃ mX-cl(A) ∪mX-cl(B)

¤

El siguiente ejemplo muestra que la contención de la proposición (7) en el

teorema 3.2 es estricta.

Ejemplo 3.2. Considere el conjunto X = {a, b, c, d} con la siguiente mX-estructura

mX = {∅, X, {a}, {d}, {a, c}, {a, b, c}, {b, c, d}}. Observe que existen A y B subcon-

juntos de X tales que mX-cl(A∪B) * mX-cl(A)∪mX-cl(B). En efecto, sean A = {a}
y B = {d}, entonces mX-cl(A ∪ B) = X, mX-cl(A) = {a} y mX-cl(B) = {d}. Por

tanto, mX-cl(A ∪B) * mX-cl(A) ∪mX-cl(B).

La mX-clausura y el mX-interior de un conjunto pueden relacionarse tal y

como lo muestra el siguiente teorema.

Teorema 3.3. Sean (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X, entonces

(1) mX-cl(X \ A) = X \mX-int(A).

(2) mX-int(X \ A) = X \mX-cl(A).

Demostración:

(1) Por la Definición 3.3, se tiene que mX-int(A) =
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A}; de modo

que, X\A = X\
⋃

G∈mX

{G : G ⊂ A} =
⋂

X\(X\G)∈mX

{X\G : X\A ⊂ X\G}; pero,

como G es mX-abierto y esta contenido en A, entonces X \G es mX-cerrado y

contiene a X \A; y como para cada mX-cerrado que contenga a X \A existe un

mX-abierto contenido en A, entonces al tomar esta intersección sobre todos los

mX-abiertos contenidos en A se esta intersectando a todos los mX-cerrados que

contienen a X\A. Luego,
⋂

X\(X\G)∈mX

{X\G : X\A ⊂ X\G} = mX-cl(X\A).

Por lo tanto, mX-cl(X \ A) = X \mX-int(A).
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(2) Por la Definición 3.4, se tiene que mX-cl(A) =
⋂

X\F∈mX

{F : F ⊃ A}; de modo

que, X \mX-cl(A) = X \
⋂

X\F∈mX

{F : F ⊃ A} =
⋃

X\F∈mX

{X \ F ⊂ X \ A}.

Por la Definición 3.3 tenemos que mX-int(X \A) =
⋃

X\F∈mX

{X \F ⊂ X \A}.

Por lo tanto, mX-int(X \ A) = X \mX-cl(A). ¤

Es importante destacar que a diferencia de como ocurre con el interior y la

clausura de un conjunto en un espacio topológico, el mX-interior no necesariamente

es un conjunto mX-abierto ni la mX-clausura es un conjunto mX-cerrado.

Sin embargo, cuando a la estructura minimal se le exige cierta condición se

pueden obtener estos resultados. Dicha condición se especifica a continuación.

Definición 3.5. Una estructura minimal mX sobre un conjunto X, se dice que satis-

face la condición (B) de Maki si la unión arbitraria de elementos de la mX-estructura

es un elemento de la mX-estructura.

Observe que la colección formada por los conjuntos semi-abierto, α-abierto,

pre-abierto cumplen con la condición (B) de Maki. Sin embargo, la colección for-

mada por los conjuntos regular abierto no satisfacen la condición (B) de Maki.

Observe que si mX satisface la condición (B) de Maki, entonces intersección

de conjuntos mX-cerrados es un conjunto mX-cerrado. De modo que, si mX sa-

tisface la condición (B) de Maki y si A ⊂ X, entonces mX-int(A) es un conjunto

mX-abierto y mX-cl(A) es un conjunto mX-cerrado.

En el siguiente teorema, se obtienen los rećıprocos del Teorema 3.1 (2) y el

Teorema 3.2 (2), haciendo uso de la condición (B) de Maki.

Teorema 3.4. Sean (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mX

satisface la condición (B) de Maki, entonces

(1) A es mX-abierto si y sólo si mX-int(A) = A.
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(2) A es mX-cerrado si y sólo si mX-cl(A) = A.

Demostración:

(1) Por (2) del Teorema 3.1, es inmediato que si A es un conjunto mX-abierto,

entonces mX-int(A) = A.

Rećıprocamente, como mX-int(A) es un conjunto mX-abierto y por

hipótesis mX-int(A) = A, se tiene que A es un conjunto mX-abierto.

(2) Por (2) del Teorema 3.2, es inmediato que si A es un conjunto mX-cerrado,

entonces mX-cl(A) = A.

Rećıprocamente, como mX-cl(A) es un conjunto mX-cerrado y por hi-

pótesis mX-cl(A) = A, se tiene que A es un conjunto mX-cerrado. ¤

Definición 3.6. Sea (X,mX) un m-espacio, A un subconjunto de X. Se dice que

A es mX-compacto si para todo cubrimiento B de A por subconjuntos mX-abiertos

de X, existe una subcolección finita de B que cubre a A.

Teorema 3.5. Sea (X,mX) un m-espacio, A un subconjunto de X donde X es

mX-compacto. Si A es mX-cerrado entonces A es mX-compacto.

Demostración: Sea A ⊂ X, X mX-compacto y B = {Uα : α ∈ J} un cubrimiento

de A por subconjuntos mX-abiertos de X. Como A es mX-cerrado, entonces X \A

es mX-abierto. Aśı, se obtiene que B′ = {Uα : α ∈ J} ∪ {X \A} es un cubrimiento

de X por subconjuntos mX-abiertos de X. Como X es mX-compacto, existe una

subcolección finita de B′ que cubre a X. Esta subcolección puede contener o no al

conjunto X \A, si no lo contiene se obtiene una subcolección finita de B que cubre

a A, si lo contiene se descarta y se obtiene una subcolección finita de B que cubre

a A, de donde se concluye que A es mX-compacto. ¤
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3.2 Conjuntos abiertos generalizados en m-espacios

En esta sección, se consideran los conjuntos definidos en Caṕıtulo 1, y se

generalizan usando la noción de estructural minimal.

Definición 3.7. Sea (X, mX) un m-espacio. Un subconjunto A de X, se dice que

es

(1) mX-regular abierto si A = mX-int(mX-cl(A)).

(2) mX-semi-abierto si A ⊂ mX-cl(mX-int(A)).

(3) mX-α-abierto si A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A))).

(4) mX-pre-abierto si A ⊂ mX-int(mX-cl(A)).

(5) mX-β-abierto si A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))).

Observe que si mX es una topoloǵıa sobre X entonces las definición anterior

coincide con la dada en el Caṕıtulo 1.

Observe que un mX-regular abierto no necesariamente es mX-abierto

Ejemplo 3.3. Considere X = {a, b, c, d} y mX = {∅, X, {a}, {b}, {c}, {c, d}}. Los

mX-cerrados son:

{∅, X, {b, c, d}, {a, c, d}, {a, b, d}, {a, b}}.
Observe que:

mX-cl({a, b}) = {a, b, d}, mX-int(mX-cl({a, b})) = {a, b}
Como mX-int(mX-cl({a, b})) = {a, b}, se tiene que {a, b} es mX-regular abierto

pero no es mX-abierto.

Sin embargo si se le exige a la mX-estructura que satisfaga la condición (B)

de Maki entonces el resultado anterior es cierto tal y como se muestra en el siguiente

teorema.

Teorema 3.6. Sea (X, mX) un m-espacio que satisface la condicion (B) de Maki,

entonces todo conjunto mX-regular abierto es un conjunto mX-abierto.
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Demostración: Suponga que A es un conjunto mX-regular abierto, entonces

A = mX-int(mX-cl(A)), dado que (X, mX) satisface la condición (B) de Maki se

tiene del Teorema 3.4 que mX-int(mX-cl(A)) es un conjunto mX-abierto, se deduce

que A es mX-abierto. ¤

El siguiente teorema muestra la relación existente entre los conjuntos antes

definidos y los conjuntos mX-abiertos.

Teorema 3.7. Las siguientes propiedades en un m-espacio X se cumplen:

(1) Todo conjunto mX-α-abierto es un conjunto mX-semi-abierto.

(2) Todo conjunto mX-abierto es un conjunto mX-semi-abierto.

(3) Todo conjunto mX-pre-abierto es un conjunto mX-β-abierto.

(4) Todo conjunto mX-abierto es un conjunto mX-pre-abierto.

(5) Todo conjunto mX-semi-abierto es un conjunto mX-β-abierto.

(6) Todo conjunto mX-abierto es un conjunto mX-α-abierto.

(7) Todo conjunto mX-α-abierto es un conjunto mX-pre-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto mX-α-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mX-abierto, entonces

A = mX-int(A)

⊂ mX-cl(mX-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-semi-abierto.
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(3) Suponga que A es un conjunto mX-pre-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-β-abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto mX-abierto, entonces

A = mX-int(A)

⊂ mX-int(mX-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-pre-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto mX-semi-abierto, entonces

A ⊂ mX-cl(mX-int(A))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-β-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto mX-abierto, entonces

A = mX-int(A)

⊂ mX-cl(mX-int(A))

A = mX-int(A) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-α-abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto mX-α-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-pre-abierto. ¤
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Se tiene el siguiente diagrama para un subconjunto A de un m-espacio X:

REGULAR ABIERTO

ABIERTO

PRE-ABIERTO SEMI -ABIERTO

β-ABIERTO

α- ABIERTOmX-α-abierto

mX-abierto

mX-Pre-abierto mX-Semi-abierto

mX-β-abierto

(Maki)

mX-Regular abierto

Figura 3.1: Diagrama 7

Los Ejemplos 1.1, 1.2, 1.3 dados en el Caṕıtulo 1, si se toma τ = mX , se

muestra que los rećıprocos del teorema anterior en general no es cierto.

Ejemplo 3.4. Si U es un mX-abierto entonces mX-int(mX-cl(U)) es mX-regular

abierto. En efecto,

Considere V = mX-int(mX-cl(U)), observe que V es mX-regular abierto.

mX-cl(V ) = mX-cl(mX-int(mX-cl(U))) ⊃ mX-int(mX-cl(U))

mX-int(mX-cl(V )) ⊃ mX-int(mX-cl(U)) = V

Aśı, se tiene que V ⊂ mX-int(mX-cl(V )). Por otra parte,

mX-cl(V ) ⊂ mX-cl(U)

mX-int(mX-cl(V )) ⊂ mX-int(mX-cl(U)) = V

y se tiene que mX-int(mX-cl(V )) ⊂ V . Por lo tanto, mX-int(mX-cl(V )) = V .
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Al igual como se definen los conjuntos mX-cerrados en estructuras minimales,

se definen los conjuntos mX-cerrados asociados a generalizaciones de conjuntos

mX-abiertos antes dados.

Definición 3.8. Sea (X, mX) un m-espacio. Un subconjunto A de X, se dice que

es

(1) mX-regular cerrado si y sólo si X \ A es mX-regular abierto.

(2) mX-semi-cerrado si y sólo si X \ A es mX-semi-abierto.

(3) mX-α-cerrado si y sólo si X \ A es mX-α-abierto.

(4) mX-pre-cerrado si y sólo si X \ A es mX-pre-abierto.

(5) mX-β-cerrado si y sólo si X \ A es mX-β-abierto.

El siguiente teorema caracteriza las definiciones anteriores en términos del

mX-interior y la mX-clausura.

Teorema 3.8. Sea A un subconjunto de un m-espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) A es mX-regular cerrado si y sólo si A = mX-cl(mX-int(A)).

(2) A es mX-semi-cerrado si y sólo si mX-int(mX-cl(A)) ⊂ A.

(3) A es mX-α-cerrado si y sólo si mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) ⊂ A.

(4) A es mX-pre-cerrado si y sólo si mX-cl(mX-int(A)) ⊂ A.

(5) A es mX-β-cerrado si y sólo si mX-int(mX-cl(mX-int(A))) ⊂ A.

Demostración:
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(1) Suponga que A es mX-regular cerrado, entonces X \A es mX-regular abierto,

es decir,

X \ A = mX-int(mX-cl(X \ A))

= mX-int(X \mX-int(A))

= X \mX-cl(mX-int(A))

Tomando complemento, se concluye que A = mX-cl(mX-int(A)).

Rećıprocamente, suponga que A = mX-cl(mX-int(A)), tomando complemento

se tiene que

X \ A = X \mX-cl(mX-int(A))

= mX-int(X \mX-int(A))

= mX-int(mX-cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es mX-regular abierto, por lo tanto A es mX-regular

cerrado.

(2) Suponga que A es mX-semi-cerrado, entonces X \ A es mX-semi-abierto, es

decir,

X \ A ⊂ mX-cl(mX-int(X \ A))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(A))

⊂ X \mX-int(mX-cl(A))

Tomando complemento, se concluye que mX-int(mX-cl(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-int(mX-cl(A)) ⊂ A, tomando complemento

se tiene que

X \ A ⊂ X \mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(A))

⊂ mX-cl(mX-int(X \ A))

Esto dice que X \ A es mX-semi-abierto, por lo tanto A es mX-semi-cerrado.
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(3) Suponga que A es mX-α-cerrado, entonces X \ A es mX-α-abierto, es decir,

X \ A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(X \ A)))

⊂ mX-int(mX-cl(X \mX-cl(A)))

⊂ mX-int(X \mX-int(mX-cl(A)))

⊂ X \mX-cl(mX-int(mX-cl(A)))

Tomando complemento, se concluye que mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) ⊂ A, tomando com-

plemento se tiene que

X \ A ⊂ X \mX-cl(mX-int(mX-cl(A)))

⊂ mX-int(X \mX-int(mX-cl(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(X \mX-cl(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(X \ A)))

Esto dice que X \ A es mX-α-abierto, por lo tanto A es mX-α-cerrado.

(4) Suponga que A es mX-pre-cerrado, entonces X \A es mX-pre-abierto, es decir,

X \ A ⊂ mX-int(mX-cl(X \ A))

⊂ mX-int(X \mX-int(A))

⊂ X \mX-cl(mX-int(A))

Tomando complemento, se concluye que mX-cl(mX-int(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-cl(mX-int(A)) ⊂ A, tomando complemento

X \ A ⊂ X \mX-cl(mX-int(A))

⊂ mX-int(X \mX-int(A))

⊂ mX-int(mX-cl(X \ A))

Esto dice que X \ A es mX-pre-abierto, por lo tanto A es mX-pre-cerrado.
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(5) Suponga que A es mX-β-cerrado, entonces X \ A es mX-β-abierto, es decir,

X \ A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(X \ A)))

⊂ mX-cl(mX-int(X \mX-int(A)))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(mX-int(A)))

⊂ X \mX-int(mX-cl(mX-int(A)))

Tomando complemento, se concluye que mX-int(mX-cl(mX-int(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-int(mX-cl(mX-int(A))) ⊂ A, tomando com-

plemento se tiene que

X \ A ⊂ X \mX-int(mX-cl(mX-int(A)))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(mX-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-int(X \mX-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(X \ A)))

Esto dice que X \ A es mX-β-abierto, por lo tanto A es mX-β-cerrado. ¤

A continuación se muestra que la colección de los conjuntos mX-pre-abiertos,

mX-α-abiertos, y mX-semi-abiertos es mX-cerrada para uniones arbitrarias.

Teorema 3.9. Para una familia de subconjuntos de X las propiedades siguientes se

satisfacen:

(1) La unión arbitraria de conjuntos mX-pre-abierto es un conjunto mX-pre-abierto.

(2) La unión arbitraria de conjuntos mX-α-abierto es un conjunto mX-α-abierto.

(3) La unión arbitraria de conjuntos mX-semi-abierto es un conjunto mX-semia-

bierto.

Demostración:
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(1) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ mX-int(mX-cl(Uα)) para todo α ∈ J . Se mostrará

que
⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(
⋃
α∈J

Uα)).

En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se sigue que

mX-int(mX-cl(Uα)) ⊂ mX-int(mX-cl(
⋃
α∈J

Uα))

pero Uα ⊂ mX-int(mX-cl(Uα)) para cada α ∈ J .

Aśı, Uα ⊂ mX-int(mX-cl(
⋃
α∈J

Uα)) para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(
⋃
α∈J

Uα)).

(2) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(Uα))) para todo α ∈ J .

Se mostrará que
⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(
⋃
α∈J

Uα))).

En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se tiene entonces que

mX-int(mX-cl(mX-int(Uα))) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(
⋃
α∈J

Uα)))

pero Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(Uα))) para cada α ∈ J , de donde se obtiene

que

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(
⋃
α∈J

Uα)))

para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(
⋃
α∈J

Uα))).

(3) Sea {Uα}α∈J tales que Uα ⊂ cl(int(Uα)) para todo α ∈ J . Se mostrará que
⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)).

En efecto, como Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα para cada α ∈ J se sigue que

cl(int(Uα)) ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα))
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pero Uα ⊂ cl(int(Uα)) para cada α ∈ J .

Aśı, Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)) para cada α ∈ J y por lo tanto

⋃
α∈J

Uα ⊂ cl(int(
⋃
α∈J

Uα)).

¤

Teorema 3.10. Sea X un m-espacio, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) La intersección arbitraria de conjuntos mX-pre-cerrado es un conjunto mX-pre-

cerrado.

(2) La intersección arbitraria de conjuntos mX-α-cerrado es un conjunto mX-α-ce-

rrado.

(3) La intersección arbitraria de conjuntos mX-semi-cerrado es un conjunto mX-se-

micerrado.

Demostración: Es consecuencia directa de la Definición 3.8, el Teorema 3.9 y las

leyes de De Morgan. ¤

La familia de todos los conjuntos mX-regular abiertos, mX-regular cerrados,

mX-semi-abiertos, mX-α-abiertos, mX-pre-abiertos, mX-β-abiertos se denota por

mXRO(X), mX-RC(X), mX-SO(X), mX-αO(X), mX-PO(X), mX-βO(X) respec-

tivamente. La familia de todos los conjuntos mX-regular abiertos, mX-regular cerra-

dos, mX-semi-abiertos, mX-α-abiertos, mX-pre-abiertos, mX-β-abiertos de X que

contiene un punto x ∈ X se denota por mX-RO(X, x), mX-RC(X, x), mX-SO(X, x),

mX-αO(X, x), mX-PO(X, x), mX-βO(X, x) respectivamente.

A continuación se define el concepto de mX-clausura asociada a los conjuntos

mX-pre-cerrado, mX-α-cerrado y mX-semi-cerrado.

Definición 3.9. Para un subconjunto A de un m-espacio X se define:

(1) La mX-preclausura de A, denotada por mX-p-cl(A), como la intersección de

todos los conjuntos mX-pre-cerrados que contienen a A.
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(2) La mX-α-clausura de A, denotada por mX-α-cl(A), como la intersección de

todos los conjuntos mX-α-cerrados que contienen a A.

(3) La mX-semi-clausura de A, denotada por mX-s-cl(A), como la intersección de

todos los conjuntos mX-semi-cerrados que contienen a A.

La mX-preclausura, la mX-α-clausura y la mX-semi-clausura también pueden

escribirse como conjuntos que satisfacen cierta propiedad, tal y como se muestra en

el siguiente teorema.

Teorema 3.11. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) La mX-preclausura de A, es el mX-pre-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(2) La mX-α-clausura de A, es el mX-α-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(3) La mX-semi-clausura de A, mX-semi-cerrado mas pequeño que contiene a A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.9 y el Teorema 3.10.

¤

El siguiente lema caracteriza la mX-semi-clausura de un conjunto mX-abierto

en términos del mX-interior y mX-clausura.

Lema 3.1. mX-s-cl(A) = mX-int(mX-cl(A)) para un subconjunto mX-abierto A de

un m-espacio X.

Demostración: Para todo subconjunto A de X, mX-int(mX-cl(A)) ⊂ mX-s-cl(A).

Falta mostrar que mX-s-cl(A) ⊂ mX-int(mX-cl(A)). Suponga que

x /∈ mX-int(mX-cl(A)), entonces x ∈ mX-cl(mX-int(X\A)). Como A es mX-abierto,

se tiene que A ⊂ mX-int(mX-cl(A)) y A ∩mX-cl(mX-int(X \ A)) = ∅. Esto dice

que x /∈ mX-s-cl(A). Por lo tanto se obtiene que mX-s-cl(A) = mX-int(mX-cl(A)).

¤



102

El siguiente teorema muestra que la mX-clausura y la mX-α-clausura coinciden

sobre conjuntos mX-β-abierto si se agrega la condición (B) de Maki.

Teorema 3.12. Sean (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mX

satisface la condición (B) de Maki, entonces

(1) mX-cl(A) es mX-α-cerrado.

(2) mX-α-cl(A) ⊂ mX-cl(A).

(3) mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) es mX-α-cerrado.

(4) Si A ∈ mX-βO(X) entonces mX-α-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))).

(5) Si A ∈ mX-βO(X) entonces mX-α-cl(A) ∈ mX-βO(X).

(6) Si A es mX-α-cerrado y mX-β-abierto entonces A es mX-cerrado.

(7) Si A ∈ mX-βO(X) entonces mX-cl(A) ⊂ mX-α-cl(A).

Demostración:

(1) Dado que mX-cl(A) es mX-cerrado y todo conjunto mX-cerrado es mX-α-ce-

rrado se obtiene que mX-cl(A) es mX-α-cerrado.

(2) Dado que mX-cl(A) es un mX-α-cerrado que contiene a A y el mX-α-cerrado

mas pequeño que contiene a A es mX-α-cl(A) se obtiene que mX-α-cl(A) ⊂
mX-cl(A).

(3) Si se toma V = mX-cl(mX-int(mX-cl(A))), entonces V ⊂ mX-cl(A) por lo

que

mX-cl(V ) ⊂ mX-cl(A)

mX-int(mX-cl(V )) ⊂ mX-cl(mX-int(A)

mX-cl(mX-int(mX-cl(V ))) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) = V
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Por lo que V es mX-α-cerrado y se concluye que mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) es

mX-α-cerrado.

(4) Si A ∈ mX-βO(X) entonces A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))), de modo que

mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) es un mX-α-cerrado que contiene a A, pero el mX-

α-cerrado mas pequeño que contiene a A es mX-α-cl(A) de donde se concluye

que

mX-α-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A)))

(5) Si A ∈ mX-βO(X) entonces mX-α-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))), además

A ⊂ mX-α-cl(A), por lo que

mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(mX-α-cl(A))))

Aśı

mX-α-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(mX-α-cl(A))))

y se concluye que mX-α-cl(A) ∈ mX-βO(X).

(6) Si A es mX-α-cerrado se tiene que mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) ⊂ A. Análoga-

mente, si A es mX-β-abierto se tiene que A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-cl(A))), por

lo que A = mX-cl(mX-int(mX-cl(A))) y se tiene que A es mX-cerrado.

(7) mX-α-cl(A) es mX-α-cerrado. mX-α-cl(A) es mX-β-abierto pues A es mX-β-a-

bierto, de modo que mX-α-cl(A) es un mX-cerrado que contiene a A, pero el

mX-cerrado más pequeño que contiene a A es mX-cl(A) por lo que mX-cl(A) ⊂
mX-α-cl(A). ¤

El siguiente teorema muestra que la mX-clausura y la mX-preclausura coinci-

den sobre conjuntos mX-semi-abierto si se agrega la condición (B) de Maki.

Teorema 3.13. Sean (X, mX) un m-espacio y A un subconjunto de X. Si mX

satisface la condición (B) de Maki, entonces

(1) mX-cl(A) es mX-pre-cerrado.
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(2) mX-p-cl(A) ⊂ mX-cl(A).

(3) mX-cl(mX-int(A)) es mX-pre-cerrado.

(4) Si A ∈ mX-SO(X) entonces mX-p-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(A)).

(5) Si A ∈ mX-SO(X) entonces mX-p-cl(A) ∈ mX-SO(X).

(6) Si A es mX-pre-cerrado y mX-semi-abierto entonces A es mX-cerrado.

(7) Si A ∈ mX-SO(X) entonces mX-cl(A) ⊂ mX-p-cl(A).

Demostración:

(1) Dado que mX-cl(A) es mX-cerrado y todo conjunto mX-cerrado es mX-prece-

rrado se obtiene que mX-cl(A) es mX-pre-cerrado.

(2) Dado que mX-cl(A) es un mX-pre-cerrado que contiene a A y el mX-pre-cerrado

mas pequeño que contiene a A es mX-p-cl(A) se obtiene que mX-p-cl(A) ⊂
mX-cl(A).

(3) Por (1) mX-cl(A) es mX-pre-cerrado, de donde se tiene que mX-cl(mX-int(A))

es mX-pre-cerrado.

(4) Si A ∈ mX-SO(X) entonces A ⊂ mX-cl(mX-int(A)), de modo que

mX-cl(mX-int(A)) es un mX-pre-cerrado que contiene a A, pero el mX-pre-cerrado

mas pequeño que contiene a A es mX-p-cl(A) de donde se concluye que

mX-p-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(A))

.

(5) Si A ∈ mX-SO(X) entonces mX-p-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(A)), además A ⊂
mX-p-cl(A), por lo que

mX-cl(mX-int(A)) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-p-cl(A)))
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Aśı

mX-p-cl(A) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-p-cl(A)))

y se concluye que mX-p-cl(A) ∈ mX-SO(X).

(6) Si A es mX-pre-cerrado se tiene que mX-cl(mX-int(A)) ⊂ A. Análogamente,

si A es mX-semi-abierto se tiene que A ⊂ mX-cl(mX-int(A)), por lo que

A = mX-cl(mX-int(A)) y se tiene que A es mX-cerrado.

(7) Por Teorema 3.11, mX-p-cl(A) es mX-pre-cerrado. Por inciso anterior, mX-p-cl(A)

es mX-semiabierto pues A es mX-semiabierto, de modo que mX-p-cl(A) es un

mX-cerrado que contiene a A, pero el mX-cerrado más pequeño que contiene

a A es mX-cl(A) por lo que mX-cl(A) ⊂ mX-p-cl(A). ¤

Definición 3.10. La mX-δ-clausura de un conjunto A en un m-espacio (X, mX)

denotado por mX-δ-cl(A), es definido por:

mX-δ-cl(A) = {x ∈ X : A ∩mX-int(mX-cl(U)) 6= ∅, x ∈ U,U ∈ mX}

Definición 3.11. El mX-δ-interior de un subconjunto A de X denotado por mX-

δ-int(A), es la unión de todos los conjuntos mX-regular abierto de X contenido en

A.

Los siguientes teoremas muestran algunas propiedades de la mX-δ-clausura y

mX-δ-interior de un conjunto.

Teorema 3.14. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces

mX-δ-int(A) ⊂ mX-int(A) ⊂ A

(2) Si A ⊂ B entonces mX-δ-int(A) ⊂ mX-δ-int(B).
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Demostración:

(1) El mX-δ-int(A) se define como la unión de de conjuntos mX-regular abierto

que están contenido en A, por lo tanto mX-δ-int(A) ⊂ A. Como todo con-

junto mX-regular abierto es mX-abierto se obtiene que mX-δ-int(A) es un

mX-abierto contenido en A. Pero el mX-abierto más grande contenido en A

es mX-int(A), por lo tanto, mX-δ-int(A) ⊂ mX-int(A).

(2) Sea x ∈ mX-δ-int(A), esto dice que x ∈
⋃

W , W mX-regular abierto, W ⊂ A.

Como A ⊂ B, x ∈
⋃

W , W mX-regular abierto, W ⊂ B. Por lo tanto, se

tiene que x ∈ mX-δ-int(B). ¤

Teorema 3.15. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) mX-cl(A) ⊂ mX-δ-cl(A).

(2) A ⊂ mX-δ-cl(A).

(3) Si A ⊂ B entonces mX-δ-cl(A) ⊂ mX-δ-cl(B).

Demostración:

(1) Sea x ∈ mX-cl(A), esto dice que U ∩A 6= ∅ para todo conjunto mX-abierto U ,

x ∈ U .

U ⊂ mX-cl(U)

U = mX-int(U) ⊂ mX-int(mX-cl(U))

∅ 6= U ∩ A ⊂ mX-int(mX-cl(U)) ∩ A

Esto dice que mX-int(mX-cl(U)) ∩ A 6= ∅. Por lo tanto, x ∈ mX-δ-cl(A).

(2) Como A ⊂ mX-cl(A) para todo A ⊂ X, por (1) se tiene que A ⊂ mX-δ-cl(A).
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(3) Suponga que x /∈ mX-δ-cl(B), esto dice que existe un conjunto mX-abierto U

de x tal que mX-int(mX-cl(U)) ∩B = ∅.

A ∩mX-int(mX-cl(U)) ⊂ B ∩mX-int(mX-cl(U)) = ∅

Por lo que A ∩mX-int(mX-cl(U)) = ∅ y se tiene que x /∈ mX-δ-cl(A). ¤

Teorema 3.16. Sea A un subconjunto de un m-espacio X, las siguientes proposi-

ciones se satisfacen:

(1) mX-δ-int(X \ A) = X \mX-δ-cl(A).

(2) mX-δ-cl(X \ A) = X \mX-δ-int(A).

(3) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces

mX-δ-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

(4) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces

mX-δ-int(A) ⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

(5) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces

mX-δ-int(mX-δ-int(A)) = mX-δ-int(A)

(6) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces

mX-δ-cl(mX-δ-cl(A)) = mX-δ-cl(A)

Demostración:

(1) Sea x ∈ mX-δ-int(X \ A), entonces existe un mX-regular abierto U tal que

x ∈ U ⊂ X \ A



108

luego U∩A = ∅. Como U es mX-regular abierto entonces U = mX-int(mX-cl(U))

y mX-int(mX-cl(U)) ∩ A = ∅. Por lo tanto, x /∈ mX-δ-cl(A) y se tiene que

x ∈ X \mX-δ-cl(A). Aśı, mX-δ-int(X \ A) ⊂ X \mX-δ-cl(A).

Por otra parte, suponga que x ∈ X \ mX-δ-cl(A), esto implica que x /∈
mX-δ-cl(A), entonces existe un mX-abierto U de x tal que

mX-int(mX-cl(U)) ∩ A = ∅

x ∈ U ⊂ mX-int(mX-cl(U)) ⊂ X \ A

esto dice que x ∈ mX-δ-int(X \ A). Aśı, X \mX-δ-cl(A) ⊂ mX-δ-int(X \ A)

y se concluye que

X \mX-δ-cl(A) = mX-δ-int(X \ A)

(2) Suponga que x /∈ mX-δ-cl(X \A), entonces existe un conjunto mX-abierto U ,

x ∈ U tal que

mX-int(mX-cl(U)) ∩X \ A = ∅

x ∈ U ⊂ mX-int(mX-cl(U)) ⊂ A

esto dice que x ∈ mX-δ-int(A) y se tiene que x /∈ X \mX-δ-int(A) y por lo

tanto X \mX-δ-int(A) ⊂ mX-δ-cl(X \ A)

Por otra parte, suponga que x /∈ X \ mX-δ-int(A), esto implica que x ∈
mX-δ-int(A) entonces existe un conjunto mX-regular abierto U , tal que x ∈
U ⊂ A, esto dice que U ∩X \A = ∅. Como U = mX-int(mX-cl(U)) entonces

mX-int(mX-cl(U)) ∩ X \ A = ∅, esto dice que x /∈ mX-δ-cl(X \ A) y por lo

tanto mX-δ-cl(X \ A) ⊂ X \ mX-δ-int(A). De esta manera se concluye que

mX-δ-cl(X \ A) = X \mX-δ-int(A).

(3) Sea x ∈ mX-δ-int(mX-δ-cl(A)), esto dice que x ∈
⋃

W , W mX-regular

abierto, W ⊂ mX-δ-cl(A). Aśı, x ∈ W para algún W mX-regular abierto,

W ⊂ δ-cl(A). Como todo conjunto mX-regular abierto es mX-abierto en-

tonces existe un W mX-abierto, tal que W ⊂ mX-δ-cl(A). Por lo tanto,

x ∈ mX-int(mX-δ-cl(A)).
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(4) Sea x ∈ mX-δ-int(A), esto dice que x ∈
⋃

W , W mX-regular abierto, W ⊂ A.

Aśı, x ∈ W para algún W mX-regular abierto, W ⊂ A. Como todo conjunto

mX-regular abierto es mX-abierto y A ⊂ mX-δ-cl(A) entonces existe un W

mX-abierto, tal que W ⊂ mX-δ-cl(A). Por lo tanto, x ∈ mX-int(δ-cl(A)).

(5) Por el Teorema 3.14, se tiene que mX-δ-int(mX-δ-int(A)) ⊂ mX-δ-int(A).

Ahora se verifica que

mX-δ-int(A) ⊂ mX-δ-int(mX-δ-int(A))

Para esto, tómese x /∈ mX-δ-int(mX-δ-int(A)) entonces para todo mX-regular

abierto U que contenga a x se cumple que

U ∩ (X \mX-δ-int(A)) 6= ∅

U ∩ (mX-δ-cl(X \ A)) 6= ∅

esto dice que existe z ∈ U∩(mX-δ-cl(X\A)). Observe que U es un mX-abierto

que contiene a z, por lo que

mX-int(mX-cl(U)) ∩ (X \ A) 6= ∅

U ∩ (X \ A) 6= ∅

de esta manera se concluye que x /∈ mX-δ-int(A). Por lo tanto,

mX-δ-int(mX-δ-int(A)) = mX-δ-int(A)

.

(6) Por el Teorema 3.15, se tiene que mX-δ-cl(A) ⊂ mX-δ-cl(mX-δ-cl(A)). Ahora

se verifica que

mX-δ-cl(mX-δ-cl(A)) ⊂ mX-δ-cl(A)

Para esto, tómese x /∈ mX-δ-cl(A), entonces existe un conjunto mX-abierto U

de x tal que

mX-int(mX-cl(U)) ∩ A = ∅
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Observe que de aqúı se deduce que

mX-int(mX-cl(U)) ∩mX-δ-cl(A) = ∅

Pues en caso contrario existiŕıa z ∈ mX-int(mX-cl(U))∩mX-δ-cl(A). Para esto

tómese V = mX-int(mX-cl(U)), entonces V es un mX-abierto que contiene a

z y sigue que

mX-int(mX-cl(V )) ∩ A 6= ∅

V ∩ A 6= ∅

mX-int(mX-cl(U)) ∩ A 6= ∅

lo que contradice el hecho que mX-int(mX-cl(U))∩A = ∅. De esta manera se

concluye que

mX-δ-cl(mX-δ-cl(A)) ⊂ mX-δ-cl(A)

Por lo tanto

mX-δ-cl(mX-δ-cl(A)) = mX-δ-cl(A)

¤

Definición 3.12. Un subconjunto A de un m-espacio X se dice que es:

(1) mX-δ-abierto si A = mX-δ-int(A).

(2) mX-δ-pre-abierto si A ⊂ mX-int(δ-cl(A)).

(3) mX-δ-semi-abierto si A ⊂ mX-cl(δ-int(A)).

Definición 3.13. Un subconjunto A de un m-espacio X se dice que es:

(1) mX-δ-cerrado si X \ A es mX-δ-abierto.

(2) mX-δ-pre-cerrado si X \ A es mX-δ-pre-abierto.

(3) mX-δ-semi-cerrado si X \ A es mX-δ-semi-abierto.
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Teorema 3.17. Sea A un subconjunto de un m-espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) A es mX-δ-cerrado si y sólo si A = mX-δ-cl(A).

(2) A es mX-δ-pre-cerrado si y sólo si mX-cl(mX-δ-int(A)) ⊂ A.

(3) A es mX-δ-semi-cerrado si y sólo si mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto mX-δ-cerrado, entonces X \ A es un conjunto

mX-δ-abierto, es decir

X \ A = mX-δ-int(X \ A)

= X \mX-δ-cl(A)

Tomando complemento, se tiene que A = mX-δ-cl(A).

Rećıprocamente, suponga que A = mX-δ-cl(A), tomando complemento se

tiene que

X \ A = X \mX-δ-cl(A)

= mX-δ-int(X \ A)

esto dice que X \ A es mX-δ-abierto y por lo tanto A es mX-δ-cerrado.

(2) Suponga que A es un conjunto mX-δ-pre-cerrado, entonces X\A es un conjunto

mX-δ-pre-abierto, es decir

X \ A ⊂ mX-int(mX-δ-cl(X \ A))

⊂ mX-int(X \mX-δ-int(A))

⊂ X \mX-cl(mX-δ-int(A))

Tomando complemento, se tiene que mX-cl(mX-δ-int(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-cl(mX-δ-int(A)) ⊂ A, tomando comple-
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mento se tiene que

X \ A ⊂ X \mX-cl(mX-δ-int(A))

⊂ mX-int(X \mX-δ-int(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(X \ A))

esto dice que X \A es mX-δ-pre-abierto y por lo tanto A es mX-δ-pre-cerrado.

(3) Suponga que A es un conjunto mX-δ-semi-cerrado, entonces X \A es un con-

junto mX-δ-semi-abierto, es decir

X \ A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(X \ A))

⊂ mX-cl(X \mX-δ-cl(A))

⊂ X \mX-int(mX-δ-cl(A))

Tomando complemento, se tiene que mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A, tomando comple-

mento se tiene que

X \ A ⊂ X \mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-cl(X \mX-δ-cl(A))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(X \ A))

esto dice que X\A es mX-δ-semi-abierto y por lo tanto A es mX-δ-semicerrado.

¤

La familia de todos los conjuntos mX-δ-abiertos, mX-δ-pre-abiertos, mX-δ-semi-

abiertos se denota por mX-δO(X), mX-δPO(X), mX-δSO(X) respectivamente. La

familia de todos los conjuntos mX-δ-abiertos, mX-δ-pre-abiertos, mX-δ-semi-abiertos

con respecto a un punto x de X se denota por mX-δO(X, x), mX-δPO(X, x),

mX-δSO(X, x) respectivamente.

El siguiente teorema muestra la relación existente entre las distintas clases de

conjuntos mX-abiertos hasta ahora definidas.
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Teorema 3.18. Las siguientes propiedades para un subconjunto A de un m-espacio

X se cumplen:

(1) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-δ-semi-

abierto es un conjunto mX-semi-abierto.

(2) Todo conjunto mX-δ-abierto es un conjunto mX-δ-semi-abierto.

(3) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-δ-abierto

es un conjunto mX-abierto.

(4) Todo conjunto mX-abierto es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

(5) Todo conjunto mX-pre-abierto es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

(6) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-regular

abierto es mX-δ-abierto.

(7) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-δ-abierto

es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto mX-δ-semi-abierto, entonces

A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

⊂ mX-cl(mX-int(A))

Por lo tanto, A es mX-semi-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mX-δ-abierto, entonces

A ⊂ mX-δ-int(A)

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

Por lo tanto, A es mX-δ-semi-abierto.
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(3) Suponga que A es un conjunto mX-δ-abierto,entonces A = mX-δ-int(A).

Como mX-δ-int(A) es un conjunto mX-abierto, se deduce que A es un conjunto

mX-abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto mX-abierto, entonces

A = mX-int(A)

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto mX-pre-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

(6) Sea U un conjunto mX-regular cerrado. X \ U es mX-regular abierto. Aśı

mX-δ-int(X \ U) =
⋃

W⊂X\U
W

donde W es mX-regular abierto. Como X \U es mX-regular abierto entonces

mX-δ-int(X \ U) = X \ U

Por lo tanto X \ U es mX-δ-abierto y aśı, U es mX-δ-cerrado. Ahora, sea

W un conjunto mX-regular abierto, entonces X \ W es mX-regular cerrado.

Como todo conjunto mX-regular cerrado es mX-δ-cerrado entonces X \W es

mX-δ-cerrado, de donde se tiene que W es un conjunto mX-δ-abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto mX-δ-abierto, entonces

A = mX-δ-int(A)

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-δ-pre-abierto ¤
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De acuerdo con el Teorema 3.18 y el Teorema 3.6 se tiene el siguiente diagrama

para un subconjunto A de un m-espacio X:



116

REGULAR ABIERTO

δ-ABIERTO

ABIERTO
δ- SEMI -ABIERTO

δ-PREABIERTO

PRE -ABIERTO α-ABIERTO SEMI -ABIERTO

β-ABIERTO

mX-Regular abierto

mX-δ- abierto

mX-abierto mX-δ-Semi-abierto

mX-δ-Preabierto

mX-Preabierto mX-α-abierto mX-Semi-abierto

mX-β-abierto

(Maki)

(Maki)

(Maki)

(Maki)

Figura 3.2: Diagrama 8

Los Ejemplos 1.7, 1.8, 1.9, 1.10, 1.11, 1.12 dados en el Caṕıtulo 1, si se toma

τ = mX , muestran que los rećıprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definición 3.14. Un punto x ∈ X se dice que es punto mX-θ-semiclausura de

un subconjunto A de X si mX-cl(U) ∩ A 6= ∅ para todo conjunto mX-semi-abierto

U que contenga a x. El conjunto de todos los puntos mX-θ-semiclausura de P es

denotado por mX-θ-s-cl(A). Un subconjunto A es llamado mX-θ-semi-cerrado si

A = mX-θ-s-cl(A). El complemento de un conjunto mX-θ-semi-cerrado es llamado

mX-θ-semi-abierto.

Definición 3.15. Para un subconjunto R de un m-espacio X, el conjunto
⋂{P ∈

mX-RO(X) : R ⊂ P} es llamado el mX-r-kernel de R y es denotado mX-r-ker(R).

Lema 3.2. Las siguientes propiedades para P ⊂ X y R ⊂ X se satisfacen:

(1) x ∈ mX-r-ker(P ) si y solo si P ∩ S 6= ∅ para cualquier conjunto mX-regular

cerrado S, x ∈ S.

(2) P ⊂ mX-r-ker(P ).

(3) P = mX-r-ker(P ) si P es mX-regular abierto en X.
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(4) Si P ⊂ R entonces mX-r-ker(P ) ⊂ mX-r-ker(R).

Demostración:

(1) Suponga que x /∈ mX-r-ker(P ), entonces existe un conjunto mX-regular abierto

U , P ⊂ U y x /∈ U . Como x /∈ U , entonces x ∈ X \U . Como U es un conjunto

mX-regular abierto en X, X \ U es un conjunto mX-regular cerrado. Si se

toma S = X \ U entonces P ∩ S = ∅ para cualquier conjunto mX-regular

cerrado S, x ∈ S.

Rećıprocamente, suponga que para algún mX-regular cerrado S, x ∈ S,

P ∩ S = ∅. Como P ∩ S = ∅ y x /∈ X \ S, esto dice que P ⊂ X \ S. Ahora

X \ S es un conjunto mX-regular abierto que contiene a P y x /∈ X \ S. Aśı

x /∈ ⋂{U ∈ mX-RO(X) : P ⊂ U}, esto dice que x /∈ mX-r-ker(P ).

(2) Observe que P ⊂ mX-r-ker(P ) puesto que mX-r-ker(P ) es la intersección de

conjuntos mX-regular abierto que contienen a P .

(3) Suponga que P es un conjunto mX-regular abierto en X, entonces

mX-r-ker(P ) ⊂ P , en consecuencia P = mX-r-ker(P ).

(4) Suponga que x /∈ mX-r-ker(R), entonces existe un conjunto mX-regular abierto

U , R ⊂ U y x /∈ U . Como P ⊂ R ⊂ U entonces existe un mX-regular abierto

U , P ⊂ U y x /∈ U , esto dice que x /∈ mX-r-ker(P ). ¤

3.3 Conjuntos e-abierto, e∗-abierto y a-abierto en m-espacios

En esta sección se consideran los conjuntos e-abierto, e∗-abierto, a-abierto,

δ-abierto, δ-semi-abierto y δ-pre-abierto definidos en el Caṕıtulo 1 y se generalizan

usando la noción de estructura minimal. Se estudia la relación existente entre estos

conceptos y se estudian algunas propiedades.

Definición 3.16. Un subespacio A de un m-espacio (X,mX) es llamado:
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(1) mX-e-abierto si A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A)).

(2) mX-e∗-abierto si A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A))).

(3) mX-a-abierto si A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))).

Definición 3.17. Un subespacio A de un m-espacio (X,mX) es llamado:

(1) mX-e-cerrado si X \ A es mX-e-abierto.

(2) mX-e∗-cerrado si X \ A es mX-e∗-abierto.

(3) mX-a-cerrado si X \ A es mX-a-abierto.

El siguiente teorema caracteriza los conjuntos mX-e-cerrado, mX-e∗-cerrado y

mX-a-cerrado en términos de la mX-clausura, mX-interior, mX-δ-clausura y mX-δ-in-

terior.

Teorema 3.19. Sea A un subconjunto de un m-espacio X. Las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) mX-e-cerrado si y solo si mX-cl(mX-δ-int(A)) ∩mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A.

(2) mX-e∗-cerrado si y solo si mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))) ⊂ A.

(3) mX-a-cerrado si y solo si mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A))) ⊂ A.

Demostración:

(1) Suponga que A es mX-e-cerrado, entonces X \ A es mX-e-abierto, es decir

X \ A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(X \ A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(X \ A))

⊂ mX-cl(X \mX-δ-cl(A)) ∪mX-int(X \mX-δ-int(A))

⊂ X \mX-int(mX-δ-cl(A)) ∪X \mX-cl(mX-δ-int(A))

Tomando complemento, se tiene que

mX-cl(mX-δ-int(A)) ∩mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A
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Rećıprocamente, suponga que

mX-cl(mX-δ-int(A)) ∩mX-int(mX-δ-cl(A)) ⊂ A

tomando complemento se tiene que

X \ A ⊂ X \ (mX-cl(mX-δ-int(A)) ∩mX-int(mX-δ-cl(A)))

⊂ X \mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪X \mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-int(X \mX-δ-int(A)) ∪mX-cl(X \mX-δ-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(X \ A)) ∪mX-cl(mX-δ-int(X \ A))

esto dice que X \ A es mX-e-abierto y por lo tanto A es mX-e-cerrado.

(2) Suponga que A es mX-e∗-cerrado, entonces X \ A es mX-e∗-abierto, es decir

X \ A ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(X \ A)))

⊂ mX-cl(mX-int(X \mX-δ-int(A)))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ X \mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

Tomando complemento, se tiene que mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))) ⊂ A, tomando

complemento se tiene que

X \ A ⊂ X \ (mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))))

⊂ mX-cl(X \mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-int(X \mX-δ-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(X \ A)))

esto dice que X \ A es mX-e∗-abierto y por lo tanto A es mX-e∗-cerrado.
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(3) Suponga que A es mX-a-cerrado, entonces es mX-a-abierto, es decir

X \ A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(X \ A)))

⊂ mX-int(mX-cl(X \mX-δ-cl(A)))

⊂ mX-int(X \mX-int(mX-δ-cl(A)))

⊂ X \mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A)))

Tomando complemento, se tiene que mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A))) ⊂ A.

Rećıprocamente, suponga que mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A))) ⊂ A, tomando

complemento se tiene que

X \ A ⊂ X \ (mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A))))

⊂ mX-int(X \mX-int(mX-δ-cl(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(X \mX-δ-cl(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(X \ A)))

esto dice que X \ A es mX-a-abierto y por lo tanto A es mX-a-cerrado. ¤

A continuación se muestra la relación existente entre los conjuntos mX-e-abierto,

mX-e∗-abierto y mX-a-abierto.

Teorema 3.20. Para un subconjunto A de un m-espacio X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo conjunto mX-a-abierto es un conjunto mX-e-abierto.

(2) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-e-abierto

es un conjunto mX-e∗-abierto.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto mX-a-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A))
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Por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mX-e-abierto, entonces

A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A)))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A)))

por lo tanto, A es un conjunto mX-e∗-abierto. ¤

El siguiente resultado relaciona todas las nociones de conjuntos abierto en

estructura minimales hasta ahora estudiados.

Teorema 3.21. Sea X un m-espacio, A subconjunto de X. Se tienen las siguientes

propiedades:

(1) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-δ-abierto

es mX-a-abierto.

(2) Todo conjunto mX-a-abierto es mX-δ-pre-abierto.

(3) Todo conjunto mX-a-abierto es mX-δ-semi-abierto.

(4) Si mX satisface la condición (B) de Maki entonces todo conjunto mX-a-abierto

es mX-α-abierto.

(5) Todo conjunto mX-δ-semi-abierto es mX-e-abierto.

(6) Todo conjunto mX-α-abierto es mX-e-abierto.

(7) Todo conjunto mX-pre-abierto es mX-e-abierto.

(8) Todo conjunto mX-semi-abierto es mX-e∗-abierto.

(9) Todo conjunto mX-δ-pre-abierto es mX-e-abierto.
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Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto mX-δ-abierto, entonces

A = mX-δ-int(A)

A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

mX-int(A) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A))

A = mX-δ-int(A) ⊂ mX-int(A) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto mX-a-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto mX-δ-pre-abierto.

(3) Suponga que A es un conjunto mX-a-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

por lo tanto, A es un conjunto mX-δ-semi-abierto.

(4) Suponga que A es un conjunto mX-a-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(A)))

⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A))

por lo tanto, A es un conjunto mX-α-abierto.

(5) Suponga que A es un conjunto mX-δ-semi-abierto, entonces

A ⊂ mX-cl(mX-δ-int(A))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A))
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por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto.

(6) Suponga que A es un conjunto mX-α-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(mX-int(A))

⊂ mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A)) ∪mX-int(mX-δ-cl(A))

por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto.

(7) Suponga que A es un conjunto mX-pre-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A)) ∪mX-cl(mX-δ-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto.

(8) Suponga que A es un conjunto mX-semi-abierto, entonces

A ⊂ mX-cl(mX-int(A))

⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(A)))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-e∗-abierto.

(9) Suponga que A es un conjunto mX-δ-pre-abierto, entonces

A ⊂ mX-int(mX-δ-cl(A))

⊂ mX-int(mX-δ-cl(A)) ∪mX-cl(mX-δ-int(A))

Por lo tanto, A es un conjunto mX-e-abierto. ¤

De acuerdo con el Teorema 3.7, el Teorema 3.18 y el Teorema 3.21 se tiene el

siguiente diagrama para un subconjunto A de X
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α-ABIERTOPRE -ABIERTO SEMI -ABIERTO

e-ABIERTO

e*-ABIERTO

δ-PREABIERTO

ABIERTO

a-ABIERTO

δ-ABIERTO

REGULAR ABIERTO

δ- SEMI -ABIERTO

mX-Regular abierto

mX-δ-abierto

mX-abierto

mX-a-abierto

mX-δ-Semi-abierto

mX-δ-Preabierto mX-α-abierto mX-Semi-abierto

mX-e-abierto

mX-e*-abierto

(Maki)

(Maki)

mX-δ-Preabierto

Figura 3.3: Diagrama 9

Los Ejemplos 1.15, 1.16, 1.17, 1.18, 1.19, 1.20, 1.21, 1.22 dados en el Caṕıtulo

1, si se toma τ = mX , muestran que los rećıprocos del teorema anterior en general

no son ciertos.

A continuación se muestra que las colecciones formadas por los conjuntos

mX-e-abierto, mX-e∗-abierto y mX-a-abierto son cerradas en estructuras minimales

bajo uniones arbitrarias.

Teorema 3.22. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La unión de cualquier familia de conjuntos mX-e∗-abierto es un conjunto

mX-e∗-abierto.

(2) La unión de cualquier familia de conjuntos mX-e-abierto es un conjunto

mX-e-abierto.

(3) La unión de cualquier familia de conjuntos mX-a-abierto es un conjunto

mX-a-abierto.
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Demostración:

(1) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos mX-e∗-abierto, entonces para cada α ∈
J , Uα ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(Uα))), por lo que:

Uα ⊂
⋃
α∈J

Uα

mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(Uα))) ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

Uα ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα)))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es mX-e∗-abierto.

(2) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos mX-e-abierto, entonces para cada α ∈ J ,

Uα ⊂ mX-cl(mX-δ-int(Uα)) ∪mX-int(mX-δ-cl(Uα)), por lo que:

⋃
α∈J

Uα ⊂
⋃
α∈J

(mX-cl(mX-δ-int(Uα)) ∪ (mX-int(mX-δ-cl(Uα))))

Pero,
⋃
α∈J

mX-cl(mX-δ-int(Uα)) ⊂ mX-cl(mX-δ-int(
⋃
α∈J

Uα))

y
⋃
α∈J

mX-int(mX-δ-cl(Uα)) ⊂ mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

Por lo tanto

⋃
α∈J

(mX-cl(mX-δ-int(Uα)) ∪ (mX-int(mX-δ-cl(Uα)))) ⊂

mX-cl(mX-δ-int(
⋃
α∈J

Uα)) ∪mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

En consecuencia

⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-cl(mX-δ-int(
⋃
α∈J

Uα)) ∪mX-int(mX-δ-cl(
⋃
α∈J

Uα))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es mX-e-abierto.
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(3) Sea {Uα}α∈J una familia de conjuntos mX-a-abierto, entonces para cada α ∈ J ,

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(Uα))), por lo que:

⋃
α∈J

Uα ⊂
⋃
α∈J

(mX-int(mX-cl(mX-δ-int(Uα))))

Pero,

⋃
α∈J

(mX-int(mX-cl(mX-δ-int(Uα)))) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(
⋃
α∈J

Uα)))

En consecuencia

⋃
α∈J

Uα ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(
⋃
α∈J

Uα)))

y se tiene que
⋃
α∈J

Uα es mX-a-abierto. ¤

Teorema 3.23. Para una familia de subconjuntos de X las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) La intersección de familia de conjuntos mX-e∗-cerrado es un conjunto

mX-e∗-cerrado.

(2) La intersección de familia de conjuntos mX-e-cerrado es un conjunto

mX-e-cerrado.

(3) La intersección de familia de conjuntos mX-e-cerrado es un conjunto

mX-e-cerrado.

Demostración: Es consecuencia directa de la Definición 3.16, el Teorema 3.22 y

las leyes de De Morgan. ¤

La familia de todos los conjuntos mX-e∗-abierto, mX-e-abierto, mX-a-abierto

de X es denotado por mX-e∗O(X), mX-eO(X), mX-aO(X) respectivamente. La

familia de todos los conjuntos mX-e∗-abierto, mX-e-abierto, mX-a-abierto de X que
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contiene un punto x ∈ X es denotado por mX-e∗O(X, x), mX-eO(X, x), mX-aO(X, x))

respectivamente.

A continuación se define la noción de mX-clausura asociada a los conjuntos

mX-e∗-cerrado, mX-e-cerrado, mX-a-cerrado respectivamente.

Definición 3.18. Sea X un m-espacio, A un subconjunto de X, se define:

(1) La mX-e∗-clausura de A, denotada por mX-e∗-cl(A) como la intersección de

todos los conjuntos mX-e∗-cerrado que contiene a A.

(2) La mX-e-clausura de A, denotada por mX-e-cl(A) como la intersección de

todos los conjuntos mX-e-cerrado que contiene a A.

(3) La mX-a-clausura de A, denotada por mX-a-cl(A) como la intersección de

todos los conjuntos mX-a-cerrado que contiene a A.

Teorema 3.24. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un m-espacio

X se cumplen:

(1) La mX-e∗-clausura de A, es el mX-e∗-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(2) La mX-e-clausura de A, es el mX-e-cerrado mas pequeño que contiene a A.

(3) La mX-a-clausura de A, es el mX-a-cerrado mas pequeño que contiene a A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.18 y el Teorema

3.23. ¤

Definición 3.19. Sea X un m-espacio, A un subconjunto de X, se define:

(1) El mX-e∗-interior de A, denotada por mX-e∗-int(A) como la unión de todos

los conjuntos mX-e∗-abierto contenido en A.

(2) El mX-e-interior de A, denotada por mX-e-int(A) como la unión de todos los

conjuntos mX-e-abierto contenido a A.
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(3) El mX-a-interior de A, denotada por mX-a-int(A) como la unión de todos los

conjuntos mX-a-abierto contenido a A.

Teorema 3.25. Las siguiente propiedades para un subconjunto A de un espacio X

se cumplen:

(1) El mX-e∗-interior de A, es el mX-e∗-abierto mas grande contenido en A.

(2) El mX-e-interior de A, es el mX-e-abierto mas grande contenido en A.

(3) El mX-a-interior de A, es el mX-a-abierto mas grande contenido en A.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.19 y el Teorema

3.22. ¤

Lema 3.3. Las siguientes propiedades para un subconjunto P de un m-espacio X

se cumplen:

(1) X \mX-e∗-cl(P ) = mX-e∗-int(X \ P ).

(2) X \mX-e-cl(P ) = mX-e-int(X \ P ).

(3) X \mX-a-cl(P ) = mX-a-int(X \ P ).

Demostración:

(1) Como P ⊂ mX-e∗-cl(P ), tomando complemento X \ mX-e∗-cl(P ) ⊂ X \ P .

Como X \mX-e∗-cl(P ) es un conjunto mX-e∗-abierto contenido en X \ P se

tiene que:

X \mX-e∗-cl(P ) ⊂ mX-e∗-int(X \ P ) ⊂ X \ P

Tomando complemento

P ⊂ X \mX-e∗-int(X \ P ) ⊂ mX-e∗-cl(P )

Como X \mX-e∗-int(X \ P ) es un conjunto mX-e∗-cerrado que contiene a P

entonces

mX-e∗-cl(P ) ⊂ X \mX-e∗-int(X \ P ) ⊂ mX-e∗-cl(P )
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Como los extremos son iguales se tiene que

mX-e∗-cl(P ) = X \mX-e∗-int(X \ P )

Tomando complemento se concluye que

X \mX-e∗-cl(P ) = mX-e∗-int(X \ P )

(2) Como P ⊂ mX-e-cl(P ), tomando complemento X \ mX-e-cl(P ) ⊂ X \ P .

Como X \ mX-e-cl(P ) es un conjunto mX-e-abierto contenido en X \ P se

tiene que:

X \mX-e-cl(P ) ⊂ mX-e-int(X \ P ) ⊂ X \ P

Tomando complemento

P ⊂ X \mX-e-int(X \ P ) ⊂ mX-e-cl(P )

Como X \ mX-e-int(X \ P ) es un conjunto mX-e-cerrado que contiene a P

entonces

mX-e-cl(P ) ⊂ X \mX-e-int(X \ P ) ⊂ mX-e-cl(P )

Como los extremos son iguales se tiene que

mX-e-cl(P ) = X \mX-e-int(X \ P )

Tomando complemento se concluye que

X \mX-e-cl(P ) = mX-e-int(X \ P )

(3) Como P ⊂ mX-a-cl(P ), tomando complemento X \ mX-a-cl(P ) ⊂ X \ P .

Como X \ mX-a-cl(P ) es un conjunto mX-a-abierto contenido en X \ P se

tiene que:

X \mX-a-cl(P ) ⊂ mX-a-int(X \ P ) ⊂ X \ P

Tomando complemento

P ⊂ X \mX-a-int(X \ P ) ⊂ mX-a-cl(P )
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Como X \ mX-e-int(X \ P ) es un conjunto mX-a-cerrado que contiene a P

entonces

mX-a-cl(P ) ⊂ X \mX-a-int(X \ P ) ⊂ mX-a-cl(P )

Como los extremos son iguales se tiene que

mX-a-cl(P ) = X \mX-a-int(X \ P )

Tomando complemento se concluye que

X \mX-a-cl(P ) = mX-a-int(X \ P )

¤

3.4 Funciones Almost contra-super-continuas entre m-espacios

En esta sección usando estructuras minimales se obtienen nuevas clases de

funciones, que son generalizaciones de funciones almost contra-super-continua, con-

tra R-map, (δ-semi,s)-continua, (δ-pre,s)-continua. Se estudian las relaciones exis-

tentes entre nuevas clases de funciones y se obtienen algunas propiedades. También

se introducen nociones de compacidad asociadas a los conjuntos mX-e∗-abierto,

mX-e-abierto y mX-a-abierto. Se estudia el comportamiento de estos conjuntos

bajo funciones (mX ,mY )-e∗-continua, (mX ,mY )-e-continua y (mX ,mY )-a-continua.

Definición 3.20. Una función f : X → Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mX ,mY )-contra R-map si f−1(N) es mX-regular cerrado en X para todo

conjunto mY -regular abierto en Y .

(2) (mX ,mY )-almost-contra-super-continua si f−1(N) es mX-δ-cerrado en X para

todo conjunto mY -regular abierto en Y .

(3) (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua si f−1(N) es mX-δ-semi-cerrado en X para todo

conjunto mY -regular abierto en Y .
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(4) (mX ,mY )-(δ-pre,s)-continua si f−1(N) es mX-δ-precerrado en X para todo

conjunto mY -regular abierto en Y .

El siguiente teorema muestra la relación existente entre las formas débiles de

continuidad antes definidas.

Teorema 3.26. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades

(1) Si f es (mX ,mY )-contra R-map entonces f es (mX ,mY )-almost-contra-su-

per-continua.

(2) Si f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua entonces f es (mX ,mY )-(δ-

semi,s)-continua.

(3) Si f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua entonces f es (mX ,mY )-(δ-

pre,s)-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.20, el Teorema 3.18

y las leyes de De Morgan. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y entre m-espacios

(mX,mY)-Contra R- map

(mX,mY)-Almost contra-super-continua

(mX,mY)-(δ-semi,s)-continua(mX,mY)-(δ-pre,s )-continua

Figura 3.4: Diagrama 10
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Los Ejemplos 2.1, 2.2, 2.3 dados en el caṕıtulo 2, si se toma τ = mX , muestran

que los rećıprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Lema 3.4. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Si f es (mX ,mY )-almost-

contra-super-continua, entonces para cada x ∈ X y para V ∈ mY -SO(Y, f(x)), existe

un conjunto mX-δ-abierto U en X que contiene a x tal que f(U) ⊂ mY -cl(V ).

Demostración: Sea x ∈ X y V un mX-semi-abierto tal que f(x) ∈ V . Observe

que mY -cl(V ) = mY -cl(mY -int(mY -cl(V ))), de aqúı que mY -cl(V ) es un mY -regular

cerrado en Y que contiene a f(x) y por lo tanto Y \ mX-cl(V ) es un mY -regular

abierto en Y . Dado que f es (mX , mY )-almost contra-super-continua se tiene que

f−1(Y \mY -cl(V )) es mX-δ-cerrado en X. Pero

f−1(Y \mY -cl(V )) = X \ f−1(mY -cl(V ))

Aśı f−1(mY -cl(V )) es mX-δ-abierto en X y x ∈ f−1(mY -cl(V )), esto es

f−1(mY -cl(V )) = mX-δ-int(f−1(mY -cl(V )))

Si se toma U = mX-δ-int(f−1(mY -cl(V ))) entonces en virtud del Teorema 3.16, U

es un mX-δ-abierto en X, x ∈ U y f−1(mY -cl(V )) = U , de donde se concluye que

mY -cl(V ) ⊃ f(f−1(mY -cl(V ))) = f(U)

¤

Definición 3.21. Una función f : X → Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mX ,mY )-(e∗,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto mY -regular

abierto de Y es mX-e∗-cerrado en X.

(2) (mX ,mY )-(e,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto mY -regular

abierto de Y es mX-e-cerrado en X.

(3) (mX ,mY )-(a,s)-continua si la imagen inversa de cada conjunto mY -regular

abierto de Y es mX-a-cerrado en X.
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Teorema 3.27. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades

(1) Si f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua entonces f es (mX ,mY )-(a,s)-

continua.

(2) Si f es (mX ,mY )-(a,s)-continua entonces f es (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua.

(3) Si f es (mX ,mY )-(a,s)-continua entonces f es (mX , mY )-(δ-pre,s)-continua.

(4) Si f es (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua entonces f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(5) Si f es (mX ,mY )-(δ-pre,s)-continua entonces f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(6) Si f es (mX ,mY )-(e,s)-continua entonces f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.21, el Teorema 3.20,

el Teorema 3.21 y las leyes de De Morgan. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y entre m-espacios

(δ-Semi, s)-continua

(mX,mY)-(e*,s)-continua

(mX,mY)-(e,s)-continua

(mX,mY)-(δ-semi,s)-continua (mX,mY)-(δ-pre,s )-continua

(mX,mY)-(a,s)-continua

(mX,mY)-Almost contra -super-continua

(mX,mY)-Contra R- map
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Figura 3.5: Diagrama 11

Los Ejemplos 2.4, 2.5, 2.6, 2.7, 2.8, 2.9 dados en el Caṕıtulo 2, si se toma

τ = mX , muestran que los rećıprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definición 3.22. Un m-espacio (X, mX) es llamado mX-e∗-T1/2 si todo conjunto

mX-e∗-cerrado es mX-δ-cerrado.

Teorema 3.28. Sean X, Y m-espacios. f : X → Y una función, X mX-e∗-T1/2.

Las siguientes son equivalentes:

(1) f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(2) f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(3) f es (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua.

(4) f es (mX ,mY )-(δ-pre,s)-continua.

(5) f es (mX ,mY )-(a,s)-continua.

(6) f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua.

Demostración:

(6) ⇒ (5) Suponga que f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua. Sea W un conjun-

to mY -regular abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-δ-cerrado, es decir,

f−1(W ) = mX-δ-cl(f−1(W ))

Como

mX-cl(mX-int(mX-δ-cl(f−1(W ))) ⊂ mX-cl(mX-δ-cl(f−1(W )))

⊂ mX-δ-cl(mX-δ-cl(f−1(W )))

= mX-δ-cl(f−1(W ))

= f−1(W )
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Esto dice que f−1(W ) es mX-a-cerrado. Por lo tanto f es (mX ,mY )-(a,s)-

continua.

(5) ⇒ (3) Suponga que f es (mX ,mY )-(a,s)-continua. Sea W un conjunto mY -regular

abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-a-cerrado. X \ f−1(W ) es mX-a-a-

bierto. Como

X \ f−1(W ) ⊂ mX-int(mX-cl(mX-δ-int(X \ f−1(W )))

⊂ mX-cl(mX-δ-int(X \ f−1(W ))

Esto dice que X\f−1(W ) es mX-δ-semi-abierto. f−1(W ) es mX-δ-semicerrado.

Por lo tanto f es (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua.

(3) ⇒ (2) Suponga que f es (mX ,mY )-(δ-semi,s)-continua. Sea W un conjunto mY -regu-

lar abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-δ-semi-cerrado, como todo con-

junto mX-δ-semi-cerrado es mX-e-cerrado entonces f−1(W ) es mX-e-cerrado.

Por lo tanto f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(2) ⇒ (1) Suponga que f es (mX ,mY )-(e,s)-continua. Sea W un conjunto mY -regular

abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-e-cerrado, como todo conjunto

mX-e-cerrado es mX-e∗-cerrado, entonces f−1(W ) es mX-e∗-cerrado. Por lo

tanto f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(1) ⇒ (4) Suponga que f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua. Sea W un conjunto mY -regular

abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-e∗-cerrado, como X es mX-e∗-T1/2,

f−1(W ) es mX-δ-cerrado. Como todo conjunto mX-δ-cerrado es mX-δ-pre-

cerrado entonces f−1(W ) es mX-δ-precerrado. Por lo tanto f es (mX ,mY )-

(δ-pre,s)-continua.

(4) ⇒ (6) Suponga que f es (mX ,mY )-(δ-pre,s)-continua. Sea W un conjunto mY -regular

abierto en Y , por hipótesis f−1(W ) es mX-δ-precerrado, como todo conjunto

mX-δ-precerrado es mX-e-cerrado y todo conjunto mX-e-cerrado es mX-e∗-ce-

rrado, entonces f−1(W ) es mX-e∗-cerrado. Como X es mX-e∗-T1/2, f−1(W )

es mX-δ-cerrado. Por lo tanto f es (mX ,mY )-almost-contra-super-continua.¤
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Definición 3.23. Una función f : X → Y entre m-espacios se dice que es:

(1) (mX ,mY )-e∗-continua si f−1(A) es mX-e∗-abierto en X para todo conjunto

mY -abierto A de Y .

(2) (mX ,mY )-almost e∗-continua si f−1(A) es mX-e∗-abierto en X para todo con-

junto mY -regular abierto A de Y .

(3) (mX ,mY )-almost e-continua si f−1(A) es mX-e-abierto en X para todo con-

junto mY -regular abierto A de Y .

(4) (mX ,mY )-almost a-continua si f−1(A) es mX-a-abierto en X para todo con-

junto mY -regular abierto A de Y .

Teorema 3.29. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Se tienen las

siguientes propiedades:

(1) Si f es (mX ,mY )-continua entonces f es (mX ,mY )-e∗-continua.

(2) Si f es (mX ,mY )-e∗-continua entonces f es (mX ,mY )-almost e∗-continua.

(3) Si f es (mX ,mY )-continua entonces f es (mX ,mY )-almost e-continua.

(4) Si f es (mX , mY )-almost a-continua entonces f es (mX , mY )-almost e-continua.

(5) Si f es (mX , mY )-almost e-continua entonces f es (mX ,mY )-almost e∗-continua.

Demostración: Es consecuencia inmediata de la Definición 3.23, el Teorema 3.6

y el Teorema 3.20. ¤

Se tiene el siguiente diagrama para una función f : X → Y entre m-espacios
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(mX,mY)-Almost e*-continua

(mX,mY)- e*-continua (mX,mY)-Almost e-continua

(mX,mY)-continua (mX,mY)-Almost a-continua

Figura 3.6: Diagrama 12

Los Ejemplos 2.10, 2.11, 2.12, 2.13, 2.14 dados en el Caṕıtulo 2, si se toma

τ = mX , muestran que los rećıprocos del teorema anterior en general no son ciertos.

Definición 3.24. Un m-espacio (X, mX) se dice que es extremadamente disconexo

si la mX-clausura de todo conjunto mX-abierto de X es mX-abierto en X.

Ejemplo 3.5. Considere X = {a, b, c, d} y mX = {∅, X, {a}, {b}, {c}, {d}, {b, c, d},
{a, c, d}, {a, b, d}, {a, b, c}}. El m-espacio (X,mX) es extremadamente disconexo.

Teorema 3.30. Sea (Y, mY ) extremadamente disconexo. Las siguientes son equi-

valentes para una función f : (X, mX) → (Y, mY ):

(1) f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(2) f es (mX ,mY )-almost e∗-continua.

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea U ∈ mY -RO(Y ). Como Y es extremadamente disconexo entonces U es

mY -abierto y mY -cerrado. En efecto, sea U un conjunto mY -regular abierto,

entonces U = mY -int(mY -cl(U)). Pero la mY -clausura de U es un mY -abierto,

resulta que la mY -clausura es mY -abierto y mY -cerrado. Luego U = mY -cl(U)
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lo que prueba que U es mY -abierto y mY -cerrado. Como U es mY -regular ce-

rrado, entonces f−1(U) es mX-e∗-abierto. Por lo tanto, f es (mX ,mY )-almost

e∗-continua.

(2) ⇒ (1) Sea W ∈ mY -RC(Y ). Como Y es extremadamente disconexo, W es mY -regular

abierto. Como f es (mX ,mY )-almost e∗-continua entonces f−1(W ) es mX-e∗-a-

bierto. Por lo tanto f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua. ¤

Teorema 3.31. Sea Y un m-espacio regular y f : X → Y una función. Si f es

(mX ,mY )-(e∗,s)-continua entonces f es (mX , mY )-e∗-continua.

Demostración: Sea x ∈ X y A un conjunto mY -abierto en Y que contiene a

f(x). Como Y es regular, existe un conjunto mY -abierto G de Y que contiene a

f(x) tal que f(x) ∈ mY -cl(G) ⊂ A. Como f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua, existe

U ∈ mX-e∗O(X, x) tal que f(U) ⊂ mY -cl(G). Como f(U) ⊂ mY -cl(G) ⊂ A se tiene

que f es (mX , mY )-e∗-continua. ¤

Teorema 3.32. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(a) f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto mY -regular cerrado de Y es mX-e∗-abierto.

(c) f−1(mX-e∗-cl(U)) ⊂ mY -r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ mY -SO(Y, f(x)), existe un conjunto mX-e∗-abierto

U en X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ mY -cl(A).

(f) f(mX-e∗-cl(P )) ⊂ mY -θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .
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(h) mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(A)) para todo subconjunto mY -abierto A

de Y .

(i) mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -s-cl(A)) para todo subconjunto mX-abierto A de

Y .

(j) mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -int(mX-cl(A))) para todo subconjunto mY -abier-

to A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-abierto de Y es mX-e∗-abierto.

(l) f−1(A) ⊂ mX-e∗-int(f−1(mY -cl(A))) para todo A ∈ mY -SO(Y ).

(m) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-cerrado de Y es mX-e∗-cerrado.

(n) f−1(mY -int(mY -cl(A))) es mX-e∗-cerrado para todo subconjunto mY -abierto

A de Y .

(o) f−1(mY -cl(mY -int(F ))) es mX-e∗-abierto para todo subconjunto mY -cerrado

F de Y .

(p) f−1(mY -cl(U)) es mX-e∗-abierto para todo U ∈ mY -βO(Y ).

(r) f−1(mY -cl(U)) es mX-e∗-abierto para todo U ∈ mY -SO(Y ).

(s) f−1(mY -int(mY -cl(U))) es mX-e∗-cerrado para todo U ∈ mY -PO(Y ).

Demostración:

(a) ⇒ (b) Sea W un conjunto mY -regular cerrado en Y , aśı Y \W es conjunto mY -regular

abierto en Y . Como f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua entonces f−1(Y \ W ) es

mX-e∗-cerrado. Pero

f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

que es mX-e∗-cerrado y aśı f−1(W ) es mX-e∗-abierto. Por lo tanto, la imagen

inversa de un conjunto mX-regular cerrado de Y es mX-e∗-abierto.
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(b) ⇒ (a) Sea W un conjunto mY -regular abierto en Y , aśı Y \W es mY -regular cerrado

en Y . Usando la hipótesis, la imagen inversa de un conjunto mY -regular

cerrado de Y es mX-e∗-abierto entonces f−1(Y \W ) es mX-e∗-abierto. Pero

f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

Aśı f−1(W ) es mX-e∗-cerrado. Por lo tanto f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(b) ⇒ (c) Sea U ⊂ X, y suponga que y /∈ mY -r-ker(f(U)). Entonces existe un conjunto

mY -regular cerrado F , y ∈ F tal que f(U) ∩ F = ∅. Aśı, se obtiene que U ∩
f−1(F ) = ∅ y mX-e∗-cl(U)∩f−1(F ) = ∅. Por lo tanto, f(mX-e∗-cl(U))∩F = ∅
y y /∈ f(mX-e∗-cl(U)) y se concluye que f−1(mX-e∗-cl(U)) ⊂ mY -r-ker(f(U)).

(c) ⇒ (d) Sea A ⊂ Y . Por (c), f(mX-e∗-cl(f−1(A))) ⊂ mY -r-ker(A). Aśı,

mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -r-ker(A)).

(d) ⇒ (a) Sea A ⊂ mY -RO(Y ). Por hipótesis mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -r-ker(A)) =

f−1(A), como f−1(A) ⊂ mX-e∗-cl(f−1(A)) se obtiene que mX-e∗-cl(f−1(A)) =

f−1(A). Por lo tanto, f−1(A) es mX-e∗-cerrado en X.

(e) ⇒ (f) Sea P ⊂ X y x ∈ mX-e∗-cl(P ) y G ∈ mY -SO(Y, f(x)). Por (e) existe U ∈
mX-e∗O(X, x) tal que f(U) ⊂ mY -cl(G). Como x ∈ mX-e∗-cl(P ), U∩P 6= ∅ y

∅ 6= f(U) ∩ f(P ) ⊂ mY -cl(G) ∩ f(P ). Aśı f(x) ∈ mY -θ-s-cl(f(P )) y por lo

tanto f(mX-e∗-cl(P )) ⊂ mY -θ-s-cl(f(P )).

(f) ⇒ (g) Sea R ⊂ Y . Se tiene que f(mX-e∗-cl(f−1(R))) ⊂ mY -θ-s-cl(f(f−1(R))) ⊂
mY -θ-s-cl(R) y mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)).

(g) ⇒ (e) Sea A ∈ mY -SO(Y, f(x)). Como mY -cl(A)∩ (Y \mY -cl(A)) = ∅, se tiene que

f(x) /∈ mY -θ-s-cl(Y \ mY -cl(A)) y x /∈ f−1(mY -θ-s-cl(Y \ mY -cl(A))). Por

(g) x /∈ mX-e∗-cl(f−1(Y \mY -cl(A))) y por lo tanto existe U ∈ mX-e∗O(X, x)

tal que U ∩ f−1(Y \mY -cl(A)) = ∅ y f(U) ∩ (Y \mY -cl(A)) = ∅. De esto se

deduce que f(U) ⊂ mY -cl(A).
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(g) ⇒ (h) Como mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y , en general

se cumple para todo subconjunto mY -abierto A de Y . Por lo tanto,

mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(A)).

(h) ⇒ (i) Como mX-θ-s-cl(A) = mX-s-cl(A) para un conjunto mX-abierto A, entonces

mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mX-s-cl(A)).

(i) ⇒ (j) Como mY -s-cl(A) = mY -int(mY -cl(A)) para todo conjunto mY -abierto A de

Y , entonces mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -int(mY -cl(A))).

(j) ⇒ (a) Sea A ∈ mY -RO(Y ). Por (j) mX-e∗-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -int(mY -cl(A))) =

f−1(A). Por lo tanto, f−1(A) es mX-e∗-cerrado y por lo tanto f es (mX ,mY )-

(e∗,s)-continua.

(b) ⇒ (k) Como cualquier conjunto mX-θ-semi-abierto es una unión de conjuntos mX-re-

gular cerrado entonces esta se mantiene.

(k) ⇒ (e) Sea x ∈ X y A ∈ mY -SO(Y, f(x)). Como mY -cl(A) es mY -θ-semi-abierto

en Y , entonces existe un conjunto mX-e∗-abierto U en X, tal que x ∈ U ⊂
f−1(mY -cl(A)). Por lo tanto f(U) ⊂ mY -cl(A).

(e) ⇒ (l) Sea A ∈ mY -SO(Y ) y x ∈ f−1(A). Se tiene que f(x) ∈ A, entonces existe un

conjunto mX-e∗-abierto U en X, que contiene a x tal que f(U) ⊂ mY -cl(A).

Aśı, se tiene que x ∈ U ⊂ f−1(A) y por lo tanto x ∈ mX-e∗int(f−1(A)). Aśı

f−1(A) ⊂ mX-e∗-int(f−1(A)).

(l) ⇒ (b) Sea F cualquier conjunto mY -regular cerrado de Y . Como F ∈ mY -SO(Y ), en-

tonces f−1(F ) ⊂ mX-e∗-int(f−1(F )). Esto demuestra que f−1(F ) es mX-e∗-a-

bierto en X.

(k) ⇒ (m) Sea W un conjunto mY -θ-semi-cerrado en Y . Y \ W es mY -θ-semi-abierto.

Por hipótesis f−1(Y \W ) es mX-e∗-abierto. Pero f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

que es mX-e∗-abierto. Por lo tanto, f−1(W ) es mX-e∗-cerrado.
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(m) ⇒ (k) Sea W un conjunto mY -θ-semi-abierto en Y . Y \ W es mY -θ-semi-cerrado.

Por hipótesis f−1(Y \W ) es mX-e∗-cerrado. Pero f−1(Y \W ) = X \ f−1(W )

que es mX-e∗-cerrado. Por lo tanto, f−1(W ) es mX-e∗-abierto.

(a) ⇒ (n) Sea A un subconjunto mY -abierto de Y . Como mY -int(mY -cl(A)) es mY -re-

gular abierto, se tiene que f−1(mY -int(mY -cl((A))) es mX-e∗-cerrado.

(n) ⇒ (a) Sea A un conjunto mY -regular abierto de Y . Por hipótesis, f−1(A) es mX-e∗-ce-

rrado en X. Pero f−1(A) = f−1(mY -int(mY -cl((A))). Por lo tanto

f−1(mY -int(mY -cl((A))) es mX-e∗-cerrado.

(b) ⇒ (o) Sea F un conjunto mY -regular cerrado en Y . Por hipótesis f−1(F ) es mX-e∗-a-

bierto. Como f−1(F ) = f−1(mY -cl(mY -int((F ))) entonces

f−1(mY -cl(mY -int((F ))) es mX-e∗-abierto.

(o) ⇒ (b) Sea F conjunto mY -regular cerrado en Y . Por hipótesis f−1(mY -cl(mY -int((F )))

es mX-e∗-abierto. Pero f−1(F ) = f−1(mY -cl(mY -int((F ))) que es mX-e∗-abierto.

Por lo tanto, f−1(F ) es mX-e∗-abierto.

(b) ⇒ (p) Sea U ∈ mY -βO(Y ). Siempre ocurre que mY -int(mY -cl(U)) ⊂ mY -cl(U), por

lo que

mY -cl(mY -int(mY -cl(U))) ⊂ mY -cl(U)

Por otro lado, como U ∈ mY -βO(Y ) entonces U ⊂ mY -cl(mY -int(mY -cl(U))),

por lo que

mY -cl(U) ⊂ mY -cl(mY -cl(mY -int(mY -cl(U)))) = mY -cl(mY -int(mY -cl(U)))

Aśı mY -cl(U) = mY -cl(mY -int(mY -cl(U))), lo que dice que mY -cl(U) es mX-regular

cerrado y por lo tanto f−1(mY -cl(U)) es mX-e∗-abierto.

(p) ⇒ (r) Como mY -SO(Y ) ⊂ mY -βO(Y ) entonces f−1(mY -cl(U)) es mX-e∗-abierto.

(r) ⇒ (s) Sea U ∈ mY -PO(Y ). Como Y \ mY -int(mY -cl(U)) es mY -regular cerrado y

por lo tanto es mY -semi-abierto, Se tiene que:

X \ f−1(mY -int(mY -cl(U))) = f−1(Y \mY -int(mY -cl(U))) =
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f−1(mY -cl(Y \mY -int(mY -cl(U)))) ∈ mX-e∗O(X)

Aśı f−1(mY -int(mY -cl(U))) es mX-e∗-cerrado.

(s) ⇒ (a) Sea U ∈ mY -RO(Y ). Entonces U ∈ mY -PO(Y ) y por lo tanto f−1(U) =

f−1(mY -int(mY -cl(U))) es mX-e∗-cerrado en X. ¤

Teorema 3.33. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(a) f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto mY -regular cerrado de Y es mX-e-abierto.

(c) f−1(mX-e-cl(U)) ⊂ mY -r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) mX-e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ mY -SO(Y, f(x)), existe un conjunto mX-e-abierto

U en X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ mY -cl(A).

(f) f(mX-e-cl(P )) ⊂ mY -θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) mX-e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .

(h) mX-e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(A)) para todo subconjunto mY -abierto A

de Y .

(i) mX-e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -s-cl(A)) para todo subconjunto mX-abierto A de

Y .

(j) mX-e-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -int(mX-cl(A))) para todo subconjunto mY -abier-

to A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-abierto de Y es mX-e-abierto.

(l) f−1(A) ⊂ mX-e-int(f−1(mY -cl(A))) para todo A ∈ mY -SO(Y ).
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(m) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-cerrado de Y es mX-e-cerrado.

(n) f−1(mY -int(mY -cl(A))) es mX-e-cerrado para todo subconjunto mY -abierto A

de Y .

(o) f−1(mY -cl(mY -int(F ))) es mX-e-abierto para todo subconjunto mY -cerrado F

de Y .

(p) f−1(mY -cl(U)) es mX-e-abierto para todo U ∈ mY -βO(Y ).

(r) f−1(mY -cl(U)) es mX-e-abierto para todo U ∈ mY -SO(Y ).

(s) f−1(mY -int(mY -cl(U))) es mX-e-cerrado para todo U ∈ mY -PO(Y ).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.32. ¤

Teorema 3.34. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(a) f es (mX ,mY )-(a,s)-continua.

(b) La imagen inversa de un conjunto mY -regular cerrado de Y es mX-a-abierto.

(c) f−1(mX-a-cl(U)) ⊂ mY -r-ker(f(U)) para todo U ⊂ X.

(d) mX-a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -r-ker(A)) para todo A ⊂ Y .

(e) Para cada x ∈ X y cada A ∈ mY -SO(Y, f(x)), existe un conjunto mX-a-abierto

U en X, x ∈ U tal que f(U) ⊂ mY -cl(A).

(f) f(mX-a-cl(P )) ⊂ mY -θ-s-cl(f(P )) para todo P ⊂ X.

(g) mX-a-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ Y .

(h) mX-a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(A)) para todo subconjunto mY -abierto A

de Y .
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(i) mX-a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -s-cl(A)) para todo subconjunto mX-abierto A de

Y .

(j) mX-a-cl(f−1(A)) ⊂ f−1(mY -int(mX-cl(A))) para todo subconjunto mY -abier-

to A de Y .

(k) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-abierto de Y es mX-a-abierto.

(l) f−1(A) ⊂ mX-a-int(f−1(mY -cl(A))) para todo A ∈ mY -SO(Y ).

(m) La imagen inversa de un conjunto mY -θ-semi-cerrado de Y es mX-a-cerrado.

(n) f−1(mY -int(mY -cl(A))) es mX-a-cerrado para todo subconjunto mY -abierto A

de Y .

(o) f−1(mY -cl(mY -int(F ))) es mX-a-abierto para todo subconjunto mY -cerrado F

de Y .

(p) f−1(mY -cl(U)) es mX-a-abierto para todo U ∈ mY -βO(Y ).

(r) f−1(mY -cl(U)) es mX-a-abierto para todo U ∈ mY -SO(Y ).

(s) f−1(mY -int(mY -cl(U))) es mX-a-cerrado para todo U ∈ mY -PO(Y ).

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.32. ¤

Corolario 3.1. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(1) f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua.

(2) f−1(mY -α-cl(A)) es mX-e∗-abierto en X para todo A ∈ mY -βO(Y ).

(3) f−1(mY -p-cl(A)) es mX-e∗-abierto en X para todo A ∈ mY -SO(Y ).

(4) f−1(mY -s-cl(A)) es mX-e∗-abierto en X para todo A ∈ mY -PO(Y ).

(5) mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -SO(Y ).
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(6) mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -PO(Y ).

(7) mX-e∗-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.32, Teorema

3.12 y el Teorema 3.13. ¤

Corolario 3.2. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(1) f es (mX ,mY )-(e,s)-continua.

(2) f−1(mY -α-cl(A)) es mX-e-abierto en X para todo A ∈ mY -βO(Y ).

(3) f−1(mY -p-cl(A)) es mX-e-abierto en X para todo A ∈ mY -SO(Y ).

(4) f−1(mY -s-cl(A)) es mX-e-abierto en X para todo A ∈ mY -PO(Y ).

(5) mX-e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -SO(Y ).

(6) mX-e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -PO(Y ).

(7) mX-e-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.33, Teorema

3.12 y el Teorema 3.13. ¤

Corolario 3.3. Sea f : X → Y una función entre m-espacios. Las propiedades

siguientes son equivalentes:

(1) f es (mX ,mY )-(a,s)-continua.

(2) f−1(mY -α-cl(A)) es mX-a-abierto en X para todo A ∈ mY -βO(Y ).

(3) f−1(mY -p-cl(A)) es mX-a-abierto en X para todo A ∈ mY -SO(Y ).

(4) f−1(mY -s-cl(A)) es mX-a-abierto en X para todo A ∈ mY -PO(Y ).
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(5) mX-a-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -SO(Y ).

(6) mX-a-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -PO(Y ).

(7) mX-a-cl(f−1(R)) ⊂ f−1(mY -θ-s-cl(R)) para todo R ⊂ mY -βO(Y ).

Demostración: Es consecuencia directa del Lema 3.1, Teorema 3.34, Teorema

3.12 y el Teorema 3.13. ¤

Definición 3.25. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mX-e∗-compacto re-

lativo a X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos mX-e∗-abierto

de X, existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un m-espacio

X se dice mX-e∗-compacto si para todo cubrimiento mX-e∗-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.

Definición 3.26. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mX-e-compacto re-

lativo a X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos mX-e-abierto

de X, existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un m-espacio

X se dice mX-e-compacto si para todo cubrimiento mX-e-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.

Definición 3.27. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mX-a-compacto re-

lativo a X si para todo cubrimiento {Pi : i ∈ I} de A por subconjuntos mX-a-abierto

de X, existe un subconjunto I0 finito de I tal que A ⊂
⋃
{Pi : i ∈ I0}. Un m-espacio

X se dice mX-a-compacto si para todo cubrimiento mX-a-abierto de X tiene un

subcubrimiento finito.

Teorema 3.35. Sea (X,mX) un m-espacio, A subconjunto de X. Entonces

(1) Si A es mX-e∗-compacto entonces A es mX-compacto.

(2) Si A es e∗-compacto entonces A es e-compacto, si satisface la condición (B)

de Maki.

(3) Si A es mX-e-compacto entonces A es mX-a-compacto.
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Demostración:

(1) Sea A un subconjunto de X mX-e∗-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cu-

brimiento de A por subconjuntos mX-abiertos de X. Como todo conjunto

mX-abierto es mX-e∗-abierto, entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de A

por subconjuntos mX-e∗-abierto de X. Como A es mX-e∗-compacto, existe

una subcolección finita {Uα1 , Uα2 , ..., Uαn} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

Uαi
.

Por lo tanto, A es mX-compacto.

(2) Sea A un subconjunto de X mX-e∗-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cu-

brimiento de A por subconjuntos mX-e-abiertos de X. Como todo conjunto

mX-e-abierto es mX-e∗-abierto, entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de

A por subconjuntos mX-e∗-abierto de X. Como A es e∗-compacto, existe una

subcolección finita {Uα1 , Uα2 , ..., Uαn} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

Uαi
. Por

lo tanto, A es mX-e-compacto.

(3) Sea A un subconjunto de X mX-e-compacto. Sea {Uα : α ∈ J} un cubri-

miento de A por subconjuntos mX-a-abiertos de X. Como todo conjunto

mX-a-abierto es mX-e-abierto, entonces {Uα : α ∈ J} es un cubrimiento de A

por subconjuntos mX-e-abierto de X. Como A es mX-e-compacto, existe una

subcolección finita {Uα1 , Uα2 , ..., Uαn} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

Uαi
. Por

lo tanto, A es mX-a-compacto. ¤

Teorema 3.36. Todo subconjunto mX-e∗-cerrado A de un m-espacio mX-e∗-compacto

X es mX-e∗-compacto relativo a X.

Demostración: Sea A un subconjunto de X mX-e∗-cerrado y X un m-espacio

mX-e∗-compacto. Sea {Mi : i ∈ I} un cubrimiento de A por subconjuntos mX-e∗-a-

bierto de X. Esto implica que A ⊂
⋃
i∈I

Mi y (X \ A) ∪ (
⋃
i∈I

Mi) = X. Como X es

mX-e∗-compacto, existe un subconjunto finito I0 de I tal que (X\A)∪(
⋃
i∈I0

Mi) = X.



149

Aśı A ⊂
⋃
i∈I0

Mi y por lo tanto A es mX-e∗-compacto relativo a X. ¤

Teorema 3.37. Todo subconjunto mX-e-cerrado A de un m-espacio mX-e-compacto

X es mX-e-compacto relativo a X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.36. ¤

Teorema 3.38. Todo subconjunto mX-a-cerrado A de un m-espacio mX-a-compacto

X es mX-a-compacto relativo a X.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.36. ¤

Definición 3.28. Un subespacio A de un m-espacio X se dice mX-s-cerrado si para

todo cubrimiento mX-regular cerrado de X tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 3.39. Sea f : X → Y sobreyectiva y (mX ,mY )-(e∗,s)-continua. Si X es

mX-e∗compacto entonces Y es mY -s-cerrado.

Demostración: Sea X un m-espacio mX-e∗-compacto, f : X → Y una función

(mX ,mY )(e∗,s)-continua y sobreyectiva. Sea {Mi : i ∈ I} un cubrimiento de Y

por conjuntos mY -regular cerrado. Como f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua, entonces

{f−1(Mi) : i ∈ I} es un cubrimiento de X por conjuntos mX-e∗-abierto. Como X

es mX-e∗-compacto, existe un subconjunto finito I0 de I tal que X =
⋃
i∈I0

f−1(Mi).

Como f es sobreyectiva, Y =
⋃
i∈I0

Mi . Aśı Y es mY -s-cerrado. ¤

Teorema 3.40. Sea f : X → Y sobreyectiva y (mX ,mY )-(e,s)-continua. Si X es

mX-e-compacto entonces Y es mY -s-cerrado.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.39. ¤

Teorema 3.41. Sea f : X → Y sobreyectiva y (mX ,mY )-(a,s)-continua. Si X es

mX-a-compacto entonces Y es mY -s-cerrado.
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Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.39. ¤

Teorema 3.42. Sean X, Y m-espacios, f una función (mX ,mY )-e∗-continua. Si A

es mX-e∗-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es mY -compacto relativo

a Y .

Demostración: Sea A ⊂ X mX-e∗-compacto y f : X → Y una función (mX ,mY )-

e∗-continua. Sea {Uα : α ∈ J} un cubrimiento de f(A) por conjuntos mY -abiertos.

Como f es (mX ,mY )-e∗-continua, entonces {f−1(Uα) : i ∈ J} es un cubrimiento de A

por conjuntos mX-e∗-abierto. Como A es mX-e∗-compacto, existe una subcolección

finita {f−1(Uα1), f
−1(Uα2), ..., f

−1(Uαn)} que cubre a A tal que A ⊂
n⋃

i=1

f−1(Uαi
).

Luego

f(A) ⊂ f(
n⋃

i=1

f−1(Uαi
)) =

n⋃
i=1

f(f−1(Uαi
)) ⊂

n⋃
i=1

Uαi

Aśı f(A) ⊂
n⋃

i=1

Uαi
y por lo tanto f(A) es mY -compacto relativo a Y . ¤

Teorema 3.43. Sean X, Y m-espacios, f una función (mX ,mY )-e-continua. Si A

es mX-e-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es mY -compacto relativo

a Y .

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.42. ¤

Teorema 3.44. Sean X, Y m-espacios, f una función (mX ,mY )-a-continua. Si A

es mX-a-compacto relativo a X, entonces la imagen f(A) es mY -compacto relativo

a Y .

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.42. ¤

Definición 3.29. Un m-espacio X se dice que es:

(1) mX-e∗-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos mX-e∗-

abierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .
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(2) mX-e-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos mX-e-a-

bierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .

(3) mX-a-T1 si para cada par de puntos distintos de X, existen conjuntos mX-a-a-

bierto M y N que contienen a x e y respectivamente tal que y /∈ M y x /∈ N .

Definición 3.30. Un m-espacio X se dice que es débilmente Hausdorff si cada

elemento de X es un intersección de conjuntos mX-regular cerrado.

Teorema 3.45. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX , mY )-(e∗,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mX-e∗-T1.

Demostración: Para x 6= y en X, como f es inyectiva f(x) 6= f(y) en Y , aśı

existen P, R ∈ mY -RC(Y ) tal que f(x) ∈ P , f(y) /∈ P , f(x) /∈ R y f(y) ∈ R. Como

f es (mX ,mY )-(e∗,s)-continua, f−1(P ) y f−1(R) son subconjuntos mX-e∗-abierto de

X tal que x ∈ f−1(P ), y /∈ f−1(P ), x /∈ f−1(R) y y ∈ f−1(R). Aśı X es mX-e∗-T1.

¤

Teorema 3.46. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX ,mY )-(e,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mX-e-T1.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.45. ¤

Teorema 3.47. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX ,mY )-(a,s)-

continua y Y es débilmente Hausdorff, entonces X es mX-a-T1.

Demostración: Se prueba de manera similar al Teorema 3.45. ¤

Definición 3.31. Un m-espacio X se dice que es:

(1) mX-e∗-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ mX-

e∗O(X, x) y N ∈ mX-e∗O(X, y) tal que M ∩N = ∅.

(2) mX-e-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ mX-

eO(X, x) y N ∈ mX-eO(X, y) tal que M ∩N = ∅.
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(3) mX-a-T2 si para cada par de puntos distintos x e y en X, existe M ∈ mX-

aO(X, x) y N ∈ mX-aO(X, y) tal que M ∩N = ∅.

Definición 3.32. Un m-espacio X se dice s-Urysohn si para cada par de pun-

tos distintos x e y en X, existe M ∈ mX-SO(X, x) y N ∈ mX-SO(X, y) tal que

mX-cl(M) ∩mX-cl(N) = ∅.

Teorema 3.48. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX , mY )-(e∗,s)-

continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mX-e∗-T2.

Demostración: Sea Y s-Urysohn. Para cualquier par de puntos distintos x e y

en X, f(x) 6= f(y). Como Y es s-Urysohn, entonces existe P ∈ mY -SO(Y, f(x)) y

R ∈ mY -SO(Y, f(y)) tal que mY -cl(P )∩mY -cl(R) = ∅. Como f es (mX ,mY )-(e∗,s)-

continua, entonces existen conjuntos A y B mX-e∗-abierto en X que contienen a x e

y, respectivamente, tal que f(A) ⊂ mX-cl(P ) y f(B) ⊂ mX-cl(R) tal que A∩B = ∅.
Aśı, X es mX-e∗-T2. ¤

Teorema 3.49. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX ,mY )-(e,s)-

continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mX-e-T2.

Demostración: Se prueba de manera similar a Teorema 3.48. ¤

Teorema 3.50. Sea f : X → Y una función. Si f es inyectiva y (mX ,mY )-(a,s)-

continua y Y es s-Urysohn, entonces X es mX-a-T2.

Demostración: Se prueba de manera similar a Teorema 3.48. ¤

Es de observar que todas las definiciones y teoremas introducidos en este caṕıtulo

generalizan los conceptos y teoremas dado en los Caṕıtulos 1 y 2, en el sentido de

que si la mX-estructura considerada es una topoloǵıa entonces los conceptos del

presente caṕıtulo coinciden con los conceptos de los Caṕıtulos 1 y 2.



CONCLUSIONES

En este trabajo se realizó un estudio detallado de las clases de funciones

denominadas funciones (e∗,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-continua utilizando la

noción de conjuntos e∗-abierto, e-abierto y a-abierto las cuales generalizan las fun-

ciones almost contra-super-continuas. Se estableció la relación existente entre estas

clases de funciones y se estudiaron algunas propiedades que son preservadas por

estas clases de funciones.

Finalmente se introduce el concepto de estructura minimal y usando esta

noción se definen nuevos conjuntos abiertos, que generalizan de manera natural los

conceptos de conjuntos e∗-abierto, e-abierto y a-abierto. En base a estos nuevos con-

juntos abiertos se definieron nuevas clases de funciones denominadas (mX ,mY )-(e∗,s)-

continua, (mX ,mY )-(e,s)-continua y (mX ,mY )-(a,s)-continua, se probó que dichas

funciones generalizan las funciones (e∗,s)-continua, (e,s)-continua y (a,s)-continua

respectivamente, en el sentido de que cuando las estructuras minimales son topoloǵıas,

entonces se recuperan los conceptos de funciones (e∗,s)-continua, (e,s)-continua y

(a,s)-continua.



BIBLIOGRAFÍA
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