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RESUMEN

En esta tesis se analizaron dos modelos de cadenas alimentarias simples, en el
quimiostato, a través de dos sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), uno

bidimensional y otro tridimensional.

El bidimensional estd compuesto por un nutriente y un microorganismo que se
alimenta s6lo de dicho nutriente. Se obtienen condiciones suficientes para la estabilidad
asintotica tanto local como global del sistema. Luego se estudia el sistema
tridimensional, el cual estd compuesto por un nutriente y dos microorganismos, en
donde uno de ellos estd en el medio de la cadena alimentaria, es decir, este
microorganismo solo se alimenta del nutriente y a su vez es presa del otro
microorganismo. Aqui se realiz6 el mismo estudio hecho con el sistema bidimensional,
ademas se hace una restriccion a la variable que corresponde al nutriente para hacer el

trabajo mas viable.

Se demuestra que el punto de equilibrio de coordenadas positivas es local

asintdticamente estable, y se localiza un nico ciclo limite alrededor de este.
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INTRODUCION

Las ecuaciones diferenciales constituyen una de las principales herramientas
utilizadas por los cientificos para hacer modelos matematicos de sistemas reales. Un
modelo matematico se define como una descripcion desde el punto de vista de las
matematicas de un hecho o fenomeno del mundo real, desde el tamafio de la poblacion,
hasta fenomenos fisicos. El objetivo de la elaboraciéon de un modelo matematico es

entender ampliamente el fenomeno y predecir su comportamiento futuro [1].

Un tema de interés en las tltimas décadas es el tratamiento de los aspectos tedrico-

practicos de la dindmica de poblaciones que intervienen en cadenas alimentarias.

El caso mas sencillo de una cadena alimentaria en el quimiostato se puede escribir
por medio de tres eslabones. En el primer eslabon de la cadena estd un suplemento
alimenticio o nutriente de crecimiento, que frecuentemente se encuentra en proporciones
limitadas, en el nivel intermedio de la cadena se encuentra la poblaciéon presa y una

poblacion depredadora esté en el Gltimo eslabon [1].

Experimentalmente, este proceso se puede desarrollar en un ensayo de laboratorio
con un aparato denominado quimiostato, el cual consiste de tres botellas, una
alimentaria, otra donde ocurre todo el experimento, llamada botella de cultivo, y una
ultima colectora o de desperdicio. Este aparato es importante en estudios ecolégicos
porque la matematica es manejable y los experimentos relevantes son posibles de
realizar (aunque no necesariamente faciles); su lugar en la ecologia estd bien

documentado en libros y articulos del tema [2]- [3].

El quimiostato viene a representar el punto inicial para modelos biologicos mas
reales, los cuales conducen a problemas matematicos interesantes. Todas estas

acotaciones reflejan la importancia del quimiostato.



En esta tesis se propone investigar la dinamica del modelo de cadena alimentaria
en el quimiostato, que se cita a continuacion:

1.- Un modelo descrito en el quimiostato que involucra un microorganismo y un
suplemento alimenticio o nutriente, el cual sirve de alimento al microorganismo.

2.- Un modelo de cadena alimentaria simple de tres eslabones, con respuesta

funcional de Holling tipo II (o de Michaelis-Menten).

Los modelos son descritos por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias. Las investigaciones, realizadas las tres ultimas décadas, muestran que la
dindmica de los modelos de cadenas alimentarias de tres eslabones exhibe un
comportamiento variado, incluyendo atractores multiples y caos [4]. El eje principal de
la investigacion que se llevd a cabo es aclarar algunos aspectos del complejo

comportamiento de estos modelos de cadenas alimentarias.

El modelo especifico de cadena alimentaria de tres eslabones que me ocupa, se

estudié en un habitat, dominio en R’. Este habitat estd compuesto por un nutriente S

cuya concentracion es denotada por S(¢), el cual se supone distribuido de manera
uniforme en el quimiostato, y dos especies: una presa, denotada por P, que crece a
expensas del nutriente y una especie depredada denotada por O, que se alimenta de la

presa.

En ausencia de fendmenos migratorios, la interaccidon local entre las especies y el
nutriente en el quimiostato, se representa por medio de un sistema de ecuaciones

diferenciales ordinarias [1].

En primer lugar, se deducen las ecuaciones que modelan el desarrollo en el
quimiostato, donde se colocan microbios y se van introduciendo nutrientes necesarios

para su subsistencia. Estas vienen dadas por

dsS ) )
7 =tasa de entrada - tasa de salida - tasa consumida,
t



— =tasa de reproduccion — tasa de salida.

dt
Matematicamente, este modelo se representa mediante el sistema
das _FS, FS
=—————f(S)P
dt v V f( /

dP FP
== fp--—,
&SP

donde S, representa la concentracion inicial de nutriente, F/ V' = D la tasa de dilucion, f

(S) la tasa en la que cada microbio consume el nutriente y y representa el factor de
produccion, el cual se puede interpretar como un factor de conversion de nutriente en

biomasa.

Se debe recalcar que este modelo fue deducido por Jacques Monod [5], para
describir el crecimiento de microbios en el quimiostato. Monod mostrd empiricamente
que la tasa de crecimiento del microbio, f'(S), se ajusta a la relacion hiperbdlica

msS
a+S§’

/(8)=

donde “m” representa el nivel de nutriente (tasa maxima de nutrientes, con unidades

(6 »

1/tiempo), representa la constante de saturacion media; es decir, f (a) = m/2 (en

unidades de masa/volumen).



En la siguiente grafica se muestra la tasa de crecimiento del microorganismo.
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Figura 1: Tasa de Crecimiento del Microorganismo.

Esta relacion es igual a la ley de Michaelis-Menten sobre reacciones enzimaticas.

De esta manera, se podria pensar que el crecimiento en microbios es gobernado por

reacciones enzimaticas. Se podria, entonces, decir que f (S) = (mS) / (a + S) es una

funcién de saturacion Monod o Michaelis-Menten, lo cual significa que el microbio es

limitado en su habilidad para consumir nutrientes [1].

Para estudiar modelos matematicos que involucran muchos parametros, se debe



adimensionar el modelo, consiguiendo minimizar el nimero de parametros y hacer mas

viable el estudio de la dinamica del modelo. De esta manera, se llega al modelo sin

dimensiones:
as _ . g mSP
dt a+S
2)
dP _ mSP
dt a+ S o

con S(0) > 0, P(0) > 0, donde S(#) como antes denota la concentracion de un nutriente en
el tiempo ¢ y P(¢) la concentracion en el tiempo ¢ de un microorganismo que crece a

expensas del nutriente; “m” y “a” son parametros positivos que representan lo mismo

que antes. En esta tesis se estudié la dindmica global del sistema (2).

Luego, al agregar una nueva especie O que se llamara depredadora y cuya
concentracion se denotard (1), la cual se alimentard de la especie P, resulta el modelo
de cadena alimentaria de tres eslabones en el quimiostato. Esta cadena alimentaria se

representa a través de un sistema tridimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias:

as _,_g_mSP

dt a+S

dP _ mSP _P_mzPQ 3)
d a+S a, +P

Q0_mpo_,

dt a,+P =

con S(0) =S >0, P(0) =Py >0, O0) =0 >0, t > 0. De esta manera, se obtiene el

modelo estudiado en [6], el cual es el tema principal que se estudid detalladamente en
esta tesis. Es de recalcar que se mostraron, a través de lemas, algunos resultados (no
demostrados en [6]), ademds se hicieron algunas gréaficas de las soluciones de los

modelos, posteriormente, se finalizd con una discusion resumida, desde un punto de
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vista biologico, de los resultados obtenidos.

Esta tesis esta estructurada de la siguiente manera:

1. En el capitulo uno, se menciona la teoria preliminar necesaria para la
comprension y realizacion de los capitulos dos y tres. Se exponen definiciones,
teoremas, criterios, relacionados con la teoria de estabilidad, local y global. Entre los
mas importantes, se pueden mencionar el criterio de Estabilidad de Ruth-Hurwitz, el

teorema del criterio negativo de Bendixson y el teorema de Poincaré-Bendixson.

2. En el capitulo dos, se analiza el modelo bidimensional (1). Se realizd un
adimensionamiento que permitid trabajar sin escalas e hizo el trabajo mas viable.
Ademas, se verifico que las soluciones del sistema cumplan con las condiciones de
acotamiento y que permanezcan positivas para condiciones iniciales positivas, asi como
condiciones necesarias para la supervivencia del organismo P. Luego se hallaron sus
puntos de equilibrio y se verificaron sus propiedades de estabilidad, tanto local como

globalmente.

3. En el capitulo tres, se hizo un estudio similar al realizado en el capitulo dos.
Aqui se trabajo el modelo (3). El estudio de este se hace luego del adimensionamiento,
se verifico que las soluciones del sistema cumplan con las condiciones de acotamiento y
que permanezcan positivas para condiciones iniciales positivas, ademas se hizo una
restriccion a un sistema de dos ecuaciones a través de la sustitucion del nutriente, lo cual
volvio el trabajo menos engorroso. Se verificaron las condiciones de supervivencia para
la especie depredadora Q. Ademas se realizo6 el estudio de la estabilidad local y global

de sus puntos de equilibrio.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se dan algunas definiciones y teoremas que se usan en el trabajo
haciendo énfasis en el material que suponemos "menos conocidos". Para los teoremas,

que aparecen sin demostracion, se da una referencia pertinente para su consulta.

La forma normal de un Problema de Valor Inicial (P.V.I) para un sistema de

ecuaciones diferenciales de primer orden es

x'IF(t,x(t)), (1.1)

x(t,) =X, (1.2)
donde, x, x, y F son vectores en R".

1.1. Observaciones

Recuerde que:

® Xxp es un punto interior del conjunto 4 si existe un conjunto abierto U tal

que xo € U C 4.

e Un conjunto de puntos Q es conexo si no existen conjuntos 4 y B tal que



ANBNQA=F, QNA+I,QNB+TyQcAUB.

Un conjunto de puntos  es convexo si cualquier segmento de recta que

una dos puntos que pertenezcan a ¢l, también pertenezca al conjunto.

Un subconjunto Q de R” es un dominio si es un conjunto abierto y

conexo.

Una funcion F : J x Q — R”, donde J es un intervalo y Q € R"; se dice

que es globalmente lipschitziana, respecto a x € Q, uniformemente en t € J,

sobre J x Q, si existe una constante L > 0 tal que |F(z, x) - F(¢, y)| <

Llx - y|, paratodo x, y € Q, t € J. A la constante L se le llama constante de

Lipschitz para F.

Se dice que F es una funcion localmente Lipschits sobre J % D, si para todo

punto p € J x D, existe un entorno V), del punto p, tal que la restriccion de



FaV, es globalmente Lipschitz.

Mas adelante, con el propdsito de mostrar la existencia y unicidad se usa el

siguiente resultado cuya demostracion puede encontrarse en [7].

Proposicion 1.1.1.

Sea F': J x Q — R”" una funcioén continua. Donde J es un intervalo y Q un

subconjunto abierto de R”. Supongase que OF / Ox existe, es continua y es

uniformemente acotada sobre J X €, con Q conjunto convexo. Si J X Q es un

subconjunto acotado de R""", entonces F es globalmente Lipschitz sobre J x Q.

Teorema 1.1.1. Existencia y unicidad.

Se considera el P.V.I. (1.1) - (1.2) donde F : J x Q - R",J=(a, b), con -0 < a <

b < 4o, Q € R", abierto y conexo; las funciones F; y ij Fi(i,j=1, ..., n)son

continuas en el conjunto J x Q del espacio #x, F satisface una condicion de Lipschitz con

respecto a x € Q, (fp, Xo) €s un punto interior a J x Q. Entonces existe # > 0 tal que el



P.V.I. (1.1) - (1.2) tiene una Unica solucion definida en el intervalo [#o - 4, o + A].

Demostracion: Ver [8].

1.2. Estabilidad

Se considera el sistema (1.1) donde F es localmente Lipschitz, F€ C[J x Q, R"],

J (a, b), con, -0 < a < b <+, Q un subconjunto abierto y conexo de R" y x (¢) una

solucion del sistema.

Definicion 1.2.1.

La solucion x(t) es llamada estable si: para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que cada
solucion ¥l con FE(0)— x{0)] < §, existe para todo t > 0 y satisface la desigualdad

FEY— 56 = & @ & i o,

Si la solucion x(7) no es estable se dice que es inestable.

Definicion 1.2.2.

Una solucién x(¢) es llamada asintdticamente estable si es estable y si existe > 0
tal que cada solucion &) con IF(0) — x40 < g satisface

o ZCY— (=

1.3. Estabilidad para Sistemas Lineales

Se considera el sistema lineal
x'= f(t,x) (1.3)
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donde f €T Fx D,R®] J = (7, +0), 7 > - o0, D es un subconjunto abierto y conexo de

R".

Definicion 1.3.1.
Se dice que la solucion x(z, t, xo) del sistema (1.3) es estable en ¢ = #;, si dado

€ >0, existe 0 = d(g, tp) > 0, tal que
e for o) = H(Efop %)l € & paratodo T fn y ¥a € Balrol

Si la solucién no es estable en el instante f#y, se dice que x(¢, f, x¢) es inestable

en fy.

Definicion 1.3.2.
La solucion x(¢, t, xo) del sistema (1.3) es asintoticamente estable, si ademas de ser

estable, existe p > 0 tal que
,:_!L“; e g gk — mlE b 5 =100

para todo ¥2 & Belxol:

Definicion 1.3.3.

Toda solucion es estable, si ella es estable para todo ¢ > 7.

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias es lineal no homogéneo si puede

ser escrito de la forma

x'=A(t)x+b(1) (1.4)

donde AW = (2@ cs una matriz BNy bE) = collby @) BalEd i b @] es una

funcion de R en R”. Cuando ## es la funcion nula se dice que el sistema es homogéneo

11



y puede ser expresado mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales

x’=A(t)x (1.5)

Definicion 1.3.4.

El sistema (1.4) es estable (asintoticamente estable), si toda solucion de (1.4) lo es.

Teorema 1.3.1.
El sistema (1.4) es estable (asintoticamente estable), si y s6lo si la solucion trivial
del sistema (1.5) lo es.

Demostracion: Ver [9].

Teorema 1.3.2.
El sistema (1.5) es estable si y solo si todas sus soluciones son acotadas.

Demostracion: Ver [9].

1.4. Caracterizacion de los Puntos Criticos
Se considera el sistema
¥ =a,x+ by (1.6)
¥ = @gx + by
donde 1. @z, 8z =B, Este sistema es equivalente al sistema

Z' = Az (1.7)

donde = = eat{x".»), z= eol(.2). |a matriz 4 no depende de la variable 7 y estd

Gq E',_
: =(a )
z s (1.8)

A los sistemas del tipo (1.6) o (1.7) se les llama sistemas de ecuaciones

representada por la matriz

diferenciales lineales con coeficientes constantes.

Definicion 1.4.1.

12



La funcion cuadrética
FlA) m dat(d = AL m A% = (ay & Dedd + (@0 e = Dotle) (1.9)
se llama polinomio caracteristico del sistema lineal con coeficientes constante (1.6), y la
ecuacion
datld = A mA% = (@y + b)d + @abs = Do) m 0 (1.10)

se llama ecuacion caracteristica del sistema (1.6).

Teorema 1.4.1.
Sean 41 y Az las raices de (1.10). La naturaleza del punto critico est4 determinada
por estas raices.

Casos Principales:

e Silas raices 41 y 42 son reales, distintas y del mismo signo, entonces es un
nodo.

e Silas raices 41 y 4z son reales, distintas y de signos opuestos, entonces es un
punto silla.

e Silas raices A1y 42 son complejas conjugadas pero no imaginarias puras,
entonces es un foco.

Casos Frontera:

e Silas raices 41 y 42 son reales e iguales, entonces es un nodo.
e Silasraices A1 y 42 son imaginarias puras, entonces es un centro.

Demostracion: Ver [10].

Para la caracterizacion de los equilibrios, es necesario conocer las raices de la

ecuacion caracteristica detld — 4f} =0 Esto puede ser complicado si 7t es grande, pero,
observe que en realidad basta conocer el signo de dichas raices. Para ello, existen
criterios basados en operaciones sobre los coeficientes de la ecuacion caracteristica y
que permiten determinar el signo de dichas raices. Entre ellos, cabe destacar el Criterio

de Routh-Hurwitz que se dara sin demostracion.

13



1.5. Criterio de Estabilidad de Routh-Hurwitz

Antes de introducir el teorema, se define el polinomio de Hurwitz:

Definicion 1.5.1.

Se dice que

BEl= 2" @ 2™t o Gy I+ Ay (1.11)

con & €K& esun polinomio de Hurwitz si todas sus raices tienen parte real negativa.

Teorema 1.5.1. Criterio de Routh-Hurwitz

Se considera el polinomio ) y supongamos que los @: =& para todo
t=12 .1

Se forma la matriz

@, 1 0 0 .0
0

000 00 a (1.12)
y sean
Bywmay, D= E" 1 |,...,&N- Ly
g Hz
(1.13)
los sucesivos menores principales de la matriz /. Entonces, las raices de F:{&) poseen
parte real negativa si y solo si &+ @, fm ]2,

Demostracion: Ver [9].

Otra version para este teorema seria el siguiente.

Teorema 1.5.2.

Todas las raices del polinomio de la ecuacion (1.11) tienen parte real positiva si y
solo si:

o i, =L

14



e Todos los coeficientes de (1.11) son positivos.

Lema 1.5.1.

Si A€ es un polinomio de Hurwitz, entonces @ = L para todo & = 1,2 et

Demostracién: Ver [9].

En el caso & % 2 ]a condicion anterior es suficiente; es decir, todo polinomio de

segundo grado es de Hurwitz si y solo si & = &, t=124

1.6. Sistemas Dindmicos

En esta parte se presentan algunas de las propiedades de los sistemas dinamicos.

x’=f(x), xeR” (1.14)

donde, =1, f :R* =+ B* Se sabe que dada una condicién inicial #€0) = xp este

sistema tiene una unica solucion, la cual denotaremos por %&¥m @@ %edi Supondremos

ademds que las soluciones del sistema son prolongables a todo R. Bajo estas

condiciones, para & B consideremos el mapeo ¥:: 8" = B* definido por ¥= = @ %),

A la familia monoparamétrica ¥+ suele llamarsele el flujo de las soluciones del sistema
(1.14). El flujo tiene las siguientes propiedades de grupo si @&} estd definida para
toda F €K (Ver[11], pag: 175-176):

o wold)—ux

o @olwe(x))= wssr(x) paratodo HL¥ER

o Wuel@e(d) = wo(@=e @) = ¥ para todo £ € B

Se puede caracterizar el comportamiento de las soluciones del sistema, cerca de

los puntos de equilibrios, linealizando la ecuacion (1.14) en ¥a, es decir, obteniendo la

15



ecuacion

X m dx,xe B (1.15)

donde 4= f;c (xo) es la matriz Jacobiana de la funcién f(x) en ¥ — Xa.

Definicion 1.6.1

Un punto %a € B® eg llamado un punto de equilibrio de (1.14) si

f(x,)=0. (1.16)

Un punto de equilibrio ¥= es llamado un punto de equilibrio hiperbolico de (1.14)

’
si ninguno de los autovalores de la matriz jacobiana f) (xo) tiene parte real nula. El

sistema lineal (1.15) con la matriz 4= f;c (xo) es llamada la linealizacion del sistema

(1.14) en *u.

Las definiciones a continuacion se refieren a conjuntos limites y conjuntos

invariantes.

Definicion 1.6.2.
La orbita o trayectoria del punto ¥a respecto al sistema (1.14) se define por medio
del conjunto

Ol = fx e K™ rx = ¢ (x ). r € KE

Definicion 1.6.3.

Se dice que el punto # @ K™ es un punto w — limite de la trayectoria del punto *s
del sistema (1.14), si existe una sucesion idan, & = +®@ tal que
r!}?m P, W) =

Anélogamente, se definen los puntos a — /imite, tomando la sucesion ftikas, de

modo que & —F —®
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Definicion 1.6.4.

Al conjunto de todos los puntos w — limite de un flujo se denomina conjunto
w — limite. Analogamente, se define el conjunto a — limite y los denotaremos ®xad y

&(¥el respectivamente.

Definicion 1.6.5.

Un conjunto E se dice positivamente invariante (negativamente invariante)
respecto al sistema (1.14), si para cada WA E | se tiene que PEPIEE | para todo

2 0@ =02 En caso de que E sea positiva y negativamente invariante, se dice que E es

invariante.

Teorema 1.6.1.

Sea & € B® | un subconjunto compacto y positivamente invariante con respecto a
las soluciones del sistema (1.14), entonces ¥ ® & | para el conjunto w — limite de ¥ , se
tiene:

° wf:rﬂ L 5-
o W& es cerrado.
o WA cs invariante bajo las soluciones del sistema (1.14).

o W& es conexo.

Demostracion: Ver [12].

1.7. Linealizacion de Sistemas no Lineales Bidimensionales
En esta seccion se aborda lo referente a la estabilidad y linealizacion de los
sistemas autonomos bidimensionales, cuya definicion se da a continuacion:
Definicion 1.7.1.
Un sistema de la forma
i - (1.17)
¥ m F ]

donde F'y G son funciones continuas, tienen primeras derivadas parciales continuas en
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todo el plano y la variable independiente £ no aparece en F'y G se le llama sistema

Autéonomo.

Definicion 1.7.2.
Al punto @e:%) que satisface £ %o %0 =0 y Fl¥o, )= 0 se le llama punto de

equilibrio o punto critico del sistema (1.17). Los puntos de equilibrio son soluciones
particulares de la ecuacion diferencial y también son llamados soluciones estacionarias o

soluciones distinguidas.

Definicion 1.7.3.
Se dice que un punto critico &%), es aislado si existe un circulo centrado en

@020} que no contiene ninglin otro punto critico.

En general, los sistemas no lineales no pueden resolverse de manera explicita, por
tal motivo, se hace uso de la teoria cualitativa la cual tiene como proposito descubrir

todo cuanto sea posible acerca de los diagramas de fase a partir de las funciones F'y G.

Definicion 1.7.4.
Se supone por conveniencia que el punto (0,0) es un punto de equilibrio del
sistema (1.17). Se dice que (0,0) es un punto critico estable si para cada R > 0 existe

r < R, tal que toda trayectoria que estd dentro del circulo 4% #%% = % para algun

= o permanece en el circulo 4% #3% m A% parg todo £ fo, es decir, si todas las

trayectorias que estan suficientemente cerca del punto critico permanecen cercanas a él.

Definicion 1.7.5.

Si el punto critico es estable y ademas, existe un circulo &% + 3% m 1, tal que toda

trayectoria que esta dentro de ¢l para algin = fa, tiende al origen cuando ¥=t @& ;

entonces, decimos que el punto es Asintoticamente Estable.
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Definicion 1.7.6.

Si el punto critico no es estable, se dice que es inestable.

Definicion 1.7.7.

La matriz
[ ar
%fﬁ'}‘"m Vol 3 (g2l

FE G 30 GG ) =

a6, 06,
7 o) gy i) (L18)

se llama matriz Jacobiana del sistema (1.17) evaluada en el punto critico ¢or¥a).

Teorema 1.7.1. Criterio Negativo de Bendixson
Considere el sistema de ecuaciones diferenciales (1.17), donde las funciones
f, g BE= R son de clase C*, si
o %8
oS OP

es de signo constante en un dominio simple — conexo R en B®  entonces no existen
oOrbitas periddicas en R.

Demostracion: Ver [18].

Teorema 1.7.2. Poincaré-Bendixson
Sea M un conjunto compacto positivamente invariante respecto al sistema de
ecuaciones diferenciales (1.17) donde las funciones f, gt B¥ = K son de clase €*, que

contienen un niimero finito de puntos de equilibrios. Sea ® 8 | y consideremos a &

Entonces una de las siguientes posibilidades es cierta:
o W& esun punto de equilibrio.
o WA es una orbita cerrada.

donde W s el conjunto de todos los puntos w — limite de un flujo de las soluciones

del sistema (1.17).
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Demostracion: Ver [13].

Teorema 1.7.3. Green
Sea C una curva cerrada simple positivamente orientada, diferenciable por trozos,
en el plano y sea D la region limitada por C. Si f y g tienen derivadas parciales

continuas en una region abierta que contiene D, entonces

Jasesan ] (555

Demostracion: Ver [19]-

1.8. Sistemas Periddicos Lineales

Se considera el sistema lineal homogéneo
x’ZA(t)x, —00<t <O (1.19)dond

¢ A(t) es una matriz n x n y sus elementos son funciones continuas de B en B . Ademas

existe 7> 0, tal que
A(1)=A(t+T). (1.20)
Al sistema (1.17) se le llama un sistema periodico lineal y el minimo nimero

T> 0 que satisfaga (1.20) se le llama el periodo de A(%).

Teorema 1.8.1.

Sea B € R™" una matriz no singular. Entonces existe una matriz 4 € C"", que no

es Unica, la cual conmuta con By que es tal que

e’ =B.
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(La matriz 4 se dice que es el logaritmo de B, 4 = log B). Ademas, si existe D €

R"™" tal que

entonces existe 4 € R™" tal que

A=logB.

Demostracion: Ver [13]-

El siguiente teorema (importante) establece una relacion de un sistema lineal

periddico con un sistema con coeficientes constantes.

Teorema 1.8.2. Floquet

Sea A: R — R™" una funcion matricial periddica de periodo 7, entonces cualquier

matriz fundamental de (1.19) puede ser escrita como

¢(1)="P(r)e" (1.21)

donde P:R — C"™" es T periddica, P(f) es no singular para todot € R y R € C"™" es

una matriz constante.

También puede ser escrita como
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$(t)=S(r)e* (1.22)

donde S:R — R"™" es 2T periddica, S(f) es no singular para todot € R y O € R"™ es

una matriz constante.

Demostracion: Sea ¢(t) una matriz fundamental del sistema (1.19), entonces
$(1+T)=A(t+T)p(t+T)=A(t)p(¢+T);
por lo tanto ¢(t+T ) es una matriz solucion de (1.19) y por la féormula de Abel

detg(z+T)+0, luego ¢(z+T) es una matriz fundamental de (1.19). Por lo tanto existe

una matriz constante no singular C tal que
#(t+T)=¢(1)C. (1.23)

Ademas por ser C no singular existe su logaritmo, log C. Se define:
R= (lj log C
T)%"

Como se observa, R € C"", es una matriz constante, tal que

et =C.
Sea
P(t)=¢(1)e™; (1.24)
claramente P(¢), por ser el producto de dos matrices no singulares, es no singular.
Ahora bien,
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P(t + T) = ¢(t +T)e—R(t+T) _ ¢(Z)Ce—R(t+T)

= g(1)e e e M = g(t)e ™ = (1),

asi P(¢) tiene periodo 7. Resolviendo la ecuacion (1.24) para ¢(t) se obtiene

#()=P(1)e",

lo que demuestra la primera parte del teorema.

Analogamente, sea Q € R"" tal que

207 _ 2
S(t)=¢(r)e™® es no singular, real y

S(t + 2T) = ¢(t +2T)e_Q(t+2T) = ¢(t)Cze_2QTe_Q’

=¢(t)e® =S(1).
Como puede verse S(¢) es no singular y 27 periodica, y de la definicién de S(¢)

queda claro que

Definicion 1.8.1.
A la matriz C definida en (1.23) se le llama una matriz de monodromia para el

sistema (1.19).
1.9. Obtencién de Exponentes de Floquet

Teorema 1.9.1.
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Existe un cambio de variable (invertible) peridodico que transforma el sistema

lineal periddico (1.19) en un sistema lineal con coeficientes constantes
y' =Ry.

donde R es la matriz dada en el teorema de Floquet.

Demostracion: Si ¢(t) es una matriz fundamental de (1.19), entonces existe una

matriz constante R y una matriz P(f) de orden n y de periodo T, tal que
#(1)= P()e".
Haciendo el cambio de variable x = P(f)y en (1.19), se tiene
xX'=P(t)y' +P(t)y
implica que
P(t)y' =A(t)P(t)y—P'(t)y;

por otro lado se tiene

por lo tanto

implica

asi

Sustituyendo en (1.26) se tiene
P(t)y' = A(t)P(t)y—A(t)P(t) y+P(t)Ry,
obteniéndose de este modo
P(1)y"=P(t)Ry.
Como P(¢) es invertible se tiene que
y'=Ry,

el cual es un sistema de coeficientes constantes.
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Definicion 1.9.1.

TR

Los autovalores de " se llaman multiplicadores de (1.19).

Por otro lado, se tiene
#(1)=P(1)e";
si se elige 7 =¢(0)P(0)e’, entonces I =P(0), por lo tanto
P(0)=P(0+T)=P(T)=1

de lo cual se obtiene

Definicion 1.9.2.

Los autovalores de R se llaman exponentes caracteristicos de (1.19).

Observacion. Si p, es un exponente caracteristico, entonces A =e”" es un

multiplicador caracteristico, y se tiene que

1
=—log A.
P T g4

Si hay soluciones periddicas entonces 4, =1, es decir, p, =0 para algln i, si los
demas tienen parte real negativa, entonces hay estabilidad, pero si un p, tiene parte real

positiva, entonces hay inestabilidad.

Aplicando la féormula de Abel (ver teorema 2.3 en [13]) poniendo #5 = 0 y

¢(0) =1, se tiene
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detg(T)= det¢(0)exp{'[ortrA(s)ds} = exp{JOTtrA(s)ds} ;

si los A, son autovalores de ¢(T ) , entonces por Lemas (7.2) y (7.3) en [13] se tiene que

k

detg(T)=] A

i=1

f[z,. =exp{j0TtrA(s)ds} (127

Teorema 1.9.2.

Una condicidon necesaria y suficiente para que el sistema (1.19) sea
uniformemente estable es que los exponentes caracteristicos tengan parte
real (< 0) y que los unicos exponentes caracteristicos con parte real (= 0)
tengan divisores elementales simples, es decir que el numero de
autovectores linealmente independientes es igual a la multiplicidad
algebraica del autovalor.

Una condicidon necesaria y suficiente para que el sistema (1.19) sea
uniformemente  asintdticamente estable es que los exponentes
caracteristicos tengan parte real (< 0). Si este es el caso y u(f) es una matriz

solucion de (1.19), existe k> 0, a > 0 tal que

‘u (t)u’l (S)‘ < ke ), t>s.

Demostracion: Ver [13].

Ejemplo 1.9.1.

3 ) 3 )
_1+ECOS t l—Ecostsmt
A(t): 3 3 (1.28)
—1-=sintcost —l+=sin’*¢
2 2
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Los autovalores u1(#) y u2(?) de A(t) son

147 “1-i7
My = 7 Hy = 4
y, en particular, la parte real de los autovalores es negativa.

Sin embargo, se puede verificar directamente que el vector
. t
(—cost,sint)exp (Ej

es solucion de x'(¢) = A(¢)x(z), con A(¢) dado por (1.28) y esta solucion es no acotada

2

cuando ¢ — oo, El multiplicador correspondiente es 4, = —e™* con |ll| >1, es decir, p,

tiene parte real positiva. El otro multiplicador es 1, =—e™ ya que (1.27) dice que el

producto de los multiplicadores es 4, =e ™~.

Nota: El problema de determinaciéon de los multiplicadores o exponentes
caracteristicos de sistemas periodicos lineales es una tarea extremadamente dificil.
Para finalizar esta seccion se enuncia un resultado importante el cual se usara en el

capitulo 3.

Teorema 1.9.3.
Sea }/(t) una solucion periddica de
x'=f(x). (1.29)
Sin -1 de los multiplicadores de Floquet de
V=1 (r(1)y
pertenecen al interior del circulo unitario en el plano complejo, entonces y es una

solucion asintoticamente orbitalmente estable de (1.29).
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Demostracion: Ver [2].
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CAPITULO 2
MODELO BIDIMENSIONAL RELACIONADO CON EN
QUIMIOSTATO: UNA CADENA ALIMENTICIA SIMPLE.

El quimiostato consiste de tres vasos interconectados, un vaso llamado botella
alimentaria que contiene todos los nutrientes necesarios para el crecimiento de un
microorganismo, todos en exceso excepto uno, el cual es dado a conocer como el
nutriente limite. El segundo vaso es llamado vaso de cultivo, y es aqui donde la accion
tiene lugar, el tercer vaso es llamado vaso de desperdicio o vaso colector, en este es
donde se recogen los productos del vaso de cultivo. Este contendrd nutrientes,
organismos, y quizas productos de estos organismos. Notese que las medidas pueden ser
realizadas sobre la materia del vaso colector sin perturbar la accion en el vaso de cultivo.
Como algin nutriente siempre va a estar alimentado de forma restringida, nos
concentramos en el nutriente limitante, llamado de ahora en adelante simplemente el

nutriente, e ignoramos los otros que estan presentes en cantidades sobrantes.

El contenido de la botella alimentaria es bombeado a una razén constante dentro
del vaso de cultivo; el contenido del vaso de cultivo es a su vez bombeado a la misma

razoén constante dentro del vaso colector. Denotemos por V el volumen del vaso de
cultivo (¥ tiene unidades de I°, donde / es una medida de longitud), y denotemos por F

el promedio de flujo volumétrico (F es dado en unidades de I’ / t,donde ¢ es el tiempo).

La concentracion del nutriente de entrada, denotado por S®, se mantiene constante, y

tiene unidades de masa/I’ .

El vaso de cultivo se carga con una variedad de microorganismos, de modo que
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contiene una mezcla de nutrientes y organismos. El contenido del vaso de cultivo se
considera bien agitado, es decir, la mezcla es homogénea y todos los demés parametros
significativos (como por ejemplo la temperatura) que afectan el crecimiento se
consideran constantes. Como la salida es continua, el quimiostato es a menudo referido

como un "cultivo continuo" en contraste con el cultivo que se produce por lotes.

Se busca la forma de escribir las ecuaciones diferenciales para este modelo, y
empezamos considerando un s6lo organismo creciendo en el quimiostato. La razén de
cambio del nutriente puede ser expresada como

razon de cambio = tasa de ingreso - tasa de desperdicio - tasa de consumo,
mientras que la del organismo puede ser expresada como

razén de cambio = tasa de crecimiento - tasa de desperdicio.

Denotemos por S(¢) la concentracion de nutriente en el vaso de cultivo en el
tiempo ¢, VS(¢) sera la cantidad de nutriente en el vaso en el tiempo ¢. La tasa de cambio
del nutriente es la diferencia entre la cantidad de nutriente que ha sido bombeado dentro
del vaso por unidad de tiempo y la cantidad de nutriente bombeado fuera del vaso por
unidad de tiempo. Si no hubo ningun organismo y en consecuencia ningun consumo,

entonces la ecuacion para el nutriente seria

(VS)'()=S “F-S(F,

donde el apostrofe denota la derivada con respecto al tiempo, es decir, '=d/dt. Es de
observar que las unidades de cada lado expresadas en términos masa/tiempo. Como V es
constante, la cantidad en el lado izquierdo se puede escribir como VS'(f) y ambos lados
divididos por V. La cantidad F/V, llamada la tasa de dilucién (o de desperdicios), es
denotada por D y tiene unidades de tiempo reciproco 1/¢. Entonces la ecuacion se

transforma en:
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S'(t)=S @D-S()D.

La formulacién del término de consumo, basada en evidencias experimentales, se
remonta a lo hecho por Monod [5, 14]. El término es proporcional a

mSP
a+S’

donde P es la concentracion del organismo (en unidades de masa/I’ ),”m” es la tasa

(Y]

méxima de crecimiento (en unidades de 1/7), y “a” es la constante de Michaelis-Menten

(o constante de saturaciéon media) con unidades de concentracion, es decir, “a” es el
valor de § para el cual la respuesta funcional alcanza la mitad de su maximo. La forma
(y la terminologia) del término de consumo es la de la cinética de enzimas, donde S
podria ser un substrato. Los parametros “a” y “m” pueden ser medidos
experimentalmente. Como este enfoque es aceptado generalmente por ecélogos de
microbios, y como los parametros pueden ser medidos, la formula Michaelis-Menten (o
Monod) es usada frecuentemente como una funcion de provecho, es decir, es una

funcién de beneficio para el organismo P.

Como se sabe, la forma del término de consumo depende de evidencias
experimentales y no reposa sobre bases fisiologicas. La absorcidon e incorporacion en el
organismo de nutriente es un fendmeno muy complejo desde el punto de vista de la
biologia molecular. En efecto, el transporte del nutriente a través de la pared celular es
en si mismo un fendémeno muy complejo. En [15], dan una introduccién descriptiva (es
decir, no matematica) para la fisiologia microbiana y sus complejidades. La funcién
Monod y otras formulas similares dan una descripcion agregada del nutriente absorbido
e incorporado al organismo. La ecuacion diferencial para S toma la forma

mS P
(a+S) 7y’

N (S<0) -S)D- 2.1)
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mientras que la ecuacion correspondiente a los microorganismos, asumiendo que el

crecimiento es proporcional al consumo, es

P = P( ms —Dj, (2.2)
a+S

donde y es una constante de "productividad" que refleja la conversion de nutriente al
organismo. La constante y se puede determinar (en cultivos por lotes) por medio del

cociente

masa del organismo formado

masa del sustrato usado

de aqui que y no tiene dimensiones.

Las condiciones iniciales apropiadas son S(0) > 0 y P(0) > 0. Se puede notar que el

numero de parametros en el sistema es excesivo, por tanto conviene realizar algunos

cambios de escala. Primero que nada, note que S y D (la concentracion entrante y la

tasa de desperdicio) estan bajo el control de los experimentos. El término S@ tiene

unidades de concentracion y D tiene unidades de tiempo reciproco. Las ecuaciones (2.1)
y (2.2) pueden ser escritas como:

S (.S, mS/sY P
s NGO (a/S(O) +S/S(O)) N

P (P ms/s"
S(O)}/ N S(O)Q/ d/S(O) +S/S(0) B )
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2.1. Significado de las Variable
5. Concentracion inicial de nutriente.

S (l) = § : Concentracion de nutriente en el tiempo ¢.

P(t) = P: Densidad del microorganismo en el tiempo .
m : Tasa maxima de crecimiento del microorganismo.
D : Tasa de dilucién o de desperdicios.

a : Tasa de saturacion media, esto es, es el valor de la densidad del nutriente para

el cual la respuesta funcional alcanza la mitad de su maximo.

y: Es una constante de productividad que refleja la conversion de nutriente al

organismo.

Midiendo S, @, y P/y en unidades de S y el tiempo en unidades de D™'. Luego

haciendo el siguiente cambio de variables
S P P

§ = b 9 ﬂ’
s 7s(0) N D

se tiene que

dS_1.dS dP__ 1 dP dt 1

A SO di dr s di T di D

Entonces
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Por otro lado

dP dPdt 1 dP1 1| P mS/ s
_——-— - e - - = — —D
dt dt di ySO dt D D459 | a/s +5/50

__P |1 ms/SY | 5[ mS
7SV D{ a/s" +5/5" a+S )

finalmente, eliminando las barras se tiene el modelo adimensionado a estudiar:

S'(1)=1-5(1) ——mjfg]()t()t)
(2.3)
P'(1) =P(t)(ff—$—l],

$(0)=0, P(0)>0.

Lema 2.1.1.

La solucion (S(¢), P(t)), con condiciones iniciales positivas permanece positiva
para todo ¢ > 0.

Demostracién: Se demostrd primero que S(z) > 0 para todo ¢ > 0. Para esto solo
basta probar que S(¢) # 0 para todo ¢ > 0. Se supone lo contrario, es decir que para algun
& >0 en el eje de las abscisas se tiene que S( &) = 0, entonces
_mS (e)P(¢)

S'(e)=1-8(¢) +5(2)

=1>0,

lo cual es contradictorio, ya que S(0) > 0, es decir, la pendiente de la recta tangente a la

curva S(f) en ¢ deberia ser cero o negativa. Por lo tanto, S(r) > 0 para todo ¢ > 0,
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mientras exista la solucidn.

Se prueba ahora que P(f) > 0, para todo ¢ > 0. De la segunda ecuacion de (2.3),

se tiene

1 dP(t) mS(t)

P(t) dt  a+S(r)

por lo que

ap(1 [ ms<t>)_l]dt_

P(t) (a+S(t

Integrando ambos lados desde cero hasta 7, se tiene
t
lnP(f)Itzj mS(z) —-1{dr
lo Jo a+S(r)
t
In P(1)~In P(0) = _[ { mS(r) _1%
0 a+S(T)

por propiedad del logaritmo
t
n P(1) =J' mS(7) 1
P(O) 0 a+S(r)

aplicando funcién exponencial en ambos lados, queda

% =epr ot(%((rf))_l}w}
P(t)=P(0)eprot[an1SS( (TT))_le T}'

Como P(0) > 0y la funcién exponencial también lo es, entonces P(¢) > 0 para todo

esto implica que

por lo tanto

t > 0, mientras exista la solucion.

Lema 2.1.2.
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Todas las soluciones positivas del modelo (2.3) son acotadas para ¢ > 0. Por lo
tanto, las soluciones estan definidas para todo ¢ > 0.

Demostracién: Para efectuar la demostracion consideramos la funcion definida
por

W (1)=1-S()-P(1)
derivando esta ultima ecuacion, se obtiene
W' (t)=-8"(t)-P'(t)=—(S"(r)+P'(1)).
Por otro lado, sumando las ecuaciones del sistema (2.3), se tiene
S'()+P'(t)=1-S(¢)-P(t)=W() esdecir —(S'(t)+P'(1))=-W (),

por lo tanto

por lo que
w'(t)+W(t)=0.
Esta es una ecuacion diferencial lineal homogénea, y con la condicion inicial
w(0)=1-(S(0)+P(0)),
su solucién viene dada por
w(t)=w(0)e".
De esta Giltima ecuacion facilmente se puede concluir que
W(t)—0, cuando ¢ — +oo
es decir, para cualquier & > 0 existe un 7(¢) > 0 tal que
‘W(t)‘ <e, para todo ¢>T(¢).
Ahora, se toma
M, =mdx{W (t)}, para 0<t<T(¢)
y cOmo
0<W(t)<e¢, para t>T(¢),

se toma
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M =mdx{M,,&}
de donde resulta que
W (t)<M, para todo >0

y asi queda demostrado el lema.
Ahora se probara que el sistema es puntualmente disipativo.

Lema 2.1.3.
El conjunto w-limite de cualquier solucion del problema de valor inicial (2.3) esta

contenido en el conjunto
> ={(S.P)eR}:S+P=1;8>0,P>0].

Demostracion: Dado que el conjunto w-limite es el conjunto positivamente
invariante mas pequefio del sistema (2.3), cualquier otro conjunto positivamente
invariante contiene al conjunto w-/imite. Por lo tanto, para probar el lema, es suficiente

con demostrar que )’ es invariante con respecto a las soluciones del sistema (2.3).

Sea (S*(O), P*(O)) € Y, entonces

S*(0)+P"(0)=1.
Tomando este punto como condicion inicial para la solucion del sistema (2.3) se

tiene la solucion
(8 (). P (1))-
Luego, se define la funcién
M (t)=1-(8"(¢)+P"(t)), con 20,
Por lo que, debido a los célculos realizados en el lema anterior,

M'(t)=-M (t), entonces
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M (1)=M(0)e".
De esta manera M (t) — 0, cuando ¢t — oo, por lo tanto

(S*(t),P*(t))eZ, para todo ¢>0.

lo que significa que la solucidon que se inicia en ) permanece en ), es decir ) es

invariante.
Lema 2.1.4.
: a
Sim<1o u=——-=2=>1, entonces
m —
fimP(1) =0,

es decir, el organismo muere.
Demostracion: Sea m < 1, entonces

m

-1<0, ya que P y a>0.
a+1 a+1

Ahora se considera la siguiente expresion del lema anterior

S+P=1
entonces
S=1-P<l
luego
1-P
P':P(—mS —lj:P mi=p) <P( ” —1},
a+s a+(l—P) a+l
y como
2 _1<0
a+l
se puede escribir
P' <—k*P,
es decir, que
P'+k*P <0,
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lo cual es una ecuacion lineal, donde k& # 0 y cuya solucion viene dada por
P(t)< P(O)exp(—kzt),
de donde se deduce que

lim P()=0.

t—

a . : -
Ahora sea u= — >1, esto nos dice que m > 1, se obtiene un resultado similar
m f—

de la poblacioén depredadora P.

ool 25 1) mSmacs) sl as)

a+S a+S a+S

ya que

luego

P,:P[S(m—lzlgm—l)ﬂj:P{(m—l)(S—ﬂ)}: Pm=1) (5_ 4y <o

como P'(t) <0y P(¢) > 0, se tiene que existe

lim P()=7>0

[—0

entonces si 77> 0, se tiene que

}LrgP'(t) =0
lo que implica que
. P(m—l)
lim———~(S-u)=0,
o a+S§ ( “)
pero esto solo se da si
limS(z) =,

t—©

lo cual, si £ > 1 es imposible yaque S=1-P<1ysi g =1 solo es posible si
limS(z7)=1.

t—o0

Lo cual se tiene
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limS(7)+1im P(7) =1+1lim P(¢) > 1,

t— t—0 t—00

lo cual es una contradiccion, por lo tanto

lim P(7) =0.

t—0

Teorema 2.1.1.
Si

m>1y O<,u:L1<l,
entonces el organismo P(f) sobrevive.

Demostracion: Consecuencia del lema anterior.

2.2. Puntos de Equilibrio
Para hallar los puntos de equilibrio, se hace §' = P'= 0 en el modelo (2.3). Asi, se
tiene

mSP
a+S

f(S,P)=1-5- 0,

(2.4)

mS
S,P)=P -1(=0.
g( ’ ) (a+S j

Si P =0, entonces S = 1, por lo que E£1 = (1,0). Es un punto de equilibrio en la

frontera de R”.

Si P # 0, entonces de la segunda ecuacion de (2.4), se tiene que

mS
a+S

~1=0,

esto implica que
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a

S =

m—1
ahora se despeja P en la primera ecuacion de (2.4), queda
(1-S)(a+S)

mS

P=
luego se sustituye el valor obtenido de S en P, resultando

-2 |a+—2-
P m—1 m—1 _am(m—l—a)(m—l)_m—l—a_l_ a

N am am(m—1)2 m—1 m-1
m—1

Es decir,

Porlo que £, = L,l— ¢
m—1 m—1

j= (S,1-8)=(u,1—- ), esun punto de equilibrio

de coordenadas positivas.

En la siguiente figura se muestra la localizacion de los puntos de equilibrio £, y
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Figura 2: Localizacion de los Puntos de Equilibrio £, y Es.

2.3. Estabilidad de los Puntos de Equilibrio

Para el andlisis de la estabilidad de los puntos de equilibrio £, y E>, se considera la

matriz jacobiana, la cual posee la forma

donde
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of mP(a+S)—mSP_ amP

N (a+S) (a+s)

of mS

“_=p, =- )
op " a+S

og . P[m(a—FS)—mSJ amP

o5 ™ (a+S)2 (a+S)2.
a—g:n22 :m—S—l.
oP a+S

La estabilidad local queda determinada por los autovalores de la matriz jacobiana

J, evaluada en los equilibrios respectivos.

Lema 2.3.1.

El punto £, = (1,0) es un punto silla.

Demostracion: Evaluando J en el punto £ = (1,0), queda:

o om
a+1
J(El):
0 L
a+1
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Se recuerda que u =

,es decir a = (m—1) u, entonces

m—-1-a (m=1)-(m-1)u (m—l)(l—,u).

Por lo que

ellos es negativo, 4, =—1.

a+l1

a+l1

m

a+l1

(m-1)(1-p)

a+l1

los autovalores son los elementos de la diagonal principal y claramente se ve que uno de

Mientras que el otro es positivo, ya que del teorema (2.1.1) se tiene que

m>1,y O<u<l,

silla, es decir es un punto inestable o repulsor.

Lema 2.3.2.

teniéndose en este caso un autovalor negativo y otro positivo, por lo que £; es un punto

El punto E; es localmente asintoticamente estable.
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Demostracién: Evaluando E, en la matriz jacobiana, se tiene

-1
am
J(Ez): s
(m—l)(m—l—a) 0
am
se sabe que
_a
ﬂ_m—f
es decir
a :(m—l),u,
entonces

(m=1)(m=1=a) _(m=D[(m=1)=(m=1)]s _(m-1)"(1-p)

2

am am am

por lo que la matriz jacobiana queda de la siguiente manera:
2

(m—1) (1-u)

~1- -1

am

J(E2)=

(n=1) (1-1)

am

0

Se deben hallar los autovalores de esta matriz, para ello se calcula el determinante

de la siguiente expresion, det(J (E,)- /11) =0.
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I ) P
det =0,
(- 0-w)

asi, queda el polinomio caracteristico

p(/i)=/12+{1+(m_l)z(l_ﬂ)}/ﬂ(m_l)z(l_ﬂ) =0

b

am am

resolviendo esta ecuacion de segundo grado, se tienen los siguientes autovalores

ety ) 0)

2

ambos son negativos, ya que por el teorema (2.1.1)

m>1y O<pu<l.

Entonces E, es localmente asintoticamente estable.

2.4. Estabilidad Global del Punto E; Aplicando el Criterio Negativo de

Bendixson

Para demostrar que el punto £, es globalmente asintoticamente estable, se usara el
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teorema (1.7.1). Para ello se recuerda que
mS (1) P(t)

S'(t)=1-5(1)- a+5()

- /(5.P)
mS(t)

P’(t):P(t)(CH_S(t)—ljzg(S,P)

Aqui f,g:R?* >R, sonde clase C’.

E =4 1-_¢
? m-1"" m-1

O<u<l.

Ademas

(8.1-8)=(u.1-p),

donde

Lema 2.4.1.

El punto £, es globalmente asintdticamente estable.

Demostracion: Para ello se realizé el siguiente calculo

g+8_g__1_ amP N mS | mS ( amP +2}

oS 0P (a+S)Y a+S  a+S |(a+S)
se sabe que
S = a
m-1
por lo tanto
am am am
ms _ -1 __m=-1 _m=-1_,
a+S a4 a am—a+a am
m—1 m—1 m—1

Entonces
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@_F@_g:l_ asz_i_2 _ amP2+1’
oS oP (a+S) (a+S)

es de signo constante, negativo, y por el teorema (1.7.1) se concluye que no existen

oOrbitas periodicas alrededor del punto E,, en consecuencia E, es un punto globalmente

asintoticamente estable.

CAPITULO 3
MODELO TRIDIMENSIONAL RELACIONADO CON EL
QUIMIOSTATO: UNA CADENA ALIMENTICIA SIMPLE.

Se toma el modelo del quimiostato descrito en la seccidon previa, con nutriente
entrante S(¢) y organismo P(f) que crece a expensas del nutriente, pero ahora afiadimos
un organismo depredador de la especie P(f). Se denota esta nueva especie por Q(f). Se
asume que tanto el nutriente absorbido e incorporado al organismo P(f) como el
producto de la depredacion por Q(t) siguen la cinética de Michaelis-Menten o Monod. El
uso de la formula Monod ya ha sido discutido para el consumo del nutriente. Ese mismo
patron aplicado en el caso de un depredador que se alimenta de su presa no es
inmediatamente claro. Esta formula es de una clase general conocida como una
respuesta funcional tipo-II de Holling [16]. Holling observé que basicamente existen dos

elementos de tiempo-consumo en el “ciclo de ataque” que efectaa el depredador:

e Tiempo de busqueda.

e Tiempo de manipulacion (incluye digestion).

Si se hace T igual al tiempo total de un ciclo de ataque, 7 igual al tiempo de

48



busqueda, b igual al tiempo que durd la manipulacion de cada presa individual (en

unidades de tiempo/presa), P, es el nimero de presas capturadas durante la busqueda de

alimento en un periodo de tiempo 7, y P la densidad de presas (en unidades de
presalunidad de volumen), entonces

T =T, +bP,. (3.1

Holling demostr6 que el nimero P, es proporcional a la densidad de la poblacion
presa Py al tiempo de busqueda T,

P. =cPTy, (3.2)

donde “c” es la tasa de la razon: presas encontradas sobre densidad de presas (en

unidades de volumen/tiempo). Eliminando 7 entre las ecuaciones (3.1) y (3.2) se

obtiene:

_cPT
“ 1+cbP

La cantidad de presa capturada por unidad de tiempo, viene a constituir la tasa de
alimento ingerido (respuesta funcional) y esta dada por
P cP

P =7 ~Toap (33)

Ahora bien, F (P) =F =P, /T constituye la tasa de alimento ingerido Ginicamente

por un depredador individual, es decir, la respuesta funcional (el término de consumo)
para el depredador. Por lo tanto, el consumo total de la poblacién depredadora sera FQ,
donde Q es el numero total de depredadores en la poblacién. La ecuacion (3.3) es la

forma usada para el consumo de nutrientes cuando m es 1/b 'y a es 1/cb.

Se deduce de (3.3) que:
e A baja densidad de la presa, la tasa de alimento ingerido es proporcional a
la densidad de la presa.
e A altas densidades de la poblacion presa, la tasa de alimento ingerido esta
acotada por el reciproco del tiempo de manipulaciéon en la interaccion

depredador-presa, el cual es independiente de la densidad de la presa.
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A respuestas de funcionamiento que sigan propiedades como las anteriores, es
comin que se les llame, respuestas de funcionamiento saturadas. En nuestro caso, la
respuesta funcional saturada F, pertenece a una clase de tasas de procesos bioldgicos que
son casi universales. A nivel de reacciones enzimaticas, por ejemplo, la ecuacion (3.3) es
la bien conocida ecuacion de Michaelis-Menten, que usualmente aparece en la forma

v P

V= ; 34
K, +P S

en ese caso v es la tasa especifica del producto de formacioén (que en nuestro caso

asociamos con la cantidad de alimento ingerido), ¥, es el maximo de la tasa especifica

del producto de formacion, P es la concentracion de sustrato (en nuestro caso sera la

densidad de la presa), K, es la llamada constante de saturacion media, que denota la

concentracion del sustrato en el cual la tasa del producto de formacién (en nuestro caso,

la tasa de alimento ingerido) es igual a la mitad del maximo.

Las ecuaciones basicas con todos estos parametros son:
_ mS(t)P(¢)
7 (a1 + S(t)) ’

a,+S(t) ¥, (a,+P(t)) (3.5)

P'(t):P(t)[M_D_M]

o= 0| 20|

a, +P(1
5(0)=S, 20, P(0)=P, >0, 0(0)=0, >0, t>0;

donde '=d/dt, y,, y,, m,, m,, D, a,, a, son constantes positivas.

3.1. Significado de las Variables
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S: Concentracién inicial de nutriente.

S(#) = S: Concentracion de nutriente en el tiempo z.
P(?) = P: Densidad de la poblacion presa en el tiempo z.
O(t) = Q: Densidad de la poblacion depredadora en el tiempo .

m, : Tasa maxima de crecimiento para la presa.
m, : Tasa maxima de crecimiento para el depredador.

D: Tasa de desperdicio y tasa de mortalidad correspondiente a la presa y al
depredador.

a,, a, :Tasas de saturaciéon media, esto es, las densidades del nutriente y de la

poblacion presa para las cuales la cantidad de alimento ingerido por la presa y el
depredador es igual a la mitad del méaximo respectivo.

7,: Factor de conversion o rendimiento, para la presa que se alimenta del

nutriente.

7, Factor de conversion o rendimiento, para el depredador que se alimenta de la

presa.

Aqui P(f) es un organismo de crecimiento sobre el nutriente S(z) y Q(f) es un
organismo que se alimenta de P(¢). Realizar aqui un cambio de escalas es un poco mas

complicado que antes. Pero puede hacerse por medio de las definiciones siguientes:

- 5 = P — 0 — a, - a
S = ) P = ) Q = , ai :_la az = = >
S(O) 7/1S(0) 71725*(0) S(O) 71S(0)
I’l_’ll —ﬂ, %2 —&, EZZ‘D
D D

Por lo tanto
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05 _

ds.dp__1 dp dO__ 1 _do.  dt_1
Td dt SO di dt 78O di 0 di D

dt S
Entonces
dS_dSdt_1.dS1 _1 [l_ S j ~ ms/sY P
di didi SO dD DI\ U (a/5 +5/5) 7,5©
.S 1] ms/sY P |_, g mSP
s Dl (a,/s +s/sV) 55" a+S

Por otro lado

dP det 1 dP1
dt di dr 7,8 dt D

1 ( P ] mlS/S _po_ m0/s"”
7/1

D /8O +5/50 }/2(a2/S(°)+P/S(°))
__ P |1 ms/sY o m0/s"
789 D q,/59 +5/s" 7 (/S + /s
:F n_11§ 1t sz
a+S a+P)

Y por ultimo

dQ det 1 @i_ 0 1( mP _D
dt dt dt 71;/25'(0) dt D 7172S(0) D\ a,+P

1 P/y,s" —( m.P
— Q 0 1 mz(o)/71 G -D _ Q m2 1l
77,8 | D\ a,/7,5 +P/y,S ar+P

Ahora por comodidad para la notacidon se eliminan las barras, se tiene el sistema a
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estudiar

(3.6)

o-0(0| 21101,

a2+P(t)
S(0)=S020, P(O)=P0 >0, Q(O)=Q0>O, t>0.

En esta seccion, se dan dos resultados preliminares acerca del modelo (3.6). El
primero de ellos indica que bioldgicamente el modelo se comporta bien, esto es, para

condiciones iniciales positivas las soluciones siguen siendo positivas.

Lema 3.1.1.

La solucion (S(¢), P(¢), Q(#)), con condiciones iniciales positivas permanece
positiva para todo ¢ > 0.

Demostracion: Si S(&£) = 0 para algin & > 0, la primera ecuacion de (3.6) queda
de la siguiente manera

_mS(§)P(¢)

ats(@)

$(6)=1-5(¢)

Esto implica que
S(¢)>0, para todo >0,
mientras exista la solucidn.

Ahora se prueba que P(¢) > 0; de la segunda ecuacion de (3.6), mientras P(¢) # 0,

se tiene

P'(t): m,S (1) e m,Q (1)
P(t) a+S(t)  a+P(t)

de donde
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t
P(1)=P(0)exp J mS(r) _ mO(e) |, |
o| @ +8(7) a,+P(7)
Como P(0) > 0, entonces P(¢) es positiva para ¢ > ( mientras existe la solucion.

Para mostrar que Q(¢) > 0 para todo ¢ > 0, se escribe que mientras Q(¢) # 0,

o'(t) _ mP(t)
0(t) a,+P(1)

Q(t):Q(O)exp[L[{ziLfg(?)—l}dr}

como Q(0) > 0, entonces Q(¢) es positiva para todo ¢ > 0 mientras existe la solucion.

Lema 3.1.2.

de donde se tiene

Todas las soluciones positivas del modelo (3.6) son acotadas para ¢ > 0. Por lo
tanto, las soluciones estan definidas para todo # > 0.

Demostracion. Se considera la funcion
W(t)=1-8(t)-P(1)-0(¢).
Tomando en cuenta las ecuaciones del sistema (3.6), la igualdad anterior se puede

escribir como
W' (1) ==S"(t)=P'(1)=Q'(1)==(S"(1) + P'(1)+ O'(¢))
es decir
W'(t)=—W(1).
Esta es una ecuacion diferencial lineal homogénea, y con la condicion inicial
w(0)=1-(5(0)+P(0)+0(0)),
su solucion viene dada por
W (1) =W (0)e".
De lo cual se concluye que

W (t)—0, cuando ¢—> oo,

es decir para cualquier &> 0 existe un 7'(&) >0 tal que
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W (1) < &, para todo ¢>T(z).
Ahora, se toma
M, =mdx{W(t)}, para 0<t<T(¢)
y como
0<W(t)<e¢, para t>T (&),
se toma
M =max{M,¢}
de donde resulta que
W(t)<M, para todo >0,

lo cual demuestra el lema.

Lema 3.1.3.
El conjunto w-/imite de cualquier solucion del problema de valor inicial (3.6) esta

contenido en el conjunto
> ={(5.P,0)eR*:S+P+Q=1;5>0,P>0,0>0}.

Demostracion: Dado que el conjunto w-/imite es el conjunto positivamente
invariante mas pequefio del sistema (3.6), cualquier otro conjunto positivamente
invariante contiene al conjunto w-/imite. Por lo tanto, para probar el lema, es suficiente

con demostrar que Y es invariante con respecto a las soluciones del sistema (3.6).

Sea (S7(0), P'(0), O"(0)) € ¥, entonces

S (0)+P(0)+0 (0)=1
Tomando este punto como condicién inicial para la solucion del sistema (3.6) se

tiene la solucidon
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(5°(0).P"(1).0" (1))
Luego, se define la funcién
M (£)=1-(8"(¢)+P"(¢)+Q"(t)). con ¢=0.
Por lo que, debido a los calculos realizados en el lema anterior,
M'(t)=-M (t), entonces
M(t)=M(0)e".
De esta manera M (1) — 0, cuando ¢ — o, por lo tanto

(S* (1),P(1),0 (t)) €Y, para todo ¢>0.
lo que significa que la solucidén que se inicia en ), permanece en Y, es decir ) es

invariante.

3.2. Restriccion a un Sistema Bidimensional Eliminando una de las Variables
Como cada trayectoria tiende a su conjunto w-limite cuando t —+oo, se restringe el

estudio a laregion ) con S=1— P — Q, de esta manera queda el siguiente sistema:

P':P[ml (I_P_Q)_l_ sz ]

I+a,-P-0Q a,+P
3.7)

Debido a la restriccion a )| se puede limitar nuestra atencion a la region triangular
A={(P,0)eR*:P+Q<1; P20;0>0}.

Se quiere propiciar la sobrevivencia de la poblacion depredadora, para ello se ven

las condiciones de extincion de dicha poblacion, el siguiente lema proporciona estas

condiciones.
Lema 3.2.1.
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Sim <1 o u= %4 121, i=16 2. Entonces

i

limQ(¢)=0.

t—0

Demostracion: Si m, <1y P(0) > 0, entonces

P’:[ml(l_P_Q)—l— O Jps{ml(l_(mg))—1]P<(i—1jP,

l+a,-P-Q a,+P l+a,—-(P+Q) 1+a,
y como
1T la, <0
se puede escribir
P' <—k*P,
es decir
P'+k*P <0,

donde k& # 0. Luego
P(t)< P(O)exp(—kzt),
de donde se deduce que

lim P(¢)=0.

t—
Esto implica que existe un 7 tal que para t> T
P(t ~ -
mz—()—l <k para algun k£ #0
a, +P(t)
y de la segunda ecuacion de (3.7) se deduce que

limQ(¢)=0.

t—00

Similarmente, si m, <1, se tiene

mP() e
a2+P(t) B a2+P(t)’

entonces
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, a
Q= p et
y como antes, se tiene que
fim0(r)=0.
Ahora se considera 1, = ai_l >1 (lo cual implica m, >1), i=16 2, se obtiene un

resultado similar de extincion de la poblacion depredadora. Se supone primero que

lul = al Zla
m, —1

de la primera ecuacion de (3.7) se tiene

1w0<p@{fitfﬁﬁ_quu{fiifﬁﬁ_q

l+a1—P(t) ml—P(t)

luego

1

P'(t)<=(m —1)P*(¢)(m —P(t)) ,

integrando desde 0 hasta ¢, se tiene
I[ mlP,(T)—P’(T) r<fl—(m ~1)dr
AP ) P(r) , e

m

P()

de lo que se tiene

~InP(t)<— ™ —In Py (1)—(m 1)t

R (1)
asi

m

P(t)

m

R (1)

+InP(1)<(m —1)1+ +In Ry (1) > oo, cuando ¢ — oo,

por lo tanto
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2 InP(1) > o,

P(t)

lo que implica que

fim P(1)=0.
razonando igual que antes, se tiene

}ggQ(t) =0.

Ahora se supone que y, = % " >1. Entonces como P <1, se tiene
m, —
P P—-a,-P P- -1)u, - P
Q!:Q m, -1 :Q M :Q m, (m2 );uz
a,+P a,+P a,+P
m, —1
=Q( - )(P—,uz)SO.

a,+P
Como Q'(¥) <0y Q(¢) > 0, se tiene que existe
limQ(t)=n=>0,

t—0

si fuera 77 > 0, entonces

lo cual implica que

pero esta ultima igualdad s6lo se da si

limP(t)z,uz,

t—0

lo cual, si g, >1, es imposible y si x, =1, solo es posible si

limP(¢) =1,

t—o0
pero entonces
lim P(¢)+1limQ(¢)=1+1limQ(¢) > 1,

t—0 t—o0 t—0
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lo cual es una contradiccion, por lo tanto,

lim0()=0.
Teorema 3.2.1.
Las siguientes condiciones
m >1, m>1Ly O0<p <1, O<p, <1, (3.8)
donde
a, a,
'ul:ml—l Y qu:mz—l

son necesarias para la supervivencia de la poblacion depredadora.
Demostracion: Consecuencia del lema anterior.

En lo que resta del trabajo se asume (3.8).

3.3. Puntos de Equilibrio
Se hallan los equilibrios (o puntos criticos) en la frontera de A, para ello se

resolviod el sistema

_ ml(l_P_Q)_ om0
f(P’Q)_P(1+a1—P—Q : a2+PJ

g(P,Q)=Q( il —1J=0

a,+P

Si P =0, entonces Q = 0 y claramente E£; = (0, 0) es un punto de equilibrio, ahora

con P # 0, otro punto de equilibrio en la frontera de A4, resulta de tomar la ecuacion

m1-P=0) | m0 _

l+a,-P-0  a,+P
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Si O =0, queda la ecuacion
m, (1 - P)

-1=0,
l+a, —-P

sustituyendo a, =(m, —1) g, se obtiene P =1—y,, por lo tanto £, = (1—£4,0) es el otro
punto de equilibrio, entonces, los puntos de equilibrio en la frontera de A son:
E =(0,0) y E,=(1-,0).

3.4. Estabilidad de los Puntos de Equilibrio en la Frontera de A

Para el andlisis de la estabilidad local de los puntos de equilibrio E£; y E; se

considera la matriz jacobiana, la cual toma la forma

my, my,
J= ,
my, my,
donde,
of _ _ ml(l_P_Q) m,Q ma, m,Q
——=m, = -1- +P| - -+ = |-
oP l+a,-P-0Q a,+P (1+a1—P—Q) (a2+P)
o _ m,a, P _ myP
00 " (144, -P-Q) a+P
a_g _ _ m,a,0
oP "' (a,+P)
og m,P

—_— m —_
00 ® a,+P
La estabilidad local queda determinada por los autovalores de la matriz jacobiana

J. La matriz sera evaluada en las coordenadas de cada uno de los puntos de equilibrio.
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Lema 3.4.1.

El punto de equilibrio £; es un punto silla.

Demostracion: Evaluando J en el punto E;, esta toma la forma sencilla

J(E1)=

Los autovalores son los elementos de la diagonal principal, se puede ver que, de

acuerdo a nuestra hipotesis (3.8), hay un autovalor negativo 4, =—1 y el otro autovalor

es positivo, siendo de esta manera £; un punto silla, por tanto en este caso E; es un

punto inestable.

Lema 3.4.2.

Se supone que m, >1, m, >1, y 0< g <1, 0< x4, <1, entonces:
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o Si l<y+u, <2, entonces el punto de equilibrio £, es localmente

asintoticamente estable.

e Si 0< g+ u, <1, entonces el punto de equilibrio £, es inestable.

Demostracion: Al ser evaluada la matriz jacobiana J en ¢l punto de equilibrio E,,

toma la forma

(a1+ﬂ1)2 (al+:ul)2 I+a, -,
J(E2)=
0 (mz _1)(1_,“1 _/Jz)
I+a, -,

Nuevamente los autovalores son los elementos de la diagonal, y uno de ellos es
am

/11:_(1_/‘1) ——

(al + /J1)

el cual es, claramente negativo.

(mz _1)(1_ﬂ1 _,Uz)
I+a,—p

o Si l<y+u,<2, setiene que A, = <0, por lo

tanto se tienen dos autovalores negativos lo cual implica que el punto
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E, es localmente asintoticamente estable.

(mz _1)(1_/"1 —/12)
I+a,—p

e SiO<y+u <1, setiene que A, = >0, teniendo

en este caso un autovalor negativo y otro positivo, luego el punto £,

es inestable.

3.5. Puntos de Equilibrio en el Interior de A

Para los puntos de equilibrio en el interior de A se establecen los siguientes lemas.

Lema 3.5.1.

e Sil< g +u, <2, entonces no hay equilibrio en el interior de A.

e Si u +u, <1, entonces existe un punto de equilibrio E. en el interior de

A. (Existe E, precisamente cuando E; es inestable).

Demostracion:
e Sesupone 1< +u,<2. 81 E = (Q,QC) es un equilibrio en el interior

de A4, se tiene
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ml(l_Pc_Qc)_ m,Q, 1 m, L, -1
l+a,-F-0. a,+F, ’ a, +F, .

De la segunda ecuacion de (3.9), es claro que

a,
m, —1

P=u,= > 0.

(3.9)

Asumiendo que Q. > 0 y sustituyendo ese valor de P, en la primera ecuacion del

sistema (3.9), se obtiene una ecuacion para Q. de la forma

ml(l—,uz—Q(,)_ myQ, -1
I+a, -, -0, a,+u,

usando el hecho que a, + 1, =m,u,, se simplifica (3.10) a la forma equivalente

_&

2

(ml_l)(l_luz_lul_Qc) (1+a1_:u2_Qc)'

Como 4, +Q, debe ser menor que 1, de (3.11) puede verse que si

/’l1+/’12 21’

(3.10)

3.11)

entonces no existe ninguna solucién positiva Q. de (3.10), porque un lado de (3.11) sera

positivo mientras el otro lado seria negativo y en consecuencia no hay punto de

equilibrio en el interior de A.

e Si u + u, <1, entonces se tiene que la funcién

_ ml(l_Pc_Qc)_ myQ,
f(QC)_ l+a,-P -0, a,+PF. ,

es continua y decreciente en [0,1- |, aqui P. = 4,. Por lo tanto,

f(())z ml(l_ﬂz) S MM
Iva —p,  a+p

mientras que
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mpy oy (1= — 4y) 1
f(l=p—p)=—"""- =l——(1—pg,— 1) <1.
( 1 2) a + 4 a, + t, /Uz( 1 2)

Por consiguiente (3.7) tiene una solucion positiva Q. tal que 0<Q <1-y, con

f (QC) =ly E = ( ,LIZ,QC) tiene coordenadas positivas y claramente este equilibrio es

unico. Esto es, existe un punto de equilibrio interior de 4 cuando E; es inestable.

3.6. Estabilidad del Punto E.
El siguiente paso es el andlisis de la estabilidad del punto de equilibrio en el

interior de A.

Lema 3.6.1.
Si el punto critico E. = (P., Q.) satisface

Qﬂz< "a _, (3.12)
my,  (1+a,—u, - 0,)

entonces el punto E. = (P., Q) es localmente asintoticamente estable.
Demostracion: Para mostrar esto, se considera la matriz variacional J evaluada

en el punto E.= (P, Q.) la cual tiene la forma

—mia, n m,Q _ mt,a, 1
2 2 2
(1+al—,u2—Qc) (a2+,u2) (1+a1—,u2—Qc)
J(E.)=
(mz _I)Qc 0
a, + i,

Como el determinante de J(E,) es positivo, en consecuencia la parte real de los

autovalores tienen el mismo signo, y la estabilidad depende de la traza (la suma de los
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autovalores de J (EC ) ). Esto es justo el término que estd en la esquina superior izquierda

de J (EC) El punto serd localmente asintdticamente estable si la traza es negativa, es

decir, si
mZQc > < ma, =, (313)
(az"',uz) (1+a1_:uz_Qc)
sustituyendo a, =(m, —1) 1,, (3.13) se transforma en
Qc < mlal
2 2"
mZILlZ (1+a1_ﬂ2_QC)
Lema 3.6.2.
Si E.= (P., Q.) estd en el interior de 4 y
Q . e, (3.14)

myty,  (1+a,—p,-0,)

entonces existe una orbita periodica para (3.7).
Demostracion: Si (3.14) se cumple, de la demostracion del lema anterior se
deduce que el punto E. = (P., Q.) es inestable, luego por el teorema de Poincaré-

Bendixson existe una 6rbita periddica de (3.7) la cual es un ciclo limite.g

Se asume de ahora en adelante lo siguiente
M+, <1 (3.15)

m,Q, ma,

3 >
(a2+/u2) (1+a1_ﬂ2_Qc)

(3.16)

P

La relaciéon (3.12) del lema (3.6.1) proporciona un criterio para la estabilidad o
inestabilidad del punto de equilibrio E.. Si el punto de equilibrio E, es asintéticamente

estable, es posible que exista un ciclo limite alrededor del punto E..

En las pruebas que siguen, la cantidad l—P(t)—Q(t) va a representar a S(?).

Similarmente se usa S, =1-P. —(Q, para una notaciébn mas corta. Se comienza con el
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siguiente calculo, en lema (3.6.3).

Lema 3.6.3.

Para las soluciones del sistema (3.6) vale la siguiente representacion de S(¢).

1aP om0 \1do
_Pdt m,-1 a,+u, ) O dt
- ma, nm, '

(a,+5)(a,+8)  a,+P

S(t)-S

c

(3.17)

Demostracion:

Ez m.S _ m,Q 1= mS _ m,S, n m,Q, _ m,Q
P a+§ a,+P a+S a+S  a,+u, a,+P

mla](S—SL,) _m,
(a,+S)(a,+S.) a,+P

m,Q, _
=0 ey )

S e G e e el Ll

_ ma, m, _ Q’ m, 0.
_£(a1 +S)(a1 +Sc)Jr a, +P](S SC)+ 0 (mz —IJ{IJraZ +,uzj’

luego se tiene que

ma, L (S_S):ld_P_ my ), 9 |14
(a,+S)(a,+S,) a,+P oPdt \my-1 a,+u, )O dt

por lo tanto

lab_ m [y, O |1dQ
S—S=Pdt m, —1 a, + L, th.

c

mlal + m2
(a,+S.)(a,+S) a,+P

demostrandose de esta manera el lema.
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Para evitar el uso excesivo de notaciéon matematica, se reescribe (3.7) como

P'=£(P,0), Q=1 (P0). (3.18)

Lema 3.6.4.
Sea I'(r) = (P(¢), O(f)) una orbita periddica arbitraria de (3.7) con periodo T.

Denotemos por R el conjunto de puntos del plano que son interiores a I' y sea

A:J.T(a—fl(P(t),Q(t))+%(P(t),Q(t))Ja’t. (3.19)

o L oP o0
Entonces
A G __maF_ T+” B(P,0)dPdQ (3.20)
mZPC (al+Sc) .

donde B(P, 0)<0y S, =1-P -0Q..

Observacion. El uso de este complicado lema tiene consecuencias para la
estabilidad de una orbita periodica: ver corolario (3.6.1) mas adelante.

Demostracion: Diferenciando y sustituyendo se tiene

A:J.T{{ml(l_P_Q)— m,Q _1}
o || 1+, —-P-0 a,+P

+P —ma, __mQ 7{ m, P —1} dr.
(1+a,-P-Q) (a,+P) | & +P

ml(l—P—Q) m,Q 1= msS  m,Q | P

(3.21)

Observe que

l+a,-P-0 a,+P  a+S a,+P P

entonces

——dt=| —=InP

T T
j Ldp P P = P(T)-1nP(0)=0
0 P dt 0 P IO
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por ser P(¢) periddica de periodo 7. Similarmente, el tercer corchete en (3.21) es Q'/Q'y

su integral da cero por la misma razén. Por lo tanto se tiene que

_ ! sz(t) _ ma,
A‘IO [(a2+P(t))2 (1+a1p(z)Q(z))2JP(t)dt' (22

El resto de la prueba consiste de una reestructuracion de esta integral y varias

aplicaciones del teorema de Green, teorema (1.7.3), para originar una funcion B(P, Q)

con el signo deseado. Los detalles de esto son un poco tediosos y complicados.

Primero que nada
Rl et 25

[ [mlso) _I_Pm}h

o a,+P(t)\ a,+5(1) P(1)
-| OT azi(ft’)(t) (Zféc ‘IJ"”I OT azl-lj-(ll;)(t)[a’ln-li-ség 2) s ]‘”
=1 +1,.

Aqui se hizo el uso de la ecuacion (3.7) y del hecho que la integral de la expresion

P'/(a2 +P) da cero. Luego se tiene que A=1 +1,+1,. Se estudia cada integral por

separado, y comenzamos con /,. Combinando los términos se obtiene:

Iz:J-T P(1) (mlS(t)(al+Sc)—mlSc(a1+S(t))Jdt

0 a,+P(t) (a,+S(1))(a,+S,)
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e | o s

La ecuacion (3.17) del lema (3.6.3) puede ser aplicada para convertir la integral 7,

en una integral de linea de la forma

-1
P J' P ma, L_m
? a +8S. r(a2+P)(a1+S) (a1+SC)(a1+S) a, t+P

|:d_P_ m, (1+ Qc J£:|
P m,—1 a,tu, ) O

La cantidad bajo el signo de la integral es de la forma

J. U, dP+ N, dO.
Tr

Ahora se puede aplicar el teorema de Green para deducir que

[ = M ON, oU, PdO.
? a1+S oP 30

donde

m, 0. £
N, (P,Q0)=~ _1(1+m2ﬂ2]QU(P,Q),

U,(P,0)=(a,+P) U(P,0),

U(P,Q)=( e +m2(a‘+1_P_Q)j_.

a,+S, a,+P

Derivando estas funciones, se deduce que

% < 0’ aUl
oP 80

>0

y en consecuencia la integral es negativa. Se regresa ahora a la integral
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I = e -1 ngp(t) t.
: a,+S, 0 a2+P(t)

Entonces, usando la ecuacion diferencial para Q y (3.10), se tiene

T ’ T
= mSe j @ oL S _y|_p & _Q
m,\ a, +S, o\ O m, \ a, +8, a,+ i, My,

Regresando a la segunda integral en la ecuacion (3.22) y aplicando la misma

técnica, se tiene

. ! almlP(t)
- L(qﬁqofm

:_IT P(t) {[alml (a2+P(2t))_ am, (a2+P(t))}

o a,+P(t) (a,+S(1)) (a,+8S.)

+[a1ml(a2 +P(t)) _alml(a2 +ﬂ2)]+{alm1(a2 +/212)}}dt

(a1 +SC)2 (a1 +SC)2

=L, +1,+1,.
Se comienza con I, (omitiendo la notacion para la dependencia de ¢ en el

integrando),

13=_J'T P(t) [alml(a2+P(t))alml(a2+P(t))}dt

o &+ P(0)| (a+5(:)) (a,+S.)

:amJATP(f)(S(t) S.)(2a,+S(1)+ ) )
o (a1+S) (a1+S( ))2

Esta puede ser separada en dos integrales:

am, J‘TP(t)(S(t)—SC)dH a,m, J‘TP(t)(S(t)—SC)

dt.
(al+Sc)2 a,+S(1) a+S.Jo (a1+S(t))2

I, =
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Cada una de estas dos integrales se convierte en una integral de linea usando el

procedimiento del lema (3.6.3). Omitiendo los detalles, se anota solamente el resultado

[ ] [ e

final el cual es

donde,
m 0 \P
U,=U(P, N,=—2|1+—— |—U(P,0),
’ ( Q) Y ! mz_l( mz/‘zJQ ( Q)
Y,
TP S - S 8N 6U
PdQ,
0 a1+S
con
U(P, PU (P,
U3 :&, y N3 —_ mz 1+ Qc ( Q) .
l+a, -P-0 m, —1 m, L, Q(l+a1—P—Q)
Se nota que
N, <0, N, <0, U, >0, U, > 0.
oP OP oQ o0

Asi I, puede escribirse como una integral sobre R la cual tiene un integrando

negativo. Las dos integrales restantes son faciles. Por la ecuacion
m,P—a,—P m,P—(m, —1)u, — P
0'=0| -1 |=0| TR _ o meP=lm V)t
, + P a,+P a,+P

B T

a,+P a,+P

se tiene,
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I a,m, ZITP(P_ﬂZ)dt:— a,m, : TPQ’dt
(a,+8.) Jo a,+P (my,—1)(a,+S.) o Q

__ a,m, P am1 dPdO.
(m2—1)(a1+Sc)2IrQ ¢ (my—1)(a,+5S.) I.[ 0 pde

y
J __alml(az+ﬂ2)jr P dt__alml(az+ﬂ2)JT(g+let
57 2 - 2
(a,+5S,) o &+ P my(a,+S.) Jo\ Q
__am (a, +/u2)T ___amth o
m, (a,+S, )2 (a,+S. )2
Luego, sumando las cinco integrales
A=IL+1,+L+1,+1,,-
se tiene

A:[ Q __amk JT+”. (P,Q)dPdO,
m21)c (al—i-S

donde B (P, Q) <0, y la prueba del lema termina.

Corolario 3.6.1.
Si
0. < ma,
2 2
mypty,  (1+a,— 1, - 0,)

entonces toda solucion periodica es asintoticamente (orbitalmente) estable.

Demostracién: La cantidad bajo el signo de la integral en la definicion de A en
(3.19) es la traza de la matriz Jacobiana del sistema (3.18) evaluado a lo largo de la
orbita periddica. Se aplica el teorema (1.9.3). Tal orbita para un sistema autonomo tiene
un multiplicador de Floquet igual a 1. Como existen s6lo dos multiplicadores y uno es 1,
entonces el multiplicador restante es e". La orbita periodica es orbitalmente

asintoticamente estable ya que por el lema (3.6.4) se tiene que A <0.
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Lema 3.6.5.
Si el equilibrio (P,Q,) satisface:

Qc2< :
mypty  (1+a,— 1, - Q,)

ma,

entonces (P,Q,)es globalmente asintoticamente estable con respecto al interior de la
region triangular 4
A4={(P,0)eR*:P+Q<1; P20; 020}.
Demostracion: La condicion indicada es justamente la condicion (3.12) para la
estabilidad local de (Q,Qc)como determinada por linealizacion. Supdngase que existan
orbitas periddicas cerca de (P,Q,). Entonces por el corolario anterior, cada orbita es

asintoticamente estable, lo cual es una contradiccidon porque un punto critico

asintoticamente estable da pie a que al menos una 6rbita perioddica sea inestable. Asi que

no hay orbitas periodicas y la estabilidad asintética local del punto (Q,QC) se hace

global por el teorema de Poincaré-Bendixson (teorema 1.7.2).

Lema 3.6.6.
Si
Qe _ mlaIP

C

m,P, (a1 +S )2 ’
entonces (P,Q,)es globalmente asintoticamente estable con respecto al interior de la
region triangular
4={(P,0)eR*:P+Q<1; P20; 020}

Demostracion: Se asume que existe al menos una orbita periodica en la region
triangular 4. Por el corolario anterior, se sabe que debe ser asintéticamente estable.
Como es asintoticamente estable, la orbita periddica seguird existiendo bajo pequenas

perturbaciones. Esto contradice el lema (3.6.5).
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Lema 3.6.7.
Sim >1, O<p <1, con i=L2; p+u, <1y

0. < ma,

mi;  (1+a, -, -0 )

entonces el punto (1-P.—Q,,P.,0,) es un atractor global para el sistema (3.6).

Demostracién: Ver [17].

En la siguiente figura se muestra la localizacion de los puntos de equilibrio del

sistema (3.6).

(1,0,0)

(Hq,1-H4,0)

P

Figura 3: Localizacion de los Puntos de Equilibrio del Sistema (3.6)
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Cabe destacar que al hacer la restriccion a un modelo bidimensional, no hubo
necesidad de trabajar con el sistema anédlogo tridimensional (3.6), lo cual hubiera hecho

mas complicado el estudio de la dindmica del modelo.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se estudiaron dos modelos de cadenas alimentarias simples en el

quimiostato.

El primer modelo estudiado esta constituido por un sistema de dos ecuaciones
diferenciales ordinarias (2.3) al cual se le hallaron dos puntos de equilibrio que

resultaron ser, uno inestable y el otro localmente asintéticamente estable.

El segundo modelo es redefinido agregando una nueva especie al modelo anterior
y asi fue convertido a un sistema de tres ecuaciones diferenciales ordinarias (3.6), en
este sistema hay tres punto de equilibrio que estan en el plano S+ P+Q =1, los cuales
se muestran en la figura 3, entre ellos el punto “eq” que atrae todas las orbitas con
condiciones iniciales en el octante positivo. Este modelo es muy dificil de estudiar y por
eso se hizo la restriccion a una de las variables, lo cual permitié desarrollar el trabajo.
De esto resultdé dos puntos de equilibrio en la frontera de la region triangular A, de los
cuales uno fue inestable y el otro es localmente asintéticamente estable cuando

l<p +p,<2, e inestable cuando 0< g + 1, <1. Mientras que en el interior de la
region triangular 4, cuando 1<+, <2 no hay equilibrio y cuando g+ u, <1,
existe un punto de equilibrio £, precisamente cuando E, es inestable, tal que si

ch< i
mz’uz (1+a]_/u2_Qc)

ma,

entonces £, es localmente asintdticamente estable.

Se muestra que hay un rango en el espacio de los pardmetros que garantizan la

unicidad de un ciclo limite donde coexisten las especies.

Otro logro a resaltar, es que se hallaron las condiciones de supervivencia de los
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microorganismos, en ambos modelos, que permitieron esbozar el trabajo.

El tema queda abierto para la aplicacion de retardo distribuido al modelo de
cadena alimentaria de tres eslabones, donde se tiene en cuenta la influencia de
parametros que ocurren en tiempo pasado y que provocan un efecto desestabilizador en
el sistema, esto se hizo de manera numérica en [1], faltaria el tratamiento matematico-

analitico.
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