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RESUMEN

El objetivo central de este trabajo es disefiar y evaluar controladores de energia
(Hamiltonianos) para sistemas mecanicos no lineales con un grado de subactuacion,
aplicando el método Interconexion y Asignacion de Amortiguamiento basados en
Pasividad (IDA-PBC). Para ello se analizan las estructuras hamiltonianas de cinco
sistemas mecanicos con un grado de subactuacién, para luego disefiar las leyes de

Control respectiva a cada sistema.

Se simulan las cinco leyes de control de los cinco sistemas a partir del modelo
matematico de su dindmica, y se verifican utilizando las técnicas de simulacién el cual

fueron desarrolladas con programacion numerica (Matlab).

Este trabajo contempla la claridad de céalculos matematicos ademas de presenta
ciertas correcciones en los resultados que ofrecen algunos articulos escritos hasta ahora
sobre el tema. Otro valor agregado es la presentacion del disefio el software de
simulacion que de alguna forma es un trabajo ganado para el lector. Esta comprension
servira de gran utilidad para seguir aplicando el método a otros sistemas, eléctrico e
hibrido.
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INTRODUCCION

Las técnicas de control basadas en las estructuras Lagrangiana y Hamiltoniana
de los sistemas electromecanicos es una linea de investigacion que permite abordar de
manera sistematica un conjunto de problemas abiertos como el control de sistemas

subactuados y la obtencion de funciones de Lyapunov para controladores no lineales.

En este trabajo se analizan las estructuras hamiltonianas de algunos sistemas
mecanicos con un grado de subactuacién, usando el método de Control por

Interconexion y Asignacion de Amortiguamiento Basados en Pasividad_(IDA-PBC).

Los sistemas estudiados en el presente trabajo son los siguientes: el Péndulo con
Rueda Inercial [1], el Control del Oscilador Traslacional con Actuador Rotacional
(TORA) [2], el Sistema Bola en la Viga [1], el del péndulo sobre un carro mévil [3], y
el del despegue y aterrizaje vertical de una aeronave (Vertical takeoff and landing
(VTOL) aircraft) [3]. La investigacion se centrara en el interesante, y no trivial,
problema de sintesis de controladores para sistemas con un grado de subactuacién
aplicando el método IDA-PBC.

Cabe destacar que a partir del modelo matematico de la dinamica de los cinco
sistemas considerados, se les aplicara la metodologia IDA-PBC para hallar la ecuacion
de control, la cual sera verificada utilizando simulacién con programacion numérica
(Matlab).

A través de resultados graficos se ilustra la estabilizacion de los sistemas

estudiados, que no es mas que la verificacion de la ecuacion de control hallada con el
método aplicado a los sistemas dados.
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CAPITULO I: ACERCA DEL PROBLEMA

1.1. ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION.

Una interesante y compacta definicion de sistemas de Euler-Lagrange (EL) fue
introducida en el afio 1964 por Landau & Lifchitz, mediante el principio de minima
accion (o de Hamilton). En virtud de este principio, todo sistema mecéanico esta
caracterizado por una funcién de las coordenadas generalizadas, sus derivadas, y el

tiempo.

En 1998, Ortega, et al. [4], abordaron el tema de pasividad en sistemas

Lagrangianos.

Luego en el afio 2002, Ortega, et al. [1] introduce una metodologia de disefio de
controladores, llamada IDA-PBC aplicada a la estabilizacion de sistemas mecanicos
subactuados basados fisicamente en el principio de moldeo de energia (energy

shaping) e inyeccion de amortiguamiento (damping injection).

Otras técnicas han sido reportadas después del 2002 como por ejemplo los
sistemas hamiltonianos y lagrangianos analizados desde el punto de vista de puertos-

controlados, mas recientemente, por Ortega, et al. [1].

Mas reciente, Acosta, et al. [3] y Morillo, et al. [2] publican en el 2005 y 2008,
respectivamente, el método de IDA-PBC aplicado a sistemas mecanicos no lineales
con un grado de subactuacion, estas dos publicaciones se analizan en el presente

trabajo.



1.2-.PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Si bien, existen articulos que plantean la metodologia IDA-PBC, en ellos no se
desarrolla a cabalidad los modelos, ni la metodologia, igualmente no presentan el
software con la cual se realiza las simulaciones. Por otra parte, la gran mayoria de

articulo presenta cierta incongruencia, presumiblemente por errores de imprenta.

El propdsito de este trabajo es, realizar el andlisis matemético de los modelos
dindmicos de los sistemas y de la metodologia IDA-PBC con la ayuda de un software
simbdlico (Mathematica® y/o Maple®), simularlos con un software numérico

(MatLab®) y evaluarlos desde el punto de vista de su desempefio.

1.3. OBJETIVOS

1.3.1. Objetivo General.

Disefiar controladores de energia (Hamiltonianos) para sistemas
mecanicos no lineales con un grado de subactuacién, aplicando el método IDA-
PBC.

1.3.2. Objetivos Especificos

e Analizar el método de interconexion y asignacion de amortiguamiento
basado en pasividad, desde el punto de vista fisico y matematico, para
diferentes sistemas mecanicos con un grado de subactuacion.

e Disefar la Ley de control para cada uno de los sistemas, en particular.

e Desarrollar los programas (software) de simulacion, a través del Matlab, de
los ejemplos expuestos en los articulos Acosta et al [3]. y Ortega, et al. [1].

e Evaluar los resultados graficos obtenidos de la programacién numérica.



1.4. DELIMITACIONES DE LA INVESTIGACION.

En esta investigacion los anélisis se realizan a sistemas mecénicos con un grado
de subactuacion, debido a lo complejo del disefio para mas grados de subactuacion.
Se escogen los sistemas mecanicos para simplificar el andlisis hamiltoniano de sus

dindmicas asociadas.

También, es importante resefiar, las delimitaciones que presenta cada sistema a
ser estudiado, en cuanto a la forma de los elementos de la matriz de inercia, es decir,
pueden ser constantes, dependientes de la variable actuada o de la variable
subactuada. En cada caso el método IDA-PBC, a utilizar, varia ligeramente.

Para futuras investigaciones, éste trabajo serd un punto de referencia, que

facilitara la comprension del tema.

1.5. METODOLOGIA.

Basicamente la metodologia utilizada consta de un analisis del método IDA-
PBC y expuestos en la bibliografia de este trabajo, lo cual conlleva a las aplicaciones
del método IDA-PBC para disefiar las leyes de control, simular y evaluar resultados.

El procedimiento se puede resumir de la siguiente manera: Analisis de
bibliografia haciendo consideraciones fisicas y matematicas, especificamente el
método empleado por los autores mencionados. Este analisis abarca el método IDA-
PBC de cinco modelos de sistemas dindmicos mecanicos no lineales con un grado de
subactuacion, los cuales se denominan como sigue: el Sistema del Péndulo con
Rueda Inercial [1], el Control del Oscilador Traslacional con Actuador Rotacional
(TORA) [5], el Sistema Bola en la Viga [1], el del péndulo sobre un carro mévil [3],

y el del despegue y aterrizaje vertical de una aeronave (Vertical takeoff and landing



(VTOL) aircraft) [3]. A cada uno de ellos se les aplica el método IDA-PBC de
acuerdo a la forma en que estd conformada la matriz de inercia, para finalmente

obtener la ley de control especifica para cada caso.

Una vez obtenidas las ecuaciones de control, se disefia un programa (software)
numérico, en la plataforma Matlab® (MATrix LABoratory), que es un paquete
interactivo basado en el calculo matricial para ciencia e ingenieria, el cual emplea las
funciones ODE (Ordinary Differential Equations) que resuelve sistemas de
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), con el objetivo de simular el

comportamiento del sistema con el control disefiado.

Las simulaciones de las ecuaciones de control, aplicadas a las dindmicas de los
sistemas mecanicos con un grado de subactuacion, fueron realizadas con el software
Matlab® versién 6.5. Los programas se componen de un programa principal y una
funcién programa “function”. El programa principal llama a través de una funcion
ODE (Ordinary Diferencial Equation) al programa “function” el cual ejecuta la
simulacion correspondiente para resolver, con diferentes iteraciones, el modelo
presentado. Un diagrama esquematico del software disefiado se presenta en la figura
No. 01.

De la comparacion de los resultados de la simulacion con algunos articulos
publicados al respecto se puede validar la metodologia y el disefio del software
obtenido, por ejemplo los resultados obtenidos en “El péndulo sobre el carro mévil”,
(Capitulo V1) y los resultados obtenidos por J. Acosta en su articulo [3], evidencian la

misma respuesta.



Programa
Declaracidon de Variables

Function

Condiciones iniciales ¥

finales. .
Ecuacidén de control

]

Llamade ala funcién ODE
-

Ecuacidn de la dindamica del
sistema.

/

Calculos de Vd
Calculos de Hd

Graficacidn

Figura. 1.1. Diagrama esquematico del software de simulacion.

La funcion ODE utilizada del Matlab es ODE 23 la cual se basa en iteraciones

de Runge-Kaultta, y suele ser mas eficiente que el ODE45.

Los calculos tedricos para deducir las ecuaciones de control estan especificados
en la columna de “Capitulos” de la Tabla 1.1 y los disefios de los programas (Codigo

Fuente), que generan las simulaciones, se encuentran en los anexos (Tabla 1.1).

Tabla 1.1. Sistemas
Sistemas Capitulo | Anexo
Rueda Inercial 1l 01
TORA v 02
Bola en la Viga \/ 03
Péndulo sobre un carro movil Vi 04
VTOL aircraft VI 05




CAPITULO II: MARCO TEORICO

El método de interconexion y asignacion de amortiguamiento basado en
pasividad de sistemas mecanicos con un grado de subactuacion (IDA-PBC
Interconnection and damping assignment passivity—based control of mechanical
systems with underactuation degree one) es una variante de los controladores basados
en pasividad.

El objetivo del IDA-PBC es conseguir que el sistema con estructura
hamiltoniana se comporte, en lazo cerrado, como un sistema equivalente con un
determinado hamiltoniano deseado, pudiéndose moldear su energia cinética y/o

potencial.

Se seleccionaron, en este trabajo, sistemas con un grado de subactuacion ya que
ellos permiten que las ecuaciones en derivadas parciales (EDP), presentes en la

energia cinética, se reduzcan a ecuaciones en derivadas ordinarias (EDO).

Entendiéndose por sistemas con un grado de subactuacion a todos aquellos
sistemas cuya diferencia entre el nimero de grados de libertad (n) y el nimero de

variables controladas (m) es la unidad, es decir (n-m=1).

Los sistemas dindmicos pueden venir expresados a través de su energia cinética
y energia potencial (hamiltoniano o lagrangiana), por ecuaciones en derivadas
ordinarias (Euler-Lagrange) o por su sistema hamiltoniano en lazo abierto. Ambas
representaciones matematicas aceptan metodos diferentes, en cuanto a célculo, en la
aplicacion del método IDA-PBC.



2.1. ECUACIONES EULER-LAGRANGE.

Si se tiene la lagrangiana del sistema se puede hallar las ecuaciones de la
dindmica del sistema a través de la siguiente ecuacion, que en su modo simplificado,
viene dada por:

a % —%=ri i=12,...,n (2.1)
dt| ogi | oq;

0 si es variable subactuada

donde £=es la lagrangiana del sistema, tj = . .
T Si es variable actuada

gi = coordenadas generalizadas de posicion.

2.2. SISTEMA HAMILTONIANO EN LAZO ABIERTO.

Si se tiene el hamiltoniano del sistema se puede hallar las ecuaciones de la

dindmica a través de la siguiente ecuacion:

R e

siendo qj las coordenadas generalizadas de posicion, pj las coordenadas

generalizadas de momentum, In es la matriz identidad de orden nxny G es la matriz
de control, que viene representada por el vector estandar euclidiano en la posicion de

las variables actuadas y

oH(p,a) . oH(p.q) " _H(pa)  _ H(pa),
op1 op2 og1 aq2

u (2.3)

Esta forma ayudara a evaluar, en el software (Matlab®), el modelo a simular y

a la representacion matematica de un modelo afin a convenir.



2.3. ACOPLE DE ECUACIONES

Para el acople de ecuaciones existen dos clases de representacion del sistemas
dinamicos mecénicos, de las cuales se seleccionard una de ellos, a los fines de
moldear el sistema dindmico. La primera clase (Clase 1) sera del tipo sistema

hamiltoniano en lazo abierto (2.2) como el siguiente:

' VgH 0
G- O Infivart 19, (2.4)
p —In 0 || VpH G

y la segunda clase (Clase II) tendra la siguiente forma:

{Q=M‘1(qr)-p (25)
p=s(ar)+G(ar)

El término ‘M(q)‘ >0 se llama matriz de masa inercial, que en el caso de un
sistema con un grado de libertad M(qr) se reduce a un escalar, la masa, siendo su

inversa M. La Matriz de control es G(g;) € R™™, que en sistemas subactuados no

es de rango completo, rango{G} = m<n.

El subindice r, de la expresion gy, es un conjunto cuyo valor, para sistemas con

un grado de subactuacion es Unico, estando comprendido en el conjunto {1,...,n.} y
denota el elemento referencia o subactuado, es decir, si el elemento subactuado es Q3

entonces r=3. Por su parte, el parametro u € R™ representa las entradas de control.

Para este caso las matrices M™(q,), G(q) Yy s(q) dependen solamente de la

coordenada g, o coordenada subactuada.



En general, los sistemas mecanicos subactuados presentan un hamiltoniano o

energia total, dado por:
1 _
H(p.a)=5-p"-M™(a)-p+V(a) (2.6)

siendo q € R"y p € R" las coordenadas generalizadas de la Posicion y el Momento

respectivamente, V(q) la funciébn de energia potencial, y el término
(1/2)p"™M*(qr)p su energia cinética.

El hamiltoniano de la ecuacién (2.6), que presenta el sistema dinamico, debera
acoplarse a un hamiltoniano deseado de la forma:

Hd(p,q)=%pTMal(q)p+Vd(q) (2.7)

donde las variables con subindice “d” indican el parametro deseado.

Para el sistema afin deseado, el caso mas general, viene dado por las siguientes

caracteristicas:

m =[Jda(a.p)-Rqd (Q)][qud} (2.8)

VpH(4
donde Jd es la matriz de interconexion deseada cumple con ser antisimétrica
(Jd =-J3) y la matriz de amortiguamiento fisico o de disipacion Rq=Rj >0,
de tal forma que el gradiente del hamiltoniano estara definido por:

oHa (p,q) 2.9)

VaHd(p,q) = P

siendo la representacion de los parametros Jd y Rd las siguientes:

0 M™(q)Mq (ar)

(2.10)
-Mg(q)-M7(q)  J2(a,p)

Ja(ar,p)=
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0 0
Rd(qnp){o G-KV-GT} (2.11)

donde Kv es la Matriz de Inyeccion de Amortiguamiento (Damping Injection) y
Jo(qr,p) € R™" es la Matriz antisimétrica de interconexién generalizada, mientras que

Rd(gr,p) es la Matriz de disipacion.

Reemplazando (2.10) y (2.11) en (2.8) se obtiene el siguiente modelo deseado:

m{ 0 M~ (q)Ma () }[Vqu} (212)
p Mg (@)M*(a)  J2(0,p)-G(a)-Kv-G"(q) |l VoHa |

2.3.1 Clase 1.

Si el sistema presenta una dindmica de Clase | (2.4) se iguala ésta al modelo

deseado ecuacidn (2.12), donde se tiene:

[0 v [4 ]u-

desarrollando

0 M™(q)Ma (q) }[qud}

Mg (9)M™(q) 32(q,p)-G(q)-Kv-GT (q) |LVPH

{ In VpHH } {Ml(q) a (a) VeHg }
~In-VqH G-u Mg (q)M™(q)VaHg +J2(q,p) VpHa - G(q)-Kv-GT (q) VpHqd

VpH B
-VgqH+Gu B

igualando la filas del primer miembro con la filas del segundo miembro

M~ (q)Ma (q)VpHd }
o\ (q) M’l(q)Vqu +J2 (q, p)VpHd -G (q) KvGT (q)VpHd
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VpH=M™(q)Mq (q)VpHqd (2.13)
G-u=VgH-Mq(q)M™(q)VqHd +J2(a,p) VeHs —G(q)KVGT (q)VpHg (2.14)
Despejando u y considerando que u = ueg + ugj, donde Ugs es el control debido

al Moldeo de la Energia (Energy Shaping) y Ug; el control debido a la Inyeccion de

Amortiguamiento (Damping Injection). Es importante observar que para despejar “u”

hay que hallar la inversa de G(qr), la cual es una matriz columna de rango completo y

no una matriz cuadrada, por tanto su inversa vendra expresada por (GT -G)f1 -G' tal
que [(GT -G)f1 -GT]G =1, para lo cual se tiene entonces que:

Ues =(GT-G) -G (VqH—-Ma (q)M™(q)VaHg +J2(q,p) VoHa ) (2.15)

Udi =—Kv-G'-VpHq. (2.16)

Sustituyendo (2.6) en (2.15) y sabiendo que VpHq(p,q)=Mg'(q)-p, las
ecuaciones de control son equivalentes a:

Ues=(G"-G) -G"-

(2.17)
(%Vq (pTM‘lp)—% MaM Vg (p"M'p)+J:Mg'p+VqV - Mg M‘IVquj
Udi = -KvG' (qr)VpHd (2.18)

Puesto que para la estabilizacion del sistema, la energia cinética y la energia
potencial deben tender a cero, se puede encontrar dos ecuaciones de restriccion a
partir de la ecuacion (2.17). Luego, igualando la energia cinéetica y la energia

potencial a cero se obtiene:

Gt (vq {(P"M™p)=Mg-M Vg (p"-Mg"-p)+2-02- Mg p) 0 (2.19)

G (Va-V-Mg-M™*-Vq-Vg)=0 (2.20)
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donde G es un anulador izquierdo de rango maximo de G, tal que, GG =0, esto

porque G no es invertible, sino a lo sumo de rango por columna méximo y por tanto
el control ugs Unicamente ejerce influencia sobre los términos en el espacio imagen

del operador G.

Con las ecuaciones (2.19) y (2.20) se moldea la energia cinética y la energia

potencial del sistema, respectivamente.

La ecuacion (2.19) es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales (EDP)
no lineales con incognitas My y Vg, Y con J, como parametro libre, mientras que p es

una coordenada independiente.

Existen diferentes formas en las que vienen expresados los elementos que

constituyen la matriz de masa inercial del sistema, en donde se observa lo siguiente:

»  En el caso de que la matriz de masa inercial dependa solo de las coordenadas
actuadas o sea una matriz constante, se puede escoger la matriz de masa inercial

deseada (Md) como una matriz constante y la matriz de interconexion (J,) como nula,
luego los términos G L[Vq (pTM_l-p)} y G L[Vq (pTMd_1 : p)} son nulos,

concentrando el moldeado, exclusivamente, de la energia potencial; de tal forma que

la EDP a resolver sera Unicamente a través de la ecuacion (2.20):

»  Para aquellos sistemas que presentan en la matriz de masa inercial términos que
dependan solamente de la variables subactuadas se puede deducir la siguiente

hipotesis de moldeo reducido de energia:

T T T dMij T
Ak

d(Md )

day
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Se denota con k el indice de la coordenada no actuada, donde ey es el vector

euclidiano de dimensione “n”, y cuyos elementos son todos nulos excepto el que
ocupa la posicion k, que presenta el valor de la unidad. De esa hip6tesis se comprueba

la siguiente expresion.

[Md(quM_l)Md}k
[MdM_l]

(2.21)

Vay (eIMd ) =
kk

\
En el caso en el que la matriz de masa inercial (M) esté compuesta de elementos

constantes o de variables actuadas, no se podra aplicar la ecuacion (2.21), ya que k es

- -1
el subindice que representa la coordenada no actuada y por tanto Vq M ~=0.

2.3.2 Clase 11.

Para los sistemas que presenten ecuaciones de su dinamica clase Il se estudian
los sistemas dinamicos con estructura de sistema afin dados por el acople de la
ecuacion (2.5) y (2.12), como el siguiente:

q=M"(ar)-p
{D=S(qr)+G(qr)-u
donde se puede observar que tanto M como S y G son funciones de qr la variable
subactuada.
Igualando la estructura afin (2.5) con la ecuacion (2.12):

Mi(ar)p |
L(qr)+G(qr)~u} } (2.22)

0 M’l(Qr)Md(qr) :I[Vqu
~Mg (qr)M™*(qr) J2(qr,p)-G-Kv-G" |[ VpHd
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Igualando la primera fila, de ambos miembros, de la ecuacion (2.22).
M™(gr)-p=M"(gr-)Ma(gr)VeHa, eliminando M™, = p=Mq(qr)VpHq
despejando VpHa =My (qar)-p. (2.23)
Igualando la segunda fila, de ambos miembros de la ecuacion (2.22),

s(qr)+G(qr)-u=

2.24
—Mq(gr)M™(qr)-VaHq +(Jz (qr,p)—G(qr).KV~GT (qr))VpHd (2.24)

sustituyendo (2.23) en (2.24)

s(gr)+G(gr)u=
—Mg (ar)M™(ar)-VqHg +J2(ar,p)My (ar)p—G(gr)KVG' (ar )My (ar)p

despejando u, se obtiene la ecuacion de control siguiente:

u=(G"-G) G-
[Md (qr)-M~(qr)-VgHg +Jz(qr,p)-Mal(qr)-p—s(qr)} (2.25)
—Kv-GT(qr)-Mal(qr)-p

Observandose que la ecuacion de control u presenta dos partes tal que: U = Ugg

+ Ugj, donde Ugs es el control debido al Moldeo de la Energia (Energy Shaping) y Ugi

el control debido a la Inyeccion de Amortiguamiento (Damping Injection).
Ues=(G"-G) -G
[ Mg (ar)M™(ar)-VaHg +J2 (ar,p)Mg* (ar)-p—s(ar) |

Ui :—KV-GT(qr)-Mal(qr)-p

(2.26)
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Sustituyendo la ecuacion (2.7), en la ecuacién anterior:

] —Md(qr)M1(qr)-[%Vq(pTMalp)Wqu(Q)j

+J2(qr,p)My'(ar)-p—s(ar)
Ugi =—Kv-G (qr)Mg (ar)-p

Ues=(G"-G) -G

Ues =(G™-G) -G'

1 - -
—EMd (qgr)M 1(qr)-Vq(pTMdlp)

(2.27)
~Mad (ar)M"*(ar)-VaVd(a)+32 (ar,p)Mg* (ar)-p-s(ar)
Ugi =-Kv-G (ar)-My (ar)-p
Por otra parte si se define, lo siguiente:
8Mg;gqr‘) - —Mal(qr)—ang(rq—r) My (ar). (2.28)

Se tiene entonces de la ecuacién de control (2.27) y con la ecuacion (2.28) el

moldeo de energia potencial y cinética, es:

G*[s(ar)+Mad(ar)M™(qr)-VaVvd(q)|=0

G* %Md(qr)-lvrl(qr)‘er-ﬁT[Wa"T@-Mal(qr)}b(qap)}fmo

(2.29)

donde p=Mg'(qr)-p y B" =My (ar)-p’
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2.3.2.1. Gradiente del Hamiltoniano con respecto a q, (VqHq)

De la ecuacion (2.7), Hq(p,q) :%pTMal(q)p+Vd (a), se obtiene el gradiente

del hamiltoniano siguiente:

8|\/|al(ql)

vaVd 2.30
aar p+Vavd(q) (2.30)

1
Vqu|(|o,q)=§|oT

donde Vqu(q) es el gradiente de la energia potencial deseada y el término

1My ()

> 3 p, es el gradiente de la energia cinética deseada.
Or

Para el caso particular de un sistema € {1,..., n} conr =1, de la (2.28) y (2.30)

se tiene que:
1 o, M _ ]
Vars(pa)] | ~2o M) P g @)p + vave(a)
VaaHa (p,
VaHa(p,q)=| " f’(p D 0 + VqVd(q)
VanHa(p.q) I 0 + VonVd(q)
1 o M . ]
VaHa(p,) —EpTMdl(qr)#Mdl(qr)p VaVd(q)
VaaHa (p, Ve Vd
VeHa(p.q) =| ¥ ?(p a) | _ 0 o VeV (a)
VanHd(p,q) : anVd(Q)
L O . %/—/
Vqu(q)
1 _ oMy _
Vqu(p,q)Z—EpTMdl(ql)%Mdl(ql)p-el+Vqu(q) (2.31)

donde e; el vector estandar euclidiano basico es:
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1 |« Posicién r=1

0 |« Posicién n
sustituyendo (2.31) en (2.27)

1 3
UZ(GTG) -GT-Md(qr)Mil(qr) —Ep Mdl(ql)ﬁ—ql

+G*(qr)J2(gr,p)Mg*(ar)-p

OMd (q1)
oq1

_ ~ 1 _ _
Ugs =(GT-G) -G -Ma (gr)M Yar) & 5P (@) Mg* (a2)p

Vq1Vd(Qr)

(6"-G)"-G"| Ma(ar )M (ar) quv:d(qr)

+J2 (Qr,p)Mal(Qr)p (232)
anVd(Qr)

Ugi =—Kv-G™ (ar)Mg*(ar)-p

donde la Matriz de Interconexién se define como:

0 ﬁTal —|5T0t2 fJTan—l
=T =T =T
P a 0 p an p az2n-3 |. 2.33
Jz(qr,p)= . 1 ' ?n 3 ( )
L —f)T(ln—l —I?)TOLZn—B 0 ]

A
Por definicion p= Malp, siendo la funciones vectoriales a;(gy) € R" pardametros

A
libres coni=1,...,n,., donde se define no=(n/2)(n-1).
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2.3.2.2. Construccién del término G* (qr)J2(qr,p)

Se parte de que
G*(ar)-Jz(ar,p)=p"-I(ar)-AT(ar) (2.34)

siendo AT (qr) por definicion:
A(qr)i—[wl(el(qr))T W (G4 () ... Who (GL(qr))T} (2.35)

A T
donde W; e R™, i =1,..,n.y A(ar)eR™™, y por definicion w2 X —(Fk') ,
con la siguiente notacion del conjunto de W:
Wi= W2 W= W w= W, L W= wio e
Primero se construye n® matrices de dimensién n x n, las cuales se denotan

como: F = { fijk'},k,l €{1,2...,n}, con la siguiente regla:

K {1 si (j>1 A i=k A j=1)

i = (2.36)
0 otros casos

Observandose que n, matrices son diferentes de cero.
Como primer ejemplo se tiene para el caso de un sistema con dos grados de

libertad n=2 = n,=(n/2)(n-1)= (2/2)(2-1) = 1, se tiene que:

W1: W12 y WlZ - F12 _(F12)T

12 12 12 12
12 f11 le 01 12 T fll f21 00
- 12 12 - = (F ) - 12 12 -
f21 f31 00 f12 f22 10

W=W12=F12—(F12)T= e L (2.37)
! 0 ol [1 0] [-1 0 '

T
|
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Un segundo ejemplo es el caso para un sistema con tres grados de libertad n=3

= n,=(n/2)(n-1)= (3/2)(3-1) = 3, se tiene que:
W= W52, Wo= WS W= W2y

W12:F12 _(F12)T’ W13:Fl3 —(F13)T, W23:F23 _(F23)T

12 12 12

f1112 f1122 f1132 010 fo f, fy 0 0 0
.
" f2112 f2122 le: =000 = (Flz) - f1122 lezz fslzz =1 0 0
f3112 f3122 f3132 0 0O f1132 f 2132 1:3132 _0 0 0
0 10]f0oo00] [0 1 0]
;
W1=W12=F12—(F12) =0 0 0|-|12 0 Of=|-1 0 O (2.38)
000|000 |0 00
S oy @ g poo
FP=|f, f, f.|=[0 0 0= (Fls) o mlfo 0 o
13 13 13 12 3 o
fa T Ty 0 0O AR Sl o 100
001]fo 0 0] [0 01
;
Wz:W13=F13‘(F13) =/0 0 0|-|0 0 0|=|0 0 O
0 0O 1 00 -1 0 0
0 01
W,=[0 0 0 (2.39)

-1 0 0
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23 23 23

£2 12 21 [0 00 12 2 21 [o 0 0
T

FP= 2 12 t21=|o 0 1 :>(F23) =12 2 t2]=/0 0 0

2 2 fa | |0 00 fa fa fal |0 10

00 0]f0oo0o0] [0 00
;
W3=W23=F23—(F23)=001—OOO=00 1 (2.40)
0oo0o0|l|o1o0|]0 10

Luego (GL(qr))T viene definido por (GL(qr))T :col(m,...,vn)iv, visto de
01

A
otra forma v=| : :(Gi(qr))T con v =#0. Si se halla un vector w tal que
On

w'A(qr)=0, se pueden hallar los a; a través de la formula w = Zai -€i. Siendo el

i=1
vector w', uno que satisfaga w'A (gr)=0.

n -
Los valores de vy y v, Se ajustaran a: Zai ~eiTW|J -v =0 considerando

i=1
e/ si r=k
efwKl=l el si r=l (2.41)
0 si otras
U1
A 0
para lo cual, Z):col(v1,...,vn):(Gl(qr))T: :2 (2.42)
On

hallando estos valores, entonces
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A

A(d)=| Wi(6* (ar))" We (G (a) o e (64 (ar)) | 249)

para luego construir G* (qr)Jz(qr,p)=p"-3I(ar)-A"(qr), siendo

(@) [oa (@) | 0z(2) | oo (@)] € W™ (2.44)

0Lll(qr) OL21(qr) OLnol(qr)
O‘l(qr): %12 E(qr) o, (ar)= Otzzs(qr) otn, (Ar) = (xnozz(qr) (2.45)
%1no (qr) %ono (qr) %nono (qr)
dMd (ar) -2 A(qr)-5"(ar) (2.46)
dar p

2.3.2.3. Gradiente de la energia potencial Vqu(qr)

La energia potencial viene dada por
1 ar
vd(a)=-> [ 6" (W)-s(n)du+d(z(a)), (2.47)
0

en donde, por definicién,
0(2(a)) =5 2(a)-2(a")] P[2(a)-2(a*)]. (2.48)
siendo zj (qj,qr) definida por:
1

Zj (Qi,qf)iQi _B _[ G () Mg (p)-M™*(p)-ej-du (2.49)
0
donde se propone como:
ar
Ma (a) = [ G()-w(n)-G*()du+Mg (2.50)

qr
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Para lo cual una funcién arbitraria y(qr) =y (qr) e Ry Mm§

satisface

eI-M’l(q’rk)-M‘(’j -m‘Za,siendo e>0 yelvector oeR".

El gradiente de la energia potencial serd la derivada parcial de la energia
potencial con respecto a g.

8Vd(Qr)

Vqu(qr): p

(2.51)

2.3.2.4. Ecuacion de Control Estandar

De la ecuacion (2.32) y tomando en cuenta todas las consideraciones anteriores
se reestructura la funcion de control del sistema dinamico con un grado de

subactuacion, de la forma siguiente:

pTA2(ar)p
u= Ai(q)PS(q-g*) + : +An:1(qr) + Kv.An2(qr)p (2.52)

p"An(gr)p

A1(q)e R Ap(gr) e R An(gr) e R™"
donde

Ania(gr) e R Ania(gr) e ROD

2.4. ESTABILIDAD

A finales del siglo X1X, el matematico Aleksandr Mijailovich Lyapunov en su
tesis doctoral “El Problema General de la Estabilidad del Movimiento” presentada en
1892, ofrecio el primer intento de una teoria matemética completa de la estabilidad,
donde lo primero que hace es dar una definicion rigurosa de estabilidad de

movimiento. A partir de ese momento no se podria dar malos entendidos al respecto.
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En este tema le precede el gran matematico, fisico y astrébnomo, de origen
italiano, Joseph Louis Lagrange (1736-1813) quien dijo “una posicion donde la

energia potencial es un minimo aislado, es un equilibrio estable”.

En este caso la estabilidad se logra considerando que la parte homogénea de las

PDE de la solucion de la ecuacion (2-20) y de la ecuacién (2.47) deben cumplir con:

q =arg min Va (a) (2.53)

y z(q*) =arg minq)(z(q))

La ecuacion (2.20), que a continuacion se repite, para mas comodidad del

lector:
G l{qu(q)— Ma (gr)M™(qr)VaVe(q)} =0

representa el moldeo de energia potencial la cual presenta una solucion o ecuacion

general (EDP), como la siguiente:

OV (q) G oV (q)
oqu aq2

Ci =y siendo C1 C2 y ¥ parametros conocidos

cuya solucidn es de la forma:
Vi (a) = +Kp-¢(z(a,92)) (2.54)

donde Kp es una constante de proporcionalidad y <|>(z) una funcion arbitraria

diferenciable de “z", la cual es una funcion que debe ser seleccionada para asegurar la
asignacion del punto de equilibrio, es decir, para satisfacer que g*=arg min [Vd(q)]
con g*=0.

Por otro lado si el hessiano de la energia potencial (Vg) esta definido de la

siguiente forma:
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L2y Py ]
60]12 aQ1'aQ2
Hess(Vg) = (2.55)
Vg 0%V
_GQJ_'aqz anZ |

y siendo (Vd) un campo escalar con derivadas parciales segundas continuas en la

region de qgr, se evalUa el determinante de la matriz hessiana en un punto estacionario

q? (det[Hess(Vd(q:))])., designados como

A B
A= (det[Hess(Vd )]quqr = [det[B CD = (A.C — BZ)‘qzqr (2.56)
q=qr

2 2 2
donde: A:E}_Vg B:ﬂ C:a—vgI
oo 0qp - 0dp 0do

se tiene entonces que:

Si A <0, Vd(q) tiene un punto de ensilladura en qr.
SiA>0y A >0, Vd(q) tiene un minimo relativo en qgr.
SiA>0y A <0, Vd(q) tiene un maximo relativo en qr.

Si A =0, el criterio no decide nada.

En este orden de idea, para que el sistema sea estable debe satisfacerse la
condicion de que VqVy (qr) =0, condicion que sirve para la estabilidad si y solo si
se mantiene la segunda derivada de una forma cuadréatica respecto de ¢ (Hess(Vq)

Matriz hessiana), en el origen, positiva. Es decir, se cumpla conqueel A>0y A > 0.
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El hecho de que A > 0y A > 0 asegura que la funcién de energia potencial

presenta un minimo.

En la figura 2.1 se muestra un tipico moldeo de energia potencial, la trayectoria
del sistema debe seguir la superficie de la figura, como se podra observar en capitulos
posteriores. Se observa a su vez que existe una posicion donde la energia potencial es
un minimo aislado, por tanto existe un equilibrio estable, de acuerdo a lo establecido

por Lagrange.

La idea es que la trayectoria se dirija de los puntos altos de la energia hacia el

valor mas bajo de la misma.

007
006 -]
nos--

noad

W

003
ooz

oot

Fig. 2.1. Ejemplo grafico del moldeo de energia potencial

La figura 2.2 presenta un moldeo de energia potencial variando el parametro Kp

que es la constante de proporcionalidad que multiplica a la funcion ¢(z) (2.54) de la

ecuacion de la energia potencial deseada. Se puede pensar que la energia, por
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analogia, sea asociada a la arcilla, y ciertos parametros pudieran moldearla al igual
que se hace al moldear una vasija de arcilla. Es decir el disefiador con la metodologia
IDA-PBC se convierte en alfarero (ceramista) en el proyecto, moldeando la vasija a

convenir con las necesidades fluidicas del liquido que contendra.

Vd Vs (ql,qz) @ Kp=0.01 Vd Vs (ql,qz) @ Kp=0.05
01 -
| Q o
T 005, |
e 2 gy
gl -20 0.1 g2 ql -20 -0.1 @2
Vd Vs (ql,qz) @ Kp=0.27
02 T
'g 0.1
0
20

gl 20 -0.1 @2

Fig. 2.2. Moldeo de energia potencial para diferentes
valores de la constante de proporcionalidad Kp

La figura 2.3 presenta detalles Gtiles para el andlisis de la estabilidad, en ella se
verifica las curvas de nivel de la energia potencial y la trayectoria del sistema. Asi se
puede inferir si la ecuacion de energia potencial, es una candidata a ser una funcion
de Lyapunov. La misma muestra la trayectoria de las variables actuada y subactuada
partiendo de ;=2 y q,=0 para finalizar en g:=0 y g,=0 su punto de equilibrio. Méas
adelante se observan estos tipos de figuras, como apoyo, para el analisis los diferentes

modelos mecanicos con un grado de subactuacion desarrollados en este trabajo.
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Fig. 2.3. Curvas de nivel de la energia potencial
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CAPITULO III: SISTEMA DEL PENDULO CON RUEDA
INERCIAL

El sistema del Péndulo con Rueda Inercial (“Inertia Wheel Pendulum-IWP”)
[1]., representado en la figura 3.1, es un sistema formado por un péndulo basculante y
un disco inercial, que rota, ubicado en el extremo superior del péndulo. El
mencionado disco tiene un motor actuador en el centro del mismo, por lo que la
variable actuada es 6, y el angulo formado por el péndulo y la vertical central sera la

variable subactuada 0;.

Fig. 3.1. Sistema Péndulo con rueda inercial.

donde
04, 0, son el angulo del péndulo y el disco respectivamente (rad).
I, I y el momento de inercia del péndulo y el disco respectivamente (Kg.m?).

I es la longitud desde el centro de gravedad del péndulo hasta el extremo inferior (m.).

L es la longitud del péndulo (m)
my, m, son la masa del péndulo y el disco respectivamente. (Kg)
g es la gravedad. (m/s?)

u es la accion de torque de control de entrada en el disco (N.m).
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3.1. DINAMICA DEL SISTEMA

La energia cinética del sistema viene representada por la ecuaciéon (3.1), su
energia potencial por la ecuacion (3.2), mientras su lagrangiana y hamiltoniana por

las ecuaciones (3.3) y (3.4) respectivamente.
T:%(mlez+m2L2+|1)-912+%-|2-(91-1-92)2 (3.1)
V(6:)=(m€+mzL)-g-cos(6r) (3.2)
£ :%(mlez Fmel? 4 1) 62 +%- l-(6:+62) —(me+maL)-g-cos(6:) (3.3)
H =%(mlez Fmel? 1 1:)-62 +%~ l2-(0u+62) + (M +maL)-g-cos(0)  (3.4)

Aplicando las ecuaciones de Euler-Lagrange (2.1), y sabiendo que la variable

actuada es 02, se tiene que:

sfoel 2t o gl o
dt| 66 | 001 dt| 002 | 002
g—:lz(m1€+m2L).g.sen(91) §—£=(m1£2+m2|_2+|1).91+|2-(91+92)
dfee] [ o 9 ) .
a{a—ej_(mle +maL +|1)-91+|2~(91+92)
%[%}—%=(m1€2+mzf+|1)-é1+|2-(él+éz)—(m1£+m2L)-g-Sen(91)=O
£=|2-(91+92) g{%}=lz~(él+éz)
002 dt| 00:
i{%}—gzh-(éﬁ-éz)zr
dt| 002 | 002



30

Finalmente se obtiene las ecuaciones dinamicas del sistema péndulo con rueda

inercial
(m1£2 +mal® + |1)-é1 +12 (91 +é2)—(m1£+ mzL)~g ~sen(61) =0
|2-(61+62)=‘E
si se define
| = (m1£2 +mol2 |1) (3.5)
mo =(m€+mazL)-g (3.6)
entonces

(3.7)

I-él+lz-(él+éz)—mo-sen(61)=0
|2-(él+éz):r

La ecuacion (3.7) en forma matricial se representa como:

{le 1 6| |—mo-cos(6r) [o]
+ = (3.8)

l2 1210, 0 T

haciendo el siguiente cambio de variables

EARI R PR SCRAR PR e R

se obtiene de (3.8)

I+12 L[ 4 —mo-sen(q1)| |O
e L
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I~d1+|2-ql+Iz~€j2—|2‘('1'1—mo-sen(q1)=O:> |-G1+12-62—mo-sen(gi)=0
l2-Gi+12-G2—12-Gi=u l2-G2=u

Si I2-42 = u = la primera ecuacion del sistema toma la siguiente forma

{I-q1+u—mo-sen(q1)=0 - {I-ql—mo-sen(ql):—u
I2-G2 =u I2-G2 =u

Nuevamente se obtiene las ecuaciones dinamicas del sistema péndulo con rueda

inercial para el cambio de variables propuesto, donde su representacion matricial es:

PN
+ = u (3.9
0 12102 0 1

—_— —_

M G

por observacion directa de (3.9), la matriz de masa inercial (M) y el vector de control

G vienen dado por:

0
1 (3.11)
12

1o 1
M_[O IJ (3.10) ML=

o =k

Puesto que G(qr) = [_ﬂ y Gt (anulador izquierdo de rango méaximo de G, tal

que, GG =0 luego se propone Gt = [—l —l} (3.12)

-1
ol e 646 -[ -1 _z}{ }1_;:0
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3.2. MOLDEO DE LA ENERGIA

Dado que la matriz de inercia M posee términos constantes entonces Md es

independiente de la coordenada “q” y J,=0 con Md la siguiente matriz con elementos

constantes:
dp a2
(3.13)

d2 as

My =

Como se tiene la energia potencial (V(q:)=mo-g-cos(q:)) y la matriz de

masa inercial (M) del sistema, ademas se ha propuesto la matriz de masa inercial
deseada (Md), se tiene de la ecuacion (2.20):

Gi{VqV(q)—Md-M_l-Vqu(q)}zo donde GLz{—% —ﬂ

oV (q) |
1
- 0
G- {—mo.sen(ql)}{al aZ}I 0 O y
0 a2 a3 1
0 m Vu(q)
| 002 |
—mo-sen(ql)—ﬂavd(q)_a_Zan(q)
{l l} I og 2 292 .
I VT a1,
L I oq 2 002 |

{0

| og1 12 o1
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Para asi obtener una EDP, cuya solucion evidencia la energia potencial deseada
Vd:

=—mo -sen(qz)

(aﬁazJavd (q)+(a2+a3]avd(q)

| oo I2 092

utilizando un lenguaje simbélico, especificamente Maple® (Version.10), se obtiene:

mo - |

Vd(q)= cos(a1)+¢(2) (3.14)

a, +a,
I(a2+as)

donde ¢(2)=0(d2 +v2-cu) Y 2T (arar)

(3.15)

Siendo ¢(z) una funcién arbitraria diferenciable de z, esta funcion debe ser

escogida para asegurar la asignacion del punto de equilibrio, es decir, para satisfacer

que g*=arg min Vd(q) con g*=0. Por otra parte, para que el sistema sea estable debe

satisfacerse la condicién de que qud(qr)zo, esto se satisface si y solo si se

mantiene la segunda derivada de la forma cuadratica respecto de ¢, (Hess(V4) Matriz

Hessiana) positiva en el origen (Hess(\Vd) > 0).

Se observa que si se emplea como la funcién ¢ la misma z, se tiene que su

qud(qr);to y que su hessiana Hess(Vg¢)=0, por tanto se propone que sea

0(z)=Kz1-(az+v2 -q1)2 donde Kj es un parametro constante. Para asi contar con la

nueva Vd propuesta:

Vi (q) = arlniaz cos(q1)+Ka (g2 +Y2'Q1)2 (3.16)




34

A manera de comprobar la propuesta, se halla el gradiente de la energia

potencial deseada VqVy (q) para la nueva Vy propuesta, para ello se calcula la

derivada de V4, con respecto a q; y qq:

.
oVy oVy4
Va(Va(qqp))=| 24 M (3.17)
a(Va(a1.02)) [5(11 aqj
g |- Mol sen(q1)+2-Ki-y2-(d2+v2-q)
oo ) (3.18)
Vq(Va(a))= = '
N 2-Ka1-(q2+y2-q)
0q2

para lo cual (3.18) evaluada en q.=0y 02=0 es Vq (V4 (q))‘q=o =[0 0]T

Seguidamente se calcula los elementos de la matriz hessiana,

0*Vy mo - | 0%V 0° V4

2
=- cos(gr)+2-Ki-y2 =2-K1-y2 =2-K1
oo’ a; +ay ( ) 041092 oay”
de (2.55) la matriz hessiana es:
0* V4 0*Va
oq” 0qy - 092
Hess(Va) = -
o’q-9(z)q"  9°q-9(z)q’
0gz - Ogy oa’ |
- : COS(q1)+2-K1-y22 2-K1-v2
a;+a,
Hess(Va) =
2:K1-y2 2-Ki1
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evaluando el determinante, de la matriz hessiana (2.56) en ;=0 y g,=0 se tiene:

Mo - |
- cos,(q1)+2-K1-y22 2-Ky-y2
a;+a,
Det[Hess(Vd)]‘ _, =Det
4= 2-Ki-y2 2-K1
L i q:O
Det [ Hess (Vg )]‘q:O __2Kamoel
(a+2,)
en donde se puede observar las siguientes restricciones
C2Kpmodl o 22Kimoel a,>0
a;+a, a;ta,
<0=-a,>a, =>a,<-a
a +a, 27979
con estas condiciones y con (3.15), se asevera que:
S (3.19)
12 (Y1 — mo)

Luego, una vez justificada, con este analisis, se puede asegurar que la energia

potencial deseada, Vg, es la siguiente:

I-m K 2
Va () = a1+;2 COS(Q1)+71(q2 +72-01) (3.20)

para lo cual satisface la suposicion de que ¢(z)= %(qz +v2 -Q1)2
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En la figura 3.2 se puede observar la region permitida para y; y v, cuando se

] |
considera mz=1e I_ =1.
2

Y2

Fig. 3.2. Region permitida para y; y 72, con mg =1y I/1,=1

En la figura 3.3 puede observarse la grafica de Vd versus gi y g2 para un
mo=1.00, a;=1.00 , a,= -2.00, y,=3.50, 1=0.15 y K;=0.15, la cual presenta un minimo

aislado por lo tanto se garantiza la estabilidad.

g2[rad]

q1[m]

Fig. 3.3. Moldeo de energia potencial Vd para
mo=1.00, a;=1.00, a,= -2.00, y»,=3.50, 1=0.15y K;=0.15
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3.3. CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE CONTROL (U):

Para hallar la ecuacién que rige el control se recurre a las ecuaciones (2.15) y
(2.16)

Ues =(G'G) - G™+(VaH ~Ma-M™*-VaHa + J2- Mgt -p)

Ugi =—Kv-G' -VpH(, donde se sabe que U = Ues + Ugi .

(a) Calculos de U

Se halla uno a uno los términos de la ecuacion (2.15), para luego sumarlos

algebraicamente.

Ues =
(6'G) G™(VaH)
TERMNo o1
~(66) " G"(Ma-M*-VqHq) (3.21)
m—
+(G"G) " G"(32-Mg'-p)

TERMINO 03

-1
} = G' =[-1 1] siendo entonces

dondesi G =
1

-1

_ -1
(670 67|12 ]H -5 3

v" Término 01:

Partiendo de la ecuacion de Hamilton del sistema (2.6), (3.2), (3.6) y (3.11):



38

pL I o|m
1 - 1 !
H:E.[pl p2]- M7t +m0-cos(q1)=?[p1 p2] . +Mo -cos(q )
P2 0 12 |LP2

se obtiene el hamiltoniano del sistema de rueda inercial, para el cambio de variable

propuesto:
2 2
H=£' pi_kpi +m0.cog(q1) (3.22)
2\ | P)
Se halla su gradiente (VqH)
| 6H(qz,q2) |
g1 —mo -sen(qz)
VgH = = : (3.23)
aH(Q1,Q2) 0
a2
Finalmente el término 01 es hallado y presenta la siguiente forma:
[ 6H (Q1,q2)_
- og1
(GTG) G (VaH) = {—% ﬂ :%mo -sen(qu) (3.24)
TERMINO 01 M
a2

v Término 02:

De la ecuacién (2.7) y (3.20) se observa que es necesario el calculo del

hamiltoniano deseado, para ello se tiene que:

1 _ 1 _
H d(D,Q)=§pT-Md 1‘|0+Vc|(l11,f12)=5[|01 p2]-Mg 1'{E;}D+Vd(Q1,QZ) (3.25)

de (3.13) la inversa de la matriz de inercia deseada es:
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a3 _a
a1-a3—a§ a1-a3—a§
Mgt = (3.26)
_a a1
a1-a3—a§ al'ag—ag

sustituyendo (3.26) en (3.25):

a3 a2

al-ag—ag ai-az—a

7
2
'[Sl}rVd(QLClz)
az al 2

a1'a3—a§ a1-a3—a§

Hd(D,Q)=%[D1 p2]-

1{a3-p12—2~az-p1-p2 +a1-po’

Ha(p.a)=3 ai-as—a’

5 }LVd (a1,92) (3.27)

Sustituyendo la ecuacion (3.20), de la energia potencial deseada (Vd), en la

ecuacion (3.27) finalmente se obtiene el hamiltoniano deseado:

1| aspr® —2a aipo’ I-m
T

ki 2
- . 3.28
al‘a3—a§ a1+a2 COS(ql)—I— 2 (q2 +Y2 ql) ( )

Como se observa de la ecuacion (3.28) el hamiltoniano deseado sélo depende

de q: y g2 en el término de su energia potencial deseada, por tanto se puede aseverar

que:
V4 (p.q) |
ar az L 0 ogx
() T awtvare)- [ 53] :
TERMINO 02 dz as 0 E an (p’q)
L 42
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. [3Vd (p.9) |
1 _1} a az | 0 o0 :i{(al_azjavd(p,q)+(az—asjavd(p,q)}
2 20|40, a 0% Va (p.q) 2 | g I Q2
oq2

oVd (p.q) y V4 (p.q)
og1 Q2

se tiene:

Sustituyendo las

1(fai—a2 I-mog 1(az—as
= - -k . = Ki- . =
2( | j[ — sen(q1)+y2-ki(dz2 +y2 Q1)j+2£ ’ ]( 1-(q2+y2-a1))

L_m[al—az Jsen(Q1)+%(al_a2)- K1(q2 +72 -m)}l[az _a3j(K1-(C12 +y2-01))=

2 |a +a, | 2\ Iz
mo | ar—az 1 a2 —as a1~
- sen +—=(K1-(g2+7v2- +
(a2l
I(az+a
—( 2+ a) de la ecuacion (3.15) , en la ecuacion anterior

sustituyendo y2 =—
) (al +az )

(—%(:;Z Jsen (q1)+%(K1 (92 +72 ~Q1))Ha2|_2a3]_ I';Z";ii)) (al _Iaz jD -

(az—as) (az+as)(ar—az)

mo | ar—az 1
7 — (K- . - =
2 a1+a2Jsen(q1)+2|2( 1-(dz:+72-a)) 1 (a1+az) D

(az—as)(a1+az)—<az+as)<a1—az)D_

(a1+az) -

mo| ai1—az 1
- — (Kj- .
2 al+azjsen(q1)+2-|2( . (qZ—H{Z ql))
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a1+a2 (a1+az)

_@[al a2 ]Sen(ql)Jr((qz 2 .ql))ﬁ.{M} _

2 (a;+a, l2 | (a+a2)

2

mo| 2-a2 aiaz—az
- -1 Ky =222 .
2 {alJra2 ]sen(ql) ! {Iz(aﬁaz)}((qzﬂlz )

Kp
Luego el termino 02 viene dado por:

2-az
a; +a,

—(GTG)_lGT (Md ML.vqHg ) :m[

2

TERMINO 02

v Término 03:

Se tiene que si la matriz de masa inercial estd compuesta por elementos

constantes, al igual que la matriz de masa inercial deseada la matriz de interconexion

la se considera nula (J,=0), para lo cual el tercer término (GTG)flGT J2-Mjt-p serd

nulo.

(GTG)_lGT-Jz-Mal-pzo

Para obtener la ecuacion de control debido al moldeo de energia Ues, Se suman

algebraicamente los términos 01, 02 y 03 de la ecuacién (3.24), (3.29) y (3.30)

respectivamente, la cual presenta la siguiente forma:

1 2-
Ues :—mo-sen(q1)+m 2 sen gy )+ Kp((Qz +v2-01))
2 2 {a+a,

-

TERMINO 01
TERMINO 02

mo [ a1—a> 1 a1a2 +a2° —a1as —azas —aiaz +a2° —aias +a2as
——( ]Sen(Q1)+ﬁ(K1-(Q2 +72 'Ql))[
12

—1Jsen (q1)+Kp((g2+7v2-a1))

(3.29)

(3.30)

|



Hes :[afaz}”"'Sen<q1>+r<p<<qz+vz-q1>>

Ues =71 -sen(a1)+Kp (g2 +v2-01)

(b) Calculos de ug;
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(3.31)

La ecuacion de control debida a la inyeccion de amortiguamiento viene dada

por la ecuacién (2.18)

Udi =—KV-G-VpHg = -Kv-[-1 1]

donde de la (3.28) viene dada por

1| aspi?® —2a2p1p2 +aip2? I-mg
Hd(p,CI)Z—[ P ppz P2 1+
2 ai-as—a; a; ta,
siendo sus derivadas % y %
opL = 0p2
_a_l_a:;.plz_z.az.pl-p2+al'p22___
2| ai-as—a’ 1
op1
=-Kv[-11]| -
5 1 a3.p12_2.a2.p1-p2+al'p22
2] ai-as—a; 1]
i op: |

oMy
op1
OHd

L 9p2 |

= —Kv[-11]

Ugi ==—KV{—|:a3.pl_a2.p2i|+{_a2'p1+al'2p2
di-ds—a,

ai-as—as

J

|

k
COS(CI1)+?1(Q1 +YZQZ)2

{33'p1—82~p2

ai-as —aj

—adz-Pr+ar-pP2

]

ai-as —aj

|
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Ugi :—KV{— (az +a3) o1+ (a1+az) pz}:—Kv{ (a1+az) q2 (az—l-as) ql

ai-as—as ai-as—aj ai-as—a; ai-as—aj
Si se define K2 =(61Laz)2 Y3 = —M =
a1-as—a, (ar+az)
Ugi =—Kv-Kz-[ (g2 +y3-G1)]. (3.32)

Finalmente, la ecuacion de control para el sistema péndulo con rueda inercial de
(3.31) y (3.32) es:

U =Ues +Ugi =y1-5en(q1)+Kp (g +72-92)-Kv-K2 -[(qg +y3-q1)] (3.33)

Por otro lado, la forma hamiltoniana del sistema Péndulo con Rueda Inercial,

-
con G = [—1 l] e ®R¥1y U e R, viene dado por las ecuaciones (2.2) y (2.3):

. ql Vp]_H 0
q 0 I|| VgH 0 - VpoH 0

= + ju = = +| o lu
ol [=10(vpH| |G pui | ~VaH | -1

Dz —quH 1

oH(p,q) qz:aH(p,q) pl:_aH(p,q)_u IOzz_aH(p,q)

op1 op2 o1 0q2

donde . = +u

claro estd, el hamiltoniano del sistema con el cambio de variable propuesto es el que
representa la dindmica del sistema para la ecuacion de control hallada, por tanto de la

ecuacion (3.22)

2 2
H :%-(p%ﬁ)li}mo-cos(ql) (3.34)
2

la forma hamiltoniana del sistema Péndulo con Rueda Inercial es:



ql::aH _ p1 s
op1 (m1£2+mzL2+I1) I
g, = OH _ P2
4= op2 e
p1 oH u=mo-sen(q:)—u
= — = 0- —
o &

m——gﬂ+u—u
002

44

(3.35)



3.4. RESULTADOS DEL SISTEMA DEL PENDULO CON RUEDA

INERCIAL.
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En la figura (3.4) se presentan los resultados de la simulacion del sistema

mecanico con rueda inercial. A fin de ilustrar la naturaleza global de la ley de control

obtenida en la ecuacién (3.33), se presenta una simulacion donde la variable

g1=6,=3.00 rad y 6,=0.00 rad hasta la posicion 6;=0.00 rad

y 6,=0.00.

Tabla 3.1. Condiciones Iniciales Para el IWP
1,=0.2 Kg.m? 1=0.1 Kg.m? ms;=10 Kg. a,=1
a,=-2 az=9 Kv=10 Kp=2.00
0,=3.00 rad. 06,=0.0 rad. p:=0 Kg.m/s. | p,=0 Kg.m/s.
q:=6,=3.00 rad | q>,=60,+6,=3.00 rad.

5 ‘ 10 \
= | = |
& o= : E o\ e
CDH ! @N |
| 10 |
5 0 5 10
—_— T 5 T
= | ~ |
=, | RN |
= \ < OK/\/\““ PL -
<, ! e ‘ ! — P
g 5 |
0 5 10
T
= = ! — Hd
<) ° I
= > gl oo -]
- - e v
o 2 | !
2 3
T T
| |
= |
@ o 0f--—-- \
= | | |
I S R N
-3 -2 -1 0 1
P,

Figura 3.4. Trayectoria con los siguientes parametros,
con las condiciones iniciales de la Tabla 3.1.
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De las figuras (3.4), (3.5), (3.6) y (3.7) se observa que la convergencia se

preserva tal como predice la teoria.

ay qz(actu ada)

tuad

subac

(

q

10

10

t(s)

Figura 3.5. Trayectoria de ;Y g, con las condiciones iniciales de la Tabla 3.1.

Posicion ql[rad],qz[rad] Vs t[s]

t(seg)

Figura 3.6. Trayectoria de g, Y g» con las condiciones iniciales de la Tabla 3.1.
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Momenta p,.P, Vs t[s]

Figura 3.7. Trayectoria de p; y p2, con las condiciones iniciales de la Tabla 3.1.

En la figura (3.8) se observa como converge la trayectoria de g; y g, de una

energia potencial deseada Vd altaa Vd =0

2 0 2 40 oprad)
q1[m]

Figura 3.8. Energia potencial deseada,

con las condiciones iniciales de la Tabla 3.1.
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En la figura (3.6) se representa la convergencia de la trayectoria de g y g, en

los diferentes niveles de energia potencial Vd.

Figura 3.9. Curvas de nivel con las, condiciones iniciales de la Tabla 3.1.

En la figura 3.10 se observa que manteniendo Kv=10 y variando Kp a los

valores de 2, 5y 10 las oscilaciones son mas pronunciadas a medida que Kp aumenta.

Figura No.3.10. Trayectoria de q; con los siguientes parametros
11=0.1, 12=0.2, 1=0.15, m3=10, al=1, a2=-2, a3=9,
Kv=10, Kp=2,5y 10; 6,=3, 6,=0.0, q:=01, g2=0,+6,
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En la figura 3.11 se observa que manteniendo Kp=3 y variando Kv a los valores
de 5, 10 y 20 las oscilaciones son menos pronunciadas a medida que Kv aumenta. Se

observa también oscilaciones al comienzo cuando Kv = 5.

Figura No.3.11 Trayectoria de g, con los siguientes parametros
11=0.1, 12=0.2, 1=0.15, m3=10, al=1, a2=-2, a3=9,
Kv=5,10 15 Kp:3; 0,=3, 0,=0.0, q1=91, CI2:91+92

Con respecto a la energia se puede observar de la figura 3.12 que manteniendo
Kv=20 y variando Kp a los valores de 0,5, y 2,0 la energia que presenta el sistema, a
través de Hd, aumenta a medida que el Kp aumenta.
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2.5

15
t(seg)

10

Figura No.3.12. Hd con los siguientes parametros

=10, al=1, a2=-2, a3=9,
0.0, q1=06,, 0>=0,+0,

0.1, 12=0.2, 1=0.15, m3

11=

0,5y 2,0; 6,=3, 6,

20, Kp=

Kv=
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CAPITULO IV: CONTROL DEL OSCILADOR TRASLACIONAL
CON ACTUADOR ROTACIONAL (TORA) [5]

El sistema TORA (Translational Oscillator with Rotational Actuator), también
conocido como RTAC (Rotational Translational Actuator), es un prototipo de sistema
mecanico subactuado, que ha merecido gran atencion de la comunidad que estudia el
tema de control no lineal, y en este capitulo, partiendo de la representacion
hamiltoniana con puertos controlados basada en la energia total (energia cinética mas
energia potencial) del sistema, se disefia una ley de control que logra estabilizar en
forma global y asintética el punto de equilibrio, alcanzando un excelente desempefio.

Las simulaciones numéricas mostradas al final del trabajo confirma esta

afirmacion.

AN W W W W Y

Fig.4.1. Sistema TORA (RTAC)

El oscilador, representado en la figura 4.1, consiste de un carro de masa m;
conectada a una pared a través de un resorte lineal con una constante “K”. EIl carro
estd restringido a una sola dimension de movimiento horizontal. La masa m;, de
prueba del actuador, con momento de inercia “I”, esta acoplado al carro a través de
una barra de longitud “r”. El torque t es el aplicado a la masa de prueba m; y se

desprecia el deslizamiento que puedan tener las ruedas.
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Es decir q; sera la variable subactuada y q, la variable actuada. La

aceleracion de gravedad se representa con la letra "g".

4.1. DINAMICA DEL SISTEMA TORA

La dinamica del sistema TORA se calcula a través de su lagrangiana y las

ecuaciones de Euler-Lagrange, tal como sigue:

Dadas la energia cinética y la energia potencial del sistema

T(Q1,QZ)=%(m1+m2)Q1Z +mz-r-Qqi-Q2 -COS(q2)+%(m2 . |)QZ2 4.1)

V(Q1,C]2)=%'k'Q12+m2'r'g'(l—COS(QZ)) (4.2)
la lagrangiana vendra dada por:
£(Q1,C]2,C]1,Q2) = T(Q1,Q2)—V(Q1,Q2) .

Las ecuaciones de Euler-Lagrange se expresan, tomando en cuenta que el

actuador esta asociado a la variable gy, de la siguiente forma:

o| £ o| £
o | oL 092 | oL
__:O — =7

at aql 8t aqz
2—;31:—k-Q1 A g—iz(m1+m2)Q1+m2-r.q2.Cos(qz) -
a
og _%:(m1+m2)ql+m2-r.q2-COS(QZ)—mz-I’.qzz,Sen(q2)+K.ql
ot og1
oL

——=-mz2-r-@:-G2-sen(gz2)-mz-r-g-sen(gz) A
002
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g—(i:mz-I’-Q1-COS(Q2)+(m2-I’2-|)QZ =

a{aﬂ}
ﬂ_%:mz.r.ql.cos(q2)+(m2-rz-l)qz+mz-r-g-sen(qz)

ot 0q2

Lo cual describe las ecuaciones de la dinamica del sistema:

(mi+mz)-Go+mz-r-cos(qz)-G2—mz-r-sen(qgz)-G2° +K-qu=0 (43)
mz-r-cos(qz)-ql+(mz-r2+I)-q'z+mz-g-r-sen(qz)=r '
de la observacion de (4.3) la matriz de masa inercial viene expresada como:
(Mi+mz) mz-r-cos(gz)
M = )
mz-r-cos(qz) (mz-r*+1)
realizando el siguiente cambio de variables
C1=m1+mMm2 C2=m2-r 02=m2-r2+l
se tiene
M { G G -cos(qz)} (4.4)
c2-c0s(gz2)  Cs

cuyo determinante viene dado por:

§=c1-c3—C2”-cos’(q2) >0 (4.5)
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*

que para el punto de equilibrio en g3 se tiene cos(qg) =1 = c1-c3—C2°>0

Como se puede observar, la matriz de masa inercial (M) depende de la variable
actuada (qy), para simplificar los célculos se asume que J,=0 no se podra aplicar la
ecuacion (2.21).

La inversa de la matriz de masa inercial (M) vendra expresada como:

1 Cs —C2-c0s(qz)
M™(02) =< (4.6)
o —C2-€0s(q2) Ct
Luego, de (2.6) el hamiltoniano del sistema TORA sera:
1 1 Cs —c2-¢0s(q2) [ p
H(p,a)==[p: p2] +=-k-qi’ +mz-g-r-(1-cos(qz))
2 o —c2-€0s(2) Ct p2| 2

desarrollando y utilizando (4.2)

V(q1,q2)=%'k'q12 +mz-g-r-(1-cos(qz))

1{ p:® - Cs Pi-p2-C2-C0S(Q2)  pi-pa-Ca-C0S(Q2) . p2° -1

H(p,q)== —
(P.a) 2| ci-ca—c5-cos’(g2) Ci-Ca—C5-c0s°(gz2) Ci-Ca—C5-c0s%(gz) Ci-Ca—c5-cos’(qz)

+%-k-q12+mz-g~r-(1—cos(qz))

1| p1?-c3—2-p1-p2-c2-c0s(qz)+p2®-c1 | 1 ) 4.7
H(p,q)== +=-k-q1“+mz2-g-r-(1-cos (4.7)
(p.) 2{ c1-c3—c5-cos®(q2) g 24 ( (a2))

Por lo tanto, la forma hamiltoniana, ecuaciones (2.2) y (2.3) del sistema TORA,

T
con G=[01] e R*'y U e R, es:



55

i [ oH(p.a) ]
0 01 0] aq
: oH (p,
] | g o o 1||XRA)| TO
qZ = . aqz + O u
bl )1 o o of|2H(RA)] |©
p2 op1 1
| 0-1 0 0]|dH(pa)
op2
donde
oH(p, . OH(p, ) oH (p, ) oH(p,
- (p.q) o = (p.q) b (p.9) — (p.a),
om op2 g aq2
Asi, la dinamica del TORA en lazo abierto viene dada por:
.1
Q1=g[03-p1—02-p2-COS(Q2)]
CIZZ%[CI'DZ—CZ'DI‘COS(QZ)]
p1=-K-01
p2=-g-r-mz-sen(q2) (4.8)
2
+02 'Sen(gg)'cos(qZ)-[Cg-plz—2-CQ-p1-p2-cos(q2)+01-p22]
_C2-pi-p2-sen(da)
)
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4.2. MOLDEO DE LA ENERGIA.

El sistema TORA presenta una matriz de masa inercial (M) que sélo depende de
la variable actuada, por tal motivo no se puede aplicar el moldeo reducido de la
energia (2.21).

Si se define la matriz de masa inercial deseada como una matriz cuyos

elementos son constantes, tal como:

di az
Md = =  a>0 (4.9)
d2 as
su inversa sera:
as az
2 2
ai-as—a, dr-as—a,
Md ™ = (4.10)
az ai
- 2 2
| di-as—a, di-daz—a, |

donde ai-as—a2* >0,

Como se tiene la energia potencial (V), la matriz de masa inercial deseada
propuesta (Mg) Y la matriz de masa inercial (M) del sistema, se tiene de la ecuacién
(2.20)

sustituyendo (4.6), (4.9), en (2.20)

G*{VqV(q)- -VaVg ()t =0

a1 az] 1 Cs —c2-¢0s(q2)
B

az as —C2-€0s(q2) C
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Y G
P a1-C3—az-C2-C08(q2) az-ci—ai-C2-cos(qz) ]| | o
i 1 a1
[1 0] -= . -0
0V | 8las-cs—as-co-cos(g2) as-ci—az-c2-cos(qz) | | OVe
0qz 0qz
N (asca —azc 'COS(qZ))%+(aZC1 —auC2 -cos(qz))a—d
oa | 1 om oq
[1 0] _Z =0
AR (a203—a3Cz-cos(qz))%Jr(ascl—azCz-cos(qz))%
| 092 O 0dz |

ov 1 OV oV
———-|(a1-c3—az2-c2-c0s(g2))——+(az-ct—ai-c2-cos(gz2))— | =0
{ - [( ! (a2)) - (az-ci—an (a2)) o }}

Sustituyendo la ecuacion (4.2) de la energia potencial (V) del sistema en la

ecuacion anterior, se tiene:

1
0 {2 K12 +mogr cos (g2 )} Ve Vs
—=-|(aics —azc2 - cos ——+(@2C1—aiC2 - cos — =0
o 5 |:( 1C3 —a2C2 (qz)) o +( 2C1 —aiC2 (C]Z)) aqz}
derivando V con respecto a g;
S-K-ql—(al-C3—a2-C2-COS(Qz))%—(az-Cl—al-Cz-COS(Qz))%ZO
O 092

(a1-ca—az-co -COS(Qz))%+(a2 C1—a1-C2 -COS(Qz))%z K-5-q1
oq 092

(az-ci—ai-c2-cos(qz)) dqr gz | (az-Ci—ai-c2-cos(qe

(a1-ca—az-c2-cos(qz)) Vs Ve 5 ; K-qu  (411)

simplificando la ecuacion diferencial parcial, en régimen estacionario, definiendo:



yi (ar-ca—az-cz-cos(gz)) (bs+bs-cos(qz))

v2 (az-ci—ai-cz-cos(qz)) (br+b2-cos(qz))

donde bi=az-c b, =—ai-C2 bs =ai1-C3 bs=-a>-C

evaluando en cero y tratando de simplificar el resultado

iy _(a1~C3—az-C2)_(b3+b4) ba

Y240 - (az 'Cl—al'CZ) - (b1+b2) - b2

Sustituyendo (4.12) en (4.13)

bob3 —bibs = a1-c2-a1-c3+az2-cr-az-c2 = a12

=—<<bo-bs—bi-ba=0

-C3+a22‘C1=0

58

(4.12)

(4.13)

despejando ay, se tiene entonces, que el elemento a, de la matriz de masa inercial

deseada es:

C
ag==xajp- —3=i0c-a1
C1

Sustituyendo la ecuacion (4.14) en la (4.11)

Cs I
a1-Cs—,|—-a1-C2-cos(q2)
( C1 OV OV 5

—+ =
Cs3 O 0Oqy Cs3
LA -c0s(qz2) LA -c0s(qz2)
1 1

(4.14)

K-

Eliminando las a; del primer miembro y hallando el factor comun del segundo



Cs
C3 —,[~C2-c0s(q2)
[ o }avd OV 8
+—= K-q1
a1(

(\/C3'C1 —cZ-cos(qz)) du  0d2 | ai(ves-ci—co -cos(qz))
Si se toma como factor comdn 4/cs/c1, se tendra que:

)

al(m—CZ'COS(QZ)):|K‘q1

+ =

(\/Ca 1 —C2 -cos(qz)) O Oay

\/E8Vd oV C3-C1 —C2° - COS” (qz)
— o —t_—= Kaz
Ct Oq  Odz al( Cs-Cl—Cz-COS(qz))

\/a(\/mm —C2 -cos(qz)) Ny Ve
C1

Puesto que

c3-c1—C2%-cos? (q2) =(\/03 C1—C2 'cos(qz))(\/cs -C1+C2 ~cos(q2)) =3

Ct Oqp 00 a1( Cs - CL =€2+C0S qz))

\/aavd Vi ( 03-C1—Cz~cos(qz))( Cs - CLF€2-C0S qz))
——

E%+%=5(\/03 -C1 +C2 -cos(qz))-ql
Ct Oy Ogp a

Finalmente se obtiene la siguiente ecuacidn en derivadas parciales

(&j_m+(ij.mzﬁ(m+cz.Cos(qz))

01 oy 01 0qy a1

El cual resolviendo con el lenguaje simbélico, Maple® (Versién 10), se tiene

59

(4.15)
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ai

Va =(5'\/Cl'03 -Q2 +502 -sen(qz))ql—%ﬁw/cm .02 ~a+5-a-02 -cos(0z)+¢(2)
ai ai ai

donde ¢(z) es una funcion arbitraria de variable z = (wj

a

VAL s -(Z-ql-qz—oc-q22)+aECz(oc-cos(qz)+q1-sen(qz))+¢(—a'q2 _qu
1

2a1 .
Puesto que:
1 2
2.01-02 —o- 2\ _ — 2 _ _
(2-01-0z 002 = > o ~ (1 — o)’ |
_ K oo Tar (o) 1+ Ko . @-G2-a
Vd—z.a.al C1-Cs [m (01 (xQz)}alcz(oc cos(gz)+0qr sen(qz))+¢( . j

Siendo ¢(z) una funcién arbitraria diferenciable de z, esta funcion debe ser

escogida para asegurar la asignacion del punto de equilibrio, es decir, para satisfacer
que g*=arg min Vd(q) con g*=0. Por otra parte, para que el sistema sea estable debe

satisfacerse la condicion de que Vqu(qr):O, esto se satisface si y solo si se

mantiene la segunda derivada de la forma cuadratica respecto de ¢ (Hess(Vq4) Matriz

Hessiana) positiva el origen (Hess(\Vd) > 0).

Observandose que si se emplea como la funcion <|)(z) la misma z, se tiene que

SuU VqVu (qr) # 0 y que su hessiana Hess(V4)=0, por tanto se propone sea

2
0(z)= B(MJ =£(0t-qz ~qu) =%(Q1—G-Q2)2

o az

donde K, es un parametro constante.



61

El gradiente de la energia potencial deseada Vqu(q), para la nueva Vy

propuesta es:

i

oV, oV,

Va(Ve (ql,q2>){—aqd —aqd} (4.16)
1 2

siendo la derivada de Vg, con respecto a q; y qz, las expresadas en (4.17) y (4.18)

respectivamente.

%:ﬁsen(qz)m +5\/0103q2+Kp-(q1—0LQZ) (4.17)
oy a ai

%:5-\/%@1 [(Q1—a~q2)]+5-C2 [ a1-cos(gz)—a-sen(gz) |-Kp-o- (g1 - agz) (4.18)
O, & ai

asi la ecuacion (4.16) sera:
oM
= 5sen(qz)'Cz +5\/01~03~qz+Kp-(q1—a~qz)
ai di

% a—le/m-cl [(ql—a-qz)]+a—KlCz [q1~cos(qz)—a-sen(qz)}—Kp-a'(ql—a-qz)

0
Para lo cual, evaluada en g;=0 =0 se tiene que Vq (Vd (q))\q_0 {
— 10

Seguidamente se calcula el determinante de la hessiana Det[Hess(Vd )}

2
0 V: =Kp (4.19)
oq
2
0" Vs =£COS(QZ)C2 +5\/C3Cl —a-Kp (4.20)

Oomdg, ai ai
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=———+/csC1 +a502 [—oc-cos(qz)—ql-sen (qz)]+ Kp-a®  (4.21)
1

Siendo el determinante de la matriz hessiana (2.56)

0*Vy 0*Vy

oq®  Oqi-0q
Det[ Hess(Vs) | = 1 e

0° V4 0° V4
oq-0q,  0g.’

K(Kpa1 (@oow c2 (o.cos(qz) —sen (qz)ql))— K(ClC3 +cos(qz)cz (COS(qz)Cz + 2@)))

a12

Evaluando el determinante para ;=0 y q,=0 se tiene:
Det| Hess (Ve )]Lzo =

ﬁz(Kp-an/Cl-Cs o+ Kp-ai-C2-a—K-c2?—=2-K-cz2-+/C1-Cs —K'Cl'CS)

ai
K 2
—2<Kp'al'\/C1'C3'OL+Kp'al'C2'OL—K'Cl'C3—2'K' Ci-C3-C2—K-c2 )>0
a1

Kp-al-(x-(\/Cl-Cs+C2)—K(022+2 C1-C3-Cz+Cl-Cs)>0

Kp-> K (C22+2 Cl‘CS'C2+Cl'CS): K (\/Cl'C3+C2)(\/C1'C3+CZ)

ar-a (\/01-03 +C2) ar-a (\/01-03 +Cz)

K (\/ C1-Cs + Cz) (4.22)

ai-o

Kp >

Notese que el elemento Det[Hess(Vd)]‘(ll) =R >0 para lo cual se puede
concluir que:
(i) Kp>0 (ii) Kp >

K (\/01-03 +Cz) (iii) K>0

ai-o
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luego, una vez justificada con este analisis, se puede asegurar que la energia potencial

deseada, Vd, es la siguiente:

v :g{\/g[qlz_(ql_aqz)z}%z [o-cos(qz)+qy-sen(qz) ] 4.23)

K
+7'O(q1—ocqz)2

En la figura 3.2.2 puede observarse la grafica de Vd versus q; y g para un
a:=1.0, a=0,58, K=0.2, Kv=12.64 y 1=8.84, la cual presenta un minimo aislado, por

lo tanto se garantiza la estabilidad.

gq1[m] g2[rad]

Fig. 4.2. Moldeo de energia potencial vd
para a;=1.0, a=0,58, K=0.2, Kv=12.64 y 1=8.84
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4.3. CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE CONTROL (u):

Para hallar la ecuacion que rige el control se utiliza las ecuaciones (2.15) y
(2.16), dadas a continuacion:
Ues =(G'G) G (VaH-Mo-M™*-VaHa+J2-Mg*-p)
Udi =—Kv-G'-VpHq donde U = Ues + Ugj

(@) Célculos de Ues

Se halla uno a uno los términos de la ecuacion (2.15), para luego sumarlos

algebraicamente.

-1

Ues =(G'G) " G™(VaH)~(G'G) G (Ma-M™-V4Hs)+(G'G) " G™ (J2-M;* -p)

TERMINO 01 TERMINO 02 TERMINO 03
0 . N~
dondesi G=| |= G" =[0 1] siendo (GT-G) -G"=|[0 1] [0 1]=]0 1]
1 1

v" Término 01.

Partiendo de la ecuacién de Hamilton del sistema (4.7) dada a continuacion:

2. —_— . . . . 2.
H(p,q):%[pl c3—2-p1-p2-C2-c0s(q2)+p2°-C1

1 2
+—-K-qt“+m2-g-r-(1-cos(qz2
c1~C3—c§-cosz(q2) ] > q g ( (a ))

se tiene que: i i
6H(q1,qz)
_ ogx
(676)" 6" (VeH)=[0 1] =w
TERMINO 01 M g2
0qQ2

Finalmente el término 01 es hallado y presenta la siguiente forma:
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(6'G) G"(VaH)=
TERMINO 01

c2’sen(qz)cos(q2)

- [03-p12 ~2-p1-pz2-C2 ~COS(Q2)+C1-p22} (4.24)
(c-ca—c3-cos®(qz))

Cs-Pi-pz-sen(qz)
(c1-ca—c-cos®(qz))

+my-g-r-sen(qgz)+
v Término 02

Del segundo término de la ecuacién (2.15) se observa que es necesario el
calculo del hamiltoniano deseado, luego de (2.7) se tiene que:

1 _ 1 _
Hd(p,q)=5pT-Md 1'p+Vd(C11,QZ)=E[p1 p2]-Mg l'[gﬂerVd(QLQZ)

Sustituyendo (4.10) en (2.7)

as az
2 2
di-as—a, di-as—a, |:

pl}+Vd(Q1,Q2)

1
Hd(p,CI)=§[|01 p2]- 02

az ai
2 2
di-az—a, ai-as—a,

1{a3-p12—2-az-p1-p2 +a1-po?

Ha(p.a)=7 ai-as—a’

5 }rVd (a1.02) (4.25)

Sustituyendo la ecuacion (4.23) de la energia potencial deseada (Vd), en la

ecuacion (4.25) se obtiene el hamiltoniano deseado:
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1| as-p1° —2-az-p1r-p2 +ar-p2° K ) 2
H q)== N —(a1—
a(p.9) 2 ai-as—a’ +2aa1 G [Q1 (G- a2) }

(4.26)
L [oc-cos(qz)+q1-sen(qz)—a]+ﬁ(q1—ocqz)2
a1 2
Como se observa de la ecuacién (4.26), el hamiltoniano deseado s6lo depende

de g1 Yy g2 en el término que corresponde a su energia potencial deseada, por tanto se

puede aseverar que:

(GTG)_lGT (Md .M_l.Vqu): (GTG)_lGT (Md .M—l.qud)

TERMINO 02

(GTG)_lGT(Md -M_l-Vqu):

TERMINO 02
I Cs ~cacos(g2)  |[oVa(p.q)]
ar az || Ci-Cs3—C5-c0s’(gz)  Ci-Cs3—Cj-cos”(q2) o0
az as]|  cz2-cos(q) C oVd (p.a)
| C1-C3—C;-005°(Q2) Ci-Cs—C3-cos’(Qz) || Qg2 |

(6'6) "G (Ms-M™-VqHa) =
TERMINO 02

{aa .C1—az-C2 -cos(qz)}

Ci-Ca—C5-cos”(qz2)

(4.27)

K.Cz- - .
X[ c2 (q1COS(:2) asen(qz))—Kp-(x(Q1—th2)+K\/;l Ca
1 1

(Q1 —OLQ2)]

_{az -C3—as-C2 COS(Qz)}{K-Cz -sen(qz)

Ci-C3—C5-cos’(qz)

+Kp-(ql—ocqz)+—K'q2' .Cl'C3:|

ai ai
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v" Término 03.
Se tiene que la matriz de masa inercial estd compuesta por elementos
constantes al igual que la matriz de masa inercial deseada entonces la matriz de

interconexion se considera nula (J,=0), para lo cual el tercer término

(GTG)_lGT -J2-M;j*-p seranulo.

(6'6) " G"-32-M;t-p=0 (4.28)
Para obtener la ecuacion de control debido al moldeo de energia Ues, Se suman
algebraicamente los términos 01, 02 y 03 de la ecuacion (4.24), (4.27) y (4.28) tal

como sigue:

Ues =

c2’sen(gz)cos(gz)

5[ Cs-pi* —2-p1-pz-c2-cos(qz)+ci-p2’ |
(c1-ca—c3-cos (ge)

C3-P1-P2-Sen (QZ) (4.29)
(c-ca—c3-cos’ (ge))

+mz-g-r-sen(gz)+

[ asci— [ K-c2(q: cos(qz ) —asen Jei-

_| & azZCz COSz(qZ) 2(Q1 (92)-« (qz))_Kp-a(ql—aqz)-i-K G- (Q1—OLQZ)}
| C1-Ca—C;-c0s” (2) || a1 a1

~ a2C3—a32020052(Q2) K-Cz-Sen(Q2)+Kp.(ql_aq2)+K-Q2-\/Cl-C3
| C1-C3—C5-cos”(02) | a1 a1

(b) Calculos de ug;
La ecuacion de control debida a la inyeccion de amortiguamiento viene dada

por la ecuacién (2.16)

[ OHq |
0 op1
Ugi =—Kv-G™-VpHa =— KV[O l] =
1 OHu

L 9Pz |



donde el hamiltoniano deseado se calcula a partir de la siguiente ecuacion:

2 2

1 a3 - 2-a2-p1- al -
Ha(p.q)== 3-P1 - 2-P1 gz+ 1-p2 , +Va(q.02)
2 aj-ag—a, aj-ag—a; ai-az—aj

luego VpHq vendra dada por:

PE aspy’ 2a2p1p2 ap2’ | ]
%% B + +Vq (a1,
OHd _2_a1.a3—a§ al-a3_a§ al_aB_ag_ d(Q1 qz)—
opr o
Mo | E aspy’ 2a2p1p2 apr’ | ]
%2 B + +Vg (g1,
apz _Z_al-aS—ag a1a3_a§ al'aS_ag_ d(ql q2)_
L op2
aspr  azp2

ai-as—a> ai-as—a,

a:pL  ap;
ai-as—a;, ai-as—a,

siendo la ecuacion de control por inyeccidn de amortiguamiento la siguiente:

asp1 azp2
ai-as—a5 ai-as—as

Udi =—Kv-G"-VpHa :—KV[O 1]
azp1 aip?2

_a 2T 2
1-as3—d, adi-as—a, |

Ugi = —KV;Z[al -p2—az -pl]
ai-as —a,

Finalmente se puede obtener de (4.29) y (4.30) la ecuacion de control total:

U = Ues + Ugi

68

(4.30)
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c2’sen(qz)cos(qz)

s ca-pi® =2-pr-pz-ca-cos(qz) +cr-pa’ | (4.31)
(c-ca—c3-cos (q2))

Cs-pi-p2-sen(gz)
(c-ca—c3-cos®(qz))

_[ asC1 —a2C2 C0S((2 ) }

Ci-C3—Cj -c0s%(02)

+%g-K-r-sen(qz)+

K. - :
{ c2 (o cos(qz) asen(qz))—Kp-a(ql—aqz)+K‘/Cl Cs (q1—(1q2):|
ai ai
_[ a203—aszczcosz(qz)}[k-Cz-sen(qz)Jer.(ql_an)Jrk.qz.ﬂ/cl.CS}
Ci-Cs—Cj5-€0s”(q2) a a

- Kv;z[al -p2 —az-pi]
ai-as—a,
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4.4. RESULTADOS DEL SISTEMA DEL TORA.

En la figura (4.3) se presentan los resultados de la simulacion del sistema
mecénico con rueda inercial. A fin de ilustrar la naturaleza global de la Ley de control
obtenida en la ecuacion (4.31), se presenta una simulacion donde la variable g,=3.00

m. y g>=0.00 rad hasta la posicién q;=0.00 m. y q,=0.00 rad.

Tabla 4.1. Condiciones Iniciales para el Sistema TORA
r=0.3m m;=2.0 Kg m,=0.5 Kg

g =9.8 m/s? 1 =0.05 Kg.m? K =0.2

Kv= 10.0 a;=1 a,=a’xal
as=0’x a1+0.1 cl= m;+m; Co= My™r

Ca= Mpxr’+I a=sqrt(ca/c1) 0:=0.3 m.
g-=0.0 rad. p:=0.0 p>=0.0

0.5 2

g,[m.]
o

q,[rad]
o

-0.5 -2
200 0
— 2 ‘ ‘ 0.2
ie] ©
g < | | — 0 IS
R O e q, M GE’ 0
=3 v ! ! === 2
i %) | | o
o . | | T =
= 2 . : : -0.2
0 50 100 150 200 0
‘ ‘ ‘ 0.1
— | | |
o | I I S
£ 0f £\, N ‘ > 0.05
o ‘ T
O | I
|
1

q,[rad]
o NN
S
|
|
|
|
_ [
|
|
||
|
|
|
1
Py
o

Figura 4.3. Trayectoria para el TORA, con las condiciones iniciales de la Tabla 4.1.
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De las figuras (4.3), (4.4), (4.5) y (4.6) se observa que la convergencia se
preserva tal como predice la teoria.

ql(su bactuada)y q2(actu ada)

q,(m)

q,(rad)

Figura 4.4. Detalle de la Trayectoria q; y g de la figura 4.3.

En la figura (4.5) se observa como converge la trayectoria de q; y g2, de una
energia potencial deseada Vd alta a Vd minima.

05 -4
gifm]

g2[rad]

Figura 4.5. Energia Hq con Trayectoria q; y g, para el TORA,
con las condiciones iniciales de la Tabla 4.1.
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En la figura (4.6) se representa la convergencia de la trayectoria de g; Yy Qz,

en los diferentes niveles de energia potencial Vd.

-3 -2 -1 ] 1 2
92

Figura 4.6. Curvas de Nivel para el TORA,
con las condiciones iniciales de la Tabla 4.1.



CAPITULO V: SISTEMA BOLA EN LA VIGA [1].

El sistema Bola en la Viga (“Ball and Beam System”), representado en la
figura 5.1., es un sistema formado por una viga basculante y una bola que corre
libremente en su parte superior, la viga tiene un motor actuador en el centro de la
misma, por lo que la variable actuada (angulo de la viga) es g, y la posicién de la
bola (distancia del centro de la bola al centro de la viga) sera la variable subactuada

Q1.

Fig. 5.1 Sistema Bola en la Viga

5.1. DINAMICA DEL SISTEMA “BOLA EN LA VIGA”

De la figura 5.1, donde I e I, representan el momento de inercia de la vigay la
bola respectivamente, siendo m; la masa de la viga y m, la masa de la bola. Se tiene,
entonces, que la posicion y velocidad del centro de masa de la bola es:

Xem | _ x-cos(6)—d-sen(0) o ‘b
Yem | | x-sen(8)+d-cos(6)

{ucmx} :[u-cos(e)—x-sen(e)-w—d~cos(9)m}

v-sen(0)+x-cos(6)-w—d-sen(6)w

donde 0=0n

LVem = ®-R
Ucmy

Si v es la velocidad lineal de la esfera sobre el planoy o la velocidad angular

la energia cinética translacional viene expresada por:

2

Kitrans =%~m2 -vC =%~m2 '(Ucmxz +Ucmy2) sustituyendo
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1
rans 5 2

[(u-cos(e)—x-sen(e)-oa—d~cos(e)m)2 +(Uosen(6)+x-cos(6)-co—d-sen(e)m)z}

desarrollando:
Ktrans=X2'(02+(U—d'0))2=X2'0)2+l)2—21)'d'(0+d2'(,02=Uz+(X2+d2)'(D2—2'd'(D'U
l 2 1 2 2 2 2
Kirans =—-M2 - Lc Z—'mZ'(U +(X +d )(D —Z'd'(x)'l))
2 2
Si v=x =0 =

K trans :%'I’nZ‘Uc2 :%'mZ'(X2+(X2+d2)92—2'd'é'X)

La energia cinética rotacional viene dada por:

1 1 X .
KrotZE-(|1+|2)-(02+§-m2-|2-(02 puesto que o = :m:Esetleneque

L
R
1 X
Krot =—- (|1+| +— mz-lz- [—j
2 R
Luego la energia cinética total seré:

.\ 2
Kzl-mz-()'(z+(X2+d2)62—2-d-6-)'()+1-(|1+|2)-62+1-m2-|2-(£j
2 2 2 R

N2
K=l-m2-)'(2+1-m2-(X2+d2)92—m2~d~9-)'(+£~(|1+|2)-92+1~m2-|2~ X
2 2 2 2 R

K:E.mz.(x2+d2)62—m2-d-e-)'(+l-(|1+|2)-92+£m2-)'(2-( - > +1j
5 2 2 mz-R

K:%.((ll_f-h)_}-mz.(x2+d2)).92_m2.d.é-)'(+%m1-)'(2'(m2|.2R2 +1j
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Por otro lado, si la energia potencial es
V(x,0)=mz-g-(x-sen(6)+d-cos(6)) (5.1)

su lagrangiana, en este caso, queda expresado como sigue:
_ 1 2 2 A2
£_E-(|1+|2+m2-(x +d%))-0

P
ma-

-m: -d-é'x+%mz X2 ( +1j—mz -g-(x-sen(0)+d-cos(0))

R2

Para hallar la dindmica del sistema se utiliza las ecuaciones de Euler-Lagrange,

gue en su modo simplificado viene dada por:

djioL| oL . .
—|—|-—=1 1=12,...,n yen este caso particular
dt| ogi | oq
d[aﬁ} oL d{&ﬁ} oL
Bl el Fieadpiiy —| = |-==1 entonces
dt| ox | ox dt| 06 | 06
£:%-(I1+|2+m2-(X2 +d2)).92_m2.d.g.XJr%mz.xz.(mzl.sz +1j—m2-g-(x-sen(9)+d-cos(6))
%:mz.x.éz_mz.g.sen(e) %z—mz-d~é+m2-)'('( L 2+1]
OX OX mz-R
i{%}z—mz-d-é—kmz&( 2 2+1j
dt| ox m2-R
i[%}_%:_mz.d.émz.x.( 12 2+1j—m2-x-('92+mz-g-sen(9)=
dt| ox | ox mz-R

P
mz - R?

—m2~d-é+m2-5(-( +1]—mz~x~62+mz-g-sen(6)=0

Sid=0= (%+mzj-5<—mz-x-92+mz-g-sen(6):0 (5.2)
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%:—mz -g-X-COS(9)+m2 -g-d-sen(e)

%=(|1+|2+m2-(X2+d2))-9—m2-d-X

i[%}:(ll+lz+ml-(x2+d2))-é+2-ml-x-X-é—ml-d-X
dt| 06

ofoe) ce_

dt| o6 ] o6

(I1+Iz+mz-(x2+d2))-é+2-mz-x-x-é)—mz-d-x+mz-g-x-cos(e)—mz-g-d-sen(e)zr

Sid=0=>

((l+12)+mz-x*)-6+2-mz-x-X-0+mz-g-x-cos(0) =1 (5.3)

Luego, la dindmica del sistema de (5.2) y (5.3), obtenida a través de Euler-

Lagrange, es la misma utilizada por Hauser et al. (1992) [6]:

(%erzj-s(—mz~x-92+mz~g~sen(e):0
(5.4)
((l+12)+mz-x*)-6+2-mz-x-%-0+mz-g-x-cos(0) =1

Sabiendo que el momento de inercia de una viga es I;=m;.L%/12, definiendo
t/m2=u y despreciando el momento de inercia rotacional de la bola, se puede
dividir ambas ecuaciones por la masa de la bola (m;). Ademas, para la mejor

comprension de la metodologia, el sistema se construye tal que la masa de la barra
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sea exactamente 12 veces la de la bola, la constante L aparecera de forma aislada en

las ecuaciones de Euler.

X—x-0°+g-sen(0)=0

12

m1.|_2 2| = L.
+Mmz-x* [-0+2-m2-X-X-0+Mm2-g-Xx-c0s(0)=1

X—x-0°+g-sen(0)=0

(5.5)
2
(%erz-xzj-é+2-mz-x->‘<-9+mz-g-x~cos(6)=r
x—x-0?+g-sen(0)=0
(5.6)
(L2 +x?)-8+2-x-%-0+g-x-cos(0) =t
Si Q=X G2=0 =
gr=X G2 =0
Se obtiene la dinamica de la bola en la viga utilizada por Ortega et al. [1]
d1—-0q1-Gg2" +9-sen(gz)=0
(5.7)

(L +01*)-t2+2-01-G1-G2+9-01-cos(g2) =t

de la observacion de (5.6), la matriz de masa inercial viene expresada como:
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M = (5.8)
0 (L2 +C]12)

M= (5.9)

De la ecuacion (2.6) (5.1) y (5.9) se tiene el hamiltoniano del sistema para d=0

V(q1,02)=mz-g-qi-sen(qz) (5.10)
1 1 0
H:E.[pl p2] -[Sz:|+m2-g-Q1'Sen(QZ)
0 1/(L+a’)
1 1 p2°
|-|:?pf+§.m+mz~g-q1-sen(qz) (5.11)

Luego el sistema hamiltoniano del sistema bola en la viga es, segun la ecuacion

. oi} VmH 0
q 0 1| VgH 0 a: VooH 0
= + ju = o |~ —vaH o
p -1 0| VpH G 2 VH 1

(2.2)

y de (2.3)
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= p
1=—=p
op1
qz_aH_ p2
op2 (L2+C112)
oH p2° - O (5.12)
pr=———=—"—"—-m2-g-sen(qz)
oq (L2+Q12)
A oH
p2=———+U=-M2-g-G-COS(qz)+U
0q2

por su parte la matriz de control (G) por observacion directa de la ecuacion (5.12), es:

G=[0 1]T y su anulador izquierdo de rango maximo, G* =[1 0] tal que G*-G =0.

Puesto que la matriz de inercia, del sistema Bola en la viga, depende de la
variable subactuada se propone la siguiente matriz de inercia deseada, donde sus
elementos son desconocidos hasta ahora, de la forma siguiente:

ai a2
Mda = (5.13)
az as
su inversa viene siendo a su vez:
as az
aias —az’ alas—a2’ | q| @ —az
Mot = == (5.14)
az ai A —a?2 ai
aias — <':122 aias — {:122

donde A =aias —a2*> >0

Para hallar los elementos de la matriz de inercia deseada es necesario moldear

la energia cinética. A continuacién el procedimiento.
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5.2. MOLDEO DE LA ENERGIA CINETICA.

De la ecuacion (2.21) con k el indice de la coordenada no actuada, y e es el
vector euclidiano cuyas columna son de dimension “n”, y sus elementos son todos

nulos excepto el que ocupa la posicion k cuyo valor es “1” (uno).

[Md(quM_l)Md:l

Vak (eIMd)Z ) k
[Mdl\/l }
kk
al az
Va (eIMa):i 1 0] = ([a az]){@ @}
oqL a2 as oqu oqr oqu

et ] - { az]i e | [ }

2 2)\?
a1 a2 || 0 0 a1 a2 0 2-a2-q1/(L +q1) a1 a2
a2 as 2 2)\? 2 2)\?
0 2 (L + 01 ) 0 2-a3-q1 (L + 01 )
K-
2 2 2)2 2 2)?
2'a2'q1/(L +qL ) 2-a2~a3-q1/(L +q1 ) , ,
= =[2a22q1/(L2+q12) 2-a2-a3-q1/(L2+q12)}

2-a2 '33'q1/(L2+Q12)2 2-a3-a3-q1/(L2+q12)2

k-

ke

2 2\?
:2-a2-q1/(L +01 ) [a2 a3]

0 ]/(L2+q12) “ az a3/(L2+q12) »

[Md-lvrl} _
kk a2 as

{al az] 1 0 a1 az/(L2+q12)



81

ai

2 2\?
[5a1 aaz}_Zaqu/(L +01 ) [a2 as]_

ogr oq1 - -

2-a22~q1 2-a2-a3-q1

2
al-(L2 +q12) a1~(L2 +q12)

2

2

201 az 201 azas
2 2
(Lz +q12) a1 (Lz +q12) a1
@: 201 ﬁ @: 2q1  a2-as.
Fololl (Lz N q12)2 a1 ooL (Lz N q12)2 a1

. . . . . ®
Resolviendo estas ecuaciones diferenciales parciales con Maple™, y

considerando que a3 =az1-az2 se obtiene

ar= /2(L2+q12) az=(L2+q12) a3:a1-a2:(L2+q12) 2(L2+q12) (5.15)

sustituyendo (5.15) en (5.13) se obtiene la matriz de masa inercial deseada siguiente:

\/2(L2+q12) ("2“‘12) (5.16)
Md =

(L2+q12) (L2+q12) 2(L2+q12)
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2 1
( 2 2) (L2+ql ) siendo su inversa
Md=(L +0q1
1 2(L2+q12)
2 1 ] r ;
(LZ +q12) (|_2 +q12) ) 2(L2+q12) 4
Ma” = - 5.17
d 1 J2 (L +a2) B 7 (5.17)
i (L2+q12) (|_2+q12)%_ i (L2+q12)}/2_

Se calcula, seguidamente, el hamiltoniano deseado a través de (2.7)

2(C +av) (+a?) |
'[Bi]i_\/d (q1,02)
(L2+C]12) (L2+C]12) 2(L2+q12)

V2 1
1 (L2+Q12) (L2+C]12) o
Hd:E.[p1 pz]~ ) , 5 ~[p2}+vd(q1,(12)
i (L2+q12) (L2+q12)%_

2 2
Hdzl- 22 _ 2pipe I \/53 +Va (q1,92) (5.18)

2 (L2+q12) (L2+q12) (L2+q12)4

con los valores de Mgy y resolviendo la ecuacion (2.19), con el software

Mathematica®, se obtiene J,
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Gl{vq(pT ‘M7 -p)-Mg .M-l-vq(pT-Md-l.p)+2.J2~|v|d-1.p} -0

_2:qu-p?° +2-j(q,p)-(pz-a1—p1-az)

(L2+q12 )2 a1a3 — a2’
2 das da2 > da1 2 2 dai das da2
—2p1p2——+ a +2a —-a as——+a1———2a2——
N (p da p1p dq p2 dar j_( 3p1 2p1p2 — aip2 ) 3d . 1dq1 2dq1 ;
> =
a1a3 — a2’ (a1a3 - azZ)
despejando j(p,q)

ji(a.p)=

5 daz d d 2,2 —a1p)? 2
(pl 2p1p2 faz p22 al) (a day +a1 das _ 2a2 daz] aspy +caghipz Pz |, 2AQip: 5
dor dox doa dox daz doa A (L2 N qlz)

2-(p2-a1—p1-a2)

Obteniéndose asi j(p,q) de la forma siguiente:

: V2
i(a.p)=qt| pr - = (519)
,/(LZ + q12)
Para lo cual J,(p,q) es:
0 j(ap) (L +ar?) (5.20)
J2(p,q) = =
-j(a.p) O
-1 pl_ﬂ 0
\ I(L2 + q12)
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5.3. MOLDEO DE LA ENERGIA POTENCIAL.

A través de la ecuacion (2.20) se moldea la energia potencial, de tal forma
que:

G*{VaV(q)~Ma(gr)M™(qr)VaVe(q)} =0

GL qu(q)_lial azjl l 0 qud(q) _0
8o Y vad)
ov(q)] Vs () |
Gl og1 _|:a1 a2:| 1 0 og1 0
v(@)| Y o (L +ar)|| ave(a)
| 002 | | 02 |

a0V (q) L az V(q)

[ m:-g-sen(qz) ] g (L2+q12) aq2

[L 0] -0
M:-g-0:-c0s(qz) | | az0Va (q)+ as  0Va(q)
o1 (L2 +q12) 002
al.an (q)+ az OV (q) :mz.g.gen(qz) (5.21)

o (L2 + qf) a2

Sustituyendo a; y a, en la ecuacion (5.21), se tiene:

J2(L+as”)- a\gq(lq) + 8\;(2q) =m2-g-sen(qz)

NFR {H(qu ]'a\gq(lq)+a\gdq(zq) =m2-g-sen(qz)
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=sen(q2)

() e

o01 mz-g  0q2

Para ayudar a simplificar el calculo al software Maple® se propone el siguiente

cambio de variables:

1 . s
a= , b= para lo cual se tiene la ecuacion siguiente:
m2-g mz2-g

N [H[%T]'M (9.92) , , OVa(92) _sen(a2)

L oq1 092

resolviendo esta ecuacion en derivadas parciales, a través de Maple®, se obtiene:

Vd (q)=-mz2-g-cos(qz2)+¢(z(a1,92)) (5.22)
con  z(q1,0z)=0qe —%arcsenh (q—l_lj , (5.23)

donde ¢(z) es una funcion arbitraria diferenciable de z. Esta funcion debe ser

escogida para asegurar la asignacion del punto de equilibrio, es decir, para satisfacer

que g*=arg min Vd(q) con g*=0. Por otra parte, para que el sistema sea estable debe
satisfacerse la condicion de que Vq\Vyg (qr)= 0, esto se satisface si y solo si
quvd (0) >0 manteniéndose la segunda derivada de una forma cuadrética respecto
de ¢ (Hess(Vq4) Matriz Hessiana) en el origen positiva.

Si se emplea como la funcion q)(z) la misma z, se tiene que su VqVu (qr) =0 y que

su hessiana Hess(V4)=0, por tanto se propone que Vd sea:

Va(q)=-mz -g-COS(q2)+(QZ —%arcsenh(q—:D (5.24)
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2
Siendo en este caso ¢ propuesta = ¢(0,q2)= (Cp —%arcsenh (q_l_ljj
Para lo cual:
_ 9 _
M ——Va (o(z(a)))
P 2(L + Q1 ) 0
Vq (Vd (Q)) = = Va (Vd (q))‘q=0 - '
Ve | | me-g-sen(a)+Vas (0(z(@) 0
0qz
donde su hessiano (2.55), sera:
GAY. 0*V4
O’ O -0as
Hess(Vu) = =
0*Vy 0*Vy
| Oa1-0gq2  Oap” |
i 1 0%(gng2) 1 0°0(qu,q2) |
2(+0q’)  oa’ 2(L% +q¢) a1 - 0q2
2 2
! 0°0(9:.92) mo -g-cos(qz)+—a ¢(q12,qz)
2(L° +qu) OOt 0

el determinante del hessiano (2.56), evaluado en cero

m2 -Kp
212

Det (Hess (Vg ))‘qlz% = Observandose que Kp>0
02=

por tanto se demuestra que

2
1
Vi (q)=-m2 .g-cos(q2)+[q2 —E-arcsenh (—TD

es una buena eleccién para Kp>0. Por otro lado, introduciendo una constante para que

la ecuacién vaya a cero cuando gl y g2 sean cero se tiene:
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Vd(q)=m2-g -[1—cos(q2)]+(q2 —%-arcsenh(q—l_lD (5.25)

En la figura 5.2 puede observarse la grafica de VVd versus g; y gz para un my=1,
0=9.8, L= 6.0; la cual presenta un minimo aislado por lo tanto se garantiza la

estabilidad.

“nos

2 005 o2[rad]

gifrn]

Fig. 5.2. Moldeo de energia potencial vd
para m;=1, g=9.8, L= 6.0

5.4. CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE CONTROL

Para hallar la ecuacién que rige las ecuaciones de control se utilizan las
ecuaciones (2.15) y (2.16), las cuales se repiten a continuacion para comodidad del

lector.
Ues =(G'G) G (VgH-Mg-M™-VqHqg +32-Mg-p) (5.26)

Ugi =—Kv-G"-VpHyq (5.27)
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(a) Calculos de U,

Se halla uno a uno los términos de la ecuacion (5.26), para luego sumarlos

algebraicamente.

-1

Ues =(G'G) GT(VqH)—(GTG)_lGT(Md~M‘1~Vqu)+(GTG)_lGT(JZ'Mal'p)

TERMINO 01 TERMINO 02 TERMINO 03

v Término 01.

De la ecuacion (5.11), se tiene:

121 pdf —
H=g Pty (|_2+q12)+m2 9-q1-sen(d2)
0 . o™
G= GT=[O 1] (GTG) .G" = [0 1] [0 1]:[0 l]
1 1
_8H(qu2)_ _8H(qhq2)_
_ og1 o1
(GTG) lGTVQH:[O 1] :[O 1] :aV(ql,qZ)
0
OH(a1,92) oV (a1, q2) g2
g2 | | 002

av(qlqu): (m2 g ql Sen(qz)):mz.g.ql.cos(qg)
092 092

(GTG)&GT(VqH(p,q)): Mz -g-q1-cos(qz) (5.28)

TERMINO 01

v Término 02.

Para el siguiente término de (2.15)
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~(G"6) " G"(Mg-M*-VaHg)=[0 1](Mg-M*-VqHg )=

[ O6Hg (Q1,Q2)_
ot oVd (1,92)
01|l Mg-M*. =(Mg-M™ Vg2Hd =(Mg-M™ — =7
[ ] oHq (ql,qz) ( )(2,3) ( )(2,3) 892
0Q2

de (5.18), que a continuacion se repite,

Hd_l' p12\/§ _ 2pipe N pzZ\/E
2 (C+a’) (L+a) (L2+q12)%

se puede observar que:

+ Vu (C]1,C]2)

oHd (01,02) _ Vg (01,02)
0q2 002

luego el término 02 viene dado por:

(GTG)_lGT (Md M~1.vqHgq ) :(GTG)_lGT (Md -M_l-Vqu)

TERMINO 02
(Md-M_l-Vqu)z
_—‘/E 1 | [ OVa (01,02) |
(L2 +7) (4+97) ! 0 oo
L+ =
1 2(L2+q12) 0 ]7/(L2+q12) OV (ql,qz)
a2
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_m 1 . a[mz.g.[l—cos(qz)]+(q2—jgarcsenh(?_lnzj
o] o0 _
(L2 +0) 2(L° +qr’) 6£m2.g.[1_cos(qz)]+(q2—jzarcsenh[?_l)jzj

L | o0 )

_M X I |
(L2+Q12) Zﬁqz_%arcsenh(q—cn% T =

2 ol 2 1 L
(L q ) 2(L q ) mz.g.sen(q2)+2(q2—%arcsenh(rl)j

(L2+q12)\/§ 1 1 G
2——=—| (2 — arcsenh +mz-g- sen qz +2 g2 ——=arcsenh| —
(L2+q12) \/E of j V2 L
1+ —
L
l 2
{(2L+8) L\/gql J(qz—arcsenh( D L +qs° mz-g'sen(qz)

Multiplicando por G*, nos queda el elemento (2,1) de la matriz anterior:

~(G"6) " GT(Ms-M™-VeHs) =

((2L+8)—“L2\/_J;qlzJ(qz —%arcsenh(q—l_ljj+ , /2(L2 +q12) -mz-g-sen(qz)
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definiendo la constante de proporcionalidad como Kp=(2L+8), se tiene

(GTG)_lGT (Md ML.vqvy ) -

TERMINO 02

(5.29)
L2 +q1° ( 1 a1
mo-g-./2(L2+q?)-sen(qz)+| Kp Y¥——— 2——arcsenh(—j
g-y2(L° +q7) (q)[p 7 %25 -
v" Término 03, se tiene:
Para el tercer término de (2.15)
0 - 2 e
(L2+q12) (L2+q12) ('— +Qr ) p
JZ.Mal.p:
_ql pl— pZ\/E O - 2 1 2 \/E y pz
(L2+q12) I (L +q1 ) (L2+Q12) 2_

P1 \/E'pz
2 - +
—q1| p1— P22 0
(L2+q12)

multiplicando este término por (G -G)f1 G" se obtiene
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(67-6)" 67 (32 M5-p)-

TERMINO 03

(5.30)

T2 (C ) (L +ar®)-p +3/2-pr p2+(|_2+q12)%

De la suma algebraica de los términos 01, 02 y 03 (ecuaciones (5.28), (5.29) y

(5.30) respectivamente) se obtiene la ecuacién de control debida al moldeo de la

energia Ues, la cual viene expresada por:

g e p2’
ues:m — (L2+q12)p12+\/§plp2 +—2%

(L2+Q12)

+M2-g-01-c0S(g2)—m2 -g-,/2(L2 +q12)-sen(qz) (5.31)

{Kp @}(qz —%arcsenh [q—Ll J

(b) Calculos de ug;
De (2.16), la ecuacién de control del sistema, debido a la inyeccion de

amortiguamiento, viene expresado como:

0
Ugi =—Kv-GT-VpHy —[ }-KV{O 1]-VpHqg
1

donde VpHq« vendra dada por:

G 2p1\/§ _ 2p2
opL 1 (L2 +Q12) (L2 +Q12)
OHa 2 . 2m N 2\/§p2

| Op2 | (L2+q12) (L2+Q12)%

Siendo la ecuacion de control por inyeccion de amortiguamiento la siguiente:
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"OHs | pv2 __ p
op: (L2 +Q12) (L2 +Q12)
Udi =—-Kv-G"-VpHaq :—KV[O 1] =—KV[0 1]
aHd B pl N \/Epz
_apz_ (L2+q12) (L2+q12)%

ol PN | kv | [ 2
V[(L2+q12) (L2+q12)% (|_2+q12) P (L2+q12)p

Kv 2
Udi =7———v| PL— |75\ P2 (5.32)
(o)™ 0]
Sumando (5.31) y (5.32) se obtiene la ecuacion de control total “u”siguiente:
a1 ( 2 2) 2,2 |022
u= —JIL5+0a1% ) -p1” +~2-p1-p2 +
V2 (L +ai?) (L2+q12)%
+mM2-g-qz1- cos qz -m2-g- +q12) sen 5,39
JL2 +q? (ql)
- K - h| 2=
{ p NG q2 arcsen 3
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5.5. RESULTADOS DEL SISTEMA BOLA EN LA VIGA.

En la figura (5.3) se presentan los resultados de la simulacion del sistema
mecanico de la Bola en la Viga. A fin de ilustrar la naturaleza global de la ley de
control obtenida en (5.33), se presenta una simulacion donde la variable g;=2.00 m.

y 91:=0.00 rad hasta la posicién q;=0.00 m. y q,=0.00 rad.

Tabla 5.1. Condiciones iniciales (Bola en la Viga)

m1=1 Kg. 9=9.8 m/s°. L= 6.0 m.
Kv=50.0 Kp=1.0 gl= 2.0 m.
g2= 0.0 rad. | p1= 0.0 Kg.m/s. | p2= 0.0 Kg.m/s.

2 | |
= : E 1
_2 | |
0 50 100 50 100
N 2 | N 0.5 |
o I Q 1 I
= | = 1 |
E  OlaA- ‘ S 0 j A r S
g "/ : g 7 :
S 1 € o5 1
0 50 100 0 50 100
50 ‘ 0.04 ‘
§ | e | — Hd
£ 0F Ne— | Z 0.02f - - === Vd |
3 | T \ |
.50 1 oL\ -
50 100 0 50 100
0.02 ‘ 0.5 ‘ ‘
= 1 1 1
8 Of-—-= : s 0 T —
N | | |
< 1 1 1 1 1
-0.02 ‘ ‘ 0.5 ‘ ‘ ‘
- 0 1 2 04 0.2 0 02 0.4
a,[m] P,

Figura 5.3. Trayectoria para el sistema Bola en la viga,
con los parametros de la Tabla 5.1.
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De las figuras (5.3) y (5.4) se observa que la convergencia se preserva tal como

predice la teoria.

ql(subactu ada)y qz(actuad a)

2 T T T T T T T T T 002
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
15-f\-——1————+ e B e e === =A== 0.015
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
1 N [ m---5----7001
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I —
= I I I I I | | | | o
E o5l Voo N [P B 0.005 8
c; | | | | | | | | | s
I I I I I I I I I o
I I I I I I I I
I I | I I I I
oF - e A b A = == " + 0
I ) I I I I I I
| I I I I I I I
I I I I I I I I
I I I I I I I I
0.5 ---* 22 Y R [ -0.005
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
I I I I I I I I I
-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -0.01
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t(s)

Figura 5.4. Trayectoria de g,y Q. para el sistema Bola en la viga,
con los parametros de la Tabla 5.1.

En la figura (5.5) se observa como converge la trayectoria de q; y g2, de una

energia potencial deseada Vd alta a Vd minima.

KL

-1 2005 g2rad]

q1{m]
Figura 5.5. Moldeo de energia potencial del sistema Bola en la viga,
con los parametros de la Tabla 5.1
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En la figura (5.6) se representa la convergencia de la trayectoria de q; y gz, €n

los diferentes niveles de energia potencial Vd.

25
s
1 ko
05
=
]
048
-1
-1 R
Py i : i | ]
004 003 002 -0M ] 0.m 0.02 0.03 0.04

02

Figura 5.6. Curvas de Nivel de energia potencial V4 y Trayectoria q; y Q>
para el sistema Bola en la viga, con los parametros de la Tabla 5.1.

A continuacion se presentan resultados obtenidos por Ortega et al. (2002) [1],
donde demuestra, para el caso estudiado de la Bola en la Viga, que la energia total Hy
méaxima del sistema es de 0,1038 y se observan dos ejemplos, presentados en [1], en
donde la bola sale de la viga por exceder esta energia (Hd > 0,1038) y otro donde se
mantiene en la viga por no exceder la energia maxima (Hd < 0,1038). Para el primer
caso, figura (5.7) y (5.8) la energia alcanza el valor de Hd=0,1837 y para el segundo
caso, figura (5.9) y (5.10), Hd=0,0928.

En la figura (5.8) se puede observar como la bola sale fuera de la viga que tiene
una longitud de L=10 m. ya que su energia, debido a las condiciones iniciales del
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problema, es de Hd=0,1837. Estos ejemplos se analizan para cotejar resultados en

cuanto a la forma de obtencion de los mismos, mas adelante, en esta seccion, se

discutira el desacuerdo al respecto.

a,[m.]
o

q,[rad]

R
(=]

N
o o

(g,(cont),q,)

R
(=]

Control
o

-200

0
0.05

ylrad]

-0.05

Tabla 5.2. Condiciones iniciales (Hd=0,1837) (1)
mi1=1 Kg. 9=9.8 m/s°. L= 10.0 m.
Kv=50.0 Kp=1.0 g1=8.0 m.

g2= 0.0 rad. | p1=1.0 Kg.m/s. p2=1.0 Kg.m/s.

a,[m]

10 20

Figura 5.7. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga, con los parametros
de la Tabla 5.2. Hd=0,1837 > 0,1038



a,[m]

Figura 5.8. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga,
con los parametros de la Tabla 5.2. Hd=0,1837 > 0,1038

Tabla 5.3. Condiciones iniciales (Hd=0,1837) (2)

m1=1 Kg. g=9.8 m/s°. L= 10.0 m.
Kv=50.0 Kp=1.0 q1=6.0 m.
g2= 0.0 rad. | p1=0.5 Kg.m/s.

p2=1.0 Kg.m/s.
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a,[m]

Figura 5.9. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga,

con los parametros de la Tabla 5.3, Hd

0.0928 < 0,1038

t(seg)

Figura 5.10. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga,

con los parametros de la Tabla 5.3., Hd=0.0928 < 0,1038
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Estos resultados obtenidos por Ortega et al. (2002) [1], con sus dos ejemplos
expuestos traen confusion, en el sentido de que si L=10 m las condiciones iniciales de
los dos ejemplos estan sobredimensionados. q; = 8 y q; = 6 m., respectivamente, ya

que es de suponer que la barra total es 10 m., 5 m. para cada lado de su centro.

De tal manera que en este trabajo se propone como energia total maxima Hy =
0,1038/2 = 0.0519. Observandose dos ejemplos, en donde la bola sale de la viga por
exceder esta energia maxima (Hd > 0.0519) y otro donde se mantiene en la viga por
no exceder la energia maxima (Hd < 0.0519). Para el primer caso, figura (5.11) la
energia alcanza el valor de Hd=0,0679 y para el segundo caso, figura (5.12),
Hd=0,0518.

En la figura (5.11) se puede observar como la bola sale fuera de la viga, por uno
de sus extremos, recordando que la longitud de la barra es L=10 m. de extremo a
extremo. Esto se debe a que su energia, debido a las condiciones iniciales del
problema [g1,92,p1,p2]=[4.7,0.0,0.5,0.0], es de Hd = 0,0679 > 0.05109.

q,[m]
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Figura 5.11. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga, con los siguientes
parametros: m1=1, g=9.8, L=10.0, Kv=50.0, Kp=1.0, q1=4.7, g2= 0.0, p1=0.5,
p2=0.0. Hd= 0.0676 > 0.0519

La figura (5.12) muestra como la bola se mantiene dentro de la viga. Esto

debido a que las condiciones iniciales del problema [g1,92,p1,p2]=[4.7,0.0,0.5,0.0] y su
energia es Hd = 0.0518 > 0.0519.

a,[m]

Figura 5.12. Trayectorias del para el sistema Bola en la viga,
con los siguientes parametros: ml=1, g=9.8, L=10.0, Kv=50.0, Kp=1.0,
ql=4.7, g2= 0.0, p1=0.0, p2=0.0, Hd= 0.0518 < 0.0519



CAPITULO VI: PENDULO SOBRE CARRO MOVIL.

El sistema de péndulo sobre el

o . . +
carro movil consta de un péndulo libre -—xfl_lm m
]

sobre un carro moévil tal y como se
ilustra en la Fig. 6.1.

La dinamica de este sistema

presenta un grado de subactuacion (n=2, M
S

m=1), donde (@ es la variable q +
subactuada y g, es la variable controlada =™ r‘u\. .-"'u"‘\

0 actuada, y viene dada por:

Fig. 6.1 Péndulo sobre el Carro Mavil

m¢2gs+mecos(q) gz —mglsen(qr)=0 (6.1)

(M+m)gz +mecos(qr) G —mesen(g:)q; =v (6.2)

Donde q; es el angulo de la barra del péndulo con respecto a la vertical y g, la
posicion del carro, m y ¢ son la masa del péndulo y la longitud del péndulo
respectivamente, siendo M la masa del carro movil del péndulo, g la constante de

aceleracion de gravedad y v es la accion de control.

Despejando 1 y G2, se tiene:

G :%sen(ql)—%-cos(ql)-ijz

o v+{i-m-£-sen(g:)-g7 —m-¢-cos(qt)
- (M+m)

Donde se sabe que @1 es la aceleracion angular del péndulo y @2 es la

aceleracion traslacional del carro.
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Tomando ¢2 como sefial de control, es decir g2 =uya=g9/¢,b=1// las

ecuaciones anteriores adoptan la siguiente forma:

gi=a-sen(gi)—b-cos(qi)-u (6.3)
g2=u (6.4)

a su vez, las ecuaciones. 6.3 y 6.4 se pueden representar de la forma matricial

B !

siguiente:

Sabiendo que:

se tiene lo siguiente:
—b-
g=a-sen(q)e: +[ Cis(ql)}u

Definiendo p=g = ¢ =p, de tal forma que el sistema de ecuaciones (6.3) y

(6.4) queda representado por la forma siguiente:

-sen(q1)es {_b'cis(ql)}u (6.5)

Notando que:

gz:.sen(ql)el J{_b'cis(ql)}u = {q = M‘l(qrél(J
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donde se observa que G(qr)= y G*(@)=n(m)(l  b-cos(qr)),

siendo n(qy) una funcion libre que seré definida mas adelante, siendo:

{—b : cc;S(m)}

- 1
M = [o ﬂ (6.6)
s(gr)=a-sen(qu)-es (6.7)
El equilibrio del sistema correspondera a una posicion hacia arriba del péndulo

*
con ot =0 y , un valor arbitrario.

6.1 DEMOSTRACION DE QUE 1(q;) NO ES UNA CONSTANTE.

Para ello se tiene que suponer una matriz de masa inercial de la forma

siguiente:
mfl(ql) ms, (01)
Ma(qu)=| | )
mp (qr)  myy(a)
Partiendo de que G*(qr)-Mad(qi)-M*(q1)-e1=p (6.8)
se tiene que:

G*(ar)-Ma (q1)-M™*(an)-e1 =n[1 b.cos(ql)][rr:%ggig mgzgql)}[é (1)}{
G*(ar)-Ma(a1)- M~ (qr)-er =n|1 b-cos(ql)]{mzl(ql)}

mi, (a1)

G*(ar)-Ma (ar)-M™(qu)-ex =n-(mfy (d2)+mg, (qu)-b-cos(q))=p. (6.9)

Partiendo de que:
~dMa (1)

G*(ar)
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dmiy(q)  dmi(qn) |
d d
64 @)U i pos(q] % L |
1 dmy, (C]1) dmy, (Q1)
doa dou
Ldmiy (q)  dm(qr) |
dMa (q1) daj dap
G (qr)-————2=n|1 b-cos(q =0
r das I: ( )] dmfz (CI1) dmgz (q1)
dgu dagu
d d
dmy, (q1)+dm22 (ql).b-cos(ql)zo (6.10)
do: dau
d d
dmll(ql)+dm12 (ql)-b-cos(ql)zo (6.11)
dg: dau
diferenciando (6.9)

n.[dmfl(ql)Jr dmg, (a1)

-b-cos(qu)—m? -b-sen =0
aa: aq: (q1)—mi, (qu) (ql)J

de (6.11)

mg, (g1)-b-sen(gi)=0

la (6.9), se tiene:

G (ar)-Ma (an)-ex =m-(m§; (q1)+0-b-cos(an))=p,

n-(mfl(q1)+0)=p donde émfl(ql)zgé, lo cual “sugiere” que mf;(q1) es una
! n.

constante, que ademas debe ser positiva para asegurar que Mgy(q;) Sea positiva.
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1
Ahora, como GL(qr)'S(QI)ZT]I:l b-cos(ql)}-a-sen(ql)[o}za-nosen(ql) y para

el punto de equilibrio (g;» =0) se tiene que GL(qf)-s(qI):O = a-n=0, luego

. . a - |
dividiendo por p se obtiene ;—n< 0! donde a>0; por otra parte, mfl(ql):R
P n
establece que P 0, implica que su inversa N también es positiva N0 1o cual se
n P p

————————————

: : a- !
contradice con lo anterior ya que ahora :—n> 0!, entonces se debe suponer que n no
) :

es una constante.

Regresando a la construccion de Mgy(q;) sugerida en la Proposicion 1 [3]. Por

simplicidad, se toma w(q;) como una funcion escalar y calculada de la siguiente

ecuacion:
q1
Ma(q1)= [ G()w(1)G™ (W)du+Mg (6.12)
ar*
vy | ~Drcos(n)
G(WG' () = . }[—D'COS(M) 1]
_bZ' 2 —b-
GG (W)= _b.CC(Z,Z((MH)) iOS(H)}

_ql b2-COSZ(M) —b-COS(M) N 0
Md(ql)_q{*w(u){—b'COS(u) ) ]du Mg

10
Sabiendo que M‘l(ql):[ j y comparando (6.5) , se tiene:
01

1 0)(1 1
)

para lo cual (6.9) queda como:
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G*(q1)-Md(q1)-M™*(qu)-e1=G*(q1)-Md(qz)-e1 =p

G*(a})-Md(qy)-e, =

% b%.cos®(n) —h-cos(p)

n(ql)[l b-cos(ql)}- qj*“](“) ~b-cos(p) 1

1
du+ MO
e

b qfl w(p)-cos® (u)dp

G*(ar)-Md(ar)-er =n(a)[1 b-cos(q) ]| {m%}
b [ v (w)-cos(p)du

qr*

G (qr)-Md(qr)-e1 =

n(q1)'[b2 (qfl w(1)-cos (u)du—cos(qz) qfl W(H)‘COS(H)dHJJf mg; + mfzb-COS(m)]

qr* ar*
Comparando con la ecuacién (6.9), que a continuacion se repite:

G*(q1)-Mda(qr)-M™*(q1)-e1= n-(mfl(q1)+ m?, (ql)-b-cos(ql)): P

se selecciona una funcién y(qg:) tal que los términos encerrados en los corchetes

(evaluados en cero) estan delimitada siempre a cero

mg; = n[b2 w[qfl -cos” (u)dp—cos(q) qfl 'COS(u)du]+ m&}

ar* ar*
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2 4 2

m{, = {w -b? -[[$+Mj—[£+wJ—cos(ql)-(sen (qu)-sen (qf))} mfl}

+my;

&Sen(qﬁcos(qﬁj_(&sen(q1*>cos<qr~>J

—cos(qu)-(sen(q:)—sen (g ))

mfl _ \|/-b2 _{(E_sen (Ql)COS(ql)J_[i_i_ sen(qr)COS(qf)}+COS(q1)Sen(qr)]+ m&}

2 2 2 2

m¢, = _\If b? .(%(ql —sen (ql)cos(ql))—%(qf +sen (qf)cos(qf))+ cos(qz)sen (qf)j+ mfl}

Por identidad trigonomeétrica, se tiene que:
sen (gt )-cos(qu) = %[sen (g7 —qu)+sen(qr + ql)} y O >>q: entonces
sen(qi )-cos(qu) = %[—sen (ou)+sen(qs)]=0 por lo que:

m, = {\I/ b2 .(%(ql —sen (ql)cos(ql))—%(qf +sen (qf)cos(qf))j+ m‘l’l}

m¢, = {\p-bz (%(—cos(ql)sen(q1)+q1)j—\y-b2 [%(cos(qf)sen(qf)+qf)j+ mfl}
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Como es de observar, esta ecuacion surge de la suposicion de que si y(qi) = ¢
es una constante, (notandose que la misma no presenta una forma adecuada debido a
su complejidad), luego no se debe considerar que y sea constante ya que al realizar

los calculos la Ley de control seran muy complejos.

6.2. CALCULOS DE My(q)):

Para q;~ = 0 se tiene que

m?, = {\V b? .(%(—sen (ql)cos(q1)+q1)j+ mfl}

y cuando q; se aproxime a cero la ecuacion se presenta como:

mfl = {\If -b? (%j*‘ mfl:|

Observando la ecuacion G(u)G'(n) se propone una funcion de distribucion,

algo simple, que sirva para facil integracion y que se preste para que Se acerque a cero

por la derecha y por la izquierda w(q:) = -k.sen(q;), donde k>0, entonces:

4 [bz-cosz(u) —b-cos(p) e M2
d

Ma (o) = I(—k.sen(u)) “b-cos(y) .

ar*

.[1{ kb?sen(p)cos?(n)  kbsen(u)cos(p) e MO
= [ d
0

kbsen (p)cos(p) —k-sen(p)




110

i a a
—kb? [ sen(u)cos® (u)d kb | sen(p)cos(p)d
(mfl mldzl ! (w)cos™ (u)du ! (m)cos(u)du +[mfl m&}
d d | | @ q 0 0
M1z M2z kbjsen(u)cos(u)du —kJ'sen(u)du Mz M2
L 0 0 i
a cos® (H) @
ms; = —kbz_[sen (n)cos’ (p)du+mi;  my =kb*>—— +m
0 0
2 3 2 2 3 2
ms. = kb®cos®(q1) kb e, ms. kb? cos (ql)+ mfl—ki
3 3 3
L LR 2 2 anad
Como es de observar|m;; = % quedando m¢, = kb* cos’(az) =m;g, cos’® (qs).
De igual forma se tiene para m,
a 2
mg, = kbjsen(u)cos(u)dp+ m), = m, :—kb%(“) +m), =
0 0

2
my, = _kp B8 2(q1) +(mfz +%)

_______________

md, =—kb =mj, cos’ (qs).

cos® ()
2

Para hallar a mj, se tiene que:

___________

————————————————————————————————————



2
%COS3(Q1) —%cos2 (qu)
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luego. Ma (1) = (6.13)

—%COSZ(Ql) k(cos(q1)-1)+m3,

[

siendo Mg (q1) = 3 2
kb

Q@ K
2

6.3. CONSTRUCCION DE n

Si se define:

n(gy )G (@) -Md (q1)- M~ (a1)-e, =p
se tiene que,

k—?jcos?’(ql) —k?bCOSZ(q1) 1 0\/1
n(q:)(1 b-cos(az)) ( JL ]=p

0 1,10
—%COSZ(Ql) k(cos(qr)—1)+m3,

2

Tcos3(q1)
n(q)(L b-cos(a)) =p
—@cosz(ql)
2
kb? kb? 2kb® 3kb?
n(ql)(Tcos3(q1)—Tcos3(ql)]=n(q1)( - cos®(q1)— - cos3(q1)J:p
kb® 6p
- - = =— 6.14

ahora evaluando
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%Gi(ql)s(ql):%n(m)(l b-cos(qz))(a-sen(q:)e1)

%GL(ql)-s(m):%”(ql)(l b'COS(ql))[a.Sen(ql)(;B

%GL(ql)'s(ql):%n(ql)(l b.COS(Q1))[ 0

a-sen (ql)J

1 1
_GJ‘ 1)- 1)=— 1 . 1
5 (91)-s(az) pn(q )a-sen(q:)

1ot .s(a L6 .. .
pG (02)-s(az) p( kbzcose,(ql))a sen(qq)

1 6a sen(q:)
_(3i .S = ——
P (@)-s(a) kb? cos® (q1)

lo cual satisface la derivada requerida.

6.4. CALCULOS DE LA ENERGIA POTENCIAL Vd(q) Y V,Vd(q):

01
La energia potencial viene dada por Vd(q) = 1 I G () .s(u)du+¢(z(q))
Po

donde ¢(z(q))i%[2(q)—2(q*)]T PLz(a)-2z(a*)]

T

- ] 0]

Il >

¢(z(a))

donde

N
zi (0i,qr )= —% [ G (1)-Ma (1)- M7 (u)-€i -du
0
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a1
Vd(Q)=% [[6460-5(w)du+o(2(0)

62 sn(u)
kb? cos® (p)

de (6.14) %GL(M)~S(M)=

sustituyendo

6a & sen(u)

il n
6a sen(u) du+¢(Z(Q)) Vd(q):_k_bzo COSS(H)dqud)(Z(Q))

3 kb? cos®(p)

Vd(q) =

0]
.([ cos™ (p)sen (p)du+o(z(q))

6a

Vd(Q)=—k—b2

01

+0(z(a))

_ 6a cos™(n)

Vd(q) = ol 2

0

_3-a

G
) - 2] o) Vel - 23t

kb2

3-a 3-a
V)= oo () 17 *4(z(a).

Se calcula ahora
1 * T *
0(2(a))=5[2(a)-2(a*)] Pz(a)-2(a")]
que, en este caso en particular, la coordenada generalizada q es (01,92)

o(z(q))= %[zz (a2,91)-22 (QE,QI)T P[22 (92,q1)-22 (qE,qI)}

donde por definicion:

N
zi (i, qr ) =0 —% [ G0 Ma(1)-M* ()¢ -du
0
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A 1% )
Z2(02,01)=02 —EJ‘GL(H)Md (n)-M*(n)-e2-du
0

argumento de las integrales:

kb® kb
3 3 () 508 (w)
G'(u)=n(n)(l b-cos(n))  Ma(n)= “

—7cosz(u) k(cos(u)—1)+m,

G*(ur)Mg (g )M (n)ez2 =
k_szOSS(H) _@COSZ(H) 1 0)\/0
n(w)(1 b-cos(w))| 3 2 ( )()

—%cos (1) k(cos(pn)-1)+mj,

—@cosz( )
G*(ar)Mg (a1)M™* ()ez =n(u) (L b‘COS(“))[ / i J

k(cos(u)—1)+m3,

kb : .
G*(ar)Ma (1) M~ ()e2 =m(p)(L b.cos(u)){kcos(jw‘i’(sm(ou)k)] Si m22>k entonces

kcos(u)+m9,

Deos’ (1)
G*(ar)Mg (gr)M™ (u)ez =n(u)(1 b-cos(“)){ = cos” (u ]

G (@r)Ma ()M (1)ez = ()| ~*52005" (1) + Kbeos? 1)+ mb-cos )|

G*(ar)Mg (1) M (w)ez = [ Lj(ﬁcosz(uﬁmgzb'm(u))

kb? cos®(u) )\ 2
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) . ( 3p Gmgzp
G*(qr)Mg (q1)M (u)ez—[ bcos(u) kbcosz(u)}

A

a
Recordando que Z2(q2,q1)=02 —EIGL(M)-Md (u)-M™*(n)-e2-du, se tiene:
Po

1% 3p 6m2,p
22 (q2,01) =gz —= | | - S
2(d2,0) =2 pi( bcos(n)  Kocos? ()|

T Gmgz

a1
VA , = — 4 — 22 4
?(02,1) q2+£ beos(u) M+~([ kbcos? ()

3% dp 6m%, % du
VA , =Q2+— +
2(02,1) = 6z b !; cos(n) kb '([COSZ(M)

Z2(92,0q1) =02 +§[Ln (sec(p)+tan (p))]‘ql + 6z, tan (u)‘q1
’ b 0 kb 0

0
6m,,

Z2(02,01) =2 +%Ln(sec(q1)+tan(q1))+ b

tan (qu)

z, evaluada en g~ es:

0

Z2(92,01) =g +%Ln(sec(0)+ tag(0))+ 6:1)22 tag(0)

Z2 (02, G+ ) = Q2+

0

Z2(02,01)—Z2(g2+, 01x ) =2 +%Ln(sec(q1)+tan(q1))+ 6:1)22 tan (g1 ) —qe*

0
6m,,

Z2(02,01)—Z2(Qg2+, 0 ) = g2 — Q2 +%Ln(sec(q1)+tan(q1))+ b

tan (qu)

puesto que por definicién <1>(z(q))i%[z(q)—z(q*)]T P[z(a)-z(a*)], y z(@) no

es una matriz, se tiene que
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o(2(0))> 2 2(0)-2(@"] P2(0)-2(a%)]= L2 donge oo

Por tanto, la energia potencial Vd(q) sera:

2
3a 3a P 3 6m3,

Vd(g)= - — -2« +—Ln(sec tan tan
(q) kb2 COSZ (ql) kb2 + 2 g2 —Qz+ b ( (ql)+ (ql))+ kb (ql)
3a 3a P 2
vd(q) = R T e g+ f
(a) kb?cos®(q1) kb? 2 [qz Gz (ql)]
0
donde f(ql)i%Ln (sec(qr)+tan(qu))+ 6[1)22 tan (q1)

luego el gradiente de Vd(q) vendra dado por:

6a-sen(qi) P

Ve Vd(q) =m+5[2f ‘() (02 — g2+ ) + 2f (o2 ) F' () |
VaVd(q) :f;%;((“;)f PLF(a) (a2 —az-) + (@) F (a)]

VaVd(q) =P[ (g2 —qz+)+f(a) ]

siendo la derivada de f(qy),

(3 sec(ql)-tan(q1)+sec2(q1)+6mg2 ”

f (ql)_(b) (sec(az)+tan(qz)) Ko ooC ()
62-5e(01) | oreno o —an )+ f (a0 )F (@
VaVd(q) = qu://z((:)) _| kb?cos®(q1) P[f (qu)(d2 =qz2+) +F (an)F (g )]

P[(qz —Q2~)+f (Q1):|
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6.5. CONSTRUCCION de U,:

B 1 _ oMy _
Ues =G (ar)Ma(ar)M 1(qr)e1§pTMd1(q1) aq(lql) Mg (a:)p

6a-sen ()

—G*(qr)Mg (gr)M*(ar) m—l— P[f "(qu) (02 — gz ) +f (ql)]f' (o)

P[(QZ —QZ*)+f (Ch)}

+G* (ar)Jz(ar,p)Mg’ (ar)-p

A A

p=My'(q:)p p
dado que Mg (q:) es una matriz simétrica se tiene que

(M (@) =Mi () = P =p"My(qs)

oMy (ql)
o

] 1 . ]
Ugs = G* (a-) Ms (0 )M (a ) ex 2 "M’ (k) My (az)p

—6a~sen(q1)+ () (g2 =gz )+ F (1) f (qu
6 () Ma ()M ()| KoTaost (g ()0 )+ (@)1 (@)

P[(Q2 —Q2*)+f (Q1)]

+G*(qgr)J2(ar,p)Mg' (ar)-p
De la expresion (2.34) G*(qr)Jz(qr,p)=p"-3(ar)-A"(qr) y definiendo

oM (a1)

G* (01)Mg (a2)M™ (a1 )er o

=-2-3(aa)-A" (ar)
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Ugs =~ M3t (a)-P"(ar)- A (ar) -p- My (a)
—6a~sen(q1) + "(qu) (g2 =gz )+ f (1) f (qu
6 () Ma(a) M ()| RoTaosr (g ()0 )+ (@) (@)

P[(Q2 —Q2*)+f (Q1)]

MG (ar)-p" [ 3(ar)-AT (ar) ]-p-Md (ar)

Ugg :%Mal(ql)- p"[3(ar)-AT (qr) Mg (an)-p

62-580(A1) ol e ) (g ) £ (01
~G*(q1)Md (q1)M™(a1) kb?cos® (q1) P[f (ql)(OI2 Q2) f(ao)f (ql)}

Pl (qz-a2)+f(a)]

donde, para la estabilidad G (qf) -s(qf) =0

Ues :%ﬁT [3(q1)‘AT (m)]ﬁ

Ga-sen(dy) | pfy, Vet
6" () Mg (qa)M ()| KO €05° (@) P[f (cn)(a2 — 2 )+ (cn)f (ql)}
Pl (qz-a2)+f (a)

o~ T
6.6. CONSTRUCCION DE S(ar)A "(ar),

De la construccién de la matriz Wk', dada en la seccion 2.3.2.2 (Pag. 18), y

utilizando la prueba del Lema 3 [3], se tiene:
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A()=Wi(G* (qn))" donde o=col(or,...,.) =(G* (qr))’

Un

si se halla un vector w tal que w'A (CIr) =0 se pueden hallar los a; por medio de la

n 01
formula w=2ai-ei. Si se sabe, de la ecuacion (2.37) que le( 1 0] y
i=1 -

bcos(q:)

G* (g:)=m(az)[1 bcos(a:) | entonces se tiene que A(qr)OC|: } siendo el

vector w' un vector que se satisface w'A(qr)=0, para lo cual es obvio que

1

T _ icio fw=
w' =[1 bcos(q:) | cumple con la condicion, as w{bcos(m)

] Luego se halla las
tal | 2 1 0 1 ) 1

a; tal que se cumpla w= ) ai-ei=ax- az- = se aprecia que a;=
g pia w ,ZI: "o e 1 bcos(q:) P que &

y a;=b cos(q1) es una eleccidn satisfactoria.

e/ si r=k i
Considerando ~ efW"'={—e; si r=I se tiene que para » ai-efW'v=0, en
0 si otras =

donde para r=k=1 implica que e{leseE y para r=l=2 se tiene eEles—eI

obteniéndose asi, la siguiente expresion:

n -
>ai-efWh=ai-ef -W?-v+ai-e] -W?v=0 = ai-eju-az-e/u=0,
i=1

=1.[0 1Jv—bcos(q:)-[1 0Jv=0, =[0 1][32}—[bcos(ql) O][szo'

Los valores que se ajustan de vy y v, seran:
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=10 Y o) L) |

para lo cual Uicol(m,...,vn)Z(Gl(q'))T {w}:[ ) }

v2 bcos(a)

v2 bcos(qr)
lo cual cumple con —acaaD——
(%]

A(ar) =W (6" (qr))' :(_01 ;j{bcosl(m)}{bcojqﬂ

1=bcos(q)

Gl(qrwz(qr,p):w-s<qr)-AT<qr>=b{wﬂ[bcos(qn -1]=6T[a“'b“3<ql> “J

o2 ouz - b cos (C{1) —0l12

det (ali ()b cos (ql) —0(11((11)] = —ou1(Q1) o2 (g1)b cos (Q1) + o1 (01)auz (1) b cos (Q1) =0

o2 (Ch)b COS (ql) —0l12 (Q1)

Gl(qf)Jz(qf’PFf’T-S(Qr)-AT(Qr)=ﬁ{wl}[bcos(ql) —1]=f>T-(wl O]

o2 oz 0

G*<qr)Jz(qr,p)=ﬁT-S(qﬁ'AT(qf):f’T'(an OJ

ar 0

-G+ (Qr)l\/ld (Qr)l\/l_l (Qr)

ﬁ;(qlfr P[f "(01) (a2 — g2+ ) +F () f (ql)]}

P[(QZ —QZ*)+f (Ch)]



121

6.7. CONSTRUCCION DE o,:

Ahora se calcula a4 pero tratando de no despreciar el término n(q:), para ello

se parte de la siguiente expresion:

G*(q1)-Md(az)- M‘l(Q1)'el'aM;q(1ql) =—2-3(aqw)-A" ()

donde de la ecuacion (6.8) se sabe que:
G*(q1)-Md(q1)-M™(qu)-e1=

6Md(qr)
ogu

P oMy (ql) AT B —OL11-bC0$(Q1) o1
2 01 (ql) (ql)_ —0l12 -bCOS(Ql) ol12

p

OMa (qr) (—kb*cos®(q:)sen(q:) kbcos(q:)sen(q)
oq. | kbcos(g:)sen(qy) —ksen(qu)

Siendo A (q:)= [ ( (ql))}ysu transpuesta AT(ql):[Wl(Gi(ql))TT

la cual por simple algebra matricial se transformaen AT (q:)=G"(qu) Wi’
0 1) . 0 -1
donde WA :(_1 Oj siendo W, =[1 Oj y G*(qu)=m(qu)[1 bcos(ar)]
0 -1
AT (o) =n(q)[1 bcos Ql)](l OJ
AT (qr)=n(a)[beos(a:) —1]

3(az)A ()" =n(aw)[oa(an)][beos(ar) 1]
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e (@) =n(an) 2 [beos(a) 1]

a12(01)

~ T 0L11(q1)bcos(ql) —ou1(d1)
Sa)A ) _n(ql)(ouz(ql)bCOS(ql) —ouz(ql)J

Puesto que pﬁl\/l;—(Cll) =—2-3(q1)-AT(q1) y sabiendo que

(O]

oMo (qr) (—kb*cos®(q:)sen(q:) kbcos(q:)sen(q)

oq | kbcos(g:)sen(qu) —ksen(q:)

—kb? cos® (g1 )sen(q:) kbcos(g:)sen(as)
kbcos(q:)sen(q:) —ksen(q:)

]:_z.s(q,).AT(Qr)

sip=l= (

—kb? cos? (q:)sen(q:) kbcos(g:)sen(q:) _ 2n(q) our(0:)bcos(qr) —aus(qe)
kb cos(q:)sen(:) —ksen(q) 1 oz (gu)bcos(a) —auz(0r)

—kb? cos? (qi)sen(qr) kbcos(g:)sen(qs) _2on(a) —au(gu)bcos(a:) ous(qe)
kb cos(q:)sen(q:) —ksen(qq) 1 —au2(qu)bcos(qr) auz(os)

1(qQu) = au1(Qs) _ 1 kbcos(ql)sen(ql)}
[Ot (q )] [ } 2-11((11)[ —ksen(qz)
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6.8. CONSTRUCCION DE LA ECUACION DE CONTROL (u):

1 ou 0
U =" T'M_l rj)- 'M_l r)-
es 2p d(q)[mzoj d(CI)p

6a-sen(q:)

~G*(gr)Mq (gr)M™(qr) m+ P[f "(qu) (02 —Q2*)+f(q1)f'(q1)]

P[(QZ —QZ*)+f ((h)]

Se calcula la expresion —G*(qr)Ma(qr)M™(qr) sabiendo que G*(qr) es un

anulador izquierdo de rango completo se tiene que:

(10 (0 02 )+ (@) (o)

P[(QZ —qz*)+f(Q1)]

~(mi (a)f*(a2) + 3, () )P (g2 ~a2)
Ugj =—Kv-G™ (a1)Mg*(aa)-p  donde U= Ugs +Ug;.

Organizando la ecuacion de control de la forma siguiente:

u=A1(q) P(ar-gz) +p"A2(aq1) p-Kv Az(ar) p+As(ar) (6.15)



donde las constantes A:(q:), Az(0:), As(qt) y As(q:) vienen dada por:

As(t:)=G*(ar)- M (qr) =[-b-cos(qr) 1]-M.*(an)

6a-sen(q:) df (oz)

Ag(qr)= —(mfz (ql)[er Pf (qu)- - ]-‘r P-mg'2 (o) f (ql)J

: 6m3,

Ln(sec(qr)+tan(qz))+ b

y la funcién f(qz) definida como f (qz) tan(q:)

o|lw

. 2 0
con su derivada df (a:) = _(Ej sec(q)-tan (gu ) +sec” (q:) + 6ms,

b) (sec(qr)+tan(qr)) kb sec” (@)

(01

o) 1 kbcos(q:)sen(q:)
[a1(Q1)] a [Ouz (qﬂ} B Z-n(m){ —ksen(q1) }

La matriz de inercia deseada viene dada por
ka 3 kb 2
me (o) mfz(ql)] ER T Y

mg (ql) m3, (ql)

M (Ch){

—%cosz(ql) k(cos(q1)-1)+mj,

124
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6.9. RESULTADOS DEL SISTEMA DEL PENDULO SOBRE EL CARRO
MOVIL.

En la figura (6.2) se presentan los resultados de la simulacion del sistema
Pendulo sobre el carro mavil. A fin de ilustrar la naturaleza global de la ley de control

obtenida en la ecuacion (6.15), se presenta una simulacién donde la variable g;= n/2-

0.2 rad. y g>=0.10 m. hasta la posicién q;=0.00 rad. y q,=20.00 m.

Tabla 6.1. Condiciones Iniciales y finales del Péndulo
a=1 b=1 Kv=0.02
k=0.01 P=1 RHO=1
m]_]_o:k*b/\2/3 m120=—k*b/2 M»,0=0.02 Kg
Q10=(pi/2-0.2) rad. 020=-0.1 m. P10=0.1 Kg.m/s.
p20=0.0 Kgm/s q1f=0.0 rad. qu=200 m.

Posicion Velocidades
E O T 7 —
Toaof N T S
R T e | =Y W A B Py
T 20T ; 2 v l ‘
= e g T
;’rc | | | o 5 ! ! !

0 20 40 60 8
6 t(sen) 6000 tlseal

o
o
N
o
N

o
[o2]
o
[e]
o

Control

a,[m]

Figura 6.2. Trayectorias con las condiciones iniciales y finales de la Tabla 6.1.
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De las figuras (6.2), (6.3), (6.4), (6.5) y (6.6) se observa que la convergencia se
preserva tal como predice la teoria.

La figura (6.2) puede ser comparada con la figura (2) del articulo [3], donde se

observa que ambas tienen una respuesta igual, esta observacion valida el método y el
disefio del software empleado.

La figura (6.3) muestra la variable qs, el angulo del péndulo (subactuada), y gy,
el desplazamiento del carro (actuada), donde se observa que el carro se desplaza en

sentido contrario a la abertura del angulo tratando de cerrarlo y aproximadamente en
50 s. el carro a recorrido 20 m., logrando estabilizar el péndulo a 0 radianes.

q l(:su bactuada)y q 2(actu ada)

q,(rad)

Figura 6.3. Detalles de la Trayectorias g; y g, de la Figura 6.2
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Posicion ql[m],qz[rad] Vs t[s]

t(seq)

Figura 6.4. Trayectoria de q; Yy g», con las condiciones iniciales y finales de la

Tabla 6.1.

Posicion % Vs t[s]

t(seq)

Figura 6.5. Trayectoria de p; Yy p2, con las condiciones iniciales y finales de la

Tabla 6.1.



128

En la figura (6.5) se observa como converge la trayectoria de q; y g2, de una

energia potencial deseada Vd alta que se dirige hacia una Vd minima.

e

Wi
b
!

0 1 50 g2[rad]

q1{m]

Figura 6.6. Forma de la energia potencial Vd con las condiciones iniciales y finales
de la Tabla 6.1.

En la figura (6.6) se representa la convergencia de la trayectoria de q; y gz, en
los diferentes niveles de energia potencial \Vd.



Trayectoria de g, , g, @ K, =0.02

-40 -30 -20 -10 0 10 20 30 40
o2

Figura 6.7. Curvas de Nivel de Vd con la trayectoria de ql y g2
bajo los siguientes parametros
a=1, b=1, Kv=0.02, k=0.01, P=1, RHO=1, m110=k*b"™2/3
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m120=-k*b/2, m220=0.02, q2f=20, q10=(pi/2-0.2), q20=-0.1, p10=0.1, p20=0



CAPITULO VII: CONTROL DE DESPEGUE Y ATERRIZAJE
VERTICAL DE UNA AERONAVE (VERTICAL TAKEOFF AND
LANDING (VTOL) AIRCRAFT).

Nuestro siguiente ejemplo se trata de un sistema de control de una aeronave
para posicionarlo de un punto (Xo,Yo) @ otro (X1,y1), tratando de que siga la trayectoria
mas favorable, o sea Optima, para el menor gasto de energia.

La aeronave se representa en la figura No. 7.1y en la figura No. 7.2, se muestra

las posiciones, las fuerzas involucradas y el vector de gravedad.

A

£y

Fig. 7.2 (VTOL) Aircraft Coordenadas
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7.1. CINEMATICA DEL SISTEMA

La dinamica del sistema del despegue y aterrizaje vertical de una aeronave
(Vertical takeoff and landing (VTOL) aircraft) viene dada por las proyecciones de las

aceleraciones proyectadas en los ejes x,y, basicamente, sera:

X =—c0s(90°-0) v1 —¢-v2 cos(0)
y= sen(90°—0)u1 +&-v2-sen(0)—g
0= w2
donde 0 es el angulo de rotacion, (x,y) es el plano donde se mueve la aeronave, g es
la aceleracion de gravedad, & es un parametro de influencia del viento y v1 y vz son
los controladores de accion. De tal forma que se tiene tres grados de libertad (X, y)y
el angulo 6 (n = 3), de los cuales dos son actuados o controlados (x, y) (m = 2), por
lo que el grado de subactuacion es de (n-m = 1).
De acuerdo a las identidades trigonométricas
c0s(90°-6) = cos(90°)cos(6)+sen (90°)sen (6)
c0s(90°—6) =sen(6)

sen(90°-6) =sen(90°)cos(6)+cos(90°)sen(6)
cos(90°-6) = cos(6)

se tiene
X =—sen(0)v1—gv2 cos(0)
¥ =cos(0) v +ev2sen(0) —g (7.1)
0=v2

Llevando la ecuacién (7.1) a la forma matricial y despejando el factor [Sj se tiene:

HEME psttiet

][ e 3] 10 )
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hallando la matriz inversa

g-sen(0) —¢-c0s(0)
“sen(0) —¢-cos(0)] || —&(sen®(8)+cos®(8)) —e(sen’(6)-+cos’(6))
cos(@) e-sen(0) | —cos(0) —sen(0)

—&(sen”(0)+cos® (0)) —&(sen’(0)+cos’(0))

cos(8) sen(0)
& ted

{—sen(e) cos(e)]

Sustituyendo:
MR A (HEH]

vr|_| —sen(8) cos(6) |[ X gcos(0)—sen(0)-x+cos(0)-y
[02} B {cos(e)/s sen (e)/J {g + y} = {g -sen(0) N cos(8) Ly, Sen (0) y
€

€ €

operando
vi|_ g|e-cos(0)]| 1{—c-sen(®) e-cos(0)|[%]| . ~[u] [X
{Uz}_g{ sen(0) }*Z[ cos(0) sen(0) Hy} . u_[Uz}_[y} =
{m__g g-cos(0) |, 1/ —&-sen(6) &-cos(0) |:U1:|
v2| ¢l sen(®) | ¢| cos(B) sen(0) || uz

'm} g [—cos(e)}r 1{—sen (0) cos(e)} J

lv2 | g| sen(0) | g| cos(8) sen(0)
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vl :gcos(e)—lsen(e)-m +1cos(e)- uz
e e e

L2 =gsen(e)+1cos(6)ul +15en(e)U2
e e e

i =XAGe=yAGs=0_

Q=X
Q2 =Y
Js =0
p1 = U1
P2 = U2
.0 1 1
ps ==sen(0)+=cos(8)u: +=sen(0)uz
€ € €
q=p
. 1 0 Wl o= 147 Md™(qz)p
p==sen(gs)es+ 0 1 { } ~ |p=s(gs)+G(g3)u
€ uz
cos(gs)/e sen(qs)/e
donde
1 0 100
G(gs)= 0 1 M™(gs)=|0 1 0] y s(qs)zgsen(qs)es
€

cos(gs)/e sen(qs)/e 001

€L
7.2. TRANSPUESTA DE LA MATRIZ DE CONTROL G (qs)

Para hallar G*(qs) se debe hallar una matriz tal que se cumpla
Gi(qs)G(Cp):O

1 0
G"(0:)G(gs)=[cos(qs) sen(gs) —¢] 0 1
cos(gs)/e sen(gs)/e
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G"(03)G(a3)=[ cos(q3)—cos(q3) sen(q3)-sen(gs)]=[0 0]
de tal forma que es obvio que el vector fila [ cos(gz) sen(qz) —¢]es G*(qz)
G*(qs)=[cos(as) sen(gs) —¢]
Otra vector fila que serviria para hallar Gl(qs) y cumpliria con que

G*(g:)G(qgs)=0, es el siguiente:

1 0
G*(9s)G(gs)=[ —cos(qz) —sen(gs) e]{ (0 y (1 )/}
cos(qs)/e sen(qs)/e

G*(03)G(gs) =] —cos(qs)+cos(qs) —sen(qs)+sen(qs)]=[0 0]

para lo cual G*(qs) serfa:

G*(gs2)=[-cos(qz) —sen(gs) & (7.2)

Si se escoge G*(gz)=[cos(gz) sen(qg:) —&] entonces

0
G'(ar)s(ar)=0 [cos(gs) sen(gs) —&] O =0
g9

=sen(qgs)
€



7.3. MATRIZ DE MASA INERCIAL DESEADA Md(qz3)

Partiendo de que G*(gs)Md(qs)M™(qs)es =p

d d

mll m12

Gl(q3)Md(Q3)e3:[COS(q3) sen(qs3) —s] mgl m.,,
md  md

31 32

cos(gs)m{, +sen(gs)mg, —em, o
cos(qgs)m¢, +sen(gs)mj, —em§ [O]
cos(gs)m?, +sen(gs)md, —em?, | L1

32
d

33

cos(qs)-m¢, +sen(gs)-mj, —e-mS, =p

sabiendo que

dMd
G+ (o) M) _
dgs
se tiene que ) .
dm{, dm{, dmj,
dgs dgs dgs
dm? dm? dm?
[cos(gs) sen(gs) —e]| ——2 22 22
dgs dgs dgs
dm{, dmj, dm
i dgs dgs dgs |
dm!? dm!? dm!?
cos(qgs)-—+sen(gs)- —2 - —22=0
dgs dgs dgs
dm¢ dm? dm?
cos(qgs)-—22+sen(qgs)-—22—¢-—2=0
dgs dgs dgs

135

(7.3)

(7.4)

(7.5)
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dm? dm? dm?
cos(qs)-—=2+sen(gs) —2-g-—332=0 (7.6)
dgs dgs dgs

De acuerdo a las ecuaciones (7.4), (7.5) y (7.6), se proponen valores de

m{,,mf, y mg,, los siguientes: m¢, =ki-cos(qs), m}, =ki-sen(qs) y m§, =kz y

: 1 _ md d _ ,.d
para la simetria m13 =M, ym,=m

m, m, ki-cos(qs)
Md(gs)=| m m,, ki-sen(gs)
ki-cos(qgs) ki-sen(qs) ke

d

de la ecuacion (7.6) con —== =0, se tiene que,

qs

dmg3 __cos(a3) . dmf3

1.7
dgs sen(gs) dogs (7.7)

Puesto que m‘1’3 =ki-cos(gs) entonces dm‘l’3 /dq3 = —ki -sen(qgs ) sustituyendo
en la ecuacion (7.4)
d d

dm dm
cos .—11 +sen 12
(qs) dgs (q3) dgs

+g-ki-sen(gs)=0

d

dm,, __sen (g3) g-k1+dm(112
dgs cos(gs3) dgs

y de la ecuacién (7.7) en (7.5)

(7.8)

d d d
cos(qs) amy, +sen(q3) M2z _8.cos(q3)
dgs sen(qs)

-ki-sen(gs)=0

dm!? dm
cos(qs)-d—lz+sen(q3)- 5 =
E E

—ki-g-cos(qs)=0
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dm? dm?
sen —22 —K;-g-COS —CO0S 12
(93) dge E (93)—cos(qs) 403
dm¢ dm¢
2 _ cos(gs) Ki-g—— 12 (7.9)
dgs  sen(qs) dgs

d

dm
Para lograr la singularidad se propone una funcién d—12 tal que
Qs

d

dm¢ dm
q 12 =kig Yy —d 12 =—kig
as q3=0 4 43="%
Asi, una seleccion apropiada es:
dm?
2 =ki-g-cos(2-qs) (7.10)
dgs

sustituyendo (7.10) en la ecuacion (7.9)

d d
Mo _ COs(q3)(k1-a—k1-scos(z-qs))
dgs  sen(qs)

d

dm
22 :kl'S'COS(q3) 1- cos(2-03) :2-k1-ecos(q3)3en2(q3)
dgs sen(gs)| —— sen(qs)
cosz(q3)—sen2(q3)
dm?
WZZZZ‘kl'S'Sen(CB)COS(QC’;) (7.11)
3

y de (7.10) en (7.8):

dmd,  sen(q:) sen(qz)
1 _ ki +Ki-g-cos(2 =—¢-k 1+cos(2-
dgs cosz(qa)(8 e ( qg)) © lCOS(Qs)( ( qs))
d d
&:_g.klm(cosz(qg))
dgs cos(qs)
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d

dm
—L —_2.ki-g-sen(gs)-cos(qs3) (7.12)
dgs

s, o, o, ]

dgs dgs dgs
oMd(gs) _ | dm3,  dmS,  dmj, |
s dgs dgs dgs

d d d
dm31 dm32 dm33

dgs dgs dgs

—2-ki-¢-sen(gs)cos(qs) ki-g-sen(2-qs) —ki-g-sen(gs)
ki-g-sen(2-qs) 2-ki-g-sen(qgs)cos(gs)  ki-&-cos(qs)
—ki-g-sen(gs) ki-€-cos(qs) 0

de la ecuacién (7.10)

dm?¢
dq132 =k1.g-COS(2-q3) m‘lj2 =k1-s~jcos(2~q3)~dq3

me, :E-sen(Z-qs) m{, =ki-&-cos(gs)sen(qs)

dm?
dq22 = 2.k1.g.sen(q3).cos(q3) mgz =2~k1-s~jcos(q3)~sen(q3)-dq3
3

2
m¢, =—2-k1-8-%(q3)-sen(qs)+k3 m$, =—ki-&-cos’(gs)-sen(qs)+ks

dm?
— L= _2.ki-g-sen(gs)-cos(gs)  mf, :—2k18-JCOS(QS)-SGH(Q3)'dQ3

qu
2
m{, = 2-k1-8-%((]3)sen(q3)+ks m¢, =ki-&-cos®(qs)-sen(qs)+ks

donde la Matriz de masa inercial deseada toma la siguiente forma:



139

Md(gs) =

ki-g-cos’(gs)sen(qgs)+ks ki-&-cos(qs)-sen(gs) ki-cos(gs)| (7.13)
ki-g-cos(gs)sen(qs)  —ki-e-cos’(gs)-sen(qgs)+ks ki-sen(qs)
ki-cos(qs) ki-sen(qs) k2

7.4. CONSTANTES ki, k, k3

d

- - d d
Al sustituir los valores propuestos de m ., m., y m,.,

en la ecuacion (7.3), se
obtiene:
cos(qz)-kicos(qs)+sen(qs)-ki-sen(gs)—e-ka=p
kicos’ (ga)+ki-sen’ (gs) —&-kz = ka-(cos? (qa) +sen® (qz)) —&- ke = p
=1

A
ki—g-k2 =p para lo cual se define ki=p+¢-ke

. dmf3 dmd dm‘;'3 -
de sustituir los valores propuestos, : y , en la ecuacion (7.6)

dgs  dgs ~ dogs
dk2
—cos(q3)-k1-sen(q3)+sen(q3)-k1-cos(qs)—s-W:O
3
e dk2
se puede verificar que: —=0 = k2 =cte.
dgs
a3 .
de la (2.50) Mg (az)= [ G(u)w(n)GT (1)du+Mg
a3

donde la matrizy (p) =y (u)e RO

G(H)W(M)GT(M){ (l) (1))/8]{"’“ ‘Vﬂ}{l 0 COS(H)/S}

COS(M)/S sen(u yar y2 (|0 1 sen(u)/s
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6 () ()" (1) v v ]{1 ) ]
= Y21 2 .
vine i w1 cos(p)/e+wasen(p)/e w2 cos(p)/e+yzsen(p)/e 0 1 sen(u)/
Y11 Y12 \|111C05(p,)/8+\|!21$en(u)/8
Y21 Y22 WlZCOS(u)/8+\|Jzzsen(u)/8

w11 cos(p)/e+wasen(p)/e wicos(p)/e+wzsen(u)/e wicos®(n)/e’ + 2y cos(p)/e’ +yazsen(u)/e?

a3
o= | (wircos? (1)/s” + 2yrz cos()/s” + yazsen()/s? ) oy + M3
a3+

1
k2:—2

a3
I (wrcos? (1) +2y12 cos (1) + yzzsen () ) du+ Mg,
€ gy

w11 €08 (1) + 22 €S () + wzesen (1) =0

(kl cos® (p)+ Ks)cos2 (n)+2(kicos(p)sen (p))cos(p)+(—k1 cos® (p)+ Ks)sen (u)=0
kicos? (p)cos? (p)+ Kacos” (u)+ 2kicos® (p)sen (p)—kicos? (p)sen (p)+ Kasen (p) =0

kicos® (p)cos” (u)cos? (p)+Kscos® () +kicos?® (p)sen(p)+Kssen(pn)=0

a3
ki-sen(qgs)= J' (w1rcos(u)/e+wyarsen(p)/e)dp+ M,
a3~

a3

ki-cos(gs)= J' (w12 cos(n)/e+ w2z sen(p)/e)dp+ M,
g3~

ki-sen (ga) = (ki -&-cos(p)sen (u))cos(u)/e+(—kiecos® ()+ks)sen(u)/e
g-ki-sen(gs) =ku-e-cos® (n)sen(p)—ki-ecos®(p)sen(p)+ks-sen(p)
g-ki-sen(qgs)=ks-sen(p)
ks=g-ki
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~ T
7.5. CONSTRUCCION DE S(dr)-A'(ar),

De la construccion del la matriz WX dada en la seccién previa y utilizando la

prueba del Lema 3 [3], se tiene:
A (o) =W (G* (ql))T donde ©v=col(v1,...,on)=(G" (qr))T
v1

On

si se halla un vector w tal que wTA(qr)zo se pueden hallar los a; a través de la

n
formula w=""aj-ej. De (2.38), (2.39) y (2.40)
i=1

010 0 01 00O
Wi=[-100| W= 0 00(W:=/0 0 1
000 ~100 0-10
cos(qs)
y GL(qe,)T =|sen(qs) | se tiene, entonces, para la ecuacién (2.35), que se repite a
—&

continuacion, A(q3)E|:W1(GL(q1))TiWZ(GL(C]l))TiWZ(GL(q1))T:|, la ecuacion

siguiente:

0 0 1)|cos(gs)
0 0 0|lsen(gz)
-100 —€

0 0 0)cos(qs)
0 0 1| sen(qgs)
0-10 —€

0 1 0)|cos(gs)
A(gs)=[|-1 0 0| sen(qz)
00O —€
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sen(qs3) —€ 0
A(gs)=|—cos(qs) 0 —£

0  —cos(gs) —sen(qs)

sen(qs) —cos(qs) 0
siendo su transpuesta igual a: A" (gs)=| —¢ 0 —cos(qs3)
0 & -sen(qs)
dMd
G*(gs)-Md(qs)-M™(qs)-es d(qS)I—Z-S(Qr)-AT(Qr)
p a4
de(q3)=—3'A(Qr)’3T(w) (7.14)
dgs p

S(ar)=[ar(2) | az(as) | as(aw)]

Siendo su transpuesta
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de la ecuacion (7.14) se tiene:

B d d d 7]
dm;, dm/, dm,
dgs dgs dgs
d d d

o dm, ~dm,, dm,, _
dgs dgs dgs
d d d
dm,, dm,, dm,,

i dgs dgs dgs |
—2-ki-¢-sen(gs)cos(qs) ki-g-sen(2-qs) —ki-£-sen(gs)
p- ki-g-sen(2-qs) 2-ki-g-sen(qgs)cos(gs) ki-g-cos(gs) |=
—ki-g-sen(gs) ki -€-cos(qs) 0

sen(qs3) —& 0 a11(gs) ou2(gs) ous(qs)
—2| —cos(gs3) 0 - | oaz(gs) az2(gs) o2s(gs)
0 —cos(qs) -sen(qs)| |asi(gs) as2(gs) oss(0s3)

d d
p mll =_z,all(qs).sen(q3)+2.8.a21(q3)=—2~p~kl-S'Sen(q3)C05(q3)

dgs

d d
p (;212 :_z,alz(q3).sen(q3)+2.g.a22(qg):p-kl'S'COS(Z'q3)
3

dm?
p 13 :_2_a13(q3).sen(q3)+2.8.a23(q3)=—p-k1~Sen(q3)

qu

d d
:—21 =2-au1-(0s)-€08(qs )+ 2-&- 1 (q3) = p-ku-&- C0S(2- s)
gs

d d
&=2~0L12 (Q3)-COS(Q3)+2~O,32 (qs)-s=2-p-k1~8~Sen(q3)COS(q3)

dQ3

p

p



dm?

P dgs

dm?

P dQ3
dm?

P dgs

dm?

P dgs

23

31

32

33
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=2-0u3(gs)-cos(qs)+2- a3 (qs)-& = p-ki-cos(qs)

=2-021(03)-cos(qs)+2-o(gs)-sen(qs) = —p-ki-g-sen(qs)

=2-022(0s)-cos(qs)+2-az2(qgs)-sen(qs) = p-ki-&-cos(qs)

=2-023(z)-cos(qs ) +2-ass (s )-sen(qgs) =0

d
dm32

pW: 2-022(03)-cos(q3) +2- a2 (g3)-sen(qga)
3

p-ki-g-cos(gs)=2-az(gs)-cos(gs) =  oazx(gs)=

dm¢
PW’ZZ: 2-0u2(g3)-cos(qs)+2-02 (g3)-¢
3

ki-p

—p-ki-e-cos(qs)-sen(qs)=-2-a12(gs)-sen(gs)+2- SRR

—2-p-ki-ecos(qs)=—2-a12(q3) =  auz(0gs)=ki-pcos(qs)

d d
o5~ ) con(ap) 2. ) o0
3

0=2~(123(Q3)-C05(q3) = Otza(QS)=O

d
dm33 —

pW——2~(111(Q3)-C0$(Q3)+2-a21(Q3)-8
3

2-p-ki-g-cos(gs)-sen(gs)=-2-0u1(qs)-cos(gs)  our(qs)=—ki-p-cos(qs)



7.6. CALCULOS DE LA ENERGIA POTENCIAL Vd(q) Y V (Vd(q):

La energia potencial viene dada por Vd(q)

donde

o(z(a)) =2

0(2(0))=3[2(a)-2(a

ki-p-g-cos(qs) —ki-p-g-sen(qs)

0 _ki-p
2
ki-p 0
2

)] Plz(a)-2(a%)]

Siendo zj (qi,qr) definida por:

Zi (gi,ar )= q.—— f G*(w)-Mg ()M

“(n)-ei-du

Qr

ar
Va(q)=— ] 640s(u)du-ro(2(a)

EG (n)-s(p) _—[cos u) sen(u) —8]|: sen Q3)es}

lGl(u).s(p)es:l[cos(u) sen(p) —s] ~sen (gs [0}
P p

(@)

1

donde lGl(u)-s(u) = —gsen(qs) sustituyendo
p p

145

=iqfel(lu)-S(u)0|u+<|>(z(q))

> I:ZZ (qz,ql)—zz (qz*,ql*)]T P[Zz (qz,ql)— 22 (qz*,Q1*):|

S(Qs)E%SGI’I(C{s)es
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ag a3
_lei(u) s(u)du="2 [ sen(u)du :Q[_cos(u)\ﬂ =
Po Po P

—g[cos(qa)—cos(o)] = —g[COS(Q3)—1] = Jcos(qe)+2
p p p p

Vd(qs)=—%[C03(q3)_1]+¢(z(q))

Hallando G*(qs) tal que se cumpla G*(qs)G(qs) =0

1 0
G*(92)G(gs)=[ cos(gs) sen(gs) —s}{ (0 y (1 )/]
cos(qs)/e sen(qs)/e

G"(0:)G(gs) =[ cos(gs)—cos(qz) sen(qz)—sen(qz)]=[0 O]

=  G'(g:)=[cos(q:) sen(g:) —¢]
0(2(0))=3[2(a)-2(a)] P[2(a)-2(a*)]

d(z(a)) =%[22 (q1,02,03) - 22 (OIY,OFE,QE)}T P[zz (q1,92,03) - 22 (qf,qz,q’é)}

donde

S )
ql—EIGL(u)-Md (u)-M™(u)-es-dp
0

Z(ql,qz,qg)_rl(ql,qz,qs)]

Z2 (Q1,QZ,Q3)

1(13
g2 —EJ.GL(M)'M(* (1)-M7*(n)-e2-du
L 0 _

ql—lsen(qs) ql—kikﬁen(qs)
1
ZS(Q1,Q2,Q3)= P = P

1 1 1
g2 ——|1-cos(Qs g2 ——+—Kkic0s(Qs
[Lcos(@)] || a2 Skacos()
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1
Jr———Ma23 *
1P * Kk % Q1
Z3(Q1,Q2,Q3)= . y ZS(QLQZ:%): .
gz ——+—Mus3 a2
p kip

A

¢(z(a))

%[zxo,(ql,qz,qs)—m(q’{,qz,qE)JT P[za(Q1,q2,Q3)—23(qz,qz,q§)

-T - —

i 1 1
q:—=sen(qz) . q:——sen(qs) .
oz@)—5| " ] H JI— ] H
) )

qz—i[l—cos(qs Q2—£[1—COS(QS
p p

qr—01 ——sen(qs) g1 —01 ——sen(qs)
1 p p
6(2(a))=3 . P ,
92 -2 —E[l—cos(qs)] g2 —q> —E[l—cos(qs)]
| .1 T T .1
gr—0: ——=sen(qs) qu—d: —=sen(qs)
Vd(q):—g[cos(qs)—1]+1 g P P
P 2 | .1
e~ ~—[1-cos(aa) a2 g: == [1-cos(qs)]

GL(C]3)|\/|d(C]S)|V|d71(Q3)es =ki—g-ka=p

Vd(q):—%[cos(qs)—l]

—qp - sen —q: -
P U TG
+— P

1

2 * 1 *
G2 =0z +1——— [cos(gs)-1] G2 =0z +1——— [ cos(qz)-1]

sen(qs)
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ql_ql_Fl [Pll RLZ:| ql_ql_Fl

__9 1
Vd(q)_—g[cos(qs)—l}tz .\

P22

N

P 1 . o1
Q2 -Gz +F2—= Q2 -Gz+F2-=
p p

(ou i -R) P11+[qz—q§ +Fz—%J(q1—qI ~R )P

Vd(q) = —%[cos(qs)—1]+%

2
+(q1—q1—Fl) Q-0 +P—= |Po+|q2 -0y +P—=| P2
p p

ovd(q) o0(q)
o1 og1
ovd 0
VoVd(q) = () _ ¢(a)
002 Q2
avd(a) g[sen(qs)}rm
0Qs P oqs |
d d d
mll le ml3
G (gs)Md(gs)=[cos(gs) sen(gs) —e]/my, mj, mS
My Mo My
cos(gs)m{, +sen(gs)m?, —em), ! md +md '
cos(ga)my, +sen(ga)mg, —emf | ={my, +m3, | =ml +m, md,+mi, md+m] ]
cos(qs)m¢, +sen(gs)m9, —emS, m¢, +m?,
Para qs=0 y £=0 = cos(qgz)=1 y sen(qs)=0
d T
mél d d d
GL(O) Md(qS): m(ljz :[mu my, m13]
m

13
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Para qz=n/2 y €=0 = cos(qgs)=0 y sen(qs)=1

me, |
6*( 5 Ma(as)=|ms, | ~[mé, mt, m]
me
23
_(Q1—q’1()2 Hl—Z(Ql—qI)E-PL1+F12 -H1+(q1—qf)(qz—q§)ﬁz |
—(qz—qZ)EPlz+(q1—qI)Fz~Plz—E~F2~P12—MP12
Vd(q):—g[cos(qs)—1]+1 P
P 2 +(q1—q:)(q2—q;)P12+(q2—q;)FZ'Plz—(ql—qI)Fl'Plz—Fl'FZ'Pﬁ
—mPu%—(m—qz)zP22—2(Q2—qz)[ﬁ—ljpll+[|:2—£]2P22
I p p p) ]
ovd(q) Pi2

o0 =(Q1—qz)-P11—F1-P11+(q2—qZ)-Plz—?

ovd(g) _1 2(q1—qI)-P12+2(q2—q’§)P22+F2-P12—F1-P12—E—2 r-Llp
002 2 p P

i() g . (9r— 01 )| PPy —2PuF? —2P2F? |+(d2 — 2 ) | PrzFf — 2PuF |
==sen(qs)+= : : - PoPo . P2
o9z p 2| +2RF, (Pu1+ P22 ) - 2Pz (R, + 2Ry ) + 2 R-2-2R
p P

Kig cos(qs)sen? (gs) — Kie cos(gs) + Kie cos®(gs) + Kz cos(qs)
G*(gs)-Md(gs)-M(gs) =| Kiesen(qgs) cos?(qs) — Kiesen(gs) + Kssen(qs) — Kiesen(qs) cos*(qs)
Kicos®(gs) + Kisen®(gs) —eKz
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G*(gs)-Md(gs)-M™(qs) =

K18008(C]3)+[K3 —K18]COS(q3) Mis3 +(K1—8K2)F2(C]3) mis + pFR2(qs)

—Kaiesen(qgs) + Kssen(qs) = —m23+(K1—8K2)F1(C13) =| —mzs +pk(Qs)
(Ki—eK2) (Ki—eK2) p
Ks cos(qs)

G*(gs)-Md(gs)-M™(gs) = | —mzs + Kssen(qs)
Ki—¢eK2

ovd(q)
o1

:(ql—qI)Pll—HPlH(qz—q;)Plz—%

ovd(q) J[z(m ~: ) P2 +2(qz — 2 ) Pz + PPz — P2 —E—Z[Fz —EJ Pu}

Q2 2 Y P

an(Q) =gsen(q3)+£ (ql—qz)[Ple‘z _Z'Pll'Flz_2P12'F12:|+(q2_q2)|:|312'F22—2~P11-F22}
003 p 2 +2.E.F1'(P11+P22)—2P12(E.F'2+|:2.|:1')+2

Pi2Pro Fll B Z%Fz
p p

. 22 . .
(ql_ql —E) P11+[QZ —0p +F2 —5((11—(11 —F)[Pr2 + P22 ]
Vd(qg)=—%[cos(qg)—1]+% )
+[QZ 5+ —5 P

—2(q1 —qI—E)Fl'Pn—(qg —q’;)Fl' [P +P2]
vd(gs) = —%[cos(m)—l}% +(ge —qZ)FIZ [P + P22]+|:F]I_F2 + F]_F'2:|[P12 +P2]

- :—Fl * '
—M[H2+Pzz]+2(m—q2 iR —1]F2H2
p p i
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Vd(gs) = %[cos(qa)l}ré{(ﬁ)z P +(+F2 —EJ(—E)[HZ + P22]+(F2 —ljz Plz}

P p

Vd(gs) = —g[cos(qs)—1]+%{2FlF1'Pn {Fl'Fz +FRF, —EFJ}[PM + P ]+ 2RF P — 2F2P”}
P p p

qi—Q1 — sen(qs) L—01 — sen(qs)
g ki—g-kz ki—¢g-k2
VG'(qs)=—k1_g.k2 [cos(q3)—1]+= p
02—z + 2[cos(qa)—lj G2 =02+ - 2[cos(qs)—l}
vd(gs)=- - —i-kz [cos(qs)-1]+

_{ql—qf—m}ﬁw{qz—q; +M}Pﬂ_ * SGI’](Qs)

ki—g-k2 ql_ql_kl—g-kz

{ql g enta). }Plz +{qz ~0; +—[Cos(q3)_1]} e || || =y + L@

N |-

ki—¢-kz ki—¢-kz ki—g-ke
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Vd(gs) =- ” —i-kz [cos(gz)-1]+

T -7

{Q1—q:—E(Q3)}P11+{C]2—q: +B(Q3)—§}P21 |: ql_qf_Fl(q3) }

N |-

x 1
0z —0- +Fz(q3)—E

{ql_q: _Fl(q3)} P +{q2 —q: + FZ(Qs)—l}Pzz
p

Vd(0:)=- - —i-kz [cos(gs)-1]+

((ql_qz “R(@)(@-d _E(‘*S))P“{qz ~ge+ B(QS)—%}(ql—q? - E(Qs))P21]+
T e

1
2

vd(gs)=- - —gg-kz [cos(qz)-1]+

(ql_qI)Z Pll—z(ql—QI)E(Q3)H1+ Flz (q3)P11+

(on-a1 -F(g3))
p

(ql—q’f)2 P2 +(QZ—qz)Fz(C]s)Plz—(qz—qz)E(Q3)P12—E(q3)FZ(q3)PlZ_(ql_Ql;Fl(q3)) P+

(ql—q’f)2 P21—(q2 —q;)Fl(q3)P12 +(qz —q;)Fz(q:g)PZl—Fl(C{S)FZ (03) P — Po1 +

N |-

(o -a1 - (as))

(m—q:)z P22+2(qz—q2)F2(QS)P22+F22(q3)Pzz— ;

P22
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Vd(g3)=- o —gs'kz [cos(a3)-1]+

(Q1—QI)Z(P11+P21+P12 + Pzz)—Z(ql—qI)H(qs)Pl1+

—Z(qz —qZ)E(qs)Plz —F(0:)F2 (q3)Pa1

_Z(ql—qf—ﬁ(qs)) P2 — (ql_qz_ﬁ(%)) P22
p p
+2(q2 —qZ)Fz(qs)Plz +2(q2 —qZ)Fz(qs)Pzz —F(03) R (d3)Pr2

+FZ (93)P22 + FZ (93) P

N |~

Vd(g3)=- - —gg-kz [cos(a3)-1]+

2 2
* 1 * 1
P{[ql_ql_ ki—g-k2 sen(qg)j +(Q2—q2 " ki—g-k2 [cos(qg)—ﬂj }

[ ovd(g3)
oq1

ovd(qs)

ngVd(q3)= 292

donde

ovd(gs)
oqs

Mzg(ql_q;_Mj

og1 ki—g-k2

0q2 ki—¢-ka

ovd(gs) _ Z[qz g [cos(qs)—ljJ
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VgsVd(g3) = - —gg-kz sen(qs)+

ki—¢-k2 ki—¢g-k2 1—¢-ke ki—g-k2

P{z[ql—qi— sen(dz) j[— c05(G) J+2(qz—q§ e : [COS(qs)—ljj—(_sen(m))}

VaaVd(q3) = ” sen(qz)+

1—¢-ke
1
1—¢g-ko

2(Q1—q’£—k
P
2(q1—q’£—

sen(qs)J+2[q2 —q + "

[ cos(qs) —1})

1—g-ke

1 * 1
P— sen(qa))+2(q2 Oz o —— [cos(qa)—l]}

Vd(g3)=- - —i-kg [cos(as)-1]+

T
« sen(q3) = sen(q3) o [cos(q3) 1] o [cos(a3)-1]
P11(q1 aq k1—s~k2J(q1 a1 k1—8'k2j Plz[qz q2+7k1—s-k2 a2 q2+7k1—g~k2

P12 (QI—QI _Sen(qg)J(ql_qI _Sen(qg)j P22 [qz —q; +[cos(q3)—l]}(q2 _qz +[cos(q3)—1]}

N |-

k1 —¢-k2 k1 —¢-k2 k1 -¢-k2 k1 -¢-k2

7.7. ECUACION DE CONTROL (u)

ves =75 (ar)-A” (a1 ]~ (ar) M (ar) i ar) Viove ()
ugi =—Kv-G*(gr)Md(qr)-p

p=Md™(ar)-p

pr=p" .(Md‘l(qr))T

Ues =%pT -Md™ (ar)[ 3(ar)-AT (o) [Md ™ (ar)-p~G* (ar) Md (ar) Md ™ (ar) VaVd (qs)



u= Ai(q)PS(q-g*) +
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My3q

| Myzg
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3

*dm12d
dgs

/2

* dm13d /2

3

My3q

*

13d

*

13d

*
My3q

23d

23d

My1g + Myzq

Mypq + Myzg

*

p"A2(ar)p
p"As(qr)p

WMzt 14 (1,1
dgs

dm,y,

12+a(1,2)
3

M3 191 (1,3)
dgs

dm,

2+a(L,1)
3

«dMa2d 124 0(1.2)
dg

3

dm sy

12+a(1,3)
3

ugi =—-Kv-G*(gr)Md™(ar)-p

Mypq + Mgy }

Myog + Mogy

My, d;”m 2+a(2,1)

3

dm g,

*
My3q
3

a(3,3)

dm,,

*
My3qg
3

ngd*d;n B2+ a(2,2) |

3

a(3,3)

2+a(2,1)

12+a/(2,2) |-
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]+A4(Qr) + KV.As(qr)p (7.15)



dF,
m11(P11F1+ Plez)"‘mlz(Plel"‘ P22F2)+m1{P11F1+ PuF, + PlZ(FZ q .
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As(g3) =G (a3)M ' (ds) =
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7.8. RESULTADOS DEL SISTEMA VTOL.

En la figura 7.3 se presentan los resultados de la simulacion del sistema
mecénico con rueda inercial. A fin de ilustrar la naturaleza global de la ley de control
obtenida en (7.15), se presenta una simulacion donde la variable g;=5.00 m, g,=-5.0

m. y gs=n rad. hasta la posicién q;=-5.00 m, g>=5.0 m. y qs=0.0 rad.

Tabla 7.1. Condiciones Iniciales y finales del VTOL (1)
0=9.8 m/s°. RHO=1 epsilon=1
P=[0.015 0;0 0.01] | Kv=[2.5, 1.25;1.25, 2.5] | qi= -5.0 m.
Joi= 5.0 m. qs= 0.0 rad. Xo=[5.0, -5.0, pi, 0.1, -0.1, 0.1]'
FPosicion x[m], y¥[m], 8[rad] M”"”E”taiﬁ P p3]l
10 . . . . .
q,m = £z Py
o
him) 5 O £ — P
o [}
fs (rad) o = — Py
Yy = = ' — Hy
] E = i i i i
2 5 I‘B 20t1- G g g J —_—— vd
— )
E E
I —
o
x[m] Brad]

Figura 7.3. Trayectorias, para el sistema VTOL, con las condiciones iniciales y
finales de la Tabla 7.1.
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En la figura 7.4 se presenta la simulacion donde la variable gq;=5.00 m,

J>.=-5.00 m. y gs;=m rad. hasta la posicién q;=0.0 m, g,=0.0 m. y g;=0.0 rad

Tabla 7.2. Condiciones Iniciales y finales del VTOL (2)

g=9.8 m/s°. RHO=1 epsilon=1
P=[0.015 0;0 0.01] | Kv=[2.5, 1.25;1.25, 2.5] | 4:+=0.0 m.
q2=0.0 m. gz= 0.0 rad. xo=[5.0, -5.0, pi, 0.1, -0.1, 0.1]"
Pasgicion x[m], y[m], B[rad] Momenta(p, , by, p3)
1 = = = 10 = = :
= 5 @
o4 (m] .E 0 E
— lm) B 5
— gy frad) & 5 =
-10
0
— % = >
= =
5 I‘B 20
— o
E B
== —_
i
£ 0 ] 10
%[rm] Brad]

Figura 7.4. Trayectorias, para el sistema VTOL, con las condiciones iniciales y
finales de la Tabla 7.2.

En la figura 7.5 se presenta la simulacion donde la variable q;=5.00 m,

g>=0.00 m. y g3;=0.1 rad. hasta la posiciéon q;=5.00 m, g>,=0.00 m. y g3=0.0
rad
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Tabla 7.3. Condiciones Iniciales y finales del VTOL (3)

9=9.8 m/s°.

RHO=1

epsilon=1

P=[0.015 0;0 0.01] | Kv=[2.5, 1.25;1.25, 2.5]

d:1=5.0 m.

g2=0.0 m. gsz= 0.0v rad. xo=[5.0, 0.0, 0.1, -0.1, -0.1, 0.1}’
Fosicion x[m], y[m], H[rad] W Eh oY ey
1I:I : : T 1|:| : T T
g ST R 1 R R Sy
m =5 ! ! c ! ! : P
am £ ol L S - !
_— qzl:mj E 0 0 0 § 0 . 0 — Pz
— gplfad) & g GESE — 5
-10 : ' ' -10 : ' '
1] 5 1 5 2 0 5 10 15 20
f[se
. : [ :g] :
: : ' —_ H
— R s e e o
—w E >° N - Yy
E S| HER AR Pt
O I‘D : ' '
0.5 ERECEETELE e CEETEREE
— o
E =
= =
"o
-10 ] 0 5 10

x[m]

Brad]

Figura 7.5. Trayectorias, para el sistema VTOL, con las condiciones iniciales y
finales de la Tabla 7.3.



CONCLUSIONES

El IDA-PBC es un método para obtener controladores de realimentacion del
estado basados en la transformacion de un sistema hamiltoniano controlado por
puertos (PCH) en otro sistema hamiltoniano (PCH) con propiedades deseadas del
sistema en lazo cerrado. Por ejemplo, en los sistemas mecénicos subactuados
analizados, se transforma los sistemas de ecuaciones (2.4), (2.5) y (2.6) en (2.7),
(2.8) y (2.12) con una matriz de inercia Md, una funcién de energia potencial Vd
que satisfaga (2.53) para asi la matriz de interconexion antisimétrica J2
seleccionada arbitrariamente o a través del método de la seccion 2.3.1,

dependiendo de la forma de Md.

Los sistemas analizados presentan los elementos de la matriz de inercia de
diferentes formas y estos implican una técnica de resolucion diferente, los
elementos de la matriz de inercia pueden ser constantes, dependientes de la
variable actuada o de la variable subactuada. En cada caso el método IDA-PBC,
utilizado, varia ligeramente. En la Tabla 01 se pueden observar las dependencias

de la matriz de inercia con respecto a cada sistema estudiado.

Tabla C1
Sistemas Elementos de la Matriz de Inercia
Rueda Inercial [1] Constante
TORA [5] Variable Actuada
Bola en la Viga [1] Variable Subactuada
Péndulo sobre un carro mévil [3] Variable Subactuada
VTOL aircraft [3] Variables Subactuadas

En este trabajo se realizo el andlisis extenso, del articulo de Acosta et al. [3]. Para
ello se utilizé la metodologia IDA-PBC expuesta en el mismo. Se disefid la

programacion en Matlab para los cinco sistemas expuestos en la Tabla No.C1,
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obteniéndose resultados, para todos los casos, aceptables desde el punto de vista

de estabilizar el sistema.

En el anélisis de los sistemas Rueda Inercial, TORA y Bola en la viga. se partié

de la dinamica del proceso de la forma:

g 0 In || VgH 0
= + u
p| [—In O || VpH G
y se llegd a obtener las ecuaciones de control con la siguiente estructura:
o Ecuacion (3.33) para el sistema de Rueda Inercial.

0 Ecuacion (4.31) para el sistema de TORA.
o Ecuacion (5.33) para el sistema de Bola en la Viga.

En el analisis de los sistemas de Péndulo sobre el Carro y VTOL. se parti6 de la

dindmica y cinematica del proceso, respectivamente, de la forma:

{Q=M_1(Qr)'p
p=s(dr)+G(ar)-u

y se llegd a obtener las ecuaciones de control con la siguiente estructura:
p'A2(qr)p

u= Ai(q)PS(q-g*) + : +An+1(qr) + KV.An2(gr)p
P An(qr)p

o0 Ecuacion (6.15) para el sistema de Péndulo sobre el Carro.

o Ecuacion (7.15) para el sistema VTOL.

En el Péndulo sobre carro mévil se observd convergencia a valores cercanos al
parametro subactuado (en grados) de w/2 presentando un buen desempefio para

condiciones iniciales de [q(0),p(0)] = [(pi/2-0.2),-0.1,0.1,0] y [q(0),p(0)] =
[(pi/2-1.2),-0.1,0.1,0].
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En el Control de despegue y aterrizaje vertical de una aeronave se observo un
buen desempefio para condiciones iniciales de [q(0),p(0)] = [5,-5,%,0.1,-0.1,0.1]
con g.=(-5,5,0) y [q(0),p(0)] =[5,0,0.1,-0.1,-0.1,0.1] con q. =(5,0,0).

En la figura 3.10. (Péndulo con rueda inercial) se observa que manteniendo
Kv=10 y variando Kp a los valores de 2, 5 y 10 las oscilaciones son mas
pronunciadas a medida que Kp aumenta. Estas caracteristicas se repiten para

todos los ejemplos analizados.

En la figura 3.11. (Péndulo con rueda inercial) se observa que manteniendo Kp=3
y variando Kv a los valores de 5, 10 y 20 las oscilaciones son menos
pronunciadas a medida que Kv aumenta. Se observa también oscilaciones al
comienzo cuando Kv = 5. Estas caracteristicas se repiten para todos los ejemplos

analizados.

Los resultados obtenidos por Ortega et al. (2002) [1], con sus dos ejemplos
expuestos traen confusion, en el sentido de que si la longitud de la viga es L=10
m. las condiciones iniciales de los dos ejemplos estan sobredimensionados. q; = 8
m.y g1 = 6 m., ya que es de suponer que la longitud de la viga total es de 10 m., 5

m. para cada lado de su centro. De tal manera que en este trabajo se propone

como energia total méxima Hq = 0,1038/2 = 0.0519 para mantener la bola sobre

la viga.



RECOMENDACIONES

Para futuras investigaciones en el caso de sistemas con grado de subactuacion
mayor a uno presentard ciertos inconvenientes como el que Gl(qr) sera una

matriz y la resolucion de las ecuaciones diferenciales parciales sera en extremo
dificil.

Otro caso particular, se espera cuando la matriz de inercia y la energia potencial
del sistema original dependen de mas de una coordenada. Las ecuaciones en
derivadas parciales de la energia cinética admiten soluciones pero las de la

energia potencial no admite soluciones facilmente.
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