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RESUMEN

En este trabajo se realiza el estudio de controladores en cascada aplicado en
circuitos eléctricos y sistemas mecanicos, de segundo y tercer orden, teniendo en
cuenta para su disefio la respuesta del sistema utilizando como valor fundamental el
factor de amortiguamiento, otro concepto importante para su disefio es la estabilidad
y el error en estado estacionario. Todos estos conceptos son utilizados para el disefio
de controladores en cascada en los sistemas de segundo y tercer orden. Los
controladores en cascada que se estudian en este trabajo son controladores

Proporcional, Integral y derivativo (PID).

Los circuitos Eléctricos y Sistemas mecanicos de segundo y tercer orden
presentan caracteristicas similares, en su forma y en los elementos amortiguados, sin
embargo, se destaca que en la realidad sus comportamientos pueden llegar a ser
diferentes, los circuitos eléctricos pueden comportarse de manera oscilatoria,
subamortiguada, sobreamortiguada o criticamente amortiguada, mientras que los
sistemas mecanicos normalmente son de tipo sobreamortiguado o en algunos casos
subamortiguados. Se hace una comparacién entre las ecuaciones diferenciales de
segundo y tercer orden de los sistemas mecdnicos y los circuitos eléctricos,
comparando sus pardmetros, es decir masa, constante del resorte, constante de
friccion con los parametros eléctricos resistencia, inductancia y capacitancia,
llamando a estos elementos como acumuladores de energia. Esta comparacion
permite obtener ecuaciones diferenciales y funciones de transferencias generales que
permitirdn cambiar sus caracteristicas, convirtiendo estos sistemas en lazo cerrado,

con el uso de controladores PID generales para estos diferentes tipos de sistemas.
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CAPITULO 1: INTRODUCCION

1.1.- GENERALIDADES

En este capitulo, se plantea el problema, el alcance, la justificacion y la
importancia del mismo. Ademas, se presentan cuales fueron los objetivos planteados,

asi como también, la metodologia aplicada para el desarrollo de este trabajo.

1.2.- ANTECEDENTES DE LA INVESTIGACION

Para la elaboracion de este proyecto se revisaron una serie de bibliografias

relacionadas con el tema propuesto, las cuales se mencionan a continuacion:

En el afio 2009, Mercado V. [1], realizd un trabajo en el que se disefiaron
sistemas de control por realimentaciéon de estados basados en conceptos de
estabilidad, estos controladores se disefiaron para sistemas eléctricos de segundo y

tercer orden, lineales y no lineales.

En el 2006, Heraoui M. [2], realizd un trabajo donde se desarrolla un
laboratorio virtual como ayuda en la ensefianza de los sistemas de Control, utilizando
el Programa Matlab. En este trabajo se presentan las respuestas de los sistemas y los
diagramas Nyquist, Bode y lugar geométrico de las raices, analizando su respuesta en

el tiempo y en el dominio de la frecuencia.

En el 2005, Malo Shane Malo y Grifio Robert [3], realizaron un trabajo donde
se analizan y disefan controladores lineales para un convertidor elevador (“boost”)

bidireccional en corriente, utilizando las técnicas tradicionales de control, se utiliza
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ademas, técnicas tradicionales de linealizacién para obtener las funcion de

transferencia.

1.3.- PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Los comportamientos dindmicos de los circuitos eléctricos y de los sistemas
mecanicos, puede ir desde la aparicion de oscilaciones libres hasta la estabilidad en su
funcionamiento, como es el caso de los circuitos oscilatorios o filtros pasa bajo y pasa
alto y sistemas amortiguados o con resortes. En muchos casos, estos comportamientos
no son deseados y son considerados como inestabilidades que distorsionan el
funcionamiento correcto del circuito, en el control clasico estos funcionamientos
pueden ser corregidos u obligados a comportarse de manera diferente, a través de

técnicas de control.

Entre los objetivos del control se tiene atenuacion de perturbaciones de carga o
ruido, seguimiento de una referencia e imperfecciones del modelo. Las
imperfecciones del modelo pueden mejorarse con el disefio de controladores,
teniendo en cuenta la respuesta en el tiempo que se desee de los sistemas, por ejemplo
es posible que un sistema eléctrico que tiene un comportamiento oscilatorio se
convierta en un sistema sobreamortiguado y que un sistema de resorte y
amortiguadores tenga un comportamiento sobreamortiguiado u oscilatorio, con
caracteristicas de estabilidad y con un error de estado estacionario con valores muy

proximos al cero.

Segun lo planteado por Mercado V. (2009) “El método de diseno de
controladores por realimentacion de los estados puede arrojar soluciones indeseables
para sistemas que posean ceros que afecten considerablemente su dindmica de
respuesta, esto se debe a que esta técnica de diseio de reguladores se basa en que los

ceros de una funcidn de transferencia no influyen notablemente en la respuesta de un
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sistema, sino que sus polos son los que rigen el comportamiento del mismo”. Esta
apreciacion se comparard con el disefio de controladores usando configuracion en
cascada o serie, con el fin de identificar sus caracteristicas, ventajas y las propiedades

que se pueden lograr con ambas configuraciones.

La teoria de control clasica o convencional esta basada principalmente en la
relacion entrada-salida de un sistema, es decir, en la funcion de transferencia. Dicha
teoria se aplica satisfactoriamente a sistemas con una entrada y una salida (sistema
escalar), lineales e invariantes en el tiempo. El desarrollo, en épocas recientes, de
sistemas mas complejos y exactos con multiples entradas y multiples salidas
(sistemas multivariables) trajo consigo la necesidad de una nueva teoria de control
para el andlisis y sintesis de tales sistemas. A partir de la década de los sesenta
comenzo a desarrollarse la teoria de control moderna basada en el concepto de estado.
Esta nueva teoria permitia analizar aspectos cldsicos como son la representacion del
sistema, la relacion entrada-salida, respuesta en el tiempo y estabilidad pero ademas
permiti6 la aparicion de nuevos conceptos tales como controlabilidad, observabilidad

y optimizacion.

En el area de circuitos eléctricos, se estudian constantemente circuitos de
segundo y tercer orden, los cuales presentan comportamientos especiales que
requieren atencion y dedicacion, pues, la mayoria de estos circuitos que contienen
componentes que almacenan energia y sus parametros de voltaje y/o corriente varian
con el tiempo, requieren un estudio detallado de la estabilidad. Estos circuitos
eléctricos presentan analogias con los sistemas mecdnicos que usan resortes y
amortiguadores, tienen elementos que presentan caracteristicas similares en su
modelo matematico y en su funcionamiento. Este funcionamiento se refiere a su

comportamiento en el tiempo de algunas variables.
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En este trabajo se realiza el disefio de controladores utilizando configuraciones
en serie o cascada, para la configuracion en serie se utilizan controladores tipo
Proporcional Integral Derivativo (PID) y se aplicaran conceptos de error en estado
estacionario, estabilidad y respuesta en el tiempo. Esta configuracion, tanto para
circuitos eléctricos y sistemas mecanicos se simularan usando Simulink, luego se
compararan y por ultimo se analizaran para destacar las ventajas y desventajas de este

configuracion en el disefio de controladores para los diferentes sistemas.

1.4.- JUSTIFICACION

En ingenieria, el area de circuitos eléctricos y sistemas mecdnicos, tienen
mucha relacién en cuanto a la aplicacion de las leyes fundamentales, modelos
matematicos y funciones de transferencia, estas similitudes en sus ecuaciones
diferenciales pueden simplificarse, permitiendo obtener ecuaciones generales que
representen sistemas de segundo y tercer orden, solamente identificando los
elementos que conforman los diferentes sistemas. Mediante el estudio de los sistemas
mecanicos y circuitos eléctricos de segundo y tercer orden se obtendran ecuaciones
que los representen y permitan generalizar sus comportamientos, a través de tablas
que muestran las similitudes entre las diferentes variables y componentes, tanto

eléctricos como mecanicos.

A partir de las ecuaciones generales obtenidas de los sistemas mecanicos y
circuitos eléctricos, se aplicaran conceptos de control, utilizando configuraciones en
cascada. La aplicacion de estas configuraciones permitird estudiar sus diferencias en
los sistemas eléctricos y mecanicos, identificando sus ventajas y desventajas, asi

como, identificar las similitudes entre los sistemas a estudiar.

De esta manera, esta investigacion representa un estudio de gran utilidad y

beneficio en el manejo y tratamiento de los circuitos eléctricos y sistemas mecéanicos
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en las diferentes areas de aplicacion. Ademas, este estudio es aplicable a procesos

industriales lineales.

1.5.- ALCANCE

En este trabajo solamente se estudiardn circuitos eléctricos y sistemas
mecanicos de segundo y tercer orden, lineales y abarcard los siguientes aspectos:
* Modelado matematico de circuitos eléctricos y sistemas mecanicos lineales
de segundo y tercer orden.
= Determinacion de las similitudes entre los sistemas mecénicos y eléctricos
* Aplicacion de conceptos de estabilidad absoluta, error estacionario y
respuesta transitoria en el disefio de controladores Proporcional Integral

Derivativo (PID) con configuracion en cascada.

1.6.- OBJETIVOS

1.6.1.- Objetivo General

Estudiar el disefio de controladores en circuitos eléctricos y sistemas mecéanico

de segundo y tercer orden utilizando configuraciones en cascada.

1.6.2.- Objetivos Especificos

1. Modelar mateméaticamente circuitos eléctricos y sistemas mecéanicos de segundo y

tercer orden

2. Comparar los modelos matematicos de los circuitos eléctricos y sistemas

mecanicos.
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3. Diseiiar sistemas de control utilizando configuracién en cascada y conceptos de

estabilidad, error en estado estacionario y respuesta transitoria.

4. Obtener respuesta de los sistemas en lazo abierto y lazo cerrado a través de

simulacidn.

5. Comparar las respuestas de los controladores PID en cascada aplicados a circuitos

eléctricos y sistemas mecanicos.

1.7.- METODOLOGIA

En este trabajo se utiliza un tipo de investigacion aplicada, cuyo objetivo se
basa en resolver problemas practicos, con un margen de generalizacion limitado,
debido a que se basa en aspectos tedricos y de simulacion virtual, para identificar la

mejor manera de disefiar controladores en circuitos eléctricos y sistemas mecéanicos.

La metodologia utilizada es cualitativa, ya que es una investigacion que se basa
en el andlisis subjetivo e individual, esto la hace una investigacion interpretativa,

referida a lo particular.

Para cumplir con los objetivos trazados, se hizo necesario dividir este proyecto
en cinco (5) etapas. En la primera etapa se modelaron matematicamente circuitos
eléctricos y sistemas mecénicos lineales de segundo y tercer orden, se utilizaron las
leyes fundamentales de la electricidad y de las fuerzas para la obtencion de las
variables de estado y funciones de transferencia. En la segunda etapa se compararon
los modelos y ecuaciones matematicas de los circuitos eléctricos y sistemas
mecanicas. En la tercera etapa, se aplicaron los conceptos de estabilidad, error
estacionario y respuesta en el tiempo para el disefio de controladores con

configuracién en cascada en circuitos eléctricos y sistemas mecanicos lineales, de
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segundo y tercer orden respectivamente, analizando su desempefio sin y con el
controlador, utilizando herramientas computacionales como Matlab. En la cuarta
etapa, se simularon las respuesta de los sistemas mecanicos y circuitos eléctricos en
lazo abierto y lazo cerrado, con el fin de revisar y comparar el comportamiento de los
circuitos. Finalmente se hizo un analisis de los métodos utilizados para el disefio de
controladores y comparando sus respuestas con y sin el controlador, representando

esta la quinta y ultima etapa del proyecto.



CAPITULO 2: MARCO TEORICO

2.1.- GENERALIDADES

En este capitulo, se presentan los conceptos que permiten el entendimiento de
los temas utilizados en este trabajo, referentes al disefio de controladores por

realimentacion de estado o cascada.

2.2.- FUNDAMENTOS TEORICOS

2.2.1.- Modelo Matematico y Representacion de Sistemas

“Un modelo matematico de un sistema dindmico se define como un conjunto de
ecuaciones que representan la dindmica del sistema con precision o, al menos,
bastante bien. Tenga presente que un modelo matematico no es Uinico para un sistema
determinado. Un sistema puede representarse en muchas formas diferentes, por lo que

puede tener muchos modelos matematicos, dependiendo de cada perspectiva.” [4]

“Un sistema se llama dindmico si su salida en el presente depende de una
entrada en el pasado; si su salida en curso depende solamente de la entrada en curso,
el sistema se conoce como estdtico. La salida de un sistema estatico permanece
constante si la entrada no cambia y cambia solo cuando la entrada cambia. En un

sistema dindmico cambia con el tiempo cuando no estd en su estado de equilibrio.”

[5]

“En la teoria de control, a menudo se usan las funciones de transferencia para
caracterizar las relaciones de entrada-salida de componentes o de sistemas que se

describen mediante ecuaciones diferenciales lineales invariantes con el tiempo. La
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funcion de transferencia de un sistema descrito mediante una ecuacion diferencial
lineal e invariante con el tiempo se define como el cociente entre la transformada de
Laplace de la salida (funcion de respuesta) y la transformada de Laplace de la entrada
(funcion de excitacion) bajo la suposicion de que todas las condiciones iniciales son

cero.” [4]

“Al aplicar las leyes fisicas a un sistema especifico, es posible desarrollar un
modelo matematico que describa al sistema. Tal sistema puede incluir parametros
desconocidos, los cuales deben evaluarse mediante pruebas reales. Sin embargo,
algunas veces las leyes fisicas que gobiernan el comportamiento de un sistema no
estin completamente definidas, y la formulacion de un modelo matematico es
experimental. De ser asi, se puede utilizar un procedimiento de modelado
experimental. En este procedimiento, se somete al sistema a un conjunto de entradas

conocidas y se miden sus salidas.” [4]

Se estudian diferentes sistemas dinamicos dependiendo del area de aplicacion,
sistemas Mecanicos, Eléctricos, Hidraulicos y Térmicos. En los sistemas eléctricos se
pueden desarrollar modelos matematicos aplicados a circuitos eléctricos, utilizando
las leyes fundamentales de la electricidad Ley de Ohm, Leyes de Kirchhoff, al igual
que los conceptos de potencia y energia eléctrica, los sistemas basicos considerados

eléctricos pueden utilizar elementos resistivos, capacitivos e inductivos. [1]

2.2.2.- Anélisis de Sistemas

Luego de la obtencion del modelo matematico, existen varios métodos para el
analisis del desempefio del sistema. “En el analisis y disefio de sistemas de control, se
debe tener una base de comparacion del desempefio de diversos sistemas de control,
esta base se configura especificando las sefiales de entrada de prueba particulares y

comparando las respuestas de varios sistemas a estas sefiales de entrada. El uso de
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sefales de prueba se justifica porque existe una correlacion entre las caracteristicas de
respuesta de un sistema para una sefal de entrada de prueba comtn y la capacidad del

sistema de manejar las senales de entrada reales.” [5]

Las sefiales de prueba que se usan regularmente son funciones escalén, rampa,
parabola, impulso, senoidales, etc. Con estas sefiales de prueba, es posible realizar
con facilidad andlisis matematicos y experimentales de sistemas de control, dado que

las sefiales son funciones del tiempo muy simples.

Las respuestas de los sistemas pueden ser:

Respuesta transitoria y respuesta en estado estable. La respuesta en el
tiempo de un sistema de control consta de dos partes: la respuesta transitoria y la
respuesta en estado estable. La respuesta transitoria se refiere a la que va del estado
inicial al estado final y la respuesta en estado estable, se refiere a la manera en la cual

se comporta la salida del sistema conforme tiende a infinito.

“Estabilidad absoluta, estabilidad relativa y error en estado estable. Al
disefiar un sistema de control, se debe ser capaz de predecir su comportamiento
dindmico a partir del conocimiento de los componentes. La caracteristica mas
importante del comportamiento dindmico de un sistema de control es la estabilidad
absoluta, es decir, si el sistema es estable o inestable. Un sistema de control esta en
equilibrio si, en ausencia de cualquier perturbacion o entrada, la salida permanece en
el mismo estado. Un sistema de control lineal e invariante con el tiempo es estable si
la salida termina por regresar a su estado de equilibrio cuando el sistema esta sujeto a
una condicion inicial. Un sistema de control lineal e invariante con el tiempo es
criticamente estable si las oscilaciones de la salida contintan para siempre. Es
inestable si la salida diverge sin limite a partir de su estado de equilibrio cuando el

sistema esta sujeto a una condicion inicial.” [6]
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2.2.3.- Sistemas de Control

Los sistemas de control segiin la Teoria Cibernética se aplican en esencia para
los organismos vivos, las maquinas y las organizaciones. Estos sistemas fueron
relacionados por primera vez en 1948 por Norbert Wiener en su obra Cibernética y
sociedad con aplicacion en la teoria de los mecanismos de control. Un sistema de
control estd definido como un conjunto de componentes que pueden regular su propia

conducta o la de otro sistema con el fin de lograr un funcionamiento predeterminado.

Los sistemas de control se clasifican seglin su comportamiento en:

e Sistema de control de lazo abierto: Es aquel sistema en el que la accion de
control estd muy relacionada con la entrada pero su efecto es independiente
de la salida.

e Sistema de control de lazo cerrado: Son los sistemas en los que la accion de
control esta en cierto modo muy dependiente de la salida. Estos sistemas se

caracterizan por su propiedad de retroalimentacion.

“Un sistema que mantiene una relacion prescrita entre la salida y la entrada de
referencia, comparandolas y usando la diferencia como medio de control, se

denomina sistema de control realimentado o de lazo cerrado.” [7]. Ver Figura 2.1.

Ris) E(s) Cis)
Gis) P

B(#5)

| H(s) |rt——

Figura 2.1. Sistema en lazo Cerrado [7]
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“Los sistemas de control realimentados, se pueden clasificar en diversas formas,
dependiendo del proposito de la clasificacion. Por ejemplo, de acuerdo con el método
de analisis y disefio, los sistemas de control se clasifican en lineales o no lineales,
variantes con el tiempo o no variantes con el tiempo. De acuerdo con los tipos de
sefiales usados en el sistema en tiempo continuo y tiempo discreto o sistemas

modulados y no modulados.” [8]

2.2.4.- Representacion en Variables de Estado

La representacion en Variables de Estado de un proceso o sistema es
sumamente Util cuando se trata de sistemas de multiples entradas y multiples salidas,
los cuales resultan complicados de tratar bajo el concepto de Funcion de
Transferencia, una sola entrada-una sola salida. Cabe destacar que wuna
Representacion de Estado solamente es posible para sistemas lineales y puede
expresarse en forma general para un sistema de ecuaciones diferenciales lineales de
primer orden, en donde las variables de estado del sistema son las x(t), las entradas

u(t) y las posibles salidas y(t) tal como de muestra a continuacion.

Las ecuaciones diferenciales que expresan el modelo del sistema en variables

des estado son:

Z1(t) = f1(z1(t), z2(t), ... zu(t), wi(t), ua(t), ... un(t), t)

To(t) = fo(z((t), x2(t), ... z,(t), wi(t), ualt), ... u,(t), t) on

Tn(t) = fo (z1(t), 22(8), ... 20(1), wi(t), ua(t), ... un(t), t)

Relaciones que expresan las salidas en funcion de las variables del sistema
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yi1(t) = g1 (x1(t), x2(t), ... zu(t), ur(t), ua(t), ... un(t), t)

ya(t) = go (x1(t), x2(t), ... Tu(t), ur(t), ua(t), ... un(t), t) 2.2)

Um(t) = gm (z1(t), T2(t), ... zo(t), wi(t), ua(t), ... un(t), t)

Lo anterior puede ser expresado en forma matricial como se muestra a
continuacion, en donde las matrices A, B, C y D dependeran de las funciones fy g
que determinan el modelo del sistema.

X = Ax + Bu

(2.3)
v = Cx+ Du

No obstante, existe otra posible interpretacion: Los sistemas dindmicos se rigen
por ecuaciones diferenciales y de diferencia; este tipo de ecuaciones tienen una unica
solucion, si se establece un conjunto de condiciones, denominadas condiciones
auxiliares; usualmente éstas determinan en el instante de tiempo considerado como

inicial, y por tanto se denominan condiciones iniciales.

Cualquiera que sea la interpretacion que se adopte, debe tenerse presente que:
e Las variables de estado pueden tener o no sentido fisico.
e Las variables de estado pueden o no ser medibles.
e Para un mismo sistema dinamico las variables de estado no son unicas; de
hecho, se pueden definir infinitos conjuntos de variables que sirvan como

variables de estado.
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2.2.5.- Representacion de estado a partir de Ecuaciones Diferenciales

Existe un procedimiento sencillo para obtener una representacion en variables
de estado de sistemas de una entrada y una salida de los cuales se conoce la ecuacion
diferencial o de diferencia que lo rige. Supodngase un sistema dindmico continuo

descrito por la ecuacion diferencial

dhul{t) ) d tylt) . dy(t)
din ol gt T TR Ty

Ly + apyiti = uft; (2.4)

El comportamiento del sistema queda univocamente determinado si se conocen
las condiciones iniciales y(0), y(0),..., y(”“)(O), por lo tanto se puede seleccionar

las siguientes variables de estado:

rilt] = yit)
I
it = % = nf)
g N 8
3lt] = TE o= 1t (2.5)
In_ift] = %5 = Zn_z[t)
- ==L, ~ "
Inplt] = ﬁ = ,1',»1._1“.'

De tal manera que (2.20) puede escribirse como

anInl(t) + an_1Tn(t) + -+ aaz2(t) + apri(t} = ult)

1 a b 1 .
in(th= ——a1(t) — —z2(t) — - — =tz (t) + —u(t) (2:6)
Ly ey Iy Ly
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Las ecuaciones (2.5) y (2.6) se escriben en forma matricial, como se muestran a

continuacion:
0] | ° 0 O Txw][0]
x| | ° : O x| |°
%t | | © 0 O 1 % ‘?u(t) 2.7)
n®] | % ° N RGN
RACH Y a T %O |
X () ]
X, (1)
yty=[1 0 0 0 0] Xi(t) +[oJuc) (2.8)
Xa.1 (1)
| % () ]

La funcion de transferencia de un modelo de espacio de estados continuo e
invariante en el tiempo puede ser obtenida, utilizando la ecuacion 2.3, en variables de

estado en el dominio de frecuencia, es decir, la transformada de Laplace.
X(t) = Ax(t) + Bu(t)
sX(s) = AX(s)+ BU(s)
(sl — A)X(s) = BU(s)
X(s)=(sl —=A)"'BU(s) (2.9)

La ecuacion (2.9) es reemplazada en la ecuacion de salida (2.3)

Y (s) = CX (s)+ DU (s)

Y(s) = C((sl = AY'BU(s))+ DU (s)
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Y(s)=(CB(sl - Ay + D (s)

Como la funcion de transferencia estd definida como la tasa de salida sobre la

entrada de un sistema, entonces se tiene:

_Y(s) _[C(st A 'B+DU(s)

=4 (s) U(s)

G(s)=C(sl —A)'B+D (2.10)
2.2.6.- Controladores

Controlar un sistema dado es establecer en su funcionamiento de acuerdo con
unos requisitos o especificaciones. Se analizan los cambios que se pueden lograr en
un dispositivo al afadir un nuevo polo y un nuevo cero al sistema, que se introduce en

un lazo de control.

Estos nuevos elementos no tienen por qué ser de las mismas caracteristicas que
la planta. Si la planta es un sistema mecanico, el controlador puede estar constituido
por nuevos elementos mecéanicos o un dispositivo eléctrico. La implementacion final
del compensador no importa mientras su funcion de transferencia, la ecuacion

diferencial que gobierna su comportamiento, sea la misma.

Se puede definir compensacion como la modificacion de la dindmica de un

sistema para cumplir unas especificaciones determinadas.
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2.2.7.- Configuraciones del Controlador

La mayoria de los métodos de disefio de sistemas de control convencionales se
basan en el disefio de una configuracion fija, en el que en un principio el disefiador
decide la configuracion basica del sistema disefiado completo y el lugar donde el
controlador estard colocado en relacién con el proceso controlado. Debido a que la
mayoria de de los esfuerzos de control involucran la modificacién o compensacion de
las caracteristicas v de desempefio del sistema, el disefio general que emplea una

configuracion fija también es llamada compensacion.[6]

Los diferentes tipos de configuracion son los siguientes:

e Compensacion en serie (cascada). La figura 2.2. muestra la configuracion
del sistema mas comunmente utilizada, utiliza el controlador colocado en
serie con el proceso o sistema controlado.

e Compensacion mediante realimentacion. En la figura 2.3 se muestra que
el controlador esta colocado en la trayectoria menor de realimentacion.

e Compensacion mediante la realimentacion de estado. La figura 2.4.
muestra un sistema que genera la sefial de control mediante la
realimentacion de las variables de estado. En esta configuracion el sistema
genera la sefial de control mediante la realimentacion de las variables de

estado a través de ganancias constantes reales.

PROCESO
N : !
" 0 .CONTE%‘”‘”OR “0.1 coNTROLADO |

S G (5)

Figura 2.2. Compensacion en serie o cascada [6]
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— PROCESO
'CONTROLADO
Lo G(s)

»(1)

CONTROLADOR
G (5)

Figura 2.3. Compensacion mediante realimentacion [6]

Variables de estado
rr) u(f) {CONTROLADOR | x(1) v}
' "( }_’ G » C —>
+ R 2
T .3

Realimentacién de estado

Figura 2.4. Control por realimentacion de estado [6]

2.2.8.- Controlador PID

El controlador PD afiade amortiguamiento a un sistema, pero no afecta la
respuesta en estado estable. El controlador PI puede mejorar la estabilidad relativa y
el error en estado estable al mismo tiempo, pero el tiempo de levantamiento se
incrementa. En el controlador PID se emplean las mejores caracteristicas de los

controladores PI y PD.

Un controlador PID es un caso particular de compensador de adelanto-retraso
en el que el compensador de adelanto es proporcional-derivativo y el compensador de
retraso es proporcional-integral. Del producto de ambos compensadores, se obtiene
un controlador con dos ceros que en general pueden ser reales o no—, un polo en el
origen y una ganancia. La configuracion del controlador PID, se muestra en la figura

2.5.
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Controlador Planta
R + E U C

™, - -~
4B g IR >

Figura 2.5. Control por realimentacion de estado [10]

Una expresion equivalente es la que se presenta en (2.11), también llamada

forma estandar del controlador PID.

_Ue) _ 1
G,.(s)= Es) K”{HT.SJFSTC’} (2.11)

1
En la ecuacion (2.12) se observa la actuacion temporal del controlador en la
planta, que tiene tres sumandos: uno proporcional al error, otro proporcional a la

integral del error y otro proporcional a la derivada del error.

1| de
u{r):Kp{e(f}jLI;J;e(r}errIf ;E‘r}} (2.12)

A la constante Kp se le llama ganancia proporcional y posee las unidades que
relacionan la actuacion con el error, Ti es la constante de tiempo integral y tiene
unidades de segundos, y Td la constante de tiempo derivativa y también tiene

unidades de segundos.

La actuacion del controlador se puede separar en forma de tres sumandos
diferentes. Cada uno de ellos acapara respectivamente la actuacion proporcional,

integral y derivativa.
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K (2.13)
T - I -~ :
U (5) = [JK,_-, + T -+ ,S'.I{;D :| E(,S)
Las constantes KP, KI y KD se obtienen facilmente conocidos los parametros

estandar Kp, Ti y Td. Esta forma de expresar el controlador PID se conoce como

paralela porque se puede representar como aparece en la figura 2.6.

— SKD
R+ E L yTU C
» K, ai)—v G >
— +
KJ‘
g <

Figura 2.6. Controlador PID [10]

2.2.9.- Estabilidad

Al disefiar un sistema de control, debe poderse predecir el comportamiento
dinamico del sistema. La caracteristica mas importante del comportamiento dinamico
de un sistema de control es la estabilidad absoluta es decir, si el sistema es estable o
inestable. Un sistema estable se define como aquel que tiene una respuesta limitada.
Es decir, se dice que el sistema es estable si estando sujeto a una entrada o

perturbacion limitada, su respuesta es de magnitud limitada.

Si se supone que se aplica un escalon «1/s» a una transferencia G(s)= y(s) / u(s)

de un polo «1/(1+s/s;)». La salida sera

y(s) = 1/[s.(1+s/s1)]
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yt)=1-¢* (2.14)

Se tendran tres posibles graficas temporales, como también sus combinaciones,
se muestran en la figura 2.7 como y(t) y las ubicaciones de los polos en el plano
complejo «s». Donde se observa finalmente que sélo el caso primero es estable. De
esta manera, se redefine el concepto de estabilidad como «aquel sistema que no tenga
ningin polo en el semiplano derecho», puesto que proveera algun exponencial
creciente y no controlable a su salida. En suma, se denomina a la ecuacion del
denominador de toda transferencia «ecuacion caracteristicay, ya sea expresada como
polinomio o como el producto de sus raices, y es la que determinard, por la ubicacion

de dichas raices, la estabilidad o no del sistema.

-5

- NN
(=) (1+s.!51}(1+s.*51*] U U U k\ -5

1 7

s,<0

Gpoy= ————
{s) (11_5!51)

Figura 2.7. Respuesta dinamica

La definicion de estabilidad adoptada y los criterios de equivalencia nos
permiten decidir si una transferencia dada corresponde a un sistema estable o
inestable. Basta ubicar la posicion de los polos de esa transferencia para saberlo. Este
es un criterio de estabilidad absoluto: es decir, nos informa si un sistema es estable o

no. Muchas veces no alcanza con esa informacidn: es necesario saber si un sistema es
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estable, cudn cerca esta de dejar de serlo. El concepto de estabilidad es aplicable a

sistemas eléctricos de corriente alterna y se estudian tres casos:

a) Estabilidad en casos transitorios (comprenden un periodo de tiempo de 0—1
seg.
b) Estabilidad en estado dindmico (comprende un periodo de tiempo de 1—800

seg).

c) Estabilidad en estado permanente (comprende un periodo de tiempo de 800

seg.).

De los casos anteriores el de mayor interés es el de estabilidad en estado
transitorio. Se dice que un sistema es estable cuando todas sus maquinas o

componentes permanecen en sincronismo o en paso.

Para que un sistema de control sea ttil, lo primero que debe cumplir es que sea
estable. Si el sistema es inestable no existe régimen permanente aunque
numéricamente se puedan encontrar los valores de los limites en el dominio de
Laplace. Por tanto, asegurar la estabilidad del sistema debe ser un paso importante en

los sistemas o procesos, sea de cualquier naturaleza.

Se dice que un sistema es estable cuando:
e La respuesta del sistema al impulso tiende a cero cuando el tiempo tiende

a infinito.

e Ante una entrada finita le corresponde una salida también finita.

La localizacion de los polos de la funcion de transferencia resulta crucial en el
régimen transitorio del sistema. Por tanto, no es de extrafiar que la estabilidad del

sistema pueda estar condicionada también por los polos del sistema. Es posible
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deducir de la tabla de transformadas de Laplace que para que un sistema sea estable
todos los polos deben estar localizados en el semiplano de S de parte real negativa.
Evidentemente, esto se cumple cuando todos los polos tienen parte real negativa. Los
polos del sistema son las raices de la ecuacion que resulta de igualar a cero el
denominador de la funcion de transferencia del sistema. Esa ecuacion se conoce con
el nombre de ecuacion caracteristica del sistema. Por tanto, las raices de la ecuacion
caracteristica nos ofrecen informacion no soélo del transitorio del sistema, sino

también de su estabilidad.

2.2.10.- Disefio de Sistemas de Control por Asignacion de Polos

Es un método de disefio conocido cominmente como técnica de ubicacion, o de
asignacion de polos. Suponemos que todas las variables de estado son medibles y que
estan disponibles para la realimentacion. Es importante destacar que si el sistema
considerado es de estado completamente controlable, los polos del sistema en lazo
cerrado se pueden ubicar en cualquier posicion deseada mediante una realimentacion
del estado a través de una matriz de ganancias de realimentacién del estado. La
técnica de disefio empieza con la determinacion de los polos en lazo cerrado deseados
a partir de la respuesta transitoria, y/o los requerimientos de la respuesta en
frecuencia, tales como la velocidad, el factor de amortiguamiento relativo, o el ancho

de banda, al igual que los requerimientos en estado estable. [6]

En el enfoque convencional del disefio de un sistema de control con una sola
entrada y una sola salida, se disefian un controlador (compensador) tal que los polos
dominantes en lazo cerrado tengan un factor de amortiguamiento relativo { deseado y
una frecuencia natural no amortiguada ®,. En este enfoque, el orden del sistema
aumenta en 1 o 2, a menos que ocurra una cancelaciéon de polos o ceros. En este
enfoque se supone que los efectos sobre las respuestas de los polos en lazo cerrado no

dominantes son insignificantes. En lugar de especificar solo los polos dominantes en
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lazo cerrado (enfoque del disefio convencional), el enfoque actual de ubicacion de
polos especifica todos los polos en lazo cerrado. (Sin embargo, hay un costo asociado
con ubicar todos los polos en lazo cerrado, porque hacerlo requiere de mediciones
exitosas de todas las variables de estado, o bien requiere de la inclusion de un
observador de estado en el sistema.) También existe un requerimiento en la parte del
sistema para que los polos en lazo cerrado se ubiquen en posiciones elegidas en forma
arbitraria. El requerimiento es que el sistema sea de estado completamente

controlable.



CAPITULO 3: MODELOS MATEMATICOS DE CIRCUITOS
ELECTRICOS Y SISTEMAS MECANICOS

3.1.- GENERALIDADES

En este capitulo se presentan los modelos matematicos de circuitos eléctricos y
sistemas mecanicos, utilizando leyes fundamentales de la electricidad y del equilibrio
de fuerzas, representando las ecuaciones diferenciales y ecuaciones de variables de
estado. Ademas, se compararan las ecuaciones diferenciales y de variables de estado
de los circuitos eléctricos y sistemas mecanicos, identificando las analogias entre

variables y parametros.
3.2.- SISTEMAS MECANICOS
3.2.1.- Sistema Masa-Resorte-Amortiguador de segundo Orden

La figura 3.1 es un diagrama esquematico de un sistema masa-resorte-

amortiguador. Se supone que la masa se mueve hacia abajo y luego se suelta.

% 7%

=
m

v vy

Figura 3.1. Sistema Masa-Resorte-Amortiguador (Segundo Orden)
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a) Modelo Matemético

La ecuacion de equilibrio para la figura 3.1, es la siguiente:

ma+bv+ky = f (3.1)
Donde:
a = aceleracion M = Masa del cuerpo
V = Velocidad b = Coeficiente de friccion viscoso
Y = Desplazamiento en el eje y k = Constante o coeficiente de
f = Fuerza Aplicada al cuerpo elasticidad del resorte

Reemplazando la aceleracion y velocidad en funcidon del desplazamiento en el eje y

en la ecuacion 3.1, se tiene:

d’y  dy
+b—+ky="1
at? at

my +by +ky = f (3.2)

m

b) Ecuaciones de Estado

Se utilizan las siguientes variables de estado:

X, =Yy
xlz%zy
xzzz—i/:y
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Utilizando las variables de estado en la ecuacion (3.2) se tienen las siguientes
ecuaciones de estado:

(3.3)

_ (3.4)
m m m

; 0 1 0
[ﬂ(h B}-[Xl}{ilua) (3.5)
X2 m m X2 m

d) Ecuacién Matricial de Salida:

ool

e) Funcion de Transferencia

(3.6)

Para obtener la funcion de transferencia del sistema mecanico, se utiliza la

transformada de Laplace en la ecuacion 3.2, de la siguiente manera:
ms>Y (s) +bsY (s) + KY (s) = F(s)

(ms? +bs+Kk)Y(s) = F(s)

La funcidn de transferencia a lazo abierto del sistema es:

65 - YO v (3.7)
F&) g Do K

m m



39

3.2.2.- Sistema Masa-Resorte-Amortiguador de Tercer Orden

La figura 3.2 es un diagrama esquematico de un sistema masa-resorte-

amortiguador. Se supone que la masa se mueve hacia abajo y luego se suelta.

%

ks % %—l .

fl lyl

Figura 3.2. Sistema Masa-Resorte-Amortiguador (Tercer Orden)
a) Modelo Matematico

La ecuacion de equilibrio para la figura 3.2, es la siguiente:

ma+k,(y, =y, +K,y, = f (3.8)
—kl(yl—y2)+bv:0 (3-9)
Donde:
a = aceleracion M = Masa del cuerpo
V = Velocidad b = Coeficiente de friccidén viscoso

Y1-¥> = Desplazamiento en el ejey ~ K;, k, = Constante o coeficiente de

f = Fuerza Aplicada al cuerpo elasticidad de los resortes
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Reemplazando la aceleracion y velocidad en funcion del desplazamiento en el eje y

en la ecuacion 3.8 y 3.9, se tiene:

d’y,
mm—2+k1(y1_yz)+kzy1 = f (3.10)
d
—kl(yl—yz)+b%=0 1)

b) Ecuaciones de Estado

Se utilizan las siguientes variables de estado:

X\ =Y,
d .
X1:%:y1
d
o dly,
X2=dt21=yl
X3 =Y,
o dy, .
X, =—— =
57 4t Y2
u=f

Reemplazando las variables de estado en las ecuaciones 3.10 y 3.11 se tienen

las siguientes ecuaciones de estado:

%, = X, (3.12)

X, :_(ﬁ+k—2jxl R (3.13)
m m m m

oKy ko 3.14

ST Ty (3.14)
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¢) Matriz de Estado:

X, 0 1 0 X, 0 (3.15)
X, |= —(ﬁ+k—2j 0 ﬁ X, [+ N u(t)
. m m m N m
3 ﬁ 0 _k_2 3 0
b b
d) Ecuacién Matricial de Salida:
Xl
y=01 0 1)-x, (3.16)
X3

e) Funcion de Transferencia

Para obtener la funcion de transferencia del sistema mecanico, se utiliza la
transformada de Laplace en las ecuaciones 3.10 y 3.11, de la siguiente manera:
ms?Y,(s) + (k, +k,)Y,(s)—k,Y,(s) = F(s) (3.17)
—k,Y,(s)+K,Y,(s)+bsY,(s) =0 (3.18)

Organizando la ecuacion 3.17, se tiene
(m52 + kl + kz )Yl (s)- lez (s)=F(s)

Despejando Y(s):
_ F&)+kY,(9)
(ms® +k, +k,)

Y, (s) (3.19)

Organizando la ecuacion 3.18, se tiene

—K,Y, () +(bs+k,)Y,(s)=0

Despejando Y(s):
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(bs + k)Y, (s)
kl

Y,(s) = (3.20)

Igualando las ecuaciones 3.19 y 3.20, se tiene:

F()+kY,(5)  (bs+k)Y,(s)
(ms* +k, +k,) K,
k,(F(s)+Kk,Y,(s))= (ms® +k, +k,)(bs +k,)Y,(s)
k,F(s)+k*Y,(s) = (mbs’ + mk;s® + (k, +k,)bs + (k, +k,)k,)Y,(s)
K F(s) = [mbs® + mk,s? + (K, +k,)bs + (k, + K, )k, —k,> ()
F(s) = [T—bs3 +ms? +(k11¢s+(k1 + kz)—kl}Yz(s)

1 1

Yy (s) _ 1

F(s) m—bs3 +ms? +7(kl +k2)bs+k2

1 1

Y, (8) _ l%b

F(s) - S3+k132+(k1+kz)s+k1|;)2
m m

La funcidn de transferencia a lazo abierto del sistema es:

k
_Y,(5) _ %b (3.21)
F(s) S3+ﬁsz+(k1+kz)s+k1kz
b m mb

G(s)

3.3.- CIRCUITOS ELECTRICOS

3.3.1.- Circuito RLC de Segundo Orden
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El circuito de la Figura 3.3, contiene elementos resistivos, inductivos y
capacitivos, por tener dos elementos que varian con el tiempo se comporta como un

circuito de segundo orden.

R

yiA/\/\ﬁ o —‘ +

Vi) — C_— Vve®

Figura 3.3. Circuito Serie de Segundo orden

a) Modelo Matematico

Utilizando las leyes de Kirchhoff, especificamente la ley de voltajes en el circuito en

serie de la figura 3.3, se tiene:

-V +Ri () +v () +Vv.(1)=0 (3.22)
Para colocar la ecuacion 3.22 en funcion de se considera:
dt

Ve () = éj i (t)dt (3.24)

Reemplazando las ecuaciones 3.23 y 3.24 en la sumatoria de voltajes de la ecuacion

3.22, se tiene:

di, (t
R0+ L 4 i e = v, (o) (.29
Derivando la ecuacion 3.25, se tiene:
di (t) d i (t) dv, (1) (3.26)
R—t t)= i/
dt dt? C() dt

Organizando la ecuacion 3.26, se tiene la siguiente ecuacion de segundo orden:



d’i (®) , Rdi(®)

dt? L dt

Donde:

R = Resistencia
L = Inductancia

C = Capacitancia

b) Ecuaciones de Estado

1. 1 dv,(t)
i ()= —
LC c® L dt

I, (t)= Corriente en el circuito

V;(t) = Voltaje de entrada

Se utilizan las siguientes variables de estado:

X, :iL(t)
)-(1 — dIL(t)
dt

di (t) .
T
CdEi ()
U dv; (t)

dt
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(3.27)

Reemplazando las variables de estado en las ecuaciones 3.27 se tienen las

siguientes ecuaciones de estado:
X, = X,
. 1 R 1
X, =———X, ——X, +—U
LC L L
¢) Matriz de Estado:

(s G {Ee

(3.28)

(3.29)

(3.30)
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d) Ecuacién Matricial de Salida:
X
=(1 0)] "
y=( 0) (XJ (3.31)
e) Funcion de Transferencia

Para obtener la funcidén de transferencia del circuito eléctrico, se utiliza la

transformada de Laplace en las ecuaciones 3.28 y 3.29, de la siguiente manera:

sX,(8) = X,(s) (3.32)
1 R 1
SXz(S)=—EX](S)—IX2(S)+IU(S) (3.33)

Reemplazando la ecuacion 3.32 en la ecuacion 3.33, se tiene:

s*X,(s) :—%Xl(s)—%sxl(sH%U(s)

2 1 R _ !
$X,(8)+ o Xi(&)+ X, (9) = LU )

[s® +Es+%]xl(s) =%U(s)

L L
1
X (s)=——L _y
(9= U)
2
ST+ s+
L™ LC

La funcidn de transferencia a lazo abierto del sistema es:

1
O »
Us) o R, 1 (-39
L LC

G(s) =
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3.3.2.- Circuito RLC de Tercer Orden

El circuito de la Figura 3.4, contiene elementos resistivos, inductivos y
capacitivos, por tener tres elementos que varian con el tiempo se comporta como un

circuito de tercer orden.

L C,
(T
— +‘ < - —' |
bt v () + LO
Vi) — C, — V(D) R

Figura 3.4. Circuito RLC de Tercer orden
a) Modelo Matematico

Utilizando las leyes de Kirchhoff, especificamente la ley de voltajes en mallas 1 y 2
de la figura 3.4, se tiene:
Malla 1:
—Vi(©) +V () + Ve (1) + Ve, (1) =0 (3.35)
Malla 2:
Ve, (D) +Vvg =0 (3.36)

Para colocar la ecuacion 3.22 en funcion de las corrientes se considera:

di, (t)
t) = L) (3.37)
VL( ) dt

1 ¢.
Ve (1) =c I i, (t)dt (3.38)
1
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Vea ) = [ (O~ O)c (339

Reemplazando las ecuaciones 3.37, 3.38 y 3.39 en las ecuaciones 3.35 y 3.36 de la
malla 1, se tiene:

di (t)

—v () + L—= j' i (t)dt+— j (i, (t) — i, (t))dt = (3.40)

—Ciz [0, =i,®)dt+Ri, ) =0 (341)

Derivando las ecuaciones 3.40 y 3.41:

d dri(t
e C_ll (t)+ (I O - (1) =

dv; (t) (3.42)

IR IR di,® _ (3.43)
Cz(w) (O +R=Z==0

Organizando las ecuaciones 3.42 y 3.43, se tienen las siguientes ecuaciones de

segundo orden:

di, ) (1 1dv;(t) (3.42)
dt? J{LC LC J O~ 2(t)_L dt

di,® 1 . o

@t RC (1) + RC, L) =0 (3.43)

b) Ecuaciones de Estado

Se utilizan las siguientes variables de estado:

X, =1,(t) Xy = iz(t)
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o _di®

o diy(t
| %, = , (1)
dt dt
di,(t) . dv; (t)
X, =——==X =—1=
Pt 1 YT

Reemplazando las variables de estado en las ecuaciones 3.42 y 3.43 se tienen

las siguientes ecuaciones de estado:

X =X (3.44)
)‘(——1+1 x+1x+lu 3.45
? LC, LC,)' LC," L (3.43)
X; = ! X, — ! X, (3.46)
RC, RC,
¢) Matriz de Estado:
X, 0 1 0 X, 0
X, [=]— L+ 1 0 ! X, [+ — (u(t)
2 LC, ' LC, e, |17 (3.47)
X3 1 1 X3 0
0 -
RC, RC,
d) Ecuacién Matricial de Salida:
Xl
y=0 0 1)]x, (3.48)
X3

e) Funcion de Transferencia
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Para obtener la funcion de transferencia X3(% (s) del circuito eléctrico, se

utiliza la transformada de Laplace en las ecuaciones 3.44, 3.45 y 3.46, de la siguiente

manecra.
X, (s) = X, (9) (3.49)
SX,(s)=- L+ ! X, (s)+ ! X (s)+lsU(s) 3.50
e, e, ) Lc, ° L (3:50)
sX (s)—LX (s)—LX (s) (3.51)
WURe, " ORC, '

Reemplazando la ecuacion 3.49 en la ecuacion 3.50, se tiene:

sle(s)z—( LI Jxl(s)+LX3(s)+%sU(s)

LC, LC, LC,
L, _ ! 1
[s J{LCI + I_Czﬂxl(s)_ LC. X,(8)+ I_sU(s)
Loy (s)+lsu(s)
LC, ° L
X, (s)= (3.52)

s Loy !
LC, ' LC,

Reemplazando la ecuacion 3.52 en la ecuacion 3.51, se tiene:

1 1
. [LCZ X3(s)+LsU(s)}
sX;(s) =

1
RC, 5 1 1 RC,
S” + +
LC, LC,

X5(s)
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5%+ ot L] X ,(9) == | X () + 25U (S) |~ | 87+t | [X,(9)
LC, LC, RC, | LC, L RC, LC, LC,

& 4| Ly sX3(s):%X3(s)+ ! sU(s)— I L X, ()
LC, LC, RLC RLC, RC,  RC,|LC, LC,

s* + L S— 12+ ! s’ + ! L, X,(s) = ! sU(s)
I LC, LC,) RLC2 RC, RC,(LC, LC, RLC,

SV (S T A S X,(s)=— ! sU(s)
RC, LC, LC,) RLG,Ilc, ¢c,) ¢, RLC,

La funcidn de transferencia a lazo abierto del sistema es:

1
—F—F—S
_X508) _ RLC, (3.53)

U L1, (1 11
s’ + s? + + S+ —
RC, LC, LC,)  RLC,C,

G(S)

3.4- COMPARACION DE LOS MODELOS MATEMATICOS ENTRE LOS
CIRCUITOS ELECTRICOS Y SISTEMAS MECANICOS

Para comparar los modelos matematicos entre los sistemas mecanicos y
circuitos eléctricos se muestra en la Tabla 3.1, un resumen de las ecuaciones
diferenciales, variables de estado, ecuaciones de estado y funcion de transferencia,
para los sistemas de segundo orden y en la Tabla 3.2, un resumen de las ecuaciones
diferenciales, variables de estado, ecuaciones de estado y funcidon de transferencia,

para los sistemas de Tercer orden

Tabla 3.1. Resumen del sistema mecénico y circuito eléctrico de segundo orden



51

SISTEMA MECANICO

CIRCUITO ELECTRICO

Ecuaciones )

ma+bv+ky = f —Vv,()+Ri_ () +v (D) +v. (1) =0
generales
Ecuacion 2 i 2 :

m? 2y+bﬂ+ky= f RdlL(t)+Ld ILZ(t)+lic(t):—dV'(t)
diferencial dt dt dt dt C dt
o ody X =i () % =J®
Xlzy,xlzazy ’ dt

Variables de i 2

dy . dzy . Xzzwle ).(2:d|—|_2(t)
estado 2 _E =Y T e =Yy dt ) dt

dt
X, =X X, =X
Ecuaciones b b
k b 1 : 1
de estado X, :—EXI—EXZ +EU X, :—E 1 X, IU
1 1
Funcién  de | gg)= Y() _ 41 . X, (s) _ L
transferencia F) g2y Dy © Ues) o R T
m m L LC
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Tabla 3.2. Resumen del sistema mecanico y circuito eléctrico de Tercer orden

SISTEMA MECANICO

CIRCUITO ELECTRICO

di,t) 1 . e
—vi(t)+LT+C—1jul(t)dt+C—2j(ul(t)—|2(t))dt=0

E . | ma+k1(Y1 _yz)+kzy1 = f
cuaciones
generales =y + by =0 . . . i
(Y= Ys —C—I(ll(t)—lz(t))dt+Rlz(t)—O
2
d’i (t (t)

Iy, oy, = f L df) cT'““ L0, () =

Ecuacion diferencial
d di, (t
=) +b =0 __(. ®-1,0+R%2 0
_dy, o _dy d’y, . . o di (1) di, () d i (t)
Variables de estado
dy, . d| (t) dvi(t)
Xy = =—==Yy,Uu= X; =1, () X,
3 y2 3 dt y2 () dt dt
X, =X, X, =X,

_ k1 kz 1 X:—[l + 1jx+1x+1u

Ecuaciones de estado = (m+ mjxl+mx +m]c LC, LC, LC, L
(oLl
g, =Ky Koy % ~Re, ™ R, O
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SISTEMA MECANICO

CIRCUITO ELECTRICO

Funcién

transferencia

de

G(s) =

Yi(8)

o

F(s)

Kik,

S
b m

N CETS I

mb

G(s)

1
_X(9) _ RLC,

S

u(s) S 1 1 1 1
S+ S” + + S+ —
RC, LC, LC, RLC, C,
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De las tablas 3.1 y 3.2 se pueden sacar las similitudes de los modelos matematicos de

los sistemas mecanicos y circuitos eléctricos. En las tablas 3.3 y 3.4 se muestran la analogia

entre los sistemas mecanicos y circuitos eléctricos de segundo y tercer orden

respectivamente, detallando las analogias entre variables y parametros.

Tabla 3.3. Analogia entre variables y parametros de los sistemas mecénicos y

circuitos eléctricos de segundo orden

SISTEMA MECANICO

CIRCUITO ELECTRICO

Ecuaciones de equilibrio (Sumatoria

Leyes de Kirchhoff (Sumatoria de

Ecuaciones o .
de fuerzas en un cuerpo en equilibrio voltajes en una malla es cero)
generales .
es igual a cero)
Variable .
. Desplazamiento en el eje y y(® Corriente eléctrica 't ®
principal
Coeficientes k b 1 1 R 1
. A=— A=— A=— A=rr A=— A=—
(Parametros) m m m LC L L
- d?i, () di (1) . dv, (t)
Ecuaciones d2y dy LA LA () = A —
+A —+Ay=Af 2 1'c
diferenciales | dt” A a Y A at at dt
Funcion d
unciéon  de G(s) = Y (s) - A, G(s) = X, (s) =— As
transferencia F(s) s"+As+A U(s) s +As+A
. 1
ANALOGIA yO =i (t) ms~L baR kax—
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Tabla 3.4. Analogia entre variables y pardmetros de los sistemas mecanicos y

circuitos eléctricos de Tercer orden

SISTEMA MECANICO CIRCUITO ELECTRICO
. Ecuaciones de equilibrio (Sumatoria Leyes de Kirchhoff (Sumatoria de
Ecuaciones o )
de fuerzas en un cuerpo en equilibrio voltajes en una malla es cero)
generales ‘
es igual a cero)
Variable Desplazamiento 1 en el eje y y1(©) Corriente eléctrica en malla 1 " ®
principal Desplazamiento 2 en el eje y y>(0) Corriente eléctrica en malla 2 "2 ®
k, Kk, k 1 1 1 1 1
=|—+—=| A=-"1 A =— = — 1 A A =—
Coeficientes A (m mj *m P m A [LC1 Lc,) * Lc, ° L
(Parametros) 1
BI=BZ=ﬁ B, =B, =
b RC,
d’i, (t) 1 Lo 1 1dv()
Ecuaciones d?y, [kl +k2jy P e J{LC] + I_Czjh(t) C. LO=1"4
) 1 2 T .
diferenciales at m.m di,® 1 ; O+ ——i,1)=0
d RC, '~ RC,°
k
FunCién de G(S) — Y2 (S) — /nb 1
. F(s) 3 kl 2 (kl + kz) klkz _X5(8) RLC, S
transferencia e R I 1
R e e
. . 1 1
ANALOGIA HO=LE BOSLE o=l beR lge= lge=s
1 2




CAPITULO 4: DISENO DE CONTROLADORES EN
CONFIGURACION CASCADA

4.1.- GENERALIDADES

En este capitulo se desarrolla el disefio de controladores utilizando conceptos de
estabilidad, error en estado estacionario y respuesta en el tiempo, mediante factor de
amortiguamiento y frecuencia natural. En este capitulo se asignaran valores a los diferentes
parametros mecanicos y eléctricos y se obtendran la respuesta en lazo abierto y en lazo
cerrado con el controlador disefiado. Para las respuestas de los sistemas se utilizaran

diagramas de bloques y se simularan mediante simulink.

4.2.- SISTEMAS DE SEGUNDO ORDEN

4.2.1.- Sistema Mecénico y Circuito Eléctrico de Segundo Orden
a) Caracteristicas del sistema en lazo abierto

Teniendo en cuenta las ecuaciones de estado 3.3 y 3.4 y reemplazando los siguientes

_ N _ —~N.s
valores k =7 A]’ m = 10kg y b=2 m, se tiene:

X, =X,
X, =-0.7x; = 0.2, +0.1u

De igual manera en las ecuaciones de estado 3.28 y 3.29 y reemplazando los

siguientes valores C = 1 F L=10H _ R=2Q Co
7 y , Se tiene:

X, =X,

X, ==0.7X, = 0.2X, +0.1u
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Las ecuaciones de estado son idénticas, utilizando la analogia de variables y
parametros de la tabla 3.3, aqui se considera los elementos de almacenamiento de energia y

variables de estado. La matriz de estado para los sistemas eléctrico y mecéanico de segundo

V(0 (%) 0), w
%) =07 —02)|x, )" 01 'V '

La funcidn de transferencia a lazo abierto del sistema es:

Y(s) 0.1
F(s) s>+0.2s+0.7

orden sera:

G(s) = (4.2)

El diagrama de bloques del sistema mecanico de segundo orden utilizado en simulink
se muestra en la figura 4.1 y la respuesta del sistema a una entrada escalén (fuerza

constante) de magnitud de 1N, se muestra en la figura 4.2.

0.1 ]
P P
240 20 T

Step Transter Fcn Scope

Figura 4.1. Diagrama de bloques en lazo abierto del sistema mecéanico de segundo orden

En la figura 4.2 se muestra que los sistemas de segundo orden presentan una
respuesta en lazo abierto de tipo subamortiguada con un factor de amortiguamiento

w, =0.84

¢=0.12 y una frecuencia ~ " , lo que hace que el sistema resorte-amortiguador y el

circuito RLC tengan un comportamiento casi oscilatorio, lo que no es adecuado, porque lo

que se busca es que el sistema se estabilice en un tiempo minimo.
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y(t),m

Figura 4.2. Respuesta en lazo abierto del sistema mecanico de segundo orden

b) Disefio del controlador

En la figura 4.3 se muestra el sistema mecanico en lazo cerrado con el controlador en

cascada.
E(s) 0.1 ]
Cerin(s I : -
s2+0 ZoH0.T
Step Controlador Transfer Fon Scope

Figura 4.3. Respuesta en lazo cerrado con el controlador en cascada del sistema mecanico de

segundo orden

Para el disefio del controlador se consideran las siguientes condiciones:
e Que el controlador sea de tipo PID (Proporcional Integrar Derivativo)
¢ Que el sistema sea estable
e Que el Error en estado estacionario sea de 1%
e Que el sistema sea sobreamortiguado y que el valor en estado estacionario se

logre en un tiempo menor a 1 seg.
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o - : , 1
Se inicia el disefio del controlar considerando que  Cpip(s) =K, [ 1 + = Ts + Tys

Dado que el controlador presenta tres parametros a conseguir Kp, Ti y Td, estos
parametros se conseguiran con las tres condiciones anteriores de estabilidad, error y
respuesta del sistema. Para que el sistema sea estable, lo primero que se haré es obtener la

funcidn de transferencia del sistema en lazo cerrado.

(ZO'IJ{KP 1+—+T sﬂ
Y(s) \S +0.25+0.7

F(s)
® 1+(2 0.1 j Kp 1+—+Tds
S°+0.25+0.7 |

( 0.1 j K Ts+1+TT,s’
Y(s) $?+02s+0.7) °
2

GLC (s)=

Go(s)=—2 =
“ RO 0.1 TS+1+T,T,s
1+ 5 Kp
$°+0.2s+0.7 T;s
0.1K, (T,s+1+TT,s?)
Y(s) Ts(s? +0.25+0.7)
GLC(S): = 3
HOM 0.1K , (T;s +1+TT,s?)
+
T,s(s? +0.25+0.7)
6. ()= YO _ 0.1K,(Ts+1+TT,s?)
CTURG) Tisls? +0.25+0.7)+ 01K, (Tis + 1+ TT,s?)
G (5= O _ 0.1K, (Ts+1+TT,s”)
- F(s) T, +0.2T;s* +0.7T,s+0.1K,T;s+0.1K, +0.1K T T,s’
6. (5= YO 0.1K,(T,s +1+TT,s?)
TR TS 4 (02T, 400K, TT)sT + (07T, + 01K T)s +0.1K |
1 2
Y(s) O.IKp[s+T+Tds J
S i
GLC (s) = F(s) =

K
s’ +(0.2+0.1K T, )s’ +(0.7+0.1Kp)s+0.1_|_—p
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Luego de obtener la funcion de transferencia se muestra que el polinomio

caracteristico del sistema resorte-amortiguador de segundo orden es el siguiente:

K
Pc(8)=5"+(02+0.1K Ty)s* +(0.7+0.1K ) )s + 0.1T—.p (4.3)

Por ultimo para hacer que el sistema sea estable se utiliza el criterio de estabilidad de

Routh Hurwitz, el arreglo se muestra se muestra a continuacion:

53 | (0.7+0.1K )

s’ 0.1&
(0.2+0.1K,T,) T,

s! b, b,

s’ C, C,

Donde:

K
(0.2+0.1K T, )(0.7+0.1Kp)—0.1T—_p

b — 1
: (0.2+0.1K T,) b, =0

Con estos valores el Arreglo queda de la siguiente manera:

53 . (0.7+0.1K )

01Kp
(0.2+0.1K Ty) ’

K
1 (0.2+0.1K,T)(0.7+0.1K,) ~0.1 2

(0.2+0.1K,T,)

0 0.1ﬁ
T.
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Para que el sistema sea estable se deben cumplir las siguientes condiciones:

K
m2+OJKﬂ}X07+OJKQ—OJ?ﬂ

. K
—>0 01—>0
(0.2+0.1K T;) >0 (0.2+0.1K T,) y T,
Con las condiciones anteriores, para que el sistema sea estable deben cumplirse lo
siguiente:
K
—£>0 (4.4)
Ti
2
K, >—— 4.5)
p Td
1 0.2

d (4.6)

> a—
T,(0.7+0.1K,) 01K,

Estas condiciones seran probadas al final con los datos obtenidos de las condiciones

de error en estado estacionario y respuesta del sistema.

Para que el error en estado estacionario sea de 1%, se hace uso de la figura 3.7,

siguiendo el procedimiento que a continuacion se muestra:

E(s)=U(s)-Y(s) (4.7)
_0.1C,pE(s)
Y“)_sz+ozs+07 *9

Se reemplaza la ecuacion 3.60 en 3.61.

0.1C,[U(S)—Y(9)]
s?+0.2s+0.7

0.1C,U(s)  0.1C,,Y ()

Y(s) =

Y(s) =
) s +02s+0.7 s*+0.2s5+0.7
Y(S)+ ?'ICPIDY(S) — ?'ICPIDU(S)
$°+0.25s+0.7 s +0.2s+0.7
" : 0.1C, Y (s) = 9.1CP|DU(S)
S +0.25+0.7 $°+0.25+0.7
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Y(o)= (2).ICP|DU (s) 1
s”+0.2s+0.7 L+ 0.1C,
$? +0.25+0.7
0.1C,,U(s) 52 +0.25+0.7
Y(s)=— 2
52 +0.25+0.7 [s> +0.25+0.7+0.1Cp |
0.1C, U (s
Y(s)=— iU () (4.9)
$°+0.2s+0.7+0.1C,
El error en estado estacionario esta definido por:
lim lim
e, = SE(s) = s[U(s)-Y(s)] (4.10)
s—0 s—>0

Reemplazando la ecuacion 3.61 en la ecuacion 3.62.

0.1C,, .U (s)
$*+0.25+0.7+0.1C, 5

lim

ss =S—)OS|:U(S)_

D

Si se considera que la entrada U(s) =1/s, es decir, tipo escalon unitario, se tendra el

siguiente error:

. lim o1 0.1C, 5 1
¥ 550 s +025+0.7+0.1C,, |s

lim 0.1C, 5

e, = -
. s—>0{ 32+O.25+0.7+0.ICP,J (@.11)

Se reemplaza el controlador PID en la ecuacion 3.63.

. 0.1K, 1+L+Tds
_lim { T:s
550

SS

s? +0.25+O.7+0.1Kp[1+1+Tdsj
T;s



53

0.1K
_ " (Tis+1+T,T,s%)
o - lim {_ T;s
s = 0.1K
s=>0 s +0.25+0.7+ Tsp(Tis+1+TdTisz)
i 0.1K ]
. " (Ts+1+T,T;s?)
o - lim {— S
* 550 T8’ +02T5’ +0.7T,5+0.1K, (T,s+1+T,T,s?)
L Tis J
lim '1 0.1K, (T,s +1+T,T;s%)
e - _
® 550 Ts’+02Ts’ +0.7Ts+0.1K, (Ts+1+T,T;s?)
o dim [ 0.1K, (T, (0)+1+T,T, (0) )
®s0[  T,(0) +0.2T,(0) +0.7T,(0)+0.1K,, T, (0) + 1+ T,T,(0)°)
01K,
e, = =1% (4.12)
0.1K

La ultima condicion estd referida a la respuesta del sistema en lazo cerrado, la cual
debera ser de tipo sobreamortiguada y que se estabilice en un tiempo menor de 1seg, para
su comparacion se utilizara el polinomio caracteristico de la ecuacion 4.3 y se propone el
polinomio con las caracteristicas deseadas, considerando un factor de amortiguamiento de
1.3, para la frecuencia se tiene en cuenta que el tiempo de estabilidad sea de 0.8 s, menor al
de 1s.

=% _oss
cm, . o, =3.85rad /s

3

t

S

Con los datos de factor de amortiguamiento y frecuencia natural, se tendra el

siguiente polinomio caracteristico deseado:
Pic(8) = (s +a)(s” +26@,5+ @y)

P c(8)=(s+a)(s® +10.01s +14.82)
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Se considera @ = $@n =1.33.85) =5

, por lo tanto el polinomio deseado queda como
sigue:
P (8)=(s+5)(s> +10.01s +14.82)

Pc(s)=5+15.01s* + 64.87s +74.1 (4.14)

Comparando los polinomios deseados y caracteristicos del sistema de las ecuaciones

3.56 y 3.66.

0.2+0.1K T, =15.01 (4.15)
0.7+0.1K , = 64.87 (4.16)
Kp

De las ecuaciones 3.67, 3.68 y 3.69 se obtienen los pardmetros necesarios para el

controlador PID. Los pardmetros son:

K, =641.7
T, =023
T, =0.87

Con estos valores se tendré el siguiente controlador PID:

1
Copp(S) = 641.7(1+ T

+ 0.233)
.87s

147.6s* +641.7s+737.6
S

CPID (s)=

737.6
S

Copp(5) =147.65+641.7 +
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El diagrama de bloques del sistema mecanico de segundo orden con el controlador
utilizado en simulink se muestra en la figura 4.4 y la respuesta del sistema a una entrada

escalon (fuerza constante) de magnitud de 1N, se muestra en la figura 4.5.

Controladar

Fraporcional
0.1 o]
at 240 2540 7
Step . Transfer Fon Soope
Gain Crerivative
TITE
-
L
z

Caontrolador Integral

Figura 4.4. Diagrama de bloques en lazo cerrado con el controlador PID del sistema

mecanico de segundo orden

14 . : :
1.2 [T e i fraceenes —— e

y(t),ml:lﬂ ........ ‘ ........ ........ ......... _________
0

....................................................

oo
0zh - I ,,,,,

Figura 4.5. Respuesta en lazo cerrado con el controlador PID del sistema mecanico de

segundo orden
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4.2.2.- Sistema Mecénico y Circuito Eléctrico de Tercer Orden
a) Caracteristicas del sistema en lazo abierto

Teniendo en cuenta las ecuaciones de estado 3.12, 3.13 y 3.14 y reemplazando los

k,=5N/ k,=5N _ b=2Ns
siguientes valores ! A“, : %n, m =10kg y %n,se tiene:

X, =X, (4.18)
X, = —1x, +0.5%, +0.1f (4.19)
X, = 2.5X, —2.5X, (4.20)

De igual manera en las ecuaciones de estado 3.44, 3.45 y 3.46 y reemplazando los

C=1F c,=1F

siguientes valores 5 5 L=10H y R=2Q se tiene:
X, =X, (4.21)
X, ==1x, +0.5%; +0.1u (4.22)
Xy = 2.5% —2.5%, (4.23)

Las ecuaciones de estado 4.18, 4.19 y 4.21 y 4.21 son idénticas, lo que arrojara
funciones de transferencia iguales y por lo tanto polinomios caracteristicos iguales. Esta
similitud en las ecuaciones se debe a la utilizacion de la analogia de variables y pardmetros
de la tabla 3.3, aqui se consideran los elementos de almacenamiento de energia y variables
de estado. La matriz de estado y la funcion de transferencia para cada sistema se muestra a

en la tabla 4.1.
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Tabla 4.1. Ecuacion de estado y funcion de transferencia para los sistemas mecanico

y eléctrico de tercer orden

X, 0 1 0 X, 0
Ecuacion de Estado X, [=| =1 0 05 || X, |+]0.1{u(t)
Sistema mecanico: X 25 0 =25) (X 0
Funcion de Transferencia G(s)= Y2 (9) — 0.25
F(s) s’+25s>+s+1.25
X, 0 1 0 X, 0
Ecuacion de Estado X, [=| =1 0 05 || X, |[+]0.1{u(t)
Circuito eléctrico X3 25 0 =25) (X 0
X4(s 0.25s
Funcién de Transferencia | G(S) = () _ ; .
U(s) s +2.55"+s+1.25

El diagrama de bloques de los sistemas mecénico y eléctrico de tercer orden seran

utilizando en simulink se muestran en las figuras 4.6 y 4.7 respectivamente y la respuesta

del sistema a una entrada escalon (fuerza y tension eléctrica) de magnitud de IN y 1V

respectivamente, se muestran en las figuras 4.8 y 4.9.

N

Step

025 |
P
SHZ Hsf4st] 25
Transter Fen Seope

Figura 4.6. Diagrama de bloques en lazo abierto del sistema mecanico de tercer orden

0.25=

ol

N

Step

£3+2 Brf4sr 125

Transter Fcn

Scope

Figura 4.7. Diagrama de bloques en lazo abierto del sistema eléctrico de tercer orden
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En la figura 4.8 se muestra que el sistema de tercer orden mecanico presenta una

respuesta en lazo abierto de tipo subamortiguada con un factor de amortiguamiento

¢=08 y una frecuencia @, =1.2 , lo que hace que el sistema resorte-amortiguador se

estabilice alrededor de los 50 seg. En la figura 4.9 se muestra que el circuito RLC presenta
un comportamiento también subamortiguado, pero con mucha oscilacion y esto se debe a
la presencia del cero en cero, lo que ocasiona que el circuito sea marginalmente estable,
aunque los polinomios caracteristicos del sistema mecénico y el circuito eléctrico sean

iguales.

035 _ _ . |
025} f- A

y(t),m

t(s)

Figura 4.8. Respuesta en lazo abierto del sistema mecanico de tercer orden

015

01

-0.0%

a1 : 1 i :
1] il 20 an an 1]

Figura 4.9. Respuesta en lazo abierto del sistema electrico de tercer orden
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Se disefara un controlador PID para que el sistema mecanico y eléctrico se vuelvan

sobreamortiguado con un tiempo de estabilidad menor y un pico méximo positivo.

c) Disefio del controlador

En la figura 4.10 y 4.11 se muestran el sistema mecanico y el circuito eléctrico en

lazo cerrado con el controlador en cascada.

E(s) 025 ]
+ p{ Crin(s) > ; -
J_ . PP 342 Brliziq 25
Fiz) Contraladar Transter Fengd W2AE)

Entrada Escalon

Figura 4.10. Respuesta en lazo cerrado con el controlador en cascada del sistema mecéanico de

tercer orden

E(s)
0.248= |
+ | Cpip(S) > L
J_ + FH2 Bzt 25
Fi=) Cantraladaord Funcion de Transferencia T2IE)

Ent. Escalon

Figura 4.11. Respuesta en lazo cerrado con el controlador en cascada del sistema mecéanico de

tercer orden

Para el disefio del controlador se consideran las siguientes condiciones:
¢ Que el controlador sea de tipo PID (Proporcional Integrar Derivativo)
e Que el sistema sea estable
e Que el error en estado estacionario sea de 1%
e Que el sistema sea sobreamortiguado y que el valor en estado estacionario se

logre en un tiempo menor a 3 seg.
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Para el disefio del controlador se tomara el caso del circuito eléctrico por tener un
cero marginalmente estable, esto asegurara que tanto para el sistema mecanico como para el

eléctrico se consiguen las condiciones de sobreamortiguamiento y tiempo de estabilidad.
o - : , 1
Se inicia el disefio del controlar considerando que  Cpip(s) =K, [ 1 + = Ts + Tys

Dado que el controlador presenta tres parametros a conseguir Kp, Ti y Td, estos
parametros se conseguiran con las tres condiciones anteriores de estabilidad, error y
respuesta del sistema. Para que el sistema sea estable, lo primero que se hara es obtener la

funcidn de transferencia del sistema en lazo cerrado.

0.25s 1
( ; S j Kp[1++Tds]
Y(s) \s +2.55" +5+1.25 T

F(s)
) 1+( 0.25s j Kp( +—+Tds

s +2.55* +5+1.25

0.25s j{ (Ts+1+TT s j
2 KP
2

G(s)=

Y(s) (s3+2.55 +5+1.25

O F(@s) 0.255 Ts+1+TT,s
1+] — > K,
S”+2.58" +s+1.25 T;s
0.25K s(T;s +1+TT,s?)
6 (5= YO T,s(s® +2.55% +5+1.25)
- Fs) 0.25K ,s(T;s +1+T,T,s?)
+
T,s(s® +2.55% +5+1.25)
Y (s 0.25K s(T,s+1+T,T,s’
GLc(S): ( ) _ p ( d )

F(s) Ts(s*+2.55> +5+1.25)+ 025K sT,s+ 1+ T,T,s’)

Y(s 0.25K s(T.s+1+TT,s’
GLc(S): ( ) p ( d )

F(s) ) T,s* +2.5T;s* +T;s* +1.25T;s + 0.25K T;s* +0.25K ;s +0.25K T,T,s’
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6. (5 YO 0.25K ,s(T,s +1+T,T,s?)
S)= =
v F(s) T,s*+(2.5T, +0.25K ;T )s’ +(T; +0.25K  T,)s” + (1.25T; +0.25K s
Y(s 0.25K ,(T,s +1+TT,s?)
GLC (S) = ( ) = : :

F(s) T.s®+(2.5T, +0.25K T T,)s? + (T, +0.25K T;)s +(1.25T; +0.25K )

0.25K, s+i+Tds2
G (S)_ Y(S) _ Ti

TR . K,

$°+(2.5+0.25K T;)s +(1+0.25Kp)s+(1.25+0.25_|_—)

Luego de obtener la funcion de transferencia se muestra que el polinomio

caracteristico del sistema resorte-amortiguador de segundo orden es el siguiente:

K
Pc(8)=5" +(2.5+0.25K Ty)s” + (1+0.25K ) )s+(1.25+ 0.25T—_") (4.24)

Por ultimo para hacer que el sistema sea estable se utiliza el criterio de estabilidad de

Routh Hurwitz, el arreglo se muestra se muestra a continuacion:

§3 1 (1+0.25K )

2 Kp
s (2.5+0.25K,T,) (1.25+0.25T—)
s! b, b,

s’ C, c,

Donde:

K
(2.5+0.25K T,)(1+0.25K ) —(1.25+0.25 Tf_")

b — I
: (2.5+0.25K Ty) b, =0
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KP
b, (1.25+0.25—")—0

K p
c, = ! =(1.25+0.25—%)
b, T

Con estos valores el Arreglo queda de la siguiente manera:

s? 1 (1+0.25K )
s? (1.25 +0.25ﬁ)
(2.5+0.25K Ty) T,
K
g (2.5+0.25K T, )(1+0.25Kp)—(1.25+0.25T—p)
(2.5+0.25K T,)
0 Kp

Para que el sistema sea estable se deben cumplir las siguientes condiciones:

(2.5+0.25K,T,) >0 (4.25)

K
(2.5+0.25K T )(1+0.25K ) —(1.25+0.25 T%’)

i S0 (4.26)
(2.5+0.25K Ty)
Ks
(1.25+0.25 T_) >0 (4.27)
De la ecuacion 4.25 se tiene lo siguiente:
0.25K Ty >-2.5
10
K, >-— (4.28)

d

De la ecuacion 4.27 se tiene lo siguiente:

K
025—2>-1.25
T
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T >-——
i 4.29
K, (4.29)

De la ecuacion 4.26 se tiene lo siguiente:

K
(2.5+0.25K T, )(1+0.25K ) > (1.25+ o.st—_")

K
(2.5+0.25K T,)(1+0.25K ) > (1.25 + 0.25T—_")

K
(1.25+0.25 T—")

2.5+0.25K T,)> !
( ola) (1+0.25K )

K
(1.25+0.25 T—p)

0.25K,T, > L _25
(1+0.25K )

K
(1.25+0.25—")
T 2.5

T, > ' -
025K, (1+0.25K,) 0.25K,
1 K,
(1.25+0.25—%2)
T 0.25K, T 10
‘ (1+0.25K ) K,
KT
S\ G 10 (4.30)

d

(1+025K,) K

p

Estas condiciones seran probadas al final con los datos obtenidos de las condiciones

de error en estado estacionario y respuesta del sistema.

Para que el error en estado estacionario sea cero, se hace uso de la figura 4.11,

siguiendo el procedimiento que a continuacion se muestra:
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e, =E(s)=U(s)-Y,(5) (4.31)

0.255C 5 E(S)
s +2.55% +s+1.25

Y, (s) = (4.32)

Se reemplaza la ecuacion 4.31 en 4.32.
_0.258Cpp[U(S) — Y, (8)]
s’ +2.58" +s+1.25
0.25sC.,pU (9) 0.25sC,pY,(5)
Y2 (S) = 3 2 - 3 2
ST +258"+s+1.25 s +2.55° +s+1.25

Y (s)+ 0.25sCpY,(S) _ 0.25sC,,,U (s)
2 $?+2.5s2+5+1.25 s*+25s>+s5+1.25

L+ 0.25sCp
s +2.55* +s+1.25

Y,(9)

0.25sC,pU(s)
$*+2.55* +5+1.25

j|Y2 (s)=

0.25sC,pU(9) 1

Y,(s) =
() s3+2.532+s+1.25{ 0.255C o5 }

1+

s +2.55% +s+1.25

Y. (s) = 0.255C,,pU (s) s’ +2.58" +5+1.25
2 87 42582 +54+1.25 |87 +2.55% +5+1.25+0.255C,,p |

0.25sC,,p,U(s)
s* +2.55° +5+1.25+0.255C,, (4.33)

Yz (s)=

Reemplazando la ecuacién 4.33 en la ecuacion 4.10, ecuacion del error en estado

estacionario.

lim 2
e - §{U(s) - — (2) 55C;,,U(S)
s—0 S +2.55" +s+1.25+0.25sC;

Si se considera que la entrada U(s) =1/s, es decir, tipo escalon unitario, se tendra el

siguiente error:

eSS

_lim J1_ 0.255Cpp 1
s—>0 s’ +2.58" +5+1.25+0.255C, | S



lim

S—

eSS

Se reemplaza el controlador PID en la ecuacion 4.34.
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0.25sCp

8% +2.557 +5+1.25+0.255C, (4.34)

P |

0

. 0.25sK 1+L+Tds
lim Tis
€s = 1-
s—>0 3 5 1
$°+2.55" +5+1.25+0.255K | 1+T—+Tds
iS
, 0238 1 Ts+14T,Ts?)
o - lim { T.s P
*Ts0) . 0.25K , (T,s +1+T,T;s?)
S°+2.58"+s+1.25+
T;s
, 0238 | Ms+14T,Ts%)
lim Ts °
s = 1= 2 2
s—0| (s%+2.55% +5+1.25)T,5+0.255K  (Ts+1+T,T;s?)
| Ts
lim _1 0.255K  (T;s +1+T,T;s?)
e, = -
* 50| (s +2.58% +5+1.25)T;5+0.255K (T, +1+T,T;s?)
lim [ 0.255K  (T;s+1+T,T;s?)
* 50| s|s’+2.58% +5+1.25)T, +0.25K  (T;s +1+T,T;s?)|
lim 0.25K (T +1+T,T,s?)
€ = I=1— 2 2
s—0| |ls®+2.55> +5+1.25), +0.25K ,(T,s +1+T,T,s?)|

0.25K , (T, (0)+1+T,T,(0)?)

eSS

{1_

10)° +2.5(0)* +(0) +1.25]T, +0.25K , (T, (0) +1+T,T;(0)* )J

0.25K

e, =1- =1 (4.35)
[1.25T; +0.25K,, |

%
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Haciendo que el error en estado estacionario sea del 1% en la ecuacion 4.35, se tiene:

1.25T, +0.25K, —0.25K, |

e
® 1.25T, +0.25K 100

125T,
1.25T, +025K,

1.25T, = 0.01(1.25T, +0.25K )
1.25T, = 0.0125T, +0.0025K
1.25T, - 0.0125T, = 0.0025K

1.2375T, = 0.0025K

_ 1.2375T,
P 0.0025
K, = 495T, (4.36)

La ultima condicion estd referida a la respuesta del sistema en lazo cerrado, la cual
debera ser de tipo sobreamortiguada y que se estabilice en un tiempo menor de 3seg, se
utilizara el polinomio caracteristico de la ecuacion 4.24 y se propone un polinomio con las
caracteristicas deseadas, considerando un factor de amortiguamiento de 1.2, para la
frecuencia se tiene en cuenta que el tiempo de estabilidad sea de 2.5 s, menor al de 3s.

t, -4 2.5s€eg
cw, . o, =1.33rad /s

b

Con los datos de factor de amortiguamiento y frecuencia natural, se tendrd el

siguiente polinomio caracteristico deseado:
Pic(8) = (s +a)(s” +26w,5+ @y)
Pc(8)=(s+a)s® +3.192s +1.77)

Pe(8) =5 +(3.192+a)s® +(1.77 +3.192a)s +1.77 (4.37)
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Comparando los polinomios deseados y caracteristicos de la ecuaciones 4.37 y 4.24,

respectivamente, se tiene:

25+0.25K T, =3.192+a (4.38)

1+0.25K , =1.77 +3.192a (4.39)
Kp

1.25+ 0.25T— =1.77a (4.40)

De las ecuaciones 4.36, 4.38, 4.39 y 4.40 se obtienen los parametros necesarios para

el controlador PID y el polo real del polinomio caracteristico. Los pardmetros son:

a =125
K, =1600
T, =0.31
T, =3.23

Con los valores anteriores se comprueban las condiciones estabilidad:

Kp >—E:> Kp >-32.25
T

d

T, > —Ki =T, >0.0031

5 1
7+7
[Kp Ti] 10
>—

———=T, >0.005
(1+0.25K,) K, = °

d

Se han comprobado las condiciones de estabilidad, lo que asegura que el sistema es

estable.
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Por lo tanto con los valores obtenidos con el error en estado estacionario y el sistema

deseado, el controlador PID queda de la siguiente manera:

1
Cop(s)=1600| 1+
pip (S) ( 3235

+O.315j

495.4

Cppp (5) = 1600 + + 4965

El diagrama de bloques del sistema mecanico de tercer orden con el controlador
utilizado en simulink se muestra en la figura 4.12 y la respuesta del sistema a una entrada

escalon (fuerza constante) de magnitud de 1N, se muestra en la figura 4.13.

ain

0.285 Tl
] 495 dufdt
2 Sl st] 26 I J
Fiz Gain Derivative Funcion de Transferancia 20z
Ent. Escalan 405 .4
=
Transfer Fonz

Figura 4.12. Diagrama de bloques en lazo cerrado con el controlador PID del sistema

eléctrico de tercer orden

1} ; N TR :
natoo... ............ .......... ...........
y(t).m 113 PRTTTTTY o Freeanennns .............
DD :1 E 2
t(s)

Figura 4.13. Respuesta en lazo cerrado con el controlador PID del sistema eléctrico de tercer

orden
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En la figura 4.13 se observa que el sistema en lazo cerrado con el controlador en
cascada se comporta con las condiciones deseadas, estabilidad, error en estado estacionario
y sobreamortiguado. Es importante resaltar que el controlador en cascada mejora las
condiciones de estabilidad, aun considerando que la funcién de transferencia en lazo

abierto, inicialmente tenia un cero marginalmente estable.



CAPITULO 5: ANALISIS DE RESULTADOS

5.1.- GENERALIDADES

En este capitulo se muestran las similitudes en el manejo de sistemas mecanicos y
circuitos eléctricos de segundo y tercer orden, los pardmetros y variables andlogos que
pueden tratarse de manera similar. Ademas, en este capitulo se muestran las ventajas del
disefio de controladores en cascada usando el criterio de estabilidad, error en estado
estacionario y respuesta del sistema, que permite hacer del sistema, un sistema con
caracteristica de frecuencia y amortiguamiento deseados. Ademas, de estas caracteristicas,
se puede a través de este criterio disminuir o aumentar el tiempo para que el sistema llegue
a las condiciones de estabilidad requeridas. Otro punto importante es el de mostrar que el

sistema con ceros o polos marginalmente estables pueden convertirse en sistemas estables.

Se analizardn las caracteristicas de respuesta en lazo abierto y cerrado de los
diferentes sistemas mecdnicos y eléctricos, asi como, las caracteristicas de la variable

controlada, comparandola con las caracteristicas de lazo abierto..

5.2.- ANALOGIA ENTRE SISTEMAS MECANICOS Y CIRCUITOS ELECTRICOS

En el capitulo 3 se obtuvieron las ecuaciones diferenciales de los sistemas mecanicos
y circuitos eléctricos de segundo y tercer orden, estas ecuaciones diferenciales presentan
caracteristicas similares, que para este trabajo de investigacion se asumieron similares los
desplazamientos (y) y los flujos de corriente, esta comparacion baséd en las caracteristicas

de movimiento.
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. . o 1
Otros parametros que se asumieron similares fueron m~L, bR, y k zE,

considerados en este trabajo como parametros almacenadores de energia, por presentar

caracteristicas de resistencia y acumuladores.

Estas analogias permiten en sistemas diferentes llegar a ecuaciones de estado iguales
y por supuesto a funciones de transferencia, también, iguales, lo que ahorra tiempo a la hora

de revisar y cambiar caracteristicas de lazo abierto y lazo cerrado.

Tanto los sistemas mecdnicos como los circuitos eléctricos pueden presentar
caracteristicas similares en lazo abierto, que si no son las deseadas pueden ser modificadas
con la incorporacién de un controlador en cascada y una realimentacion que permita la

comparacion de la entrada con la salida.

5.3.- CONTROLADORES EN CASCADA EN SISTEMAS MECANICOS Y
CIRCUITOS ELECTRICOS

Los controladores PID son utilizados frecuentemente en la industria y en diferentes
tipos de sistemas por presentar acciones de tipo Proporcional, Integral y Derivativo. Todos
los métodos de disefio conducen a determinar los valores de Kp, Ti y Td que hacen que el
sistema de lazo cerrado tenga la respuesta adecuada, medida en términos del cumplimiento
de las especificaciones de disefio (error en régimen permanente o estado estacionario,

velocidad y tiempo de respuesta y estabilidad).

En la Tabla 5.1 se muestran las caracteristicas de los sistemas de segundo y en la
tabla 5.2 se muestran las caracteristicas de los sistemas de tercer orden en lazo cerrado y

lazo abierto, obtenidas en el capitulo 4.



Tabla 5.1. Caracteristicas de los sistemas de segundo orden en lazo cerrado y lazo abierto

72

Lazo abierto

Lazo Cerrado

Funcion de

Transferencia

1
G(s)=%n

2 b
P+ s+ —
m m

L=10H

GLC (s)=

_~N _ _~9N.s _l
Con k_7/n, m_10kg’ b=2 %n y C—7F,
R=2Q
y
1 2
O.le{s++Tds J
Y(S) T,
F(s)

K
$*+(0.2+0.1K T,)s? +(0.7+0.1Kp)s+0.1T—_"

Respuesta del

Sistema

025

015

01k
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Tabla 5.2. Caracteristicas de los sistemas de tercer orden en lazo cerrado y lazo abierto

Lazo abierto

Lazo Cerrado

K mb Se considera el circuito eléctrico por presentar un cero
G(s)=
k k, +k k, k 1 1
o34 K (TK) o Kk : C=-F C,=_F L=10H
b m marginalmente estable, con ! " 5", 727 5 y
Funcién  de
L R=2Q
Transferencia | G(s)= RLC, 1
3 ) 1 1 1 0.25Kp(s++TdSZJ
s+ s? + + + — T,
RC, LC, LC,) RLC,C, G (5) = !

K
$T+(2.5+0.25K,Ty)s* +(1+0.25K )s +(1.25+0.25T")

Respuesta del

Sistema

015

005

01
1]

50
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De las tablas 5.1 y 5.2 se puede observar que las caracteristicas de los sistemas de
segundo y tercer orden pueden cambiar considerablemente, agregando un controlador PID
en cascada y buscando los pardmetros Kp, Ti y Td con las condiciones de estabilidad, error
en estado estacionario y respuesta del siste con amortiguamiento y tiempo de respuesta
deseados. El controlador PID en cascada es efectico cuando existen ceros inestables o
marginalmente estable, comparandolo con controladores por realimentacion des estado,
dado que en el de realimentaciéon de estado el efecto de los ceros inestables o
marginalmente estables no se logran corregir, como se estudio en el trabajo de grado

realizado por V. Mercado en el 2009.
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CONCLUSIONES

Luego de realizado el estudio y comparacion de los controladores utilizando en

cascada en sistemas mecanicos y circuitos eléctricos, de segundo y tercer orden lineales y

no lineales, se concluye lo siguiente:

Para la obtencion de los modelos matematicos se utilizan las ecuaciones basicas
de la fisica y electricidad, donde el equilibrio de fuerzas y de identidades es el
concepto clave utilizado.

Para la comparacion de los sistemas mecanicos y circuitos es muy conveniente
partir de las ecuaciones diferenciales, que permite en tomar variables similares,
como en este caso es el desplazamiento en el eje y con el flujo de corriente en
cada malla o lazo cerrado.

Los parametros de inductancias, capacitancias y resistencias tienen
comportamientos similares a los elementos de los sistemas mecanicos, dado que
son tomados como elementos almacenadores de energia, es por esto que la
resistencia se considera similar al coeficiente de friccion, la inductancia al
inverso de la masa y la capacitancia al inverso de la contante del resorte.

Con las comparaciones de los sistemas es posible obtener ecuaciones de estado y
funciones de transferencia iguales. Lo que permite ahorrar tiempo a la hora de
analizar sistemas.

Los controladores PID son utilizados frecuentemente en la industria y en
diferentes tipos de sistemas por presentar acciones de tipo Proporcional, Integral
y Derivativo. Todos los métodos de disefio conducen a determinar los valores de
Kp, Ti y Td que hacen que el sistema de lazo cerrado tenga la respuesta
adecuada, medida en términos del cumplimiento de las especificaciones de
disefio (error en régimen permanente o estado estacionario, velocidad y tiempo

de respuesta y estabilidad).
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Los controladores PID tiene una ventaja comparado con los controladores por
realimentacion de estado, esta diferencia radica en que con el controlador PID
en cascada se pueden corregir inestabilidades provocadas por los ceros de las
funciones de transferencia, detalle que no puede lograrse con los controladores
por realimentacion de estado, dado que en el de realimentacién de estado el
efecto de los ceros inestables o marginalmente estables no se logran corregir,

como se estudio en el trabajo de grado realizado por V. Mercado en el 2009.
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RECOMENDACIONES

Se recomienda realizar el estudio y comparacion de controladores en cascada y por

realimentacion de estado en procesos y sistemas industriales.

Este trabajo podra extenderse para sistemas y procesos industriales no lineales, del
tipo mecanico, hidraulico, neumatico, térmico o de control de nivel, con el fin de identificar

la veracidad del criterio de asignacion de polos para el disefio de sistemas de control.
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