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RESUMEN

Se presenta, en su contexto, un método nuevo y simple (basado en técnicas clasicas
de la teoria de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias) para resolver la indeterminacién
sobre la amplitud de la resonancia de capa de frontera que ocurre al aplicarse el
método de expansiones asintéticas empatadas al problema singularmente perturbado

correspondiente.
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INTRODUCCION

Las ecuaciones diferenciales son posiblemente las herramientas matematicas
mas usadas en el modelado de los fenémenos estudiados por las ciencias aplicadas.
En general, no se dispone de férmulas interpretables para sus soluciones exactas y
resultados numéricos no se prestan directamente a la dilucidacion de los mecanis-
mos obrando que interesan al investigador. La meta es entonces la construccién de
aproximaciones analiticas explicitas que permitan revelar el modo dominante de in-
fluencia de cualquier parametro significativo del modelo. Un campo tedrico-practico
muy productivo y bastante universal para lograr esta meta es el de las perturbaciones
regulares o singulares, cuando algin parametro, desembarazado de sus dimensiones
fisicas, resulta objetivamente pequetio [12,18,50,51,60,93,122,143, 148,153, 163].

Mientras las perturbaciones sean regulares, las dinamicas buscadas no difieren
sensiblemente de la situacion con parametro nulo, la cual da entonces una indicacién
util de la informacién requerida. Sin embargo, es comun que los fenémenos fisicos,
localmente, no converjan uniformemente a tal situacién, en cuyo caso se impone
recurrir a la teorfa y a las técnicas de las méas sofisticadas perturbaciones singulares
[3,4,15,20,27,30-33,45,48,56,58,61,69,74,82,87,99,102,110,111,113,117,120, 123,
129-140,144-149,152,157,158,161-169].

En particular, el método de las expansiones asintéticas empatadas [32, 34,
36, 43, 53,103, 104, 106, 114, 141, 170] es un algoritmo para ir construyendo varias
aproximaciones locales aparentemente independientes y después, relacionarlas entre
si hasta, cuando sea posible, componerlas para obtener una estimaciéon global uni-
formemente valida del comportamiento de la soluciéon del problema diferencial. En
el transcurso de este proceso, se acepta la presencia de coeficientes, escalares, vecto-
riales o funcionales, cuyo valor, necesario para el resultado final, momentaneamente
se desconoce. El método es efectivo si se logra fijar de alguna manera acertada tales

valores pendientes para suministrar una respuesta tnica al problema. Esto es lo que



ocurre de manera rutinaria, y este éxito ha hecho universal el uso del método.

Sin embargo, hace medio siglo, Ackerberg y O’Malley [2] publicaron una inves-
tigacién, en la cual habian detectado una situacién previamente desapercibida por la
comunidad matematica, donde una solucion que se pensaba practicamente nula en
toda oportunidad, lucia en casos excepcionales un comportamiento funcional a tener
en cuenta, que bien podia llamarse resonante. Pero ocurria que, al aplicar el método
de expansiones asintéticas empatadas para averiguar las caracteristicas de estas solu-
ciones excepcionales, un coeficiente crucial quedaba indeterminado, ocultando por
via de consecuencia la estructura o perfil real de tales soluciones.

El articulo de Ackerberg y O’Malley ha tenido muchas repercusiones, hasta
el dia presente [16,22-26, 28, 37-42, 44, 46, 57, 63-66, 75-77, 105, 107-109, 114116,
124,125,127,128,130, 139,142,154, 156,159, 171,172,175,176]. Por una parte, varios
investigadores se preocuparon por determinar cuando podia ocurrir el fenémeno, en
todo caso excepcional, de resonancia de capas de frontera (otro nombre dado a la
resonancia de Ackerberg y O’Malley). Anélisis espectrales identificaron como causa
la presencia de un autovalor dominante exponencialmente pequeno. Estudios tantos
formales como rigurosos establecieron condiciones arduas, en unos casos necesarias,
en otros suficientes, para esta resonancia.

Por otra parte, se propusieron vias alternativas para resolver la indetermi-
nacién dejada por el método de expansiones asintoticas empatadas. En muchos
casos, no se recurria del todo a dicho método, o bien de entrada se modificaba
notablemente. En otros pocos casos, se partia efectivamente del resultado parcial-
mente indeterminado y se proponia una manera de completarlo con la obtencién
de lo faltante. Este trabajo se interesa en este tltimo aspecto, porque el método
de expansiones asintoticas empatadas ha demostrado tanta utilidad que parece mas
razonable enriquecerlo en vez de desecharlo.

Para que este trabajo sea aceptablemente auténomo, su primer capitulo va
introduciendo progresivamente el contexto en el cual se da la resonancia de Ackerberg

y O’Malley, asi como los detalles técnicos de aplicacion estandar del método de



expansiones asintéticas empatadas. En la resolucién de la ecuaciéon con punto de
retorno simple (cuya definicién se da en el momento apropiado), se privilegia el uso
de la funcién de Kummer [1,7,51], sin necesidad de andlisis en el plano complejo.

El segundo capitulo presenta los tres métodos bien divulgados que propo-
nen, en el caso de la resonancia de Ackerberg y O’Malley, completar el método
de expansiones asintoticas empatadas con algin procedimiento adicional que sola-
mente persigue resolver la indeterminacién resultante. Para describirlos, se aplican
en tres secciones sucesivas al mismo caso de prueba (el més sencillo posible), cuya
resolucion exacta se ha dado previamente. El primer método es simple pero requiere
una propiedad exigente de simetria que en general no esta presente. Los dos otros
métodos son mas sofisticados, requieren calculos complicados y aproximaciones, y
no tienen justificacién matematica rigurosa.

El aporte original de este trabajo, desarrollado en el tercer y principal capitulo,
consiste precisamente en presentar un método aparentemente nuevo aunque bastante
simple y natural, para resolver directamente la indeterminacién en los casos més
comunes de resonancia de Ackerberg y O’Malley. Aludiendo a una circunstancia
quizas analoga, cuando un especialista de Analisis Numérico discretiza una situacion
continua, a veces se consigue con un sistema de ecuaciones transformadas que no
tiene el mismo nimero de grados de libertad que el original. Si es menor, recurre a
un método de optimizacion y si es mayor, agrega condiciones llamadas numéricas,
consistentes con el problema original y sus propiedades, para forzar la unicidad de
la solucién. De igual manera aqui, el método consiste en agregar una condicién de
frontera nueva, derivada rigurosamente de la ecuacion diferencial, independiente de
las ya presentes en el planteamiento del problema, y de una naturaleza particular que
tiene que ver con la dificultad fundamental de los problemas resonantes. Al contrario
de todos los problemas usuales, incluidos los singularmente perturbados, cantidades
exponencialmente pequenas influyen de manera decisiva en la estructura y amplitud
de la solucion resonante. Los métodos de aproximacion son entonces retos dificiles

y resultan por lo tanto sofisticados porque tienen que captar con herramientas ad



hoc tales magnitudes trascendentalmente pequenas. La condicion de frontera que se
agrega en el método propuesto es del tipo mixto en el sentido de que relaciona en la
misma identidad valores de las pendientes en los dos extremos del dominio, lo cual, de
una cierta manera, equivale precisamente a captar la informacién trascendental que
viaja a lo largo del dominio. Ademas de ser natural del punto de vista conceptual, el
método también lo es en el aspecto técnico, ya que usa procedimientos clasicos de la
teorfa de ecuaciones diferenciales ordinarias [5,6,13,14,49,52,59,62,112,118,119,134,
151,155,160], tales como factor integrante, primera integral y reduccién del orden. En
la caracterizacién de los problemas resonantes, los articulos publicados enfatizan que
son especialmente los que pueden ser transformados en ciertas ecuaciones modelo;
por lo que la posibilidad de reducir el orden es aqui la regla y no la excepcién.
Esto permite una aplicabilidad suficientemente amplia del método, como se puede
apreciar con la resolucion de los casos mas importantes de resonancia de Ackerberg
y O’Malley comprobada, en las cinco secciones de este Capitulo 3.

El cuarto y ultimo capitulo se sale del marco en el cual se conoce la resonancia
de Ackerberg y O’Malley. Muestra, siempre con los casos mas sencillos posibles sin
ningiin intento de generalizacion, que la resonancia de capas de frontera no esta
confinada a las ecuaciones ordinarias escalares de segundo orden, con el problema
de indeterminacion manifestandose similarmente en situaciones distintas, y que la
idea de resolucién descrita en este trabajo es también aplicable exitosamente en estos
contextos diferentes.

En el trabajo, el cédigo de todos los itemes utiliza como prefijo el nimero del
capitulo donde se encuentra; el teclear una referencia a un cédigo activa el enlace. De
igual manera, las referencias bibliograficas, entre corchetes, envian a la Bibliografia
(ordenada alfabéticamente) que empieza pégina 128.

A lo largo de este trabajo, el mayor esfuerzo matematico radica en la con-
secucién de aproximaciones asintéticas. A continuacion, se dan solamente algunas
definiciones basicas imprescindibles para cualquier estimacién o anélisis asintotico;

més detalles pueden consultarse, por ejemplo, en [9,17,19,21,29,35,47,54,67,68,71—



73,80,81,83-93,97,98, 101,121,126, 143, 150,167, 173].

Definicién 0.1 (o chica). Dadas dos funciones f:(0,1) = R y 6:(0,1) = R, se
dice que f(e) es una o chica de §(¢) cuando € tienda a cero por valores positivos

y se escribe

f(e) = o(d(¢)) (e —0M)

st y solo si para toda constante p > 0, existe un numero € > 0 tal que para todo

e € (0,8) se cumple |f(e)] < pld(e)].

Definicién 0.2 (O grande). Dadas dos funciones f:(0,1) - R y §:(0,1) = R, se
dice que f(g) es una O grande de §(g) cuando € tienda a cero por valores positivos

y se escribe

f(e) = 0(d(e)) (e = 07)

sty solo si existen una constante C' > 0 y un numero € > 0 tales que para todo

e € (0,2) se cumple |f(e)] < C|o(e)|.

Definicién 0.3 (equivalencia asintética). Dadas una funcion f : (0,1) — R, una
constante fo € R no nula y una funcion & : (0,1) — R para la cual eziste un
nimero € > 0 tal que para todo € € (0,2) se tiene do(e) # 0, se dice que f(e) es
asintdticamente equivalente a fodo(e) cuando € tienda a cero por valores positivos

y se escribe

fe) ~ fodole) (e —07)

sty solo si se cumple
- fle)
1 =
o fodo(e)

Definicién 0.4 (sucesién asintética). Dada para cada nimero natural i una funcion

9; : (0,1) = R, se dice que {0;(€)}ien €s una sucesion asintotica cuando e tienda
a cero por valores positivos si y solo si existe un numero € > 0 tal que para todo

e € (0,8) ytodo i € N se tiene §;(¢) # 0 y tal que para todo i € N se cumple

5i+1(€> = 0(51(8)) (8 — O+)



Los términos J;(¢) de una sucesién asintética se llaman funciones de escala.

Definicién 0.5 (expansién asintética). Dadas una funcion f : (0,1) — R, una
sucesion asintdtica {9;(¢) bien y una sucesion numérica {f;}ien, se dice que la serie
Y ien fidi(e) es una expansion asintdtica en el sentido de Poincaré de la expresion

f(e) cuando e tienda a cero por valores positivos y se escribe
fle) ~ D fiile) (e =07
ieN
st y solo si para todo j € N se cumple
fle) = fibi(e) +0(6;(e)) (e —07).
i<j

La condicién para el término dominante de una expansion asintética coincide con la
de equivalencia asintética dada en la Definicién 0.3: f(e) = fodo(e) + 0(do(g)) con
fo # 0 equivale a lim,_,q+ % = 1; por eso se usa el mismo simbolo ~ en ambos

Casos.




CAPITULO 1
El problema con valores en la frontera de dos puntos,
para una ecuacion lineal homogénea singularmente perturbada

de segundo orden

En este capitulo, para introducir tanto el contexto de los problemas de per-
turbacién singular que exhiben la resonancia de Ackerberg y O’Malley, como las téc-
nicas involucradas en la aplicacién estandar del método de expansiones asintoticas
empatadas (fuente de la indeterminacién por resolver), se desarrolla el tratamiento
general del problema con valores en la frontera (p.v.f.) asociado a una ecuacién dife-
rencial ordinaria (e.d.o.) singularmente perturbada, lineal homogénea de segundo or-
den, sucesivamente cuando los coeficientes son constantes, cuando son variables pero
sin existir un punto de retorno, cuando son constantes excepto un punto de retorno
simple, cuando son variables incluyendo un punto de retorno simple pero sin darse
el caso excepcional de la resonancia de Ackerberg y O’Malley y finalmente, cuando
ademas satisfacen la condicién planteada originalmente por Ackerberg y O’Malley
en [2].

Si bien varios autores de trabajos relacionados con la resonancia de Ackerberg
y O’Malley hacen incursiones en el plano complejo, aqui el dominio serd limitado a la
recta real; especificamente, se tratard del intervalo cerrado [—1, L], donde L es un

nimero positivo dado. Las condiciones de frontera seran de tipo Dirichlet, a saber
y(—1,6) = AE) =S &4, y(Le) = BEe) =S B, (L1)
i=0 i=0

donde y(-,¢) es la funcién incégnita, € > 0 es el parametro de perturbacién y A y

B son dos funciones reales analiticas de ¢, dadas.



1.1 Ecuacidén con coeficientes constantes

Sea la e.d.o. de segundo orden, lineal homogénea con coeficientes constantes

ey’ +py +pgy = 0, 1<z <L, (1.2)

donde € > 0 es un pardmetro pequeno y los coeficientes p # 0 y ¢ son numeros
reales dados, independientes de ¢ por simplicidad (podrian depender regularmente
de &, en cuyo caso se asumiria que el limite de p cuando £ — 07 no es nulo).

Se considerara primero el caso p > 0. La ecuacion diferencial auténoma tiene

como autovalores los dos ntiimeros reales (al menos para ¢ suficientemente pequeno)

N
Me) = PEVP R _ P o
2e 5
y
-2
e = —q+0() (e = 0F).

p(e) =
P+ \/p? —4epq

La solucién del p.v.f. (1.2)-(1.1) es entonces dada por la expresién exacta

[A - Be—u(L-i-l)} e,\(x+1) + [B i AeA(L+1)] eu(ac—L)

y(z,e) = 1 — eO-m(L+D) (1.3)

donde, para aliviar las escrituras, no se mencioné la dependencia de A, B, A y u
respecto del parametro e.

De manera mas explicita, vale la aproximacion asintotica uniforme
y(z,e) ~ [Ao — Boeq(LH)] e PlEtb/e | poeal=a) (e = 0M). (1.4)

Esto indica que existe una capa de frontera para 0 < z 4+ 1 = O(e), en la cual la
solucién varfa con una pendiente abrupta de orden O(1/¢), desde el valor inicial

izquierdo lfmite A, hasta alcanzar el valor Bye?r+1) y empatarse entonces con la



curva suave Yp(x) = Bgeq(L_w), todo esto en forma aproximada.

Ejemplo 1.1. Para el p.v.f.

ey +y' +y=0, -1 <z <1/2, g€ (0,1/4),
y(-1) =y(1/2) =1/(1-e) =) &,
i=0
la aproximacion asintética (1.4) es y(z,e) ~ e'/277 — (e3/2 — 1) e"@TV/E (2 — 0F).

La Figura 1.1 muestra una comparacién de la aproximacion con la solucién exacta

para dos valores del parametro .

Figura 1.1: Solucién (en rojo) y aproximaciéon (en azul) para el Ejemplo 1.1. A la izquierda,
€ =0,1 y a la derecha, € = 0,05.

Si ahora se considera el caso p < 0, los mismos autovalores se escriben de
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manera mas adecuada como

Ae) = 2P = —q+0(e)

\V/D? —4epq —p

/02 — depg —
ue) = Y2 2?‘] p:@+q+0(8) (e = 07)

y la misma solucién exacta (1.3) admite la aproximacién asintética uniformemente

valida
y(z,e) ~ Age @t 4 [By — Age 1EFD] erEo)/e (2 — 0T), (1.5)

la cual indica una evolucién suave Yy(z) = Age 9@ desde 2 = —1 hasta una
vecindad O(e) de la frontera derecha, empatandose entonces con una solucién inte-
rior a una capa de frontera, no suave.

En efecto, en ambos casos, el limite de la solucién del p.v.f. cuando ¢ tienda a
cero es discontinuo en uno de los dos extremos del dominio (suponiendo, genéricamen-
te, Ay # Boed™ 1) por lo que no hay convergencia uniforme hacia una solucién
de la ecuacién no perturbada correspondiente a ¢ = 0 (tal ecuacién reducida es
pYy + pqYo = 0 y la satisfacen las funciones de la forma Yy(z) = constante x e~9%).

Para p > 0, se tienen los limites distintos

lim lim y(x,¢) = lim B elll—2) — B oa(L+1)
z——11T =07t y( ) r——1+ 0 0

lim lim y(z,e) = lim A(e) = A

e—0t z——11 y( ) e—0+ ( ) 0

y analogamente para p < 0,

lim lim y(z,e) = lim Age™ @) = A emaL+1)
x—L~ e—0t x—L~

lim lim y(x,e) = lim B(e) = By;

e—0t z—L— e—0t
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todo lo cual caracteriza el problema considerado como singularmente perturbado.

1.2 Ecuacidén con coeficientes variables, sin punto de retorno

Sea ahora la misma ecuacién (1.2) pero con coeficientes variables:
ey’ +p)y +p)gx)y =0, -1<z<L  0<e<l, (L6

donde p y ¢ son funciones suaves y se asume que no hay punto de retorno (abscisa
del intervalo [—1, L] en la cual se anule la funcién p). Esta hipétesis implica, en
particular, que la e.d.o. (1.6) no tiene soluciones oscilatorias y esto, a su vez, garantiza
que para cualquier € > 0 suficientemente pequetio, el p.v.f. (1.6)-(1.1) tiene una
solucién y una sola.

Se considerarda el caso p(x) > 0 para todo = € [—1,L]. Se espera entonces
un comportamiento de la solucién y(x,€) con estructura anédloga a la observada en
la situacion correspondiente con coeficientes constantes: una capa de frontera a la
izquierda y exterior a ella, una funcién suave determinada en primera aproximacién
por la ecuaciéon reducida.

Como, a diferencia de la seccién anterior, no se dispone de la solucién exacta,
se resolvera el p.v.f. en forma aproximada por el método de expansiones asintoticas
empatadas.

Primero, se asume para la solucién exterior Y una expansiéon asintotica
oo
Y(r,e) ~ Y Yi(x) (e —0"). (1.7)
i=0

Al insertar esta expansion en la e.d.o. (1.6) y al agrupar lo correspondiente a cada
potencia del parametro ¢, se deduce una ecuacion diferencial para cada término de

la expansion.
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El término dominante Yj, al satisfacer la e.d.o. de primer orden
p(x)Yg + p(x)q(z)Yo = 0,

puede cumplir con una sola de las dos condiciones de frontera, en este caso la derecha,
Yo(L) = By. Resulta
L
Yo(z) = By efw q(s) ds, (1.8)

El término siguiente debe satisfacer
p@)Y! +p(x)g(x)Y1 = =Yy,  Yi(l) =B

y resulta
L L
Yi(z) = [Bl+Bo/ %ds] eJa als)ds,

Se puede seguir similarmente, hallando mas términos sucesivos para la funcién exte-
rior a la capa de frontera.

Para determinar la solucién interior, se regulariza (localmente) la ecuacién
diferencial, eliminando la singularidad (el factor € de la derivada de mayor orden)

mediante el cambio de variable
z+1

g

(1.9)

que estira el ancho de la capa y convierte la pendiente O(1/¢) en una de orden uno
respecto de la nueva escala.
Multiplicando la ecuacién (1.6) por e, haciendo y(x,e) = z(t,e) y denotando

cada derivacion respecto de ¢ por un punto superior, se obtiene la e.d.o.

F4p(—l+et)i+ep(—1+4et)g(—1+et)z =0, 0<t<oo, (1.10)

condicionada al valor inicial z(0,e) = A(e), para cuya resolucién también se usard

una expansion asintética: z(t,e) ~ > e'z(t) (e — 0T).
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Como el término dominante z, debe satisfacer
Zo+p(=1)% = 0, 2(0) = Ao,

se obtiene

Zo(t) = Qo + (A() — ao)e*p(*l)t,

donde aqy es una constante de integracién que se va a determinar mediante empate
con el término dominante Y, de la solucién exterior.

Como para x fijo el cociente (x + 1)/e tiende al infinito cuando ¢ tienda a
cero por valores positivos, se interpreta la “salida” de la capa como un limite cuando
t — oo, y como cuando ¢ tienda a cero la capa se reduce a la abscisa inicial, se
interpreta la “entrada” en la regién exterior como un limite cuando x — —1%. Por
esto, se impone como condiciéon de empate

lim 25(t) = lim Yy(x), (1.11)

t—00 r——1*1

y viene ag = Bgefflq“) 4 resultando
2o(t) = Bpelralds 4 (A(] — Byel51a) ds) e P (1.12)

Ahora, la solucién y(z,e) se comporta, en primera aproximacion, como zo(t)
en la capa de frontera y como Yy(x) fuera de ella, ambas funciones teniendo el valor
comun ag en una asumida region de superposicion. Cancelando la duplicacion, una

aproximaciéon asintotica uniforme viene dada por la expresién compuesta
+1 +
y(z,e) ~ Yo(x) + 20 (2) — ao (e = 07),

donde, de hecho, la contribucién z ((x +1)/ 5) —ayp de la solucién interior es trascen-
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dentalmente pequena fuera de la capa:
y(z,e) ~ Byels ats)ds (Ao — Bpelt19) ds) e PEDEED/E o 50T (1.13)

Si se particulariza este resultado al caso tratado en la seccion anterior, suponiendo
constantes las funciones p y ¢, se comprueba perfecta consistencia ya que la apro-
ximacion (1.13) se reduce precisamente a la (1.4).

Para obtener mas términos de la expansién asintdtica interior, se desarrollan

los coeficientes p y ¢ de la e.d.o. (1.10) en series de Taylor,

—1+et) Zep q(—1+et) Zaq —.
El primer término correctivo z; debe entonces satisfacer
G +p(=1)4 = —p'(=1D)téo — p(—1)q(—1)z0, z1(0) = Ay

y se obtiene

2(t) = ar+ (A — ar)e PV — (1) Byel 49005

L /(— /(— —p(—
+ (Ao - Boefflq(s)ds) {—%ﬁ + [q(—l) — Z;((fll))] t} e Pt

donde a; es una nueva constante de integracion.

Como im0 |21(t)] = o0 si g(—1)By # 0, el procedimiento de empate no
es inmediato como en el caso anterior. Si se usa la regla de Van Dyke (ver Van
Dyke [163] o, por ejemplo, Laforgue [93, Capitulo 7]), practicamente se identificard
el resultado de expresar (Yp+¢Y7)(—1+¢ct) hasta el orden ¢ y volver a la variable

x, con el resultado de expresar (zo +¢ez1)((z + 1)/¢) hasta el orden e. Aplicando
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asi esta regla, se tiene por una parte

(Yo +eYq)(—1+et)
= {Bo +e {31 + By # ds} } ef—L1+€tq(s) ds

—1+et

L
= {Bo—l—e {Bl—i-BO/ %ds}}ele‘I(S)ds[l—q(—l)at]—|—---
L

= [Bo +eBy +eBy T gs — e Byg(—1) } elfvards 4

[ =
s

= [Bo +eB) +eBy | TETE) g Big(—1)(x + 1)} eltrads o

y por otra parte
(20 +e2) () = Boef—lq f+eay) — q(—l)Boef—LIQ(s) Bl 1) +--
Las dos funciones resultantes son idénticas con sdlo tomar

L
a; = | By +Bo/ P (5)=d'(s) ds ef—qu(s)ds
1 p(s)

ademas, ellas indican los términos comunes a las expansiones exterior e interior,
lo cual permite, cancelando tal duplicacion, establecer la aproximacion asintética

compuesta cuando € — 0"

L
y(r,€) ~ (Bo [1+s/ st} +gBl) els ale)ds

{ (Ao = Boe 199} (—240 (412 4 [q(~1) = 55| (o + 1) +1)

L 2 i
O T e e

valida uniformemente.

El caso p(x) < 0 para todo x € [—1, L] es andlogo, con la diferencia de que

se tiene una capa de frontera a la derecha y no a la izquierda, con un decaimiento
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de la solucién interior al salir de la capa dado por la funcién

P (L-)/e.

siendo crucial para tal amortiguamiento la negatividad del coeficiente p(L), como
era crucial la positividad del factor p(—1) en el caso anterior. Es nitida la relacién
entre la posibilidad de una capa de frontera y el signo en ese lugar del coeficiente de
la primera derivada en la e.d.o.: si p > 0, no puede darse una capa a la derecha; si

p < 0, no puede darse una capa a la izquierda.

1.3 Ecuacion con coeficientes constantes, excepto un punto de retorno

tnico y simple

Se incluye ahora la existencia de un punto de retorno en el interior del intervalo
[—1, L], especificamente en x = 0 (sin pérdida de generalidad). Suponerlo tnico y
simple implica que el coeficiente de la primera derivada, en los subintervalos [—1,0)
y (0, L], no se anula y tiene signos constantes y opuestos. Se asumira positivo a la
izquierda y negativo a la derecha.

Estas hipdtesis corresponden al marco escogido por Ackerberg y O’Malley
[2] para presentar su fendmeno de resonancia, pero se deja para la ultima seccién
de este capitulo asumir una hipétesis adicional (no genérica; es decir, excepcional)
indispensable para que se produzca tal resonancia. Ademas, se deja para la proxima

seccion el caso general con coeficientes variables y se considera primero la e.d.o.

ey’ —pry' +py =0, —1<z<L,  0<e<], (1.14)

donde los factores p > 0 y ¢ son constantes.
Como en la Seccion 1.1, es posible determinar la solucién exacta del p.v.f.
(1.14)-(1.1), y deducir de ella su comportamiento asintético aproximado en términos

de capas de frontera y solucién exterior.
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El cambio de variable
bt
2e

transforma la ecuacién (1.14), restringida al intervalo [—1,0] 6 [0, L], en la e.d.o.
1 q

ti+(=—t)g+2y =0

Y+ (2 ) Y+ 23/ )
restringida al intervalo [0, p/(2¢)] o [0,pL?/(2¢)]. Se trata de la ecuacién de Kum-
mer tj + (b —t)y —ay = 0, con pardmetros a = —q/2 y b = 1/2. Una solucién
es la funcién de Kummer M(a,b,t) y otra linealmente independiente (entre otras)
es 1 °M(1+ a —b,2 — b, t). Abramowitz y Stegun [1, pdgina 504] suministran el

comportamiento asintotico

M(a,b,t) = %ettab 1+0(1/H)]  (t— o). (1.15)

Sin embargo, no mencionan conjuntamente las restricciones para el uso de esta
férmula, la cual es obviamente incorrecta en el caso excepcional pero factible de
una funcién de Kummer que resulte polinomial (como se vera mas adelante en este
trabajo). Como en esta seccién se aparta el caso excepcional de la resonancia de
Ackerberg y O’Malley, se podra usar (1.15), precisamente restringida a dilucidar el
caso general sin resonancia.

Sean entonces

Mo(—a 1 ope? 1-q 3 pz?
( )def ( 272’25) ( )def xM(Q’Q’Qe
n\r,e) = € Y\T,€) = )
qg 1 p 1— 2
a1l p q 3 pL
( 272725) L/\/f<2 y 5 25)

soluciones linealmente independientes de (1.14), respectivamente par e impar, nor-
malizadas para satisfacer y;(—1,¢) = 1 e y2(L,e) = 1. Luego la solucién del

p.v.f. (1.14)-(1.1) puede escribirse como

Wi(z) —yi(L) y2(2)] A + [yo(z) — w1 () y2(=1)] B
1 —yi(L)ya(—1)

y(z,e) = (1.16)
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donde, para aliviar la presentacién, se ha omitido la dependencia de A, B, y; e y»
respecto del parametro e.
Del comportamiento asintético de M (a,b,t) en (1.15) se deduce el de las

funciones y; e y, cuando /z/x — 0,

yi(z,e) = |a| 7 Ler@ D) [1 4 O(y/e /)]
ya(w,€) = op(L|x))" e/ [1 4 O(Ve /)]

donde o, = signo(x), y su uso en la solucién exacta (1.16) implica

ylrse) = fol o (1) eret e 4y 1 () Larteret 20 ] [140 ()]
||~ 1p(22-1)/(2¢) 4 Ao [1 + O(\/e/z)] siz <0

(L/z)1t1er@* =10/ B (14 O(y/e/z)] siz >0  (ve/z —0).

Como M (a,b,0) = 1, también se obtiene

y(O,e) _ (2\312) (28)(114-1)/2 |:A0€25 —|—B Lq+l [1—#0(\/_)} (8—) O+)

Se tiene ahora la informacion suficiente para concluir:

Proposicién 1.1. La solucion del p.v.f. (1.14)-(1.1) presenta capas de frontera en
ambos extremos del dominio y fuera de ellas es trascendentalmente pequena, es decir
nula como expansion en potencias de €. Una aproximacion asintotica uniformemente

valida es

y(x,6) ~ Age PEtD/E 4 poelrle=L)/e (e = 07). (1.17)

Demostracién. Si z +1 = O(g) cuando ¢ — 0T, existe ¢ = O(1) tal que
x = —1 + et; entonces y(z,e) = | — 1+ et| 7 exp{p[(—1 + et)* — 1]/(22) } 4Ap[1 +
O(vZ)] = expl—pt + O(e)] Ao[1 + O(y/E)] = Ao expl—p(z+1)/e] + O(VE ). Si & <0
y £+ 1 # O(e), dado un nimero positivo cualquiera M, se tiene —1+ Me < z < 0

para todo e suficientemente pequetio. Entonces |y(z,¢)| < |z|™ exp[p(—M +
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M?e/2)]|Ao|[1+O(y€)] < 2|Ag| exp(—pM) si ¢ es suficientemente pequenio. Luego
y(z,e) = o(e") para todo n € N. Si L —x = O(e) cuando ¢ — 07, existe
t = O(1) tal que © = L — et; entonces y(z,e) = |L/(L — et)|" exp{p[(L —
et)? — L?]/(2¢) } Bo[l + O(v/2 )] = exp|—Lpt + O(e)]By[1 + O(v/2 )] = By exp[Lp(z —
L)/e] + O(y/e). Si >0y L—=x # O(e), dado un nimero positivo cualquiera
M, se tiene 0 < x < L — Me para todo ¢ suficientemente pequeno. Entonces
[9(@,)] < [L/a] exp[p(—LM + M?e/2)]|Bo|[1 + O(VE)] < 2/Bo| exp(—LpM) si

e es suficientemente pequeno. Luego y(z,¢) = o(e™) para todo n € N, |

Ejemplo 1.2. La solucion exacta del p.v.f. singularmente perturbado

ey’ —ay —y =0, y(—=1) =y(1) =1

z2—1

2e

es y(z,e) = exp(%5=—) y su aproximacion asintotica (1.17) es

y(,e) ~ e”@HD/E L le=ble (o 5 of).

La Figura 1.2 (pagina siguiente) muestra una comparacién de la aproximacién con

la solucion exacta para dos valores de e.

1.4 Ecuacion con coeficientes variables y punto de retorno tinico y simple

Sea ahora la misma ecuacién (1.14) pero con coeficientes variables
ey” — ap(z)y + p(z)q(x)y = 0, 1<z <1, 0<exk 1, (1.18)

donde p y ¢ son funciones suaves y p(z) > 0 para todo = € [—1, L].

Se espera que la solucién del p.v.f. (1.18)-(1.1) tenga una estructura analoga
a la observada con coeficientes constantes: capas de frontera en ambos extremos del
dominio y entre ellas una solucién exterior asintéticamente nula. Se va a aplicar el

método de expansiones asintéticas empatadas.



20

Figura 1.2: Solucién (en rojo) y aproximacion (en azul) para el Ejemplo 1.2. A la izquierda,
e =0,2 y a la derecha, € = 0,1.

Para la capa de frontera izquierda, el cambio de variables
t = (z+1)/e, z(t,e) = y(x,¢e)
transforma la ecuacién (1.18) en
Z4+ (1 —et)p(—=1+et)z +ep(—1+et)qg(—1 +et)z =0, 0<t<oo

y los dos primeros términos de la expansion interior z(t,e) ~ > "2 e'z(t), al satis-
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facer

Zo+p(—=1)% = 0, 20(0) = Ao,

Z1+p(=1)z1 = tp(—=1)Z0 — p(—1)q(—1)20, 21(0) = Ay,
deben tener las formas

20(t) = ag+ (Ag — ag)e ™!
2(t) = a + (A — (11)6_p(_1)t — apq(—1)t

+ (Ao — ao) {f@t? +[a(=1) + 1]t} e P(~Dt

donde ay y a; son constantes de integracion.

Para la capa de frontera derecha, el cambio de variables
t = (x—1L)/e, z(t,e) = y(x,¢)
transforma la ecuacién (1.18) en
Z—(L+cet)p(L+et)z+ep(L+cet)g(L+ct)z =0, —00<t<0

y los dos primeros términos de la expansién interior z(t,e) ~ >~ e'2(t), al satis-

facer

Z:o — Lp(L)Zo = O, Zo(O) = Bo,

Z — Lp(L)Z, = tp(L)zo — p(L)q(L)zo, 21(0) = By,
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deben tener las formas

ZO(t) == bO + (BQ - bo)eLp(L)t
2(t) = by + (By — by)e ™t — il

+ (B — bo) {I%ﬂ — —q(LL)Ht} eLp(L)t,

donde by y by son constantes de integracién.

Ahora, la ecuacién reducida, simplificada por p(z) > 0, es
—zYy + q(2)Yy = 0, —l<z<L.

Tiene una singularidad en x = 0 que puede ser removida para funciones q
excepcionales, como por ejemplo cuando ¢(z) = xr(x) con r suave, pero en general
no es el caso. Queda entonces como tnica solucién admisible la idénticamente nula
Yo(x) = 0. Esto, a su vez, implica el mismo resultado para los demés términos, ya
que han de satisfacer —2Y; | + q(2)Yi1 = =Y /p(x) = 0 para i =0,1,2,---. Se
obtiene pues

Y(x) ~ iai() (e = 01). (1.19)

Las condiciones de empate al orden uno, lim; ., z(t) = 0 a la izquierda y
lim; , o 20(t) = 0 a la derecha, determinan respectivamente ag = 0 y by = 0. Ha-
biendo quedado eliminados los términos lineales en las funciones z, las condiciones
de empate al orden ¢, lim; , 21(t) = 0 a la izquierda y lim;, o, 21(t) = 0 a la

derecha, determinan respectivamente a; =0 y by = 0.
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Una aproximacién asintética uniformemente valida es entonces

y(a:,s) ~
(AO {p(Q—EI) (z+ 1)+ [q(=1) +1)(z + 1) + 1} + &41) o—P(—D)(@+1)/e
+ (BO {pég) (L —x)* + CI(L_L)H(L — )+ 1} + 831> oLp(L)(a—L)/e

(e = 0%);

evidencia como previsto las dos capas de frontera separadas por una solucién exterior

(trascendentalmente) cercana a cero.

1.5 Ecuacién con la condicién de Ackerberg y O’Malley

Ackerberg y O’Malley [2] consideraron la ecuacién (1.18) de la seccién anterior
ey” — zp(z)y + p(z)q(x)y = 0, 1<z <L, 0<exk 1, (1.20)

donde p y ¢ son funciones analiticas y p(z) > 0 para todo x € [—1, L], imponiendo

adicionalmente la condicién especial
q(0) e N={0,1,2,...}. (1.21)

La ecuacién reducida —zp(x)Yy +p(z)q(x)Yy = 0 admite entonces la solucién

suave

Yo(z) = koa'® exp [ /0 des] (1.22)

S

para toda constante ky € R, y esto permite que la solucién en el intervalo abierto
(—1, L) no sea asint6ticamente nula en todos los érdenes como en la situacién general;
por eso Ackerberg y O’Malley calificaron de resonancia a tal fendmeno excepcional.
Se puede interpretar la constante multiplicativa ko (todavia por determinar...)

como la amplitud de la resonancia.
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El empate de las soluciones interiores limites, obtenidas en la Seccién 1.4, con
la funcién exterior (1.22) da ahora ag = Yo(—1) y by = Yo(L). Se tiene entonces

como ansatz de aproximacion asintotica uniforme
y(w,€) ~ Yo(w) + [Ag — Yo(=1)]e PEVEHDE L [By — Vo(L))er W=D/ (1.23)

pero la constante ky queda indeterminada después de completada la aplicacion del
método de expansiones asintéticas empatadas para la primera aproximacion. En
algunos problemas a los cuales se aplica este método, una indeterminacion semejante
se resuelve al efectuar el empate en los érdenes siguientes (ver Bender y Orszag [8]),
pero no es el caso aqui.

Este fracaso de un método tan importante, de uso muy generalizado, es la
razon principal del impacto que produjo el articulo de Ackerberg y O’Malley, el cual
fue respondido por numerosas investigaciones publicadas desde entonces hasta el dia
de hoy. Algunas de ellas propusieron métodos externos a las expansiones asintéticas
empatadas para lograr resolver la indeterminacién sobre la amplitud de la resonancia;
el préximo capitulo describe varios de estos métodos.

Sin embargo, otras de estas publicaciones [115,128 ...] enfocaron el estable-
cimiento de condiciones necesarias y/o suficientes para que se dé este tipo particular
de resonancia. En efecto, en el marco de la ecuacién (1.20), la condicién (1.21) es
realmente insuficiente. Por ejemplo, en general, la ecuacion exterior correspondiente
al término Y; tiene una nueva singularidad aun cuando se haya cumplido con el
requisito (1.21), lo cual implica que no hay resonancia si no se restringen mucho méas
los coeficientes p y ¢ (se propusieron series infinitas de condiciones).

Resulta que los casos conocidos en los cuales ha sido demostrada la ocurrencia
de la resonancia de Ackerberg y O’Malley son principalmente la familia de ecuaciones

de Hermite singularmente perturbadas

ey —xy +qy=0  congq€N, (1.24)
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la familia de ecuaciones (asociadas a un tiempo de salida en Probabilidades Apli-
cadas) con ¢ = 0 y punto de retorno de orden impar (una generalizacién respecto

del planteamiento original)

ey — 2™ p(z)y’ =0  conm€€Nyp>0, (1.25)
y ecuaciones particulares cuya funcion ¢ depende ademas del parametro ¢, de ma-
nera bien especifica, o con término no homogéneo también con dependencia bien
especifica de ¢, siendo trascendentalmente pequeno el rango de valores de un término
critico para que se dé la resonancia (ver, por ejemplo, Kopell [63,64]), saliéndose en
tal situacion del marco de la analiticidad.

En todos estos casos, el ansatz (1.23) de aproximacién asintética uniforme,
mientras la constante kg no esté determinada, oculta la estructura efectiva de la
solucién del p.v.f.: pareciera que existen capas de frontera en ambos extremos del
dominio, lo cual en realidad sélo ocurre en una circunstancia particular (a saber,
cuando L tenga el valor especial L que anula la integral sobre todo el dominio
del término que multiplica la primera derivada en la e.d.o.: fi xp(z)dr = 0); en
general, el valor de ky es precisamente el que cancela una de las dos capas de frontera.
Esto hace todavia mas importante la tarea de lograr determinar la amplitud de la

resonancia.




CAPITULO 2

Métodos conocidos para resolver la indeterminacién

Para remediar el fracaso del método de expansiones asintoticas empatadas en
el caso de la resonancia de Ackerberg y O’Malley, algunos autores propusieron utilizar
otro método desde el principio. Por ejemplo, Ackerberg y O’Malley, en su propio
articulo, usaron el cldsico método WKB (o WKBJ); Watts [171], Zauderer [176]
y Matkowsky [115] usaron aproximaciones asintéticas mas precisas definiendo vari-
ables interiores mds sofisticadas; Lakin [105] construyé series formales en términos de
funciones parabdlico-cilindricas, uniformes en todo el dominio; Kreiss y Parter [66]
recurrieron al principio del maximo; Kopell [63,64], en un enfoque geométrico, es-
tudid ciertas variedades invariantes de soluciones; de Groen [23-25] aplicé andlisis
espectral; Georgiou y Olmstead [44] reformularon el problema como una ecuacién
integral y aplicaron una condicién de solubilidad; O’Malley y Ward [142] enfocaron
la ecuacion en derivadas parciales parabdlica correspondiente, cuya solucién converge
muy despacio (dinamica metaestable) hacia la solucién resonante como estado esta-
cionario; usaron analisis espectral (ver también Laforgue [77] para una aplicacién
més directa de la misma idea). Todos estos métodos, desligados del de expansiones
asintoticas empatadas, no se analizaran aqui.

Este capitulo presenta tres métodos que resuelven la indeterminacion par-
tiendo del propio ansatz de aproximacion uniforme obtenido por el método de ex-
pansiones asintoticas empatadas. Para la ilustracion de estos métodos, se aplicaran
al ejemplo méas sencillo de resonancia de Ackerberg y O’Malley, que es a la vez la
ecuacion singularmente perturbada de Hermite la méas simple (¢ = 0) y la versién

la mds simple de las ecuaciones asociadas a un tiempo de salida (m =0, p=1):

ey’ —xy =0, —1<az<L, 0<ex 1, (2.1)
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donde L € (0,00), con las condiciones de frontera usuales

y(—1l,e) = A(e) = ieiAi, y(L,e) = B(e) = igiBi, (2.2)

donde, por simplicidad, se asumird AgBy # 0.

Al aplicar el método de expansiones asintéticas empatadas a este ejemplo tal
como hecho en la Seccién 1.5, se obtienen una solucién exterior constante y soluciones
interiores exponenciales simples, de donde la aproximacién asintética compuesta to-

davia indeterminada
y(z,e) ~ ko + (Ag — ko)e” @HV/E 4 (By — ko)ele=D/e (e — o). (2.3)

La tarea es la de hallar cémo ko depende de (Ag, By) y sobre todo de L. La
respuesta discriminada correcta a conseguir puede derivarse aqui de la resolucién

exacta.

1—z2
2e

Al multiplicar la e.d.o. (2.1) por el factor no nulo exp(45%), se obtiene una

z2—1

derivada exacta: [y'e(=*")/29)]" = 0, de donde y'(z,e) = c1(e) exp(52L) v luego

y(z,e) = ci(e) I(x,€) + ca(e), donde

e * 2_1
I(z,¢) d:f/ exp(s 5 )ds
0

y (cl (), 02(5)) es un par de constantes de integracion, las cuales deben satisfacer

—c1(e)I(1,e) + co(e) = A(e) v c1(e) I(L,e) + co(e) = B(e). Resulta

A(e)I(L,e)+ B(e) I(1,e) + [B(e) — A(e)] I (x,¢)
I(L.e)+I(1,2) ‘

y(r,e) = (2.4)

Para elucidar el comportamiento asintotico oculto en esta férmula, es necesario

estimar I(z,e) cuando ¢ — 0%; primero se hard para x = 1.

Lema 2.1. Sea la funcion f:(—o00,1/2) — (0,00) tal que f(t) =1/v/1—2t para



28

todo t < 1/2. Su i-ésima derivada es

FOt) = (H 12) — 1|>/(1 — 2t)"H1/2 para todo © € N.
=0

Demostracion. La féormula es cierta para ¢ = 0. Al ser cierta para algin 7 € N,

1) = (TTisol2i — 1) (=i = D(=2) /(1= 2002 = (T4 125 - 11) /(1 -

2t)(+1+1/2 Por el Principio de Induccién, la férmula es cierta para todo i € N. O
Proposicién 2.2. Se cumple

I(1,€) ~ Zeih 12 —1] (e —07). (2.5)

Demostracién. En la integral I(1,¢) = fol exp(

de integracién s por ¢t = (1 — s?)/2, de donde s = /1—2t. Asi, I(l,e) =

s2—1
2

- )ds, se cambia la variable

f01/2 f(t)e /= dt, con f la funcién definida en el Lema 2.1. Para no seguir con una

o—1/(3¢)

V3
Luego I(1l,¢e) = 01/3 f(t)e e dt + 0(6571) cuando ¢ — 07. Ahora, se integra por

integral impropia, se observa que fll/; f(te tedt < e71/69) fll/; ft)dt =

partes n veces:

1/3 noo , 1/3
/ Fye e dt = =3 el i p)etle| +/ " f™ (t)e Ve dt
0 i=1 0
= Zgif(i—l) (0) + O (5@%) —+ R<€>
=1

donde 0 < R(e) < f™(1/3) [/ eret/edt = fM(1/3)(1 — e V/3))em 1. Luego,
I(1,e) = Y e fD(0) + O(e"*!) cuando € — 0F. El Lema 2.1 aporta la con-

clusién. O

Proposicién 2.3. Si x # O(y\/e) cuando € — 07, se cumple

I(z,2) ~ exp <m22; 1) 3 xf_l 1:[ 2 -1 (Ve/r—0).  (2.6)

i=1 3=0
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Demostracién. En la integral I(z,¢) fo exp( ) ds, se cambia la variable de

2¢e

integracién s por o = s/z, de donde s = zo. Asi, I(x,¢) fo exp( )a: do =

xexp(m _1) fo exp(u) do = xexp(””zgl

la conclusién. 0

)I(1,e/2?). La Propos1c1on 2.2 aporta

Proposicién 2.4. Si x = O(y/e) cuando ¢ — 0T, se cumple

I(z,e) = O (Ve /) (e —0™). (2.7)

Demostracién. En la integral I(z,¢) fo exp( ) ds, se cambia la variable de

2¢e

integracién s por o = s/ /e. Asi, I(x,e) = exp(;—e)fom/\[exp(az/Z)\/Edo. Como

z/y/e = O(1) cuando ¢ — 0%, la conclusién sigue. O

Ahora se puede interpretar la solucién exacta (2.4). Por la Proposicién 2.3,

I(L,e) ~ %exp(ngl) cuando ¢ — 07; luego el orden de magnitud de I(L,¢)
depende de manera supersensible de la posicion de L respecto a 1, y es necesario

distinguir los tres casos L <1, L=1y L> 1.

Proposicién 2.5. Si L =1, la solucion del p.v.f. (2.1)-(2.2) presenta dos capas de
frontera, la amplitud de resonancia ko es el promedio de los valores impuestos en la
frontera al orden uno, y una aproximacion asintotica uniformemente valida es

Ay + By +A0—BO 6—(:15—1— 1)/5+BO — Ao e(:z:— 1)/e

: 5 5 (e — 07). (2.8)

y(z,e) ~

Demostracién. Si L = 1, la solucién exacta (2.4) se simplifica en y(x,e) = A+B +

B—A I(z)
2 I(le)”

—AO;BO + O(g) y como exp[(xzx — 1)/e] = o(e") (¢ — 0T) para todo n € N, la

Si x = O(y/e) cuando ¢ — 07, la Proposicién 2.4 implica y(x,e) =

conclusién sigue para este rango de valores de x. Si z # O(y/e) cuando ¢ — 0%,

Aoty D exp( 1) 4+ O(e). Si
—A — x2— z

Bozx b= AOQBO +0(e) vy 251 = _%1 +

Ok = —(z+1)/e+ O(e), luego y(z,e) = Actbo 4 do=Boe=(etl)/e 4 O() y como

las Proposiciones 2.2 y 2.3 implican y(x,¢) =

r=—14+0(¢) cuando ¢ — 0, entonces
(z+

2e
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exp[(z—1)/e] = o(e") (¢ — 01) paratodo n € N, la conclusién sigue para este rango

de valores de z. Si 1—z = O(g) cuando ¢ — 0%, entonces iAo = Bo—do 4 O(g) y

ot (1) Oe), g o) = 38+ Bastateb 4 ()

y como exp|—(x + 1)/e] = o(¢") (¢ — 0") para todo n € N, la conclusién sigue
para este rango de valores de x. Finalmente, si z # O(y/2) y 22 —1 # O(g) cuando
e — 0%, como exp[(+z —1)/e] = o(e") (¢ — 0T) para todo n € N, la conclusién

sigue para los restantes rangos de valores de . a

Proposicién 2.6. Si L < 1, la solucién del p.v.f. (2.1)-(2.2) presenta una sola capa
de frontera, a la izquierda, la amplitud ko de la resonancia es el valor impuesto en la
frontera derecha al orden uno, y una aprorimacion asintotica uniformemente vdlida

es

y(x,€) ~ Bo+ (Ag— Bo)e~ @+ /e (o oty (2.9)

Demostracién. Si L < 1, entonces I(L,e) < I(l,e) cuando ¢ — 0T y la
solucién exacta (2.4) se simplifica en y(z,e) = [B +(B—A)le ) } [1 +0 < ]i:))ﬂ

(e = 0%). Si x = O(y/e) cuando ¢ — 07, las Proposiciones 2.2 y 2.4 implican
y(z,e) = By+ O(e) y como exp|—(z+1)/e] = o(e™) (¢ = 0T) para todo n € N, la

conclusién sigue para este rango de valores de x. Si x # O(y/2) cuando € — 07, las

Proposiciones 2.2 y 2.3 implican y(x,e) = By + BO;AO exp(ngl) + O(e). Los casos
r=-14+0() y 22 —1# O(¢e) cuando ¢ — 0T se tratan como en la demostracién

anterior (aqui no hay caso 1 —x = 0(e) yaque x < L < 1). O

Proposicién 2.7. Si L > 1, la solucién del p.v.f. (2.1)-(2.2) presenta una sola capa
de frontera, a la derecha, la amplitud ko de la resonancia es el valor impuesto en la
frontera izquierda al orden uno, y una aprorimacion asintotica uniformemente vdlida
es

y(1,8) ~ Ao+ (Bo — Ag) e = L)/e (e 5 o), (2.10)

Demostracién. Si L > 1, entonces I(L,e) > I(l,e) cuando ¢ — 07 y la

4] [rro ()]

solucién exacta (2.4) se simplifica en y(x,e) = |A+ (B — A)
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(e = 0%). Si x = O(y/e) cuando ¢ — 0%, las Proposiciones 2.3 y 2.4 implican
y(z,e) = Ag+ O(e) y como exp|[L(z — L)/e] = o(e™) (¢ — 0F) para todo n € N,
la conclusién sigue para este rango de valores de x. Si x # O(y/g) cuando ¢ — 0F,
las Proposiciones 2.2 y 2.3 implican y(z,¢) = Ay + (By — Ao) % exp(%) + O(e).

Si L —x = O(g) cuando ¢ — 07, entonces (By — Ag)2 = By — Ay + O(e) y
x2_172 L(fo)

(a—
P € + 2

de valores de z. Si x # O(y/g) y 2> — L* # O(e), como exp|L(z — L)/¢] = o(e")

EL)Q = L(z—L)/e+0(¢), luego la conclusién sigue para este rango

(¢ = 07) para todo n € N, la conclusién sigue para los restantes rangos de valores

de z. O

En todo lo anterior, se ha supuesto que la extensién del dominio es indepen-
diente del parametro de perturbacién e; es decir, L € (0,00) queda fijo cuando
e — 0. En particular, se utiliz6 esta hipdtesis en las Proposiciones 2.6 y 2.7 al
considerar el valor de la integral I(L,e) trascendentalmente pequeno o grande, res-
pectivamente. En estas condiciones, la estructura de la solucién bifurca de manera
catastrofica cuando L pasa por el valor critico L = 1: una capa de frontera en
un extremo queda sustituida instantaneamente por un par de capas, el cual queda
sustituido instantaneamente por una capa de frontera en el otro extremo. Ademas,

las soluciones interiores son discontinuas en L = 1:

7é lim [BO + (AO — Bo)e_(cﬁ_l)/s} s
L—1—

2 2
Ay + By By — Ay z—1)/e P L(z—L)/e
9 + 9 6( )/ 7é Lligh [AO + (B() — Ao)e ( )/ ] .

Skinner [156] mostré que se puede conseguir un comportamiento uniforme si

se considera L como otra variable independiente. Se supondra a partir de ahora
L =1L =) &L  conLy>0.
=0

En este nuevo contexto, las Proposiciones 2.6 y 2.7 son claramente validas para
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Lo <1y Lo > 1, respectivamente. Para Ly = 1, la Proposicién 2.5 queda sustituida

por:

Proposicién 2.8. Si L(s) = 14¢eL; + O(?) (e = 01), la solucidn del p.v.f. (2.1)-
(2.2) presenta dos capas de frontera, la amplitud de resonancia ko es funcion suave

de Ly y satisface

Ao+ B
lim k’o(Ll) = Bo, k’o(O) = M lim kO(Ll) = AO

L1~>foo 2 ’ L1~>OO
y una aproxrimacion asintotica uniformemente valida es

L
Ao + By Ao =By —(x+1)/e | Bo=Ao o L(e)]/e

+
el +1 eln +1 1+e I (5= 0%).

(2.11)

y(w,e) ~

Demostracién. Si L(s) = 1 +¢eL; + O(e?) (¢ — 0T), entonces exp[—LQ(Z—l} =
elr + O(e) y la Proposicién 2.3 da I(L(g),e) = e’ + O(e?). La solucién exacta

(2.4) se simplifica en y(z,e) = Ao +Bo 4 Bo—do 1(32,5) + O(g). Si z = O(y/e)

el141 el141
o x = —1+ O(e), la demostracién es andloga a la de la Proposicién 2.5. Para
221
x # O(y/2) se tiene I(”;’a) ~ exp(x% ) si L(e) =z = O(e), entonces £ =1+ O(e)
32— z—L(£)]? L(e)|[z—L(e L2(e)— x—L(e
y B2 = beLOP | MOy LO1 _ 22lE 4L 4 O(e), Tuego y(s,e) =
AO:LLll:lBO + f 2::‘10 elr=LEl/eel 1 O() y la conclusion sigue para este rango de valores

de x. Finalmente, ella sigue para los rangos restantes de manera analoga a la Pro-
posicién 2.5. 0

En las tres secciones que siguen, se presentan sendos procedimientos que re-
suelven, cada uno de manera bien diferente, la indeterminacion sobre ky dejada por

el método de expansiones asintéticas empatadas.

2.1 Simetria (Lagerstrom)

En el caso especial de una ecuaciéon diferencial con dominio simétrico ¢ —r <

x < c+r y con la propiedad de paridad: “si y(c+-) es solucién entonces y(c—-) es
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solucién” o la de imparidad: “si y(c+-) es solucién entonces —y(c—-) es solucién”,
se puede usar un método simple para resolver la indeterminacion, traduciendo la
existencia de esta simetria en una condicién de paridad o imparidad sobre la solucion.
Esto requiere por una parte tener garantizada la existencia y unicidad de la solucién
del problema y por otra parte, tener impuestos en la frontera valores que respetan la
propiedad de paridad o imparidad detectada. Sin embargo, cuando no se cumpla esta
ultima condicién, Lagerstrom [103] observa que se puede aprovechar la linealidad
de la e.d.o. para trasladar la funcién incégnita mediante una solucién particular
apropiada de tal modo de obtener valores adecuados en la frontera (una técnica
comun en el manejo de las ecuaciones en derivadas parciales lineales, para hacer
homogéneas condiciones de frontera no dadas asi).

Para las ecuaciones lineales homogéneas, las propiedades de paridad e impa-
ridad vienen juntas, luego basta conseguir valores fronterizos que permitan una de
las dos propiedades. Kevorkian y Cole [61, pdgina 73] detallan el proceso para la
ecuacién de Hermite con ¢ = 1, imponiendo paridad. Aqui, con ¢ = 0, se impondra
imparidad, como se vera.

Primero se observa que el dominio propuesto [—1, L(¢)] no es a priori simétri-
co respecto del origen, por lo que en general, el método de simetria no seria aplicable
(ver, sin embargo, mas adelante). Se asume L(g) = 1 y se pasa a tratar este caso
especial.

Segundo, es inmediato verificar que la e.d.o. ey’ — xy’ = 0 es invariante bajo
la transformacién x +— —z, puesto que si u(z) = y(—=x), entonces v'(z) = —y/(—x)
y u"(z) = y"(—x); luego, partiendo de la evaluacién de la e.d.o. en —z, se tiene
0=cy(—x) — (—2)y'(—z) = eu” + x(—u') = eu” — zu/, la misma ecuacion.

Tercero, suponiendo genéricamente |A(e)| # |B(g)|, se observa que la e.d.o.
admite las funciones constantes como soluciones particulares. Luego se define la tras-

lacién v =y — C(e), donde la constante C(e) se va a determinar convenientemente.
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La nueva incognita u debe satisfacer el p.v.f.

eu” — zu' =0, u(—1,e) = A(e) — C(e), u(l,e) = B(e) — C(e).

Se ve que no se puede imponer u(—1) = wu(1l) si A(e) # B(e), pero si se puede

imponer u(—1) = —u(1), haciendo
of A B
(o) (e) + B(e)
2
en cuyo caso las nuevas condiciones de frontera son u(—1) = [A(e) — B(¢)]/2 vy

u(1) = [B(e) — A(e)]/2.

Ahora bien, las dos funciones u y —u(—-) satisfacen tanto la e.d.o. como las
condiciones de frontera. Como el p.v.f. tiene una unica solucién, ésta tiene que ser
impar:

uw(—z) = —u(z) para todo = € [—1, 1]. (2.12)

La aproximacién asintética compuesta (indeterminada) de esta solucién u es

u(z,e) ~ ko + (252 — k) e~(@+1)/e (BosAo — k) ez —1)/e (e —0%).
La condicién (2.12) de imparidad sobre la funcién w impone ko = 0 y u(z,e) ~
(By — Ag)sh(z/e)e s (¢ — 0%). Luego la solucién y = u + C(g) del problema

original tiene la aproximacion asintética uniforme

Ag—l-B()

2+ (Bo—Agsh (T) eTHE (e =0, (2.13)

y(l’,é‘) ~

la cual indica las dos capas de frontera en x = +1, y la solucion exterior constante
promedio de los valores de frontera, Y, = (Ag+ By)/2, todo conforme con lo descrito
en la Proposicion 2.5.

Los casos mas generales L(e) = Lo+ O(e) con Ly # 1 pueden deducirse de

lo que se acaba de hacer, en la medida de que la existencia y unicidad de la solucién
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del p.v.f. valen todavia para un dominio convenientemente extendido: si Ly < 1, se
prolonga el dominio hasta x =1, y si Ly > 1, se prolonga el dominio a la izquierda
hasta © = —L(e). La solucién de interés es entonces la restriccién al intervalo
[—1, L(¢)] de la solucion del p.v.f. sobre [—1,1] o sobre [—L(¢g), L(¢)]; la capa de
frontera en x =1 queda fuera del dominio en el primer caso y la capaen x = —L(¢)
queda fuera en el segundo. Esto impone ky = By v ko = Ao respectivamente, y se
obtienen todos los resultados descritos en las Proposiciones 2.6 y 2.7.

Los casos mas sensibles L(¢) = 1+ eL; + O(¢?) con L; # 0 no parecen

susceptibles de ser resueltos por este método de simetria.

2.2 Célculo variacional (Grasman y Matkowsky)

Grasman y Matkowsky [46] propusieron usar el célculo variacional para con-
seguir la amplitud de resonancia ky dejada indeterminada por el método de expan-
siones asintéticas empatadas. Tal enfoque fue después aprovechado y/o mejorado
por Williams [172], Skinner [156] y Srinivasan [159], entre otros, y estd descrito en
Kevorkian y Cole [60,61], Lagerstrom [103] y Verhulst [165], entre otros.

Para buscar una ecuacién de Euler-Lagrange F, — (F,/)' = 0 equivalente a la
e.d.o. ey’ —zy =0, se puede hacer F, =0 y (F,) proporcional a ey” — xy’. El
factor integrante exp(;—f) dala solucion F,y = ey exp(’z—f), de donde F(z,y',¢e) =
Yy exp(‘2—i2), prescindiendo del factor constante £/2. Por lo tanto, la solucién del

p.v.f. optimiza el funcional

Lt [

-1

L

2
Y (z,€)* exp (2—§> dx (2.14)

entre las funciones y suaves tales que y(—1,e) = A(e) y y(L,e) = B(e); para aliviar
las escrituras en esta seccidén, no se estd indicando la dependencia de L = L(e)
respecto del parametro e.

Luego se puede esperar que una aproximacion asintética uniformemente valida

al orden uno de la soluciéon del p.v.f. optimice tal funcional entre las funciones suaves
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tales que |y(—1,e) — Aol y |y(L,e) — By| son trascendentalmente pequenos, especi-

ficamente entre las obtenidas como ansatz
Uk (7,8) ko + (Ag — ko)e @/ 4 (By — ko)eb@1)/z,

Se trata ahora de optimizar J.[yk,(-,€)] entre todos los reales kg, lo cual

requiere

0

8—%Jg (Yo (-, €)] = 0. (2.15)

Con esto, se dispone de una condiciéon adicional para resolver la indeterminacion.
Para evaluarla aqui, se calcula ey}, (z,¢) = (ko — Ao)e™@TV/e + L(By — ko)el ==Lz,
de donde %y, (z,€)? = (ko — Ao)?e 2@tV/e 4 [2(By — ko)?e* ==D)/e 4+ 2L (ko —
Ag)(By—ko)elE=Dz=(2+1l/e: Jyego o 127, (1, 6)%] = 2(ko— Ag)e 2 H/E 4212 (ko —

By)e?l@=L/e 4 9L(Ay + By — 2ko)ell (L-Dz—(L*+1)l/e - Agf

0
€ %J [yko(', 8)] = 2(]1’0 — A())Jl + 2L2(/{70 - BQ)JQ + 2L(A0 + Bo — 2k0)<]3,
0

donde

L L
Jl — / e—2(x+1)/a€—;p2/(25) dr = / e —(z+2)2/(2¢) de’

-1 1

L L
J2 = / €2L(17L)/56712/(25) dx = / e*($*2L)2/(2€) dx,
—1 -1
L L
Jy = / 6[(L—1)x—(L2+1)]/56—x2/(25) dr = / 6—(1‘+1—L) /(2¢) —(L+1 /(2¢) dr.
-1 -1

. y . def 0o _ g2
Recurriendo a la funcién complementaria del error erfcz = \/%? fz e % ds
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(Abramowitz y Stegun [1, pdgina 297]), se obtiene

= e () e (S22)].

L 2L+ 1
Jo = ﬁ {erfc <—) — erfc (—+>} ,
2 V2e V2e
_ @)/ 1 L
J3 = —e 22 — |etfc| —= ) terfc| —||.
’ 2 [ <v2e> (\/28> ]
Abramowitz y Stegun [1, pagina 298] dan el comportamiento asintético de la

funci(')n complementaria del error cuando su argumento tienda al infinito: erfcz =

[1 + O(272)]. Asi,

fz

J= 5 1+ 0]

h= b5 14 00),

Js = o e’(LH)Q/(zs)) (e —0").
Luego, la condicién de optimizacién 628%0J€ [Uko (-, €)] = 0, simplificando por
\/2_5, se reduce a
2

Si L =1, la ecuacién (kg — Ay + ko — By)e /) =0 da kg = (Ag + By)/2,
en conformidad con la Proposicién 2.5.

Si Ly < 1, la ecuaciéon L(ky — Bo)e_LQ/(Qe) =0 da ky = By, en conformidad
con la Proposicion 2.6.

Si Ly > 1, la ecuacion (kg — Ag)e™ /) =0 da ko = Ay, en conformidad con
la Proposicion 2.7.

Si L =1+4¢L; +0(e?), la ecuacion [kg — Ag + (kg — By)e 1]e /(2 =0 da

L . « ey
ko = Ao;l—fl%, en conformidad con la Proposicién 2.8.
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2.3 Incorporacién de términos trascendentalmente pequenos (MacGilli-

vray)

Para resolver la indeterminacién, MacGillivray [114] propuso aplicar los me-
canismos usuales del método de expansiones asintoticas empatadas pero ademas
incorporando términos trascendentalmente pequenos.

En el problema que sirve aqui de ejemplo, la aplicacion clasica del método
produce al orden uno una solucién exterior (regular) constante Yy = ko con ky € R
indeterminada, una solucién interior a una capa de frontera en el extremo izquierdo
20(t) = ko + (Ap — ko)e™" donde t = (z+1)/e y una solucién interior a una capa de
frontera en el extremo derecho zy(t) = ko + (By — ko)el®! donde t = [z — L(e)]/e.

Se trata ahora de agregar a la parte regular de la solucién exterior una parte

wrreqular con términos trascendentalmente pequenos:
Y(r,e) ~ > eYi(x)+ > 8 (e)Zi(x,e), (2.17)
i=0 i=1

donde la funcién de escala cumple d() = o(e") para todo n € N, pero su magnitud
precisa es al principio desconocida; ademas, se acepta dependencia del parametro ¢
para los coeficientes Z;, ya que no se esta usando més una expansion en el sentido
de Poincaré.

Al insertar la expansiéon aumentada (2.17) en la ecuacién diferencial, y al
cancelar lo que ya satisface la parte regular, se obtienen ecuaciones lineales para los
términos Z; (aqui la linealidad es trivial ya que se parte de una ecuacién lineal, pero
como ya Z; es un término correctivo, se tendria linealidad aun cuando la ecuacién
original no fuese lineal).

Aqui, la linealidad implica que se obtiene la misma ecuacién de partida:
ez —xZ; = 0. (2.18)

Sin embargo, para la ilustracién del método, no se aprovecharan los resultados referi-
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dos a la solucién exacta obtenidos al principio de este capitulo; se usaran los métodos
comunes para este tipo de ecuaciones, como en la Secciéon 1.3 del primer capitulo.

El cambio de variables ¢ = 2%/(2¢) transforma la ecuacién (2.18) en
tZi+ (3 —t)21 = 0,

que es la ecuacién de Kummer con pardmetros a =0 y b = 1/2. Una solucién es

M (0, %, t) = 1 y otra linealmente independiente es +/tM (%, %, t). La solucién general

de la e.d.o. (2.18) es por lo tanto

13 2?
Ziw,e) = ale)+aE) et (55,5,

donde ¢;(g) y ¢(e) son constantes de integracion.
Segtin Abramowitz y Stegun [1, pagina 504], M (a,b,t) = g((z)) et [1+0(1/1)]
e/ L O(e)] y

2

cuando ¢ — oo, luego si @ # O(y/2) se tiene M(3,2,2) =1

Zi(z,) = 1(e) + (e 2 V2L 0@E)] (=0T (219)
Aqui, como se va a ver, la soluciéon exterior aumentada se superpone a las
capas de frontera, y la variable interior ¢ sirve de variable “intermedia” (tanto la de
la izquierda como la de la derecha).
A la izquierda, se usa t = (z + 1)/e y se tiene (Yy + 8(e)Z1)(z,¢) = ko +
5(e)ei(e) + 5(6)51(€)$6(71+Eﬂ2/(2€) [1+0(e)] = ko +6()ci(e) —d(e)ey(e)eetel/ (2
[1+ O(g)]. Esto coincide con zy(t) = ko + (Ao — ko)e™" si d(e)ci(e) = O(e) y si

5(e)ey(e)eet/ ) = ky — Ay, (2.20)

A la derecha, se usa t = [z — L(e)]/e y se tiene (Yo + 6(e)Z1)(z,¢) = ko +
d(e)er(e) + 5(8)51(6)L(E§+€te[L(€)+5t12/(25)[1 + O(e)] = ko + d(e)er(e) + d(e)er(e)ely?

el6/ () elo(li+D[1 4 O(e)]. Esto coincide con z(t) = ko4 (B — ko)e ! si d(e)ei(e) =
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O(e) y si
§(e)e1(e)e Lyt elol1ehd/ ) = By — k. (2.21)
Al dividir la condicién (2.20) entre la (2.21), se obtiene

—ko _ AO — LoefLoLl 6(1 - Lg>/<2€)
By — kg

De ahi, L(e) = 1 implica kg = (Ao + Bo)/2, Lo < 1 implica ky = By, Lo > 1
implica kg = Ay y L(g) = 1+4¢eL; + O(g?) implica kg = (Ag+ Boe ™) /(1 +e 1),
todo en conformidad con las Proposiciones 2.5-2.8.
Ademas, se puede tomar
etem1/(2)  §irg<i

el e_L(Z)/(Qg) si Lg > 1,

lo cual verifica a posteriori la hipétesis §(¢) = o(¢™) para todo n € N.




CAPITULO 3

Un método nuevo y simple para resolver la indeterminacion

Los tres métodos para resolver la indeterminacion que se describieron en el
capitulo anterior no son plenamente satisfactorios. El método de simetria, simple y
riguroso, es aplicable solamente a ecuaciones muy especiales. El método de célculo
variacional parece aplicable en toda oportunidad, y de hecho ha sido usado en muchos
trabajos publicados; sin embargo, por una parte involucra cémputos complicados y
estimaciones precisas y por otra parte no hay justificaciéon matematica rigurosa: de
hecho, Srinivasan [159] mostré que la propuesta especifica de Grasman y Matkowsky
[46] no daba la respuesta correcta para érdenes més altos. En cuanto al método de
MacGillivray, no es simple, no tiene justificacién matematica y no ha sido aplicado
a casos mas generales de resonancia, para los cuales no se sabe pues si funciona.

En este capitulo, el principal del trabajo, se presenta un método para resolver
la indeterminacion que parece ser original en la medida de que no se ha encontrado
(con los medios disponibles localmente) ninguna publicacién que lo haya aplicado de
una manera u otra, aun cuando las ideas que lo soportan son naturales y las técnicas
involucradas son clésicas.

En la teoria y aplicacién de las ecuaciones diferenciales, es punto de partida
casi ineludible la conformacién de un problema bien planteado que garantice exis-
tencia, unicidad y cierta suavidad de la solucién. Esto, de manera rutinaria, se logra
asociando a la ecuacién diferencial un niimero ajustado con precision de condiciones
adicionales, llamadas genéricamente condiciones de frontera, que fijan algin valor
para la solucion o para una de sus derivadas en un punto determinado, o bien imponen
una identidad relacionando dos valores de este tipo.

Para resolver la indeterminacién sobre la amplitud de la resonancia de Acker-
berg y O’Malley, es por lo tanto natural considerar la adiciéon de precisamente una tal

condicién de frontera. Ademads, es deseable relacionar en ella valores en ambos ex-
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tremos del dominio, porque la dificultad de esta clase de problemas radica en la exis-
tencia de un autovalor dominante exponencialmente pequeno que tiene influencia no-
table de un extremo al otro, cuando el método de expansiones asintéticas empatadas
solo balancea cantidades polinomialmente pequenas. Finalmente, la condicién de
frontera por anadir debe ser independiente de las ya suministradas en el enunciado
del problema, porque se necesita que aporte informacién que falta. Por ejemplo, si
ya se dispone de una condicién de Dirichlet en cada extremo, la condicion adicional
debera involucrar las derivadas de la soluciéon en dichos extremos.

Para conseguir una condicién de frontera con las caracteristicas mencionadas,
se aprovechara el hecho de que las ecuaciones diferenciales para las cuales se ha
demostrado rigurosamente que exhiben la resonancia de Ackerberg y O’Malley son
muy particulares: se trata de las que son reducibles a ciertas ecuaciones de referen-
cia universal (ver, por ejemplo, Olver [128]). En la préactica, resulta que es posible,
mediante algiin factor adecuado, integrar una vez la ecuacién lineal, bien sea direc-
tamente o después de una eliminacién del término no derivado (reduccién del orden
basada en el conocimiento de una solucién particular).

En las cinco secciones de este capitulo, se evidenciara la efectividad del método
propuesto, para las ecuaciones paradigmaticas de la resonancia de Ackerberg y
O’Malley, verificandose lo correcto de los resultados, los cuales abarcan hasta la
situacion “excepcionalmente excepcional” exhibiendo supersensibilidad, donde una

perturbacién exponencialmente pequena tiene efectos de orden uno (ver las subsec-

ciones 3.1.1 y 3.3.1).

3.1 Ecuacion asociada a un tiempo de salida

Se considera el p.v.f.

ey’ —x"p(x)y = 0, -1 <z < L(e), 0<exl,

) L
(3.1)
y(—1l,e) = A(e), y(L(s),s) = Ble),
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donde estan dados el nimero natural impar m, la funcién suave positiva p y las
tres funciones reales analiticas L(e) = Y oo e'L; con Lo > 0, A(e) = Y ooy e'A;
con Ag#0 y B(e) => ,&'B; con By #0.

Como en el capitulo anterior, se va primero a resolver directamente el p.v.f. y
estimar asintoticamente su solucién exacta para que cuando después se obtengan los
resultados de aproximacién, se pueda verificar en el momento su acierto.

Un factor integrante de la e.d.o. en (3.1) es exp[—P(x)/e], donde P es la

funcién (no negativa) tal que

Plz) /0 Cemp(s)ds, x> -1, (3.2)

Por lo tanto, y/(x,e) = c1(e) exp[P(x)/e] y se sigue y(x,e) = ¢1(e) I(x,e) + ca(e),
donde
I(x,¢) &of / exp[P(s)/¢] ds, x> —1. (3.3)

0
Las constantes de integracién ¢;(€) y co(€) han de satisfacer ¢;(g) I(—1,e)+ca(e) =

Ale) v a(e) I(L(e),e) + c2(e) = B(e). Resulta

Ale) I(L(a), E) — B(e)I(—1,e) + [B(e) — A(e)] I(x, )
I(L(g),e) — I(-1,¢) '

y(e,e) = (3.4)
Como el tnico valor méximo de P(s) cuando s esta entre ceroy = # 0 es
P(x), y como P(s) = P(z)+ 2™p(z)(s —z) + -- -, el método de Laplace (ver, por
ejemplo, Wong [174, pagina 58|) suministra la estimacién asintética para = # 0
- P/

I(z,e) = () 1+ 0O(2)] (e = 07).

Como P(L(g)) — P(Lo) = LL()°+EL1+O(52) s™p(s) ds = eL1LT'p(Lo) + O(e?), se

tiene entonces I(L(e),e) = [/\(Lng) exp P(ELO)} [1 + O(g)] cuando ¢ — 0T, donde
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por conveniencia se usa la constante A(Lg, L;) definida como

ALo, L) % LIp(Lo) exp[— Ly LT'p(Lo)).

Luego, de la solucién exacta (3.4) se obtiene por una parte para « = 0, que y(0,¢) =
Yo(e)[1 + O(e)] donde

def Aop(—1) exp[P(Lg)/e] + BoA(Lo, L1) exp[P(—1)/¢]
p(—1)exp[P(Lo)/e] + M Lo, L1) exp[P(—1)/¢]

Yo(€)

y por otra parte para x # 0,

(Bo — Ao) t=2 exp| P() /e]

z™p(x)

) = {%(6) DD pP(La) /2] + Ao, L) explP(-1)/2] } Lok

El comportamiento de la solucién depende de los valores relativos de P(—1)

y P(Lo)-

Lema 3.1. Si la integral impropia f:J s™p(s)ds diverge o si converge a un valor
positivo, entonces existe un Unico nUMero Le (0,00) tal que f_zl s™p(s)ds =0 (por
ejemplo, si la funcion p es par, entonces L= 1); se tiene entonces P(Z) = P(-1)
con P(z) < P(—1) para todo = € (=1,L) y P(z) > P(—1) para todo = > L.
Si la integral impropia ffj s™p(s)ds converge a un valor negativo o nulo, entonces

P(z) < P(—1) para todo © > —1 y se define LY .

Demostracion. Son consecuencias inmediatas de que la funcién suave P es estric-

tamente decreciente en el intervalo [—1,0] y estrictamente creciente después. d

Proposicion 3.2. §i Ly < L donde L estd definido en el Lema 3.1, se cumple
y(1,8) ~ By+ (A — By)e P+ 1)/e (o gy, (3.5)

La solucion tiene una capa de frontera a la izquierda en x = —1 y fuera de ella es

aproximadamente constante, con el valor limite impuesto en el extremo derecho.
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Demostracién. Como P(Lg) < P(—1), entonces yo(e) = By +O(exp M)
(la diferencia es trascendentalmente pequena) y para x # 0 se tiene y(z,e) =

[Bo + (By — Ag) & p(- 1)exp (w)fp(fl)}[l + O(g)], con P(z) < P(—1) si o > —1.

£

Luego si  + 1 # O(e), entonces y(x,e) = By + O(e) y si z+ 1 = O(e), entonces
P(a:) — P(-1) = P'(-1)(z + 1) + O((z + 1)?) = —p(=1)(z + 1) + O(e?), se tiene
y(z,€) = {Bo+(By —Ao)% exp[—p(—1)(z+1)/e] }[1+O(e)], y la conclusién

sigue. g

Proposicion 3.3. Si Ly > L donde L estd definido en el Lema 3.1, se cumple
y(x,e) ~ Ag+ (By — Ag) Lo PLo)lz —LE)/e (o L0t (3.6)

La solucion tiene una capa de frontera a la derecha en x = L(e) y fuera de ella es

aproximadamente constante, con el valor limite impuesto en el extremo izquierdo.

Demostracién. Como P(Lg) > P(—1), entonces yo(c) = Ao + O(exp —1)— P(Lo))
(la diferencia es trascendentalmente pequena) y para z # 0 se tiene y(z,e) =

[Ao + (By — Ag)2ett) exp ZE=PEI (1 4 O(e)], con P(z) < P(Lo) si & < Lo,

x™mp(x)

Luego si © — Ly # O(e), entonces y(z,e) = Ao+ O(e) y si x — Ly = O(e), entonces
P(z) — P(Lo) = P'(Lo)(x — Lo) + O((z — Lo)?) = Ly'p(Lo)(z — Lo) + O(?), se tiene
Y(w,) = {Ao + (Bo — Ag)HEHED LI ol r( 1) (2 — Lo)fe] 1+ O(e)),
y Li'p(Lo)(x — Lo — €Ly) /e = L{'p(Lo)[x — L(¢)]/e + O(e) implica la conclusién. O

Proposicién 3.4. Si Ly = L definido en el Lema 3.1, se cumplen y(0,¢) ~ yo con
dﬁf Aop( ) + BO)\<L07 L )

P TR AL L)
(Ao — Bo)AM(Lo, L1) —p(—1)(z+1)/e
ylx,e) ~ yo + e
(Bo — Ao)p(=1) _Lup(Lo)la — L(e)]/e (e = 01).
p(_1> + A(‘[/07 Ll)
La solucion tiene capas de frontera en ambos extremos © = —1 y x = L(e); entre

ellas es aproximadamente constante, un promedio ponderado de los valores limites
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impuestos en los bordes.

Demostracién. Como P(Lg) = P(—1), entonces yo(e) = yo y para = # 0 se tiene

Bo—Ao)A(Lo,L —1 P(x)—P(—1
y(we) = {yo + SSpRLelPC O oxp PE=LEUR L 4 O(e)], con P(z) < P(-1)

si—1 < ax < Lg. Luegosi x+1# O(e) y © — Lo # O(¢g), entonces y(z,e) =

Yo + O(e). Los casos x +1=0(e) y x — Ly = O(e) son andlogos a los vistos para

las Proposiciones 3.2 y 3.3 respectivamente. O

Corolario 3.5. Como limp, o AM(Lg, L1) = 00 y limp, oo AM(Lo, L1) =0, la apro-
zimacion (3.7) evoluciona continuamente desde la (3.5) hasta la (3.6) cuando L

varia desde —oo hasta oo.

Ahora se aplica el método de expansiones asintéticas empatadas. Una solu-

cién regular de la e.d.o. Y(z,e) ~ Y 2 &'V;(x) debe satisfacer —z"'p(z)Yy = 0

y 2"p(z)Y{,, =Y/ = 0 para todo 7 € N; por lo tanto, todos sus términos son
constantes:
o0
Y(x,e) ~ Zé‘l/{}i (e = 07).
=0
Para una posible capa de frontera a la izquierda en x = —1, se introduce el

cambio de variables ¢t = (z +1)/e, z(t,e) = y(x,e). El problema local correspon-

diente es
Z+(1—ct)"p(—1+et)z =0, 0<t<oo

2(0,e) = A(e), th’rn z(t,e) = Y(—1,¢).
—00
Se resuelve mediante una expansién asintética z(t,e) ~ > £'z(t), cuyo término
dominante va a satisfacer
Zo+p(=1)% =0, 20(0) = Ao, lim 20(t) = ko;
t—o0

resulta

20(t) = ko 4 (Ag — ko)e PV, t €[0,00).

En particular, 2(0) = (ko — Ao)p(—1).
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Para una posible capa de frontera a la derecha en = = L(e), se introduce
el cambio de variables t = [v — L(¢)]/e, z(t,e) = y(z,e). El problema local

correspondiente es

i —[L(e) + et]™p(L(e) + et)z = 0, —c0<t<0
2(0,¢) = B(e), Jim 2(te) = Y (L(g),¢).

Se resuelve mediante una expansién asintética z(t,e) ~ > £'z(t), cuyo término

dominante va a satisfacer
,:7;0 — Lglp(Lo)Zo = O, Zo(O) = Bo, tgr_noo Zo(t) = ko,

resulta

Zg(t) = ]{?0 + (BO - ko)@Lgnp(LO)t7 t e (—OO7 0]

En particular, 2¢(0) = (By — ko) Lg'p(Lo)-
De conocerse el valor de la constante kg, se contaria con la aproximacion

asintética compuesta

y(x,e) ~ ko+ (Ao — ko) cP(=1)(z+1)/e

+ (By — ko) eLoP(Lo)lw = L(e)]/e (o 5 g%, (3.8)

Para determinar el valor de ky, se va a derivar una condicion de frontera
adicional de tipo mixto; es decir, involucrando ambos extremos del dominio. Como
ya se imponen los valores de la solucion ahi, sera una condiciéon sobre los valores de
su primera derivada.

Se multiplica la e.d.o. en (3.1) por el factor integrante exp|—P(x)/e], donde
la funcién P fue definida en (3.2). Se obtiene {ey’exp|—P(x)/e]} = 0, lo cual se
integra desde x = —1 hasta @ = L(¢), resultando ey’ (L(e), ) exp[—P(L(e)) /e] =
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ey (—1,¢e) exp[—P(—1)/e|. Luego, usando los valores Z,(0),

(Bo — ko) Li'p(Lo) + O(e) = [(ko — Ap)p(—1) + O(e)] exp P<L<€>)g— P

de donde

P(Lo) — P(-1)
- .

(B() — ko)/\(Lo, Ll) + 0(5) = [(]{30 — Ao)p(—l) + 0(5)] exp

Esto implica que si Ly < Z, se tiene ko = By, la aproximacion (3.8) se reduce
ala (3.5) y se deduce lo contenido en la Proposicién 3.2; si Ly > E, se tiene kg = Ay,

la aproximacién (3.8) se reduce a la (3.6) y se deduce lo contenido en la Proposicién

Aop(—1)+BoA(Lo,L1)

DTN oLy = Yoo la aproximacion

3.3; finalmente, si Ly = E, se tiene kg =

(3.8) coincide con la (3.7) y se deduce lo contenido en la Proposicion 3.4.
Se presenta ahora una ilustracién de lo analizado en esta seccién con un ejem-

plo particular.

Ejemplo 3.1. Para disponer de una solucién exacta que se pueda representar grafi-
camente con facilidad, se va a usar el valor m = 1 asi como una funcién positiva p
que depende ademds del pardametro £ (pero sin tender a cero cuando & — 07).

La solucion general de la e.d.o.

2
5y”—x<1+$ 85) r=0 (3.9)

es y(z,e) = c1(e)x exp(%) + ¢2(g), y su solucién particular bajo las condiciones

de frontera

y(~1e) = -1, y(L(e)e) = 1 (3.10)
es
2we T 41 L(e) e
re 22 +1—L(g)e 2
y(x7€) = L2(8)71 )

1+ L(g)e 2=
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la cual admite como aproximacién asintética uniforme cuando € — 07

(
1—2e—(x+1)/e si Lo < 1,
1 —el 2 T 2eln
~ _ —(x+1)/e x—L(e)|/e & _
y(x,e) Trel T30 € ( )/e 4 o el @/ Lo =1,
| 1+ 2¢lolr — Lle))/e si Lo > 1.

Esto es consistente con (3.5) (aqui p(—1,0) = 1), con (3.6) (aqui p(Ly,0) =1)y
con (3.7) (aqui A(Lg, L) = e 11).

La Figura 3.1 en la pagina siguiente muestra la solucién exacta del p.v.f. (3.9)-
(3.10) y su aproximacion asintética uniforme para varios valores representativos de
L(e), con una capa de frontera a la izquierda cuando Ly < E, una a la derecha
cuando Lo > L y las dos capas de frontera cuando Ly = L (aqui, L=1 porque la

funcién p es par).

3.1.1 Ecuacién perturbada exhibiendo supersensibilidad

El método presentado ha resuelto la indeterminacién, incluyendo la situacion
sensible planteada por Skinner [156], en la cual una modificacién de orden e de la
extension del dominio implica un cambio de orden uno en la soluciéon resonante.

Se va a ver que el método ademas sirve para resolver la situacién supersensible
planteada por Williams [172] (ver también Kopell [63]), en la cual una perturbacién
trascendentalmente pequena en la e.d.o. puede provocar un cambio de orden uno en
la solucién resonante [11,67,70,75,78,79,94-96,99, 100, 150].

Se considera la e.d.o. perturbada

—1

ey’ —ampla)y = emrie Meq(z)ly — C(e)], (3.11)

donde intervienen adicionalmente la constante positiva M, la funcién suave ¢ tal

que ¢(0) > 0, y la funcién real analitica C(e) =Y 2, &'C; con Cy # 0.
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L=05 L=20
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1 05 ] 05 1 1 05 o 0s 1 1 05 0 05 1
X X X

Figura 3.1: Solucién (en rojo) y aproximacién (en azul) para el Ejemplo 3.1 en los casos
Le)=05<L, L(e)=2>L y L(e) ~1= L. Se us6 el valor ¢ = 0,05.

Como la perturbacién es trascendentalmente pequena (mientras y se man-
tenga acotada), el método de expansiones asintdticas empatadas da el mismo resul-
tado como en el caso no perturbado que se acaba de tratar.

Se deriva una condicién de frontera adicional de la misma manera, usando el

factor integrante exp|—P(z)/¢] e integrando desde = = —1 hasta x = L(¢); resulta

ey (L(e).2) exp[P(L(<)) /e] — =/ (~1,€) exp[~ P(~1)/e]
» L(e)

_ e M/ / 4(3)[y(s,€) — C(e)] exp|—P(s) /<] ds.

1

Como el tnico valor minimo de P(s) cuando s estd entre —1 y L(e) es

P(0) =0, y como P(s) = :;(—E)lsm*l + - -+, el método de Laplace (ver, por ejemplo,



o1

Holmes [51, pagina 306]) proporciona la estimacion

e
gmtt q(s)[y(s,e) — C(e)] exp[—P(s)/e] ds = p[y(0,0) — Co] 4+ O(e),

-1

donde p es la constante p o %.
m TVLp

La condicion adicional se transforma en

[(Bo — ko) Lgp(Lo) + O()] e PO/ 4 [ — ko)p(-1) + O(e)) e P/
= [p(ko — Co) + O(e)] e M/e

Si M > min{P(—1), P(Lo)}, la perturbacién introducida en la e.d.o. es de-
masiado pequena para tener efecto perceptible y valen las Proposiciones 3.2, 3.3 y
3.4.

Si M < min{P(-1),P(Ly)}, la perturbacién domina los demds efectos e
impone kg = Cy como amplitud de la resonancia en primera aproximacion.

Si M =min{P(—1), P(Lg)}, el valor de ky queda determinado como

( M(Lo, L1)Bo 4 nCy
M Lo, L1) +
p(—1)Ao + A(Lo, L1) By + uCo .
ko = si M = P(Ly) = P(—1),
’ b1 MLo. L) + o) = P
p(—=1)Ag + nCy

\ p(_1>+,u

si M = P(Lo) < P(~1),

si M = P(—1) < P(Ly).

Todos estos resultados supersensibles son consistentes con lo obtenido en Laforgue

[77] mediante dindmica metaestable.
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3.2 Ecuacion propuesta por Kreiss y Parter

Kreiss y Parter [66] demostraron que para todo e suficientemente pequeno,

existe una tunica solucién y(z, ), la cual exhibe resonancia, para un p.v.f. del tipo

gy// . Iy, + ﬂ — 07 —1 <z< L(g))

a+a (3.12)
y(—1,e) = A(e), y(L(e),e) = B(e), 0<exl,

donde el nimero real a es tal que a > 1 (ellos usaron a = 2) y las tres funciones
reales analiticas A =Y =~ e'A;, B(e) =Y.~ &'B; y L(e) = > 0 €' L; satisfacen
AogBy #0, Ly >0y [a+ L(e)]A(e) # (a — 1)B(e) (esta ultima condicién para que
el problema sea singularmente perturbado).

Para resolver directamente el p.v.f. (3.12) (lo que no hicieron Kreiss y Parter
en su articulo) se efectiia el cambio de variable dependiente y(z,¢) = (a + x)u(x, ),

bajo el cual la e.d.o. queda transformada en
ela+2)u" +[2e — z(a+x)u’ = 0.

El factor integrante ¢~ '(a + ) exp[(1 — 2%)/(2¢)] conduce a una derivada exacta:

[v/(a + z)? exp(%)]/ = 0, de donde vienen u'(x,¢) = ci(e)(a + x)~2 exp(%)

y, por cuadratura, u(z,e) = c1(e) [i (a + s) 2 exp(522) ds + ca(e), siendo ¢i(g) v
c2(e) dos constantes de integracién. Al integrar por partes, se obtiene wu(z,e) =

c(e) [ v exp(52_1) ds — a%,r exp(“’tl)] + co(¢e), donde el valor de cy(¢) ha sido

0 a+s 2¢e 2

modificado. El regreso a la incégnita original da y(x,e) = ¢1(e)(x, ) +ca(e)(a+x),

con un valor de ¢;(¢) modificado, donde se ha identificado la solucién particular

T 2 2
def s s“—1 e —1
ds — .
P(x,e) (a+ ) /0 X ( 5 ) s —€exp ( 5 )

Al imponer ahora las condiciones de frontera, se obtiene la solucién exacta del




53

p.v.f. (3.12) bajo la forma

[(a—1)B— (a+ L)A] ¢(2) + [¢(L)A — (—1)B] (a + z)
(@ =1(L) = (a+ L)p(=1) ’

y(x,e) = (3.13)

donde, para aliviar la escritura, no se ha mencionado la dependencia de A, B, Ly
1 respecto del pardmetro .

Para poder reconocer el comportamiento de la solucién exacta y(zx, ), hay que
aproximarla asintéticamente mediante una expresién mds transparente que (3.13),
y para esto, se necesita disponer de una estimacién de ¢ (x,e) cuando ¢ — 07; es

decir, en particular, de la integral

T 2
def S sc—1
I(z,e,a) © ds.
(x,€,a) /0a+seXp< o ) s

El primer paso es considerar z = 1. La integral I(1,¢,a), bajo el cambio

de variable de integracién s = /1 — 2t, se transforma en f01/2 f(t)e™¥= dt, donde

la funcién f introducida es tal que f(¢) o (a + V11— 2t)_1. Reproduciendo la

demostracién de la Proposicién 2.2, se deduce I(1,¢,a) ~ >_°° &' f=D(0); en par-

ticular,
€ g?

I(1 ~
(1.¢,a) a—|—1+(a—|—1)2

(e = 0%).

El segundo paso es considerar = # O(y/2). La integral I(x,e,a), bajo los

. . . ., def , def
cambios de la variable de integracién s por o = s/x y del pardmetro a por o =

Jzdo = mexp(%)](l, %, a). Resulta la

z202—1
2¢e

a/x, se transforma en fo = exp(

aproximacién asintotica

Ir,ea) ~ | —— 4 —° )]exp(ngl) (VE/z = 0).

at+z  x(a+x)?

Como la solucién particular es (x,¢) = (a + z)I(x,e,a) — 5exp($22;1), se obtiene

soe) ~ —Eew (S0) (e
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g2 L*(e) —1

E ticul ti L ~— —_—
n particular, se tienen w( (5),5) Tola s Lo) exp [ 5

:| y 1/}(_178) ~
2
cuando ¢ — 0.

a —_
Para el rango de valores de x faltante, a saber z = O(y/¢), la integral

I(z,e,a) bajo el cambio de variable de integraciéon s = /o se transforma en

fox/ﬁ a—?-/:s/ga eXp(aa;—l)\/gda = e /(9! (€x2/(2s) —1) + O(y/2)]. Viene

P(x,e) ~ —cexp (2—> siz=0(e) (e = 07).
€

Esto implica que y,yr(,¢) o c1(e)(x,e) es despreciable en toda vecindad de

orden O(y/e) del punto de retorno, y alli prevalece ygxr(z,¢) oo ca(e)(a + x), la

cual satisface (en todo el dominio)
A L2(e)—1 B
Lo(aiLo) eXp [ 2e i| + a_fol

a—1 L2(e)-1 a+L
To(atLo) exp[ % } +

(a+ x) (e = 01);

yEXT('Ta 5) ~

es decir,

(a+ x) si Ly < 1,

Yexr(T,€) ~ (a+x) sily=1,

(a+ ) si Ly > 1,

cuando ¢ — 0T.

Para x # O(y/¢), se tiene

(a—l)B;O(;J(rZ-")-LO)AO exp (1722;1)

(e —07%).

yINT(x7 5) ~

a—1 L2(e)—1 a+L
Lo(a+Lo) exXp [ 2e i| + a—lO
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Lema 3.6. 5@ Ly < 1, se cumple

Yine(2,€) ~ [AO - ( a1 ) Bo] @t D/e (5 0n),

} < 1 y se tiene cuando € — 0F

) [Ao B (anr—;O) BO} % exp <x22; 1) .

Si x4+ 1# O(¢g), se cumple y,yr(x,e) = 0o(e") para todo n € N, y lo mismo vale

para exp|—(z + 1)/e]. Si x +1 = O(g), entonces por una parte (;2(“) ) ~ 1 y por

otra parte “”22;1 = —ztl 4 (mﬂ) , donde (Hl =0(e). O

Demostracién. Ly < 1 implica exp[

Lema 3.7. Si Lo > 1, se cumple

)~ [Bo (SEE) ] ol = 2O (e o

Demostracion. Ly > 1 implica exp[#} > 1 y se tiene cuando € — 0"

Yine(z,€) ~ {BO - (a+L0) Ao} Loa+ Lo) exp {xz - Lz(@} .

a—1 z(a+ ) 2

Si L(e) —x # O(g), se cumple y,yr(x,e) = 0(e") para todo n € N, y lo mismo vale

Lo(atLo)
z(a+x) 1

y por otra parte ILQL;(E) = LO[Z;LM + [xfga(E)P + L(E);LO [z — L(¢)], donde =L 58(5)] =

O(e), @ =0(1) y = — L(g) = O(e). O

para exp{Lo[z — L(¢)]/e}. Si L(e)—x = O(e), entonces por una parte

Lema 3.8. Si Ly =1, se cumple

(at+Dila+ DAy —(a = DBo] —(z+1)/e,
(a —1)%ef + (a + 1)?
(a—De[(a—1)Bo — (a+ DAo] [z — L(e)]/e
(@ —1)%el1 + (a+1)2

yINT($7 5) ~

(e — 07).

Demostracién. Ly = 1 implica exp[Lz(Qi)fl} = exp(L1) + O(e) y se tiene cuando
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e —0F

yINT(x7 5) ~

(a+D(a+1)Ag — (a — 1)By] (=1)(a—1) r?—1
(a —1)%ef1 + (a + 1)? z(a + x) P ( 2¢e )

o de manera equivalente,

Yoo (2,2) ~ (a—D(a—1)By— (a+1)A4g] (a+1) o {ﬁ _ LQ(E)] |

(a —1)%efr + (a + 1)? z(a+ x) ‘ 2

Si z+1#0(e) y L(e)—x # O(e), se cumple y,yr(z,€) = 0(e") paratodo n € Ny
lo mismo vale para exp[—(z+1)/e] v exp{Lo[x—L(¢)]/e}. Si x+1 = O(e), se hacen
las mismas observaciones como en la demostracién del Lema 3.6, y si L(e)—z = O(¢),
se hacen las mismas observaciones como en la demostracién del Lema 3.7. a

Se retnen todos los resultados anteriores en tres proposiciones.

Proposicién 3.9. Si Ly < 1, la solucidn del p.v.f. (3.12) admite la aproximacion

asintdtica uniforme cuando & — 07

y(z,e) ~ MJF {Ao _ M} e~ +1)/e

a—+ Lo a—+ LO
lo cual indica la presencia de una unica capa de frontera en una vecindad de orden
O(e) del extremo izquierdo del dominio, asi como exteriormente a ella una resonan-

cia en forma de funcion lineal afin.

Proposicién 3.10. Si Ly > 1, la solucion del p.v.f. (3.12) admite la aproximacion

asintdtica uniforme cuando € — 07

Afataz) By Ao(a+ Lo)| Lolw — L(e)] /e

Y

lo cual indica la presencia de una unica capa de frontera en una vecindad de orden
O(e) del extremo derecho del dominio, asi como exteriormente a ella una resonancia

en forma de funcion lineal afin.
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Proposicién 3.11. Si Ly = 1, la solucion del p.v.f. (3.12) admite la aproximacion

asintdtica uniforme cuando € — 0T

(a—1)eM Ag+ (a+1)By
(a—1)%elr 4 (a4 1)2
(0 Dfla+ 1A~ (0~ DB _(z 4 1)),
(a —1)%elr + (a+1)2
(a = Ve [(a = 1)Bo — (a+ DA [z — L(e)]/e
(a —1)%el1 4 (a+1)?

(a+x)+

y(z,e) ~

Y

lo cual indica la presencia de capas de frontera en vecindades de orden O(g) de los
dos extremos del dominio, asi como exteriormente a ellas una resonancia en forma

de funcion lineal afin.

Corolario 3.12. Valen los limites uniformes

leml y(z,e) = Lgi_rgi y(x,e) Y thfil y(x,e) = Lgl_rfh y(x,e).
L1~> o0 L1~>OO

Con respecto a las tres proposiciones anteriores, se puede notar que en el caso no
genérico (a + Lg)Ao = (a — 1)By, las capas de frontera afectarian solamente a la

derivada de la solucién (en general).

Ahora se va a aplicar el método de expansiones asintéticas empatadas. El
primer término de una solucién regular Y(z,e) ~ >.7° £'Y;(x) debe satisfacer
—xYy + 75 Yo = 0, por lo que Yy(z) = ko(a + ) con ko constante de integracion.

i+l — —YZ-” =0

Los términos siguientes igualmente deben satisfacer —z¥/; + =

para todo ¢ € N. Resulta entonces
Y(z,e) = k(e)(a+ ) Zsk: (a+ ) (e = 07).

Para una posible capa de frontera en el extremo izquierdo del dominio, se

introduce el cambio de variables ¢t = (v + 1) /e, 2(t,e) = y(x,¢). El problema local
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correspondiente es

.. . et
P+ (l—et)i+ S5z =0, 0<t<oo

2(0,e) = A(e), tli)rglo z(t,e) = k(e)(a —1).

El término dominante debe satisfacer Zy + 29 = 0, 20(0) = Ap, 20(00) = ko(a — 1).
Resulta
20(t) = ko(a—1) + [Ag — ko(a — 1)]e", t € 10,00);

en particular, Z(0) = ko(a — 1) — Ay.
Para una posible capa de frontera en el extremo derecho del dominio, se in-
troduce el cambio de variables t = [z — L(¢)]/e, z(t,e) = y(x,e). El problema local

correspondiente es

Z—[L(e) +et]z + jff();)riiz =0, —00<t<0
A0 =B, lim () = KO+ L(e))

El término dominante debe satisfacer Zy — LoZo = 0, 20(0) = By, 2o(—00) = ko(a +

Ly). Resulta
Zo(t) = ko(a -+ Lo) -+ [BO — ko(a -+ Lo)]eLOt, te (-OO, 0],

en particular, Z5(0) = Lo[Bo — ko(a + Lo)].
El método de expansiones asintéticas empatadas culmina entonces, al orden
uno, con la aproximacién asintotica compuesta
y(x,e) ~ kola+x) + [Ag — ko(a — 1)] e~ (@ +1)/e

3.14
+ By — kola + Lo)| elolr = LEEN/e (2 5 o), (3.14)

basada en la constante kg indeterminada.

Para conseguir el unico valor correcto de kg, se va a derivar una condicién
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de frontera adicional, a partir de la propia ecuacion diferencial. El cambio de va-
riable dependiente y(x,¢) = (a + x)u(x,e) y el factor integrante (a + x)exp[(1 —
2?)/(2¢)] conducen a la derivada exacta [eu'(a + z)? exp(%)], = 0, la cual in-
tegrada desde = —1 hasta z = L(¢) impone la identidad eu'(L(¢),)[a +
L(e)]%xp[%z(a)} = eu/(=1,¢)(a — 1)%..  EI regreso a la variable original da la
condicién {[a + L(¢)|ey' (L(e),€) — ey(L(e), ) } exp [ LQ(E)} = (a—Dey'(—1,e) —
ey(—1,e). Usando las derivadas %,(0) de las soluciones interiores, se obtiene la

relaciéon

{(a+ Lo)Lo[By — koa + Lo)] + O(e) } exp {1—2_5(5)}

= (a = 1)[ko(a — 1) = Ao] + O(e)

que determina un valor inico para la amplitud de la resonancia al orden uno:

( B

+UL si Ly <1,
a 0

]{}0 _ (Cl — 1)€L1A0 + (a -+ 1)BO i Lo—1
(a—1)%elr + (a+1)2 0T

A
K 01 si Lo > 1.

a/ —

Al insertar este resultado en la aproximacién asintética compuesta (3.14), se

tiene si Ly < 1,
By(a+ =z By(a—1
R

—(x+1)/e 0+
a+ Ly a+ Lo }6 (e =07,
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que es efectivamente correcta en virtud de la Proposicion 3.9; asi mismo, si Ly =1,

(a—1)eMAg+ (a+1)By
(a—1)%2el + (a+1)2
(a+1)2A0 — (a* — 1) By (@ 1)),
(a—1)%2el + (a+1)2
(a—1)%" By — (a* =)Ao [z — L(e)] /e
(a —1)%ef + (a + 1)2

y(x,e) ~ (a+ x)+

(e —07),

que es efectivamente correcta en virtud de la Proposicién 3.11; y si Lo > 1,

A A L _
y(,2) ~ olat+2) By — ola+Lo)| Loz LE/e (e 0%,
a—1 a—1
que es efectivamente correcta en virtud de la Proposicién 3.10.
3.3 Ecuacion de Hermite
Se va a considerar el p.v.f.
ey —xy' +quy = 0, —1 <z < L(e), 0<exk 1,

y' —xy +qy (€) (3.15)

y<_17€> = A({;‘), y(L<€)75) = B(E),

donde estan dados el nimero natural ¢ y las tres funciones reales analiticas L(e) =
Sooege'L; con Lo > 0, A(e) = >0, e"A; con Ag # 0 y Ble) = >, ¢'B; con
By # 0.

La e.d.o. (ecuacién de Hermite singularmente perturbada) es un caso particu-
lar de la ecuacién estudiada en la Secciéon 1.3, aqui con p =1 y ¢ € N. Luego, la

solucién del p.v.f. (3.15) estd dada por (1.16):

Wi(z) = yi(L) y2(2)] A + [ya(z) — 91 () y2(=1)] B
1 —yi(L)ya(—1)

y(z,e) = (3.16)

(donde estd omitida la dependencia de A, B, L, y; e y, respecto del pardmetro ¢),
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en base a las funciones linealmente independientes convenientemente normalizadas

1 z2 1—q 3 22
(0.0 M<_%v§72_e> (2.0 93M<Tqa§>2—e>
n\r,e) = 1 1 € YT, E
M(-§5 %) L(e) M (52,3, 52)

Hay una diferencia crucial con la Seccién 1.3: ocurre aqui que siempre una de
estas dos funciones es un polinomio de grado ¢: la par y;(-,&) cuando ¢ sea par,
la impar ys(+,€) cuando ¢ sea impar. En tales casos, el comportamiento asintdtico

no estd dado por la estimacién (1.15); se tienen cuando & — 0T

T

y(z,e) = 294+ O(e) e yre) = (L—O)q + O(e)

si g es pary si es impar, respectivamente (la expresién completa de estos polinomios

se da mds adelante). Se sigue teniendo en base a (1.15) cuando /¢/x — 0
yo(z,6) = (Lo/x)H el ~H OV [1 4 O(V/e /)]
si q es par, y si es impar
y(z,e) = o9 1@ =D/ [1+0(Ve/z)] .

Los valores particulares son

LI+ 0(e si ¢ es par
yl(L(€)7€> = ’ 1 E,2(>s)1 ! g
Ly e 2 [1+0(y/2)] siq esimpar
€ 2
1—L“(e
y(—1,2) —L{MeTE 14+ 0(VE)] s g es par
20— 4, =

—Ly"+ O(e) si ¢ es impar.

La solucién exacta (3.16) se puede entonces descomponer como y(z,e) =
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Yexr(Z,€) + yinr(x,€), donde si g es par,

_12(e
Agz? + O(e) + Byt L e =52 [1 + O(/2 )]

Ypxr(T,€) = — (3.17)
1+ L3e ™5 1+ O(VE)]
y si g es impar,
Byr'L % + O Ao L 1 1 4 0
yEXT(x7€) = 0o T ( ) o [ i <\/_)]7 (3'18)

1+ Ly e 27 14+ O(VE)]

ademas, si ¢ es par,

_ q q+1$7q 1 T
yINT<J7’5) - (BO AOL )L2 1 1-L2%(e) [1 +O(\/_/ )] (3'19)
1+Lf+€2€[1+00@ﬂ

y sl ¢ es impar,

(Ao + BoLy ")~ 161221[ +0(\/_/x)]
1+ L3252 1+ 0]

yINT(-Ta 5) = (3.20)

Las estimaciones asintéticas de (3.17)-(3.20) van a depender de la posicién de

L(e) respecto de la abscisa © = 1. Se obtiene independientemente de la paridad de

q
BQ(.]?/Lo)q si Lo <1
Byzd + e Ag(—x)?
yEXT(x7€) ~ : 1+ €L10( ) siLlg=1 (5 — O+)
Ao(—ﬂ?)q siLyg>1

y cuando /e/z — 0,

[Ao — Bo(—Lo) ()~ 1el@® ~ /(%) iy <1
Yonr(2,6) ~ fiQ;fj?%éilll_ z)-i1e(r? —1)/(2¢) si Ly =1
[By — Ao(—Lo)7] (&)™ el#® = LN/ (22) 5y > 1.

Ahora, se puede concluir con las tres proposiciones siguientes.
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Proposicién 3.13. Si Ly < 1, la solucion del p.v.f. (3.15) se describe en primera

aproxrimacion como

y(x,e) ~ By (L£0>Q+ {AO—BO (z—jﬂ e—(@tD/e 0%, (3.21)

tiene una capa de frontera a la izquierda en x = —1 y fuera de ella se comporta como

la funcion potencia x? alcanzando suavemente el valor By en la frontera derecha.

Demostracién. Si x+1 = O(g), entonces (—x) 97! exp 122—;1 =[1+0(¢e)] exp %

exp (—H) = exp[—(z + 1)/€][1 + O(e)]. Si x4 1 # O(e), se tienen exp 1’22;1 <1

y exp[—(z+1)/e] < 1. O

Proposicién 3.14. Si Ly > 1, la solucion del p.v.f. (3.15) se describe en primera

aproxrimacion como
y(z,) ~ Ag(—2)7 + [By — Ao(—Lo)7] elol = LE)l/e e 507y, (3.22)

tiene una capa de frontera a la derecha en x = L(g) y fuera de ella se comporta como

la funcion potencia x? alcanzando suavemente el valor Ay en la frontera izquierda.

Demostracién. Si L(e) —x = O(e), entonces (Lo/x)7™! exp % = [1+ O(e)]

exp EZLOL oy LO—LEN — oxpf L[z — L(e)]/e}[1 + O(e)]. Si L(e) —x # O(e), se

2e

tienen exsz_Z—L;(a) < 1y exp{Lo[zr — L(¢)]/e} < 1. |

Proposicién 3.15. Si Ly = 1, la solucién del p.v.f. (3.15) se describe en primera

aprorimacion como

Box? + e Ag(—2)? | Ay — By(-1)° o—(w+1)/e

L B Ao_(—l)q lr—LEN/e (Lo,
1+e

tiene capas de frontera en ambos extremos y entre ellas se comporta como la funcion

D ' : i 1 — —o00, esta solucion del caso Lo = 1 tiende
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uniformemente al limite de la solucion del caso Lo <1 cuando Lo — 17, y cuando
Ly — oo, tiende uniformemente al limite de la solucion del caso Lo > 1 cuando

Lo — 1.

Demostracién. Si z+1 = O(¢), entonces (—z) 7' exp 5”22—;1 =exp|—(z+1)/e][1+
O(e)] como en la demostracién de la Proposicién 3.13, y se tiene exp %TL(E) < 1.
Si L(g) — 2 = O(e), entonces (—z) % 'exp &=L = [(—1)71"! + O(e)] exp%
exp m_TL(E)eLl exp[Li(z — 1)] = (=1)"9telr exp{[z — L(g)]/e}[1 + O(e)], v se tiene
exp[—(x+1)/e] < 1. Si x+1#0(e) y L(e) —x # O(¢e), se tienen exp :):22;1 < 1,
exp[—(z+1)/e] < 1y exp{[z — L(¢)]/e} < 1. 0

Ahora se aplica el método de expansiones asintéticas empatadas. Una solu-
cién regular de la e.d.o. Y (z,e) ~ Y o2 e'Yi(x) debe satisfacer —zYy +¢Yy =0y
—aY/ | + qYiy1 = =Y para todo i € N. Se obtiene

Y(z,e) ~ koz?+¢ [klxq - k‘o@xqﬂ] (e — 01),

donde kg y k; son constantes de integracion.

Para una posible capa de frontera a la izquierda en x = —1, se introduce el
cambio de variables ¢t = (z +1)/e, z(t,e) = y(x,e). El problema local correspon-
diente es 2+ (1 —et)z +eqz = 0, 2(0,e) = A(e), tlgcr}o z(t,e) = Y(—1,¢). El
término dominante zo(t) de su solucién, para satisfacer Zo + 29 = 0, 29(0) = Ao,

tliglo 20(t) = ko(—1)7, resulta
Zo(t) = ko(—l)q + [A(] - ko(—l)q]eit, t e [0, OO)

En particular, 2,(0) = ko(—1)7 — Ay.

Para una posible capa de frontera a la derecha en = = L(¢), se introduce
el cambio de variables t = [x — L(¢)]/e, z(t,e) = y(x,e). El problema local
correspondiente es Z — [L(e) + €t]z + eqz = 0, 2(0,e) = B(e), tEI_nooz(t,e) =

Y(L(e),e). El término dominante zo(t) de su solucidn, para satisfacer Zy— Loz = 0,
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20(0) = Bo, tgr_noo 20(t) = koLg, resulta
20(t) = koLl + (By — koL)e™,  t € (—00,0].

En particular, Z(0) = Lo(By — koLg).
De conocerse el valor de la constante kg, se contaria con la aproximacién

asintotica compuesta

y(l’, 5) ~ k’ol’q + [A() - ko(—l)q]e_($+1)/€ + (B() - k?gL%)GLO[:D_L(a)VE (8 — O+)
(3.24)
Para determinar el valor de kg, se va a derivar una condiciéon de frontera

adicional, de tipo mixto, sobre los valores de la primera derivada.

Lema 3.16. La funcion polinomial de grado q en x y grado [q/2] (parte entera de

q/2) en e

la/2] . 7 '

=0

es solucion regular de la e.d.o. en (3.15): satisface eh” —xh' 4+ qh =0 (y es tal que

h(z,0) = x? y tal que h(x,e) ~ 29 cuando |x| — o0).

Nota: se tiene Y(z,e) = k(e)h(z,e) con k(g) ~ > ;o e'k; y se tienen y;(z,e) =
h(z,e)/h(—1,€) e ya(x,e) = h(z,e)/h(L(e),£) cuando ¢ sea par e impar, respecti-

vamente.

Demostracién. Al derivar (3.25), desaparece un término sélo si ¢ es par y se

obtiene

q! (=€/2)" -2

B — q—2i—1,

() (q—20i—1l a0~
[q/2]

entonces —xh'(x,e) = > 7 —(q — 2i) (qféi)!(*i—{”ixq_zi (tomando en cuenta que el

factor (¢q—2i) se anula cuando 7 = ¢/2 ), de donde (tomando en cuenta la cancelacién
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qr? — xqz?! cuando i = 0)

lq/2] q|
qh(z,e) — zh/(z,e) = 22 G20
i=1

(—¢/2)’ 92
P(i—1) )

Al derivar (3.25) dos veces, una de las derivaciones hace desaparecer un término y

la otra no y se obtiene

lg/2]-1 ;
q! (—€/2)" 4onio
h// — q (3 .
(z,€) ; (G—2i—20 &
entonces eh’(z,¢) = —2 31 /A7! = 2‘1;72) & E/l?)Zqu %=2 " de donde
[q/2]

2)¢ ,

h// — _9 ( / q—21

eh"(x,¢) Z e 22 — ) x

y esto es lo opuesto de lo obtenido para ¢h(x,ec) — zh/(z,¢). O
Ahora, se usa la funcién h(-,e) para el procedimiento clésico de reduccién

del orden en la ecuacién diferencial de (3.15). El cambio de variable y(z,e) =

h(z,e)u(x,e) reduce la e.d.o. a
eh(z,e)u” + [2eh’(z,e) — xh(x,e)ju’ = 0.

/
Al multiplicar por e 'h(z,¢e)exp (‘2—?2>, se obtiene [u’hQ(m,s) exp (‘2—@2)} =0, lo

cual integrado desde x = —1 hasta x = L(¢) da la condicién exacta

o (L(), ) KA (L (=), ) exp {_L;(g)} — W (—1, )R (—1, ) exp (;—1> ;

3

regresando a la variable y original, debe darse [h(L(s), e)y’(L(E),e) — N (L(E),E)
y(L(e),e)] exp [ (5)} [h(=1,e)y'(=1,e) = h'(=1,e)y(—1,¢)] exp (52); de donde

[Liy' (L(g),2) + O(1)] exp [_25(6)] = [(-1)%'(=1,e) + O(1)] exp (;_51) -
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Las pendientes en la frontera se aproximan en base a los términos dominantes z, de

las soluciones interiores:

(L& (By — koL§) + O(e)] exp [_L;f)] = [ko — (=1)74 + O(g)] exp (;—61) .

Si Lo < 1, como exp <_2]::_g> > exp (;—81), se obtiene LSH(BO — koL}) = 0;

es decir kg = BoL,?, lo cual insertado en la aproximacién (3.24) da y(z,e) ~
BoLg 2+ [Ag — Bo(—1/Lo)%e~=*/e (¢ — 0%), en conformidad con la Proposicién

3.13.

Si Ly > 1, como exp (%j) < exp (;—51), se obtiene kg — (—1)74, = 0;
es decir kg = Ap(—1)9, lo cual insertado en la aproximacién (3.24) da y(x,e) ~
Ag(—=2)74[By — Ag(—Lg))elole=LEN/ (¢ — 0F), en conformidad con la Proposicién
3.14.

Si Ly = 1, como exp [_L;E(a)] = [e71 + O(e)] exp (32), se obtiene (By —

ko)e ™ = kg — (—1)9Ay; es decir ko = w, lo cual insertado en la aproxi-

14+e— L1
macion (3.24) da y(x,e) ~ AO(_ml)it_Bgfqe_Ll +A0_152£:1)q e*(m+1)/5+%0_(;1)qe[w*L(s)]/s

(¢ = 07), en conformidad con la Proposicién 3.15.

3.3.1 Ecuacién perturbada exhibiendo supersensibilidad

Se va a considerar la e.d.o. perturbada
ey —wy +qy = P Mo (a)ly — Cle)h(w, ), (3.26)

donde intervienen adicionalmente la constante positiva M, la funcién suave r tal
que 7(0) > 0, y la funcién real analitica C'(e) = .2 &'C; con Cy # 0.

Como la perturbacion es trascendentalmente pequena (mientras y se man-
tenga acotada), el método de expansiones asintéticas empatadas da el mismo resul-
tado como en el caso no perturbado que se acaba de tratar.

Se deriva una condicion de frontera adicional de la misma manera, efectuando
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primero el cambio de variable y(z,¢e) = h(x,e)u(z, ), multiplicando después por el
factor integrante e 'h(z,¢) exp(;—f) y entonces integrando desde x = —1 hasta

x = L(e); resulta

(L), ) W2 (L(E), &) exp {%1(5)} (=1, )R (1, ) exp (;—j) _
o 3/2,-M/e / j(s)r(s)[u(s,e) — C()]R3(s,€) exp (‘Q—f) ds.

Regresando a la variable y original, debe darse [h(L(¢),e)y'(L(e),e) — k' (L(g),¢)
y(L(&T), 6)} €xp |:7[/225(€)i| - [h(—l,é)y/(—l,g) - h/(—l,&f)y(—Lé‘ﬂ €xXp (;_51) = 5_(1_3/2

e~ M/e le(E) r(s)[k(e) — C(e)]h%(s, e) exp(_2—5€2) ds, donde se ha usado la aproximacién

y(x,e) = Y(x,e) ya que debido a la presencia de exp(‘Z—sj), solo contribuye per-
ceptiblemente la vecindad de s = 0, y ahi la solucién del p.v.f. es la exterior. Sin
embargo, no se puede aplicar directamente el método de Laplace clasico, porque
la funcién h?(s,e) depende simultdneamente de la variable de integracién y del
pardmetro pequeno.

Abramowicz y Stegun [1, pagina 786] suministran la integral exacta

/ e_tQHg(t) dt = /w297,
0

donde H, es el polinomio de Hermite de grado ¢ en base al cual se tiene h(s,e) =

(£/2)72H,(s/+/2¢); se deduce via el cambio de variable de integracién s = ty/2¢

& 2
/ h2(875) exp (2—2) ds = \/27Tq!€q+1/2'

—00

Usando esto en la condicién multiplicada por ¢, resulta

(L& (B — ko LE) + O(e)] exp {_gf)} — [ko = (=1)74g + O(e)] exp (__51 =
p

<27>

[11(ko — Co) + O(e)] ex
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con % 7(0)v/27q!.

Si M > min{L2/2,1/2}, la perturbacién introducida en la e.d.o. es demasiado
pequena para tener efecto perceptible y valen las Proposiciones 3.13, 3.14 y 3.15.

Si M < min{LZ/2,1/2}, la perturbacién domina los demds efectos e impone
ko = Cy como amplitud de la resonancia en primera aproximacion.

Si M =min{L3/2,1/2}, el valor de k; queda determinado como

( Li™' By + uCy Coar L2 1
—L2q+1+'u SlM—7<§,
0
k() _ (—1)qA0 +6_L1B0 +,MCO si M = L_g 1
14+e b4 pu I
—1)7A C
( )1_E+M 0 siM:%<%g.
\ 2

Todos estos resultados supersensibles son consistentes con lo obtenido por Williams
[172] mediante célculo variacional y por Lee y Ward [107] mediante su método de

proyeccion.

3.4 Ecuaciéon de Hermite generalizada

Se va a considerar el p.v.f. cuyo cardcter resonante fue demostrado por Cook

y Eckhaus [16] y por Lewis [108]

ey’ —xy' + (g + ax — a’e)y = 0, -1 <z < L(e), 0<e<kl,

(3.27)
y(_17€) - A<5)7 y<L(€)7‘€) = B(5>7

donde estan dados los nimeros ¢ € N y a € R, asi como las tres funciones reales
analiticas L(g) = Y oo e'L; con Ly >0, A(e) = > 0 e'A; con Ay #0 y Ble) =
Y oeg€'B; con By # 0.

Para determinar la solucién exacta del problema (3.27) y entonces estimarla
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asintéticamente, se define el cambio de variables

72— 20, y(z,e) o e “y(x,e)
El p.v.f. queda transformado en
eV — TP +qy =0, —1(e)<i< D<e<x1
~yN J+ay N( €) L(e), (3.28)
y(—l(e),e) = A(e)e?, y( ) B(e)em k),

donde —1(¢) © 12y L(e) < o L(e) — 2ae.

La nueva e.d.o. (ecuacién de Hermite singularmente perturbada) es el mismo
caso particular de la ecuacién estudiada en la Seccién 1.3 (con p =1y ¢ € N) como

el de la seccién anterior. Luego, la solucién del p.v.f. (3.28) estd dada por

@ -RDRE)| A+ [R@) - 5@ R(-1)] Beo
y(z,e) = —— (3.29)
1= (D) a(—1)

(donde estd omitida la dependencia de A, B, L, ;vl, E, U1 e Yz respecto del

pardmetro ¢), en base a las funciones linealmente independientes convenientemente
normalizadas

Como en la seccién anterior, la funcién par gy(-,€), cuando ¢ sea par, o la
funcién impar y(-,¢), cuando ¢ sea impar, es un polinomio de grado ¢, con com-

portamiento asintdtico cuando & — 0

@) =31+0(E) e  Galie) = (1)q+0(5);
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mientras se tiene que para /¢/Z — 0, cuando ¢ sea impar
GiGe) = Fel® = L) [1 4 o(ye/m)]
o cuando ¢ sea par
Ba@.e) = Lo/ el = 12O/ 11y o(yz/m)].
Los valores particulares son

N (Z( 9) L+ O(e) si ¢ es par
1 €),&) = ~9 —~ 2
’ qufle[L () — -1 (5)]/(25)[1 +O(y/e)] si ¢ esimpar

g+1 | —1 — L2 2 .
T (—1(e),e) = L 1) Qi M +0(/E)] siq espar

—Ly?+ O(e) si ¢ es impar.

La solucién exacta (3.29) se puede entonces descomponer como y(z,e) =

Upxr(Z,€) + Yinr (T, €), donde si ¢ es par,

=2 (E) 2 ()

Ape®T 4 O(e) 4+ Boe oz LI e

T1%(e)-L2(e)
2e

[1+0(e)l
[1+0(ve)]

Yexr(T,€) = (3.30)

1+ L) e

y si ¢ es impar,

G () = Do L +0() — AT T 4 O]
Ypxr\T, = 2 12, ;
I e e IR

(3.31)

ademas, si ¢ es par,

L (e)

(Bye o — A ean)Lq+1~—q ! [1+0(/2/7)] (3.32)

[1+0(ve)]

Yine(T,€) = 12 ()~ L2(e)
Pe)-I2)

14+ L3 e
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y si ¢ es impar,

G (e _ LAt B Ly E e 4 O(VE/E)]

R (3.33)
1+ L(;?q—leiu +O(/2)]

Las estimaciones asintdticas de (3.30)-(3.33) dependen del signo de Ly — 1.

Se obtiene independientemente de la paridad de ¢

Boe_“LO (:f/Lg)q si LO <1
o Boe T + Agetr o (=7)7 +
yEXT(xag) ~ %0 1 oli—2a silg=1 (5 —0 )
Aoea(—f)q siLg>1

y cuando /¢/T — 0,

[Avet — Boeoto(—Ly) o)yt [T = L@/ gy <y

Age® — Boe (1)1 _ ~2 .
: e2a —|-((]5L1—ga ) (_ )_ —le[fﬂ 1]/(25) S1 LO =1

[Bye~ ko — Age(—Lg)"] (%)qﬂ e[%Q B z2(5)] /(2¢)

gINT(ia 5) ~

si Lo > 1.
Regresando a las variables originales, se tiene
Bo(I/Lo)qea(IiLO) siLg<1
An(—1 qea(xfl) + B xqea(:p+1)fL1 '
Ypxr(T,€) ~ o0 e—2a eQaEm si Lo =1 (e = 07)
AO(_I)qea(ﬂc—i-l) siLog>1
y cuando /e/x — 0,
2
[Aoea(x-i-l) . BO(_LO)—qea(x—Lo)](_x) q—1 —2a(ac—|—1)6 251 si Lo < 1

Aoea(lfz) . Boefa(ler)(_l)q . _1 '
e2a +€L1—2a ( SC) - 16 S1 L(] =1

[Boe®Fo=2) — Ay(—Lg)Te¥2Lot1=2)] (LO)q+1 em;ms)

xT

yINT(xv 5) ~

si Lo > 1.

Ahora, se puede concluir con las tres proposiciones siguientes.
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Proposicién 3.17. Si Ly < 1, la solucion del p.v.f. (3.27) se describe en primera

aproxrimacion como
q q
y<x7€> ~ BO <L£0) ea(wao) 4 [AO _ BO <Z_;> efa(1+Lo):| 6—(1' + 1)/5 (5 N 0+>,

tiene una capa de frontera a la izquierda en x = —1 y fuera de ella se comporta

como la funcion x%e* alcanzando suavemente el valor By en la frontera derecha.

Demostracién. Si 241 = O(g), entonces e ™) = 14+0(g), e¥@=Lo) = g=all+lo) 1
—q— —2a(x Jiz— T
O(e), (—2) 7' =1+0(e), e*H) =140(e) y exp 2t = exp (=25 [14+0()]

Si x4+ 1# O(e), se tienen exp ngl <1y exp[—(z+1)/e] < 1. O

Proposicién 3.18. Si Ly > 1, la solucion del p.v.f. (3.27) se describe en primera

aproxrimacion como
y(,2) ~ Ag(=a)7e@) 4 [By — Ag(—Lo)tee( 0] bolr = LE/e (o s ot),

tiene una capa de frontera a la derecha en x = L(e) y fuera de ella se comporta

como la funcion x%e®® alcanzando suavemente el valor Ay en la frontera izquierda.

Demostracién. Si L(c) — 2 = O(¢), entonces e®F0=2) = 1 4+ O(e), e2lotl=2) —
et 1 O(e), (Lo/a)™ = 1+0(e) y exp "2 & = exp{ Loz — L(e)] /e}[1+0(e)).

2¢e
Si L(e) —x # O(e), se tienen expr—2—I5(5) < 1y exp{Lo[r — L(¢)]/e} < 1. |

Proposicién 3.19. Si Ly = 1, la solucién del p.v.f. (3.27) se describe en primera

aprorimacion como

Ag(—x)%e*™™ D + Byaterle - . Ape** — By(—1)* (@ +1)/e
672(1 + e2afL1 €2a + €L172a
Boe™* — Ag(=1)7 12— L()] /e n
CE AN oL@ (o,

y(w,e) ~

+

tiene capas de frontera en ambos extremos y entre ellas se comporta como la funcion

ax

xie™ ; ademds, cuando L; — —oo, esta solucion del caso Lo =1 tiende uniforme-
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mente al limite de la solucion del caso Ly <1 cuando Ly — 17, y cuando L, — o0,

tiende uniformemente al limite de la solucion del caso Ly > 1 cuando Lo — 17.

Demostracién. Si 2+1 = O(g), entonces e?!=%) = €20 4-0(¢), e+ = 14+ 0(e),

(—z)" ' =14 0(e), exp 122’1 =exp[—(z+1)/e][1 +0()] v exp%ua) < 1. Si

L(e) — z = O(e), entonces e~ =1+ O(e), e 0+ = 720 1 O(e), (—z)797! =
(—1)797 + O(e), [Ag — Bo(—1)%e2](~=1)""" = Bye ™2 — Ay(—1)1, exp Lt =
et exp{[r—L(e)]/e}[1+0(e)] y exp[—(z+1)/e] < 1. Si a+1# O(e) y L(e) —x #

O(e), se tienen exp 2’22;1 <1, exp[—(z+1)/e] < 1y exp{[z — L(¢)]/e} < 1. O

Ahora se aplica el método de expansiones asintéticas empatadas. Una solucion
regular de la e.d.o. Y(x,e) ~ > 72 £Y;(z) debe satisfacer —2Yy + (¢ + az)Yy = 0
y =Y/ + (¢ + ax)Yiy = a®Y; — Y/ para todo i € N. Se obtiene

Y(x,e) ~ koz%e™ + ¢ {klxqe” — ko [@qu + Qaq:r;q’l} e“x} (e = 01),

donde kg y k; son constantes de integracion.

Para una posible capa de frontera a la izquierda en = = —1, se introduce el
cambio de variables t = (z +1)/e, z(t,e) = y(z,¢). El problema local correspon-
diente es Z + (1 —et)z + e(q —a — a’c +ast)z = 0, 2(0,e) = A(e), tllglo z(t,e) =
Y (—1,¢). El término dominante zy(f) de su solucién, para satisfacer Z, + Zo = 0,

20(0) = Ao, th'm 20(t) = ko(—1)%™?, resulta
20(t) = ko(—1)%e™* + [Ag — ko(—1)%e e, t €[0,00).

En particular, Z5(0) = ko(—1)%* — Ay.

Para una posible capa de frontera a la derecha en x = L(e), se introduce
el cambio de variables t = [z — L(¢)]/e, z(t,e) = y(x,e). El problema local
correspondiente es 7 — [L(g) + €t]Z + €lqg + aL(e) — a*c + aet]z = 0, 2(0,¢) =

B(e), tLiEnooz(t,s) = Y(L(¢),e). El término dominante z(t) de su solucién, para
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satisfacer Zy — LoZy = 0, 20(0) = By, th 20(t) = koLle™, resulta
——00
20(t) = koLle™™® 4 (By — koLle™0)elot, t € (—o00,0].

En particular, 2y(0) = Lo(Bo — koLie™0).
De conocerse el valor de la constante kg, se contaria con la aproximacién
asintotica compuesta
y(x,e) ~koxle™ 4+ [Ag — ko(—1)%e™7] e—(@+1)/e

3.34
+ (By — koLiet™) Lol — L(e)]/e (e = 07). (3.34)

Para determinar el valor de kg, se va a derivar una condiciéon de frontera
adicional, de tipo mixto, sobre los valores de la primera derivada. Usando la funcién
h definida en el Lema 3.16, el cambio de variable y(z,e) = ¢(x,¢)u(x,e) con

o(x,€) o h(x — 2ag, €)e™ reduce la e.d.o. a

ep(z,e)u” + 24 (x,€) — xp(z,e)]u’ = 0.

/
Al multiplicar por e 'p(z,¢) exp (‘2—"’5>, se obtiene [u’ng(x,e) exp (‘2—95)} =0, lo

cual integrado desde x = —1 hasta x = L(¢) da la condicién exacta
_L2 -1
0102 (L)) e | 75| —wcr Lo (5 )

regresando a la variable y original, debe darse [p(L(¢),e)y (L(e),e) — ¢'(L(e),¢)
y(L(e). )] exp | 52| = [p(1,6)y/(~1,2) = ¢/ (=1, e)y(~1,€)] exp (5); de donde

Lo/ (L(<), ) + O(1)] exp [—L;g(g)] = [(-=1)% "y (—1,¢) + O(1)] exp (;_€1> :

Las pendientes en la frontera se aproximan en base a los términos dominantes zy de
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las soluciones interiores:

72
[LgHe“LO (B — koLie ) + O(g)] exp [ Iég(g)} =

[ (ke — (~1)%40) + O(e)] exp (5—1> |

Si Lo < 1, como exp <_2—§%> > exp (5_81)’ se obtiene Lg“eaLU(Bo—koLge“LO) _

0; es decir ko = ByLy e %", lo cual insertado en la aproximacién (3.34) da
y(w,€) ~ BoLy a®e™™ 1) 4[4y — By(—1/Lo)te ]~ (@ +1)/e (o o7,

en conformidad con la Proposiciéon 3.17.

_L(2’> < exp (5—61), se obtiene e *(koe ™ *—(—1)74y) = 0;

2e

Si Ly > 1, como exp (

es decir kg = Ap(—1)%%, lo cual insertado en la aproximacién (3.34) da
y(,) ~ Ao(—2)7e™™ 4 [By — Ag(—Lo) e ro]elolr = LE)/e (o 5 o),

en conformidad con la Proposicién 3.18.

Si Ly = 1, como exp [%] = [e7X 4+ O(e)]exp (52), se obtiene (B, —

_ _ _ : —a Ag(=1)44Boer—L1 :
koe®)e 11 = e7%(koe™@ — (—1)7Ap); es decir ko = © 6(1(2%2@;—%61 , lo cual insertado

en la aproximacién (3.34) da

ea(acfl)A()(_x)q + Borlet@t—L1  g2a g By(—1)1 —(x+1)/e
6—20, + eZa—Ll + 62(1 + €L1—2a €

LB A L@l (g,

6—2(1 + eQa—Ll

y(z,€) ~

en conformidad con la Proposicién 3.19.
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3.5 Ecuacion con un punto de retorno de orden impar y dos simples en

la frontera

Se va a considerar el p.v.f.

ey’ +pr™(z+1)[z — L(e)]y = 0
y(—1,e) = Ale), y(L(s ,5)

) —1 S X S L(6)7
(3.35)
= B(e), 0<ex 1,

donde el nimero real p es positivo, el nimero natural m es impar y las tres funciones
reales analiticas A(e) = > 0 e'A;, Ble) =Y 7,e'B; y L(e) = > 2, €' L; son tales
que AgBy #0 y Lo > 0.

Asumiendo como anteriormente una sola solucién exterior en todo el intervalo
[—14 6, Lo — 0] para cualquier 6 > 0 pequeno pero independiente de ¢, se obtiene

la funcién constante
Y(z,e) = k(e) ~ > ki (e —=0").
i=0

Para una capa de frontera en el extremo izquierdo, el cambio de variables

apropiado aqui

z+1 <
t = ——, y(x,e) = z(t,e) ~ gl/zzi(t)
Ve 2

transforma localmente el problema en

P4+ p(=14+et)"t[-1— L(e) + Vet]z = 0, t €0, 00)
2(0,e) = A(e), tlgélo 2(t,e) = k(e).

El término dominante zy = zo(t), determinado por 2y + p(1 + Lo)tZ = 0, 20(0) =

Ap, z0(00) = ko, resulta

20(t) = ko + (Ao — ko) erfc [t p(1+ Lo)/Q] ;
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haciendo uso de la funcién de error complementaria erfc(7) o \% ffo e ds. En
particular, se tiene 2¢(0) = (ko — Ao)\/2p(1 + Lo)/.
Para una capa de frontera en el extremo derecho, el cambio de variables apro-

piado aqui
x — L(¢e)

NG

transforma localmente el problema en

t =

, y(z,e) = z(t,e) ~ Zgi/in(t)

4 p[L(e) + vet]"t[1+ L(e) + Vet]2 = 0,  t € (—o0,0]

2(0,¢) = B(e), th’m 2(t,e) = k(e).
——00
El término dominante 2z, = 2o(t), determinado por Zy + pL{'(1 + Lg)tzg = 0,

20(0) = By, zo(—00) = ko, resulta

20(t) = ko + (By — ko) erfc [—Wpngu T Lo)/2|;

en particular, se tiene 20(0) = (By — ko)\/2pLi (1 + Lo) /7.
En base a todo lo anterior, viene como ansatz de aproximacion asintética

compuesta
2e

pLgt(1+ Ly)
2e

y(x,e) ~ ko + (Ao — ko) erfe | (z 4 1)

+ (Bo — ko) erfc { [L(e) — =] } (e = 01),

donde la constante kg es todavia indeterminada.
Para agregar una condicién de frontera adecuada, se multiplica la e.d.o. por

el factor integrante exple~!f(x,¢)], donde
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/

(de tal modo que f'(x,e) = pz™(x+1)[z—L(e)] ), obteniéndose {Ey’ exple™! f(z, 6)]}

= 0. La integracién desde z = —1 hasta = = L(e) provee la identidad

sy’(L(e),ﬁ)eXp{—]—j {( Lme) LM }} -

elm+1)(m+2)  (m+2)(m+3)
, p L(e) 1
ey (=Le) eXp{_E {(m—l— 1)(m +2) + (m+2)(m—i—3)} }

Al usar las derivadas de las soluciones interiores dominantes, se sigue la

condicién

(Bo — ko) /L + O(Vz) =

p e =1 L) —1
[ko — Ao+ O(Ve )] exp {E [L(g) (m+ Dm+2) ' (m+ 2)<m+3>} } ’

la cual determina la constante ky de la manera siguiente:

(

By si Lg <1,
2pLy
Ajem+2 + B )
k(] — % S1 LO - 17
em+2 + 1
L AO si Lo > 1.

Se puede concluir con tres proposiciones.

Proposicién 3.20. i Ly < 1, una estimacion asintética uniforme de la solucion

del p.v.f. (3.35) es

y(x,e) ~ Bo+ (Ag — By) erfc 5

(x+1) (e = 01);

se observa una sola capa de frontera, a la izquierda, y fuera de ella la solucion
es aproximadamente constante, con el valor al orden uno impuesto en la frontera

derecha.
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Proposicion 3.21. Si Ly > 1, una estimacion asintotica uniforme de la solucion

del p.v.f. (3.35) es

pLg' (1 + Lo)

—0");
26 (6 )’

y(x,e) ~ Ag+ (By — Ap) erfc { [L(e) — z]

se observa una sola capa de frontera, a la derecha, y fuera de ella la solucion es apro-

ximadamente constante, con el valor al orden uno impuesto en la frontera izquierda.

Proposicién 3.22. Si L(e) = 14 Ly + O(e?), una estimacidn asintdtica uniforme

de la solucion del p.v.f. (3.35) es

2pLq

A0€m+2 + BO AO — BO p
y(zr,e) ~ Y + =g erfc [(z+1)4/=
e m+2 + 1 e m+2 + 1 5

+ Bo;ﬁfl erfc { [L(e) — =] \/E} (e = 07);
14 e m €

se observan capas de frontera en ambos extremos del dominio y fuera de ellas la
solucion es aprorimadamente constante, con un valor al orden uno que tiende al

caso Ly <1 cuando L; — —oo y al caso Ly > 1 cuando L; — oo.

Para verificar las aserciones de las tres proposiciones, se va a resolver directa-
mente el p.v.f. (3.35) para estimar asintéticamente su solucién exacta. Ya se vio que
la e.d.o. equivale a {ey’ exp[s_lf(x,e)]}/ =0, donde f(z,e) fue definido en (3.36).
Por lo tanto, y(z,e) = ¢ + ¢l (x,¢), donde
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Se va a estimar asintéticamente I(—1,¢) e I(L(g),¢). Se tiene

I(~1,6) = — / o(s)exp[— f(5,0)] ds [L+0()] (e = 0%),

-1

donde ¢(s) = exp [le(ij; + n’f—ﬂ)] = exp[ ity ) [1- B (s + 12+ -] =

i Sm+3 m+2 m+1
Zfio bi(s +1)" v f(s,0) =p |:m+3 + (1= Lo)s— mr2 — Lo m+1] = D [m +
L 7
(m+2)1(m+3)} o) (g 1 1)2 = f(—1,0) + 3%, ai(s + 1) El Teorema 1 en

la pagina 58 de Wong [174] da

0 f(=1,0) 10) i+l
/ o(s)exp[—e~ ' f(5,0)] ds ~ e~ ZF H) e 2 (e = 07%),

pLy
donde ¢y = 5% = e(m+Dm+2) /. /2p(1 + Lg). Asf

c [( S + 3)] + ) e
m~+1)(m+ m+2)(m+ m~+1)(m-+ us
I(~1,¢) ~ —e° o=

T ﬁj%) eXp{g [(mi)((?wz) i (T'”L+2>1<””L+3>H

(e —0").
Por otra parte, se tiene

I(Lg,e) = / (o) exp[—e’lf(—a, O)} do [1 + 0(6)] (e = 01),

_LO

m m +1 m+2
donde ¢(0) = exp [le(m:f — %)} = exp [le( T+ fﬁﬂ )] 1 — pLy (LT +

Li)(o + Lo) ++++] = S2obils + 1 v f(=0,0) = p | 255 + (Lo — D=5 — Lo
0'm+1 Lm+2 Lm+3 L (141
m+1] =7b [(m+1)(m+2) + (m+2)(m+3)] +5 (2+ 0)(U+L0)2+' = f(Lo, 0)+ 2220 as

(0 + Lo)"™. El Teorema 1 en la pdgina 58 de Wong [174] da

/0 p(o)exp[—e " f(—0,0)] do ~ e~ LOD ZF £ c,slgl (e = 07),

7L0
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m—+1 Lm+2

L
donde ¢y = % = ele( mFT gz )/\/Qme 1+ Lg). Asi

Lm+2 Lm+3

2[ - ]+pL1( 0 420 )
€ m+1)(m+2 m+2)(m—+3 m+1 m+2 TE
I(Lg,e) ~ e ) mT2) T i) + + \/m

- Vm eXp{g Lm ﬂ><751>+ 2) " (m f;)(ﬁﬂ 3>]}

(e = 07).

m—+1 m—+2
L Ly

Ademds, como fLLO(E) exp[—e~' f(s,€)]ds ~ [L(e) — Lo] exp[—e~' f(L(g),¢)] =

m+2 B m—+3 €
[eL + O(?)] exp{ [(mL—H;(n(H)—Q) + (mLJFJ(?flJ)r:s)} }, entonces I(L(g),e) — I(Lg,e) =
O(y€1(Lo,e)) y el comportamiento asintético dominante de I(L(g),e) es el de

I(Lg,e) cuando ¢ — 0% :

= p[ 1) L™3(e)
HEe) ~ Vm eXp{E {<m+1><m+2> " <m+2><m+3>”'

Comparando las dos estimaciones asintéticas obtenidas, se obtiene cuando

e— 0"
I(L(e),e) e [P Lmti(e) — 1 LmH3(e) —1
|[I(—1,¢)| Lo p{s {L(e)(m—l-l)(m—i-Q) + (m+2)(m+3)}}'

Luego, cuando € — 07, si Ly < 1 se tiene I(L(¢),e)/|[I(—1,£)| = o(e™) para todo
n € Njsi Ly =1 se tiene I(L(e),e)/|I(—1,¢)| ~ exp(iffr;) y si Ly > 1 se tiene
[1(—1,¢)|/1(L(g),e) = o(e") para todo n € N. Se deduce que el comportamiento

asintético de la solucion exacta cuando € — 0T se simplifica en

( By + (Bo — Ao)I(x,€)/|I(~1,¢)] si Lo < 1,
2pLy
y(lL‘7€) -~ A0€m+2 + BO + (BZOPLI Ao)I(.CU,cE)/‘I(—l,g)‘ S LO _ 1,
emt2 +1
| Ao+ (B — Ao)I(z,¢)/I(L(e), ) si Ly > 1.

Demostracién de la Proposicién 3.20. Se asume Ly < 1. Si x4+ 1 = O(y/e),
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existe t = O(1) tal que ©x = —1 + \/et. Se tiene y(x,e) ~ By + (Ag — Bo)[l —
E(t,e)] donde E(t,¢) o [[(—14+/et,e)—I(—1,¢)]/|I(—1,¢)|. Usando la estimacién

asintotica de |I(—1,¢)|, viene

E(t,2) ~ \/W/_Hﬁtexp{e_l[f(—l,e) ~ f(s.9)]} ds.

El cambio de variable de integracion s = —1 + ﬁ o implica
2 t\/p(1+L0)/2 . 5
E(t,e) ~ ﬁ/o exp {5_ [f(—l,a) —f <—1 T\ 5t 5)}} do.

Como f'(=1l,e) =0y f"(—1,e) = p(1+ Ly) + O(e) cuando ¢ — 0%, entonces
E(t,e) ~ \/%T Otvp(lJrLO)/Qexp[—a2 + O(y/e)]do (¢ — 07); es decir E(t,e) ~
erf[t\/p(1+ Lo)/2], de donde y(z,e) ~ By + (Ag — By)erfe [(m—i— 1) %}
(e = 01).

Si ahora z 4+ 1 # O(y/¢), entonces erfc [(a:jtl)\/p(l?;fo)] = o(1) y hay
que demostrar que y(z,e) ~ By. Sea x < 0. Como z > —1 4+ /et para todo
t € (0,00) y como la funcién |I(x,e)/I(—1,¢)| es decreciente para —1 < x <0, se
tiene |I(z,e)/1(—1,¢)| < |[I(—=1++/et,e)/I(—1,¢)| = erfec[t\/p(1 + Lo)/2] + O( /)
para todo ¢ € (0,00); asi |I(x,e)/I(—1,e)| = o(1) y y(x,e) ~ By (¢ — 07). Sea
finalmente = € [0, L(e)] ; entonces como la funcién |I(z,e)/I(—1,£)| es creciente
para 0 < z < L(g), se tiene |I(z,e)/I(—1,¢)| < |I(L(e),e)/I(—1,¢)| = o(e™) para

todo n € N. Por lo tanto y(x,e) ~ By (¢ — 07). O

Demostracién de la Proposicién 3.21. Se asume Ly > 1. Si L(e) —x = O(y/e),
existe t = O(1) tal que © = L(g)—+/et. Se tiene y(x,e) ~ Ag+(Bo—Ao)[1—E(t,€)]
donde E(t,¢) o [I(L(e),e) — I(L(e) — et e)]/|I(L(g),£)|. Usando la estimacién

asintdtica de |I(L(g), )|, viene

m L(e)
E(t,e) ~ \/W /L( o exp{e ' [f(L(e),e) — f(s,€)] } ds.
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2¢e

El cambio de variable de integracién s = L(e) — ST (T To)

o implica

Bit.o) ~ %/Ot\/pLS”(HLo)/ZXp {8,1 [f(L(éT),éT) _ f(L(g) — /m o, 5)]}d0.

Como f'(L(e),e) = 0y f"(L(g),e) = pLy(1 + Lo) + O(e), entonces E(t,e) ~
\% fot VL Lo)/2 exp[—02+O0(y/2)]do; es decir E(t,e) ~ erf[t\/pL(1+ Lo)/2],

de donde y(x,e) ~ Ay + (By — Ap) erfc { [L(e) — ] 15@} (e = 0%).

Si ahora L(e) —x # O(y/e), entonces erfc { [L(e) — x] ’%;LO)} = o(1)
y hay que demostrar que y(z,e) ~ Ay. Sea x > 0. Como = < L(g) — /et para todo
t € (0,00) y como la funcién I(z,e)/I1(L(c),e) es creciente para 0 < z < L(e), se
tiene I(z,¢)/I(L(e),e) < I(L(e) — v/et,e) /I(L(e),e) = erfe[t/pL(1 + Lo) /2] +
O(y/g) para todo t € (0,00); asi I(x,£)/I(L(e),e) = o(1) y y(z,e) ~ Ay (¢ —

0%). Sea finalmente x € [—1,0]; entonces como la funcién |I(z,e)|/I(L(g),€) es
decreciente para —1 < x <0, se tiene |I(z,¢)|/I(L(e),e) < |I(=1,¢)|/I(L(e),e) =

o(e") para todo n € N. Por lo tanto y(z,e) ~ Ay (¢ — 07). O

Demostracién de la Proposicién 3.22. Se asume Ly = 1. Si 2+ 1 = O(y/&),
existe t = O(1) tal que = = —1+ 4/ct. Se tiene (e% +1)y(z,e) ~ Aoe% + By +
(Ao — By)[1 — E(t,e)] con E(t,e) definido en la demostracién de la Proposicién 3.20
(aqui con Lo = 1). Resulta entonces (e% + 1)y(z,e) ~ Aoe% + By + (Ao —
By)erfe[(z + 1)\/p/e] (e = 07).

Si x € (—1,0) con z+ 1 # O(y/€), entonces erfe[(z + 1)\/p/e] = o(1)
y también erfc{[L(e) — x]\/]%} = o(1), por lo que hay que demostrar (e% +
1)y(:c, g) ~ Aoe% + By, lo cual es inmediato haciendo Lo =1 en la parte corres-
pondiente de la demostracién de la Proposicién 3.20.

Si L(e) —x = O(ye), existe t = O(1) tal que z = L(¢) — y/et. Como
I(z,e)/|I(-1,¢)| = III((L—(?;))I I(z,e)/I1(L(e),g) ~ e mib I(z,e)/I1(L(e),e), se tiene
(e% +1)y(z,e) ~ Aoe% + By + (By — Ao)e%[l — E(t,e)] con E(t,e) definido

en la demostracién de la Proposicién 3.21 (aqui con Ly = 1). Resulta entonces
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2p

(e% +1)y(z,e) ~ Age i + By + (By — Ao)emié erfc{[L(e) — z]\/p/e } (e = 0T).
Finalmente, si = € [0, L(¢)] con L(e) — 2 # O(y/£), entonces erfc{[L(e) —
z]\/p/e} = o(1) y también erfc[(z+1)\/p/e | = o(1), por lo que hay que demostrar

2pLq 2p

(em™ +1)y(z,e) ~ Agem

L
= By, lo cual es inmediato haciendo Ly =1 en la parte

correspondiente de la demostracién de la Proposicién 3.21. a

3.5.1 Comentario sobre el orden impar

Naturalmente, se podria considerar una ecuacion similar pero con punto de

retorno interior de orden par; es decir, la e.d.o.
ey’ + pz*"(z + 1)[L(e) — z]y = 0, -1 <2< L(e)

o bien

ey’ +pr*(x+ 1)z~ L(e)]y =0, —1<a<Le),

donde p € (0,00) y m € N.

Entonces, en el primer caso no puede darse una capa de frontera en el ex-
tremo derecho y en el segundo, no puede darse en el izquierdo. Luego, si bien sigue
presente la resonancia de Ackerberg y O’Malley, no obstante el método estandar de
expansiones asintoticas empatadas produce una aproximacién asintética compuesta

sin ninguna indeterminacion:

p(Lo+1)

y(x,e) ~ By+ (Ag — By) erfc 5

(x+1) (e —0M)

en el primer caso, y en el segundo

y(z,e) ~ A+ (By — Ap) erfc {Lg‘ [L(g) — z] p(L;—jl)} (e = 07%).

Ademas, en particular, no hay ningtin fenémeno de dependencia sensible respecto de

la extensién del dominio.
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Por otra parte, la no ocurrencia de alguna indeterminacién es también la razén
por la cual, en el tratamiento del punto de retorno de orden impar, se ha considerado

la e.d.o. en (3.35) y no la similar
ey’ + pa™(z + 1)[L(e) — z]y’ = 0, —1 <z < L(e).

En efecto, con esta tltima ecuacién, no puede darse una capa de frontera en ninguno
de los dos extremos del dominio y esto implica la presencia de una capa interior de
transicion en el punto de retorno. El método estandar de expansiones asintoéticas
empatadas produce entonces como aproximacion asintotica compuesta simplemente
la solucién interior. Esta, al haberse empatado de un lado con la solucién exterior
izquierda Yy(x) = Ao y del otro lado con la solucién exterior derecha Yy(x) = By, no

conserva ninguna constante de integracién indeterminada. Por ejemplo, si m = 1,

Ag— B L
y(x,e) ~ &ﬁ—%erfc (IHPQ_;)) (e —07).

Tampoco aqui hay materia para alguna dependencia sensible respecto de la extensién

se obtiene

del dominio.




CAPITULO 4

Problemas diferentes

En la literatura consultada, el tinico caso encontrado de resonancia de Acker-
berg y O’Malley que se salga del marco de las ecuaciones diferenciales ordinarias,
escalares, lineales y de segundo orden es el estudio por Jiang y Jin [55] de una
e.d.o. de tercer orden, la cual tratan por un método de escalas multiples distintas de
las usadas en el método estandar de expansiones asintoticas empatadas. Por el con-
trario, en la primera seccion de este capitulo, se presenta el enfoque clasico, aplicado
a la ecuacién mas sencilla posible, correspondiente a la considerada en el Capitulo 2,
y completado por la resolucién sencilla de la indeterminacién al estilo del Capitulo 3.
Tal ecuacion tiene la ventaja, aqui también, de poder ser resuelta en forma exacta,
lo cual permite verificar los resultados del método de aproximacién asintética.

En una segunda seccion, se presenta una ecuacion de primer orden correspon-
diente a la considerada en la Seccién 3.1 (ecuacién asociada a un tiempo de salida),
con una frontera de dos puntos, para la cual el método de expansiones asintoticas em-
patadas deja una indeterminacion que también puede resolverse simplemente por el
método abogado en este trabajo; la obtencion de la solucién exacta permite verificar
el acierto de las deducciones.

En una tercera seccién, se considera un sistema de dos ecuaciones de segundo
orden para dos funciones incégnitas en interrelaciéon. El método de expansiones
asintoticas empatadas desemboca en soluciones aproximadas resonantes todavia de-
pendientes de una constante kg indeterminada. Se aplica exitosamente el método
de la Seccion 3.3 a una combinacion lineal adecuada de las dos componentes y los
resultados en todos los casos se verifican mediante la obtencién y resolucién de un
sistema transformado equivalente pero desacoplado.

En una cuarta seccion, se estudia una ecuacion no lineal para la cual el método

de expansiones asintéticas empatadas deja indeterminada la amplitud de la solucién
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“resonante”, y ésta se desvela por el método propuesto de resolucion simple, in-
cluyendo la dependencia sensible del niimero de capas de frontera respecto de la
extension del dominio. Los resultados se verifican mediante el andlisis asintético de
la solucién exacta.

En una quinta seccién, se considera una ecuacion con un término no local que
involucra la integral de la funcién buscada sobre todo el dominio. La indeterminacién
dejada por el método de expansiones asintéticas empatadas se resuelve aqui también,
y la validez de los resultados se establece mediante la equivalencia del p.v.f. planteado
con un problema manejable con técnicas clésicas.

Finalmente, en una ultima seccién, se enfoca una ecuacién en derivadas par-
ciales del tipo eliptico, con punto de retorno en el origen del plano, de nuevo la més
sencilla posible y correspondiente a la e.d.o. considerada en el Capitulo 2; se aplica el
método de expansiones asintéticas empatadas y se llega a una indeterminacion que
se puede resolver directamente en el espiritu de este trabajo, obteniéndose resultados

conformes con los existentes en la literatura.

4.1 Ecuacién de tercer orden

Se estudiard el p.v.f.
ey —ay’ =0, —1 <z < L(e), 0<ex 1, (4.1)
y(—1,6) = A(e) = Y £'A;, y(L(e).2) = B(e) = > _¢'B, (4.2)
i=0 1=0

e [ale)y' (—1,e) + Ble)y' (L(e),e)] = Cle) = Zéi@ (4.3)

con AgByCy # 0, donde a(e) = Y ycla; v B(e) = D oope'fi con apfy # 0,
y L(g) = >:2,e'L; con Ly > 0. La tercera condicién de frontera es de tipo
mixto, porque involucra valores en los dos extremos del dominio; Jiang y Jin [55] no

consideran esta clase de condiciones.
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Se empieza con la aplicacion del método de expansiones asintéticas empatadas.
Una solucién exterior Y =Y (z,e) ~ >0 e'Y;(x) (¢ — 07) debe satisfacer

—aYy =0y zY/, =Y/ =0 para todo i > 0; por lo tanto,

Y(x,e) = k(e) + k(e)r ~ > £'(k; (e = 0™), (4.4)
=0
para pares de coeficientes (k;, k;), 4 =0,1,2,..., por determinar.

Al introducir la variable local ¢ = (z 4 1)/¢ para considerar una posible
capa de frontera en el extremo izquierdo z = —1, una solucién interior z(t,e) ~
Yocgetzi(t) (e — 0%) debe satisfacer 2o+ 2 =0y %41 + Ziy1 = tZ para todo

i >0, con z(0) = A; para todo i > 0; por lo tanto,

Zo(t) = Qo + aot + (AO — (Io)e_t,

Zl(t) = a1 + alt + (Al — al) (AO — ao)(Qt + t2/2)

donde ag, Gg, a1 y @; son constantes de integraciéon. En particular, se tiene Zy(0) =
ao + ap — Ap.

Al introducir la variable local ¢ = [z — L(g)]/e para considerar una posible
capa de frontera en el extremo derecho xz = L(e), una solucién interior z(t,e) ~
Sooezi(t) (e — 07) debe satisfacer % — LoZg = 0y %11 — LoZipn = t2 +

EZH L;Z% 11— para todo ¢ > 0, con z/(0) = B; para todo i > 0; por lo tanto,

Zo(t) = bo -+ Bot —+ (BO — bo)@Lot,

Zl(t) = bl —l—glt + (Bl — b1)6L0t + (BO — bg)(th — Qt/LO + t2/2)€L0t,

donde by, by, by v by son constantes de integracién. En particular, se tiene 2y(0) =

bo — Lobg + Lo Bo.
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La condicién de frontera (4.3) al orden uno impone
Oéo(ao + ag — Ao) + BO(BO — Lobo + LOB()) = Co. (45)

Se aplica la regla de Van Dyke primero para empatar la solucién interior
izquierda con la solucién exterior, al orden uno. Por una parte, Yy(z) = ko + kox =
ko+ko(—14¢t) = kg — ko +O(g) cuando € — 0%. Por otra parte, z(t) = ag-+aot +
(Ag—ag)e " = ap+ap(z+1)/e+ (Ao —ao) exp|—(z+1)/e] = ag+ap(x +1)/e+ O(e)

cuando ¢ — 0. El empate exige
GOZkO—EO y GUZO.

Se aplica ahora la regla de Van Dyke para empatar la solucién interior derecha
con la solucién exterior, al orden uno. Por una parte, Yy(z) = ko + kox = ko +
ko[L(e) + et] = ko + Loko + O(¢) cuando € — 0. Por otra parte, zo(t) = bg + bot +
(Bo — bo)erot = by + bolx — L(e)] /e + (By — bo) exp{ Loz — L(¢)]/e} = by — boL1 +
bo(z — Lo)/e + O(e) cuando & — 0F. El empate exige

bo = ]fo—f—L()Eo y bg = 0.

La condicién de frontera (4.5) se escribe ahora g (ko — ko — Ag) + Bo(—Loko —
Lko + LoBy) = Cp; es decir,

(o — Lofo) ko — (Oéo + L(Q)Bo) ko = agAo — BoLoBo + Co. (4.6)

Sin tomar en cuenta esta condicion todavia, una aproximacion asintética com-

puesta tendria la forma

y(x, 8) ~ k’o —|—E0(L’+ (A() — k’o +EQ)€_($+1)/E + (BQ — ]{30 — LOE())GLO[QC_L(E)]/E (8 — O+)
(4.7)
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Contiene dos constantes libres ko y ko; la condicién (4.6) puede fijar una de ellas
pero queda una indeterminacion.

Para resolverla, se va a derivar una condiciéon adicional exacta sobre las
derivadas segundas en la frontera. Al multiplicar la ecuacién diferencial (4.1) por el
factor no nulo exp(—%), se obtiene una derivada exacta: [53/’ e~/ (25)], =0. Al in-
tegrarla entre x =1 y = L(g), resulta ey (L(e), 5)6_L2(5)/(25) =ey’(—1,e)e V2,

es decir,
y'(L(e),€) = E(e)y"(—1,e)  con E(e) ¥ elFO-11/(9), (4.8)

En base a las soluciones interiores, se tienen las primeras aproximaciones cuando

e — 0t

y"(L(e),e) = e 2L§(By — ko — Loko) + O(e™),

y//(—l, E) = E_Q(AQ — k’o +E0) + 0(5_1).
Al insertar estas expresiones en (4.8) y reordenar, viene la condicién
(L — E)ko+ (L3 + E)ko = LBy — AgE + O(e) + O(cE) (4.9)

cuando € — 07, donde E(e) se denota E a partir de ahora para aliviar la escritura.

La solucién del sistema lineal algebraico (4.6)-(4.9) es

LoAy + By Ly (L + E)C,
ko = - O O(eFE
0 LO + 1 (LO + 1)(60E — Oé(]L(]> + (8) * (8 )’
X (4.10)
_ - 2 _
ko = Bo — A + Lo (L5~ E)Co +O(e) + O(eE),

Lo+1 (Lo + 1)(BoE — apLo)

cuando & — 01 asumiendo ag # [y en el caso particular L(g) =1 (de lo contrario,

se necesitaria Cy =0 y ko quedaria indeterminada).
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La aproximacién asintética compuesta (4.7) queda como

— L _
y(x,e) ~ ko + kox + oClo e~ (@+1)/e

BoE — aoLo
- (4.11)
Ly'CoE ol — 1,
R o)

Se observa que si Ly = 1, entonces F(g) = e + O(e) cuando ¢ — 0F; si
Lo < 1, entonces E(e) < 1 (¢ = 07) ysi Ly > 1, entonces E(g) > 1 (¢ — 07).
Por lo tanto, hay que distinguir estos tres casos.

Si Lo =1, la solucién (4.10) da los valores al orden uno

[ Ao+ By B (1+6L1)Co
° 2 2(Boelt — ay)
— By — A 1—eln
Fy = 0 0 i ( € )Co 7
2 2(5()6[’1 — Oéo)

asumiendo nuevamente oy # [y en el caso particular Ly = 1, Ly = 0 que incluye

el caso mds particular anterior L(¢) = 1. La aproximacién asintdtica compuesta

resulta
(:L‘ E) Ao + B() . (1 + 6L1>Cg BO - Ao (1 — eLl)C(]
YT 2 2(5061’1 — Oéo) 2 2(ﬁ0€L1 — Oéo)
Co —(@+1)/e, €"Co  Lilx— L(e))/e +
+BgeL1—aoe +50€L1—0406 (e —=07).

(4.12)

En este caso, hay efectivamente dos capas de frontera. Ademads, se observa por una
parte que la solucién exterior limite (es decir, la amplitud de la resonancia) depende
del coeficiente L; en la expansién L(g) = 1+¢eL;+¢e%Ly+---; por otra parte, hacer
tender L, al infinito tiene por efecto el de suprimir la capa de frontera en z = —1,
mientras que si L; — —o0, se suprime la capa en = = L(¢g). Esto es consistente con
los dos casos siguientes, en el sentido de que establece una continuacion entre los

tres casos.
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Si Lo > 1, la solucién (4.10) da los valores al orden uno

LoAo+ By Ly'GCo
Lo+1 (Lo +1)5o
— By — Ag Ly'Co

Lo — _
0 Lo+1 (Lo +1)5o

ko

y la aproximacion asintética compuesta resulta

LoAo + Bo Ly'Cy By — Ay Ly'Cy
y(z,e) ~ - + —
Lo+1 (Lo + 1)80 Lo+1  (Lo+1)B (4.13)
1 .
Lo o Lle—LEN/E (o),
0
En este caso, hay una sola capa de frontera, a la derecha en = = L(e).
Si Lo < 1, la solucién (4.10) da los valores al orden uno
0 LO +1 (Lo + 1)060
To— By — Ay B Co
0 - LO +1 (LO + 1)0{0
y la aproximacion asintética compuesta resulta
y(zr,e) ~ + + - x
LO + 1 (LO -+ 1)0{0 LO + 1 (LO + 1)&0 (414)
CCo@H e (Lyon
Qo
En este caso, hay una sola capa de frontera, a la izquierda en x = —1.

Para verificar estos resultados de aproximacion asintética, se va a determinar
la solucién exacta del p.v.f. (4.1)-(4.3) y luego ésta se estimard cuando e tienda a

cero (en funcién del valor de Ly ).

Al aplicar el factor integrante exp(lgf) a la e.d.o. (4.1), se obtiene (deno-

tando ¢;(e), i = 1,2,3, las constantes de integracion) y"(z,e) = c3(¢) eXp(IZ;l),
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de donde y'(z,e) = c3(e)I(x, ) + ca(e), definiendo como en el Capitulo 2
I(z,¢) o / eI/ 2e) g
0

luego y(x,e) = c3(e) foz I(0,e)do + ca(e)x + ¢1(). Se integra por partes, a saber
y(z,) = es(e)[al(o,e)[f — [T ol V/C)da] + cy(e)a + ci(e) = ci(e) + eale)a +

c3(g) [m](x, g) — ee@=1/(2) 4 56*1/(25)} . Asi, con un cambio en el valor de ¢;(e),
y(x,2) = c1(€) + ea(e)T + e3(e) [:L‘](x, £) — 66(”32_1)/(25)] . (4.15)

Las condiciones de frontera dan el sistema

0 ea+ef efI(L)—ceal(l)| |cs(e) C
donde E (definida en (4.8)) depende de L y A, B, C, o, 5, I y L dependen de
e. Su determinante principal es A = e[I(L) + I(1)](8 — aL) + *(a + B)(E — 1).
De las estimaciones vistas en el Capitulo 2, se tienen I(1) = & + &2 + O(e%) e
I(L) = Ele/L+?/L* + O(e%)] = Ele/Lo + €*(1/Ly — Li/L%) + O(£*)] cuando

e — 07. Viene
A = XLy + 1)Ly (BoE — agLly) + O(%) + O(e*E) (e = 07).

El numerador de ¢;(g) es Acy(e) = [[(L)+1(1)](eBB —eaLA—LC)+&*(a+
B)(AE — B) +eC(E + L) = €[(LoAo + Bo)Ly ' (BoE — anLo) — CoLy*(E + LY)] +
O(e®) + O(e3F) cuando ¢ — 07. Resulta
_ LoAo+ By Ly (L3 + E)C

Lol Lo+ DhE —aky) OO TOCE) (=00,

61(8)

lo cual coincide con la expresién de ko vista en (4.10).
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El numerador de cy(g) es Acy(e) = e[BI(L)—al(1)|(B—A)+[I(1)—LI(L)|C+
eC(E —1) = e2[(By — Ao) Ly ' (BoE — aoLo) + CoLg*(LE — E)] + O(£®) + O(°E)
cuando € — 07. Resulta

_ By— A Ly (L2 — E)Cy

ca(e) = Lot 1 " (Lot D(GE — aoky) + O(e) + O(eE) (e = 01),

lo cual coincide con la expresién de ko vista en (4.10).
El numerador de c3(¢) es Acs(e) = (L+1)C +e(a+ B)(A— B) = (Lo +
1)Cy 4+ O(g) cuando ¢ — 0*. Resulta
LyCy

cse) = 2(BoF — aolo) + 0(5*1) + O(gflEfl) (e — 0+).

En la solucién exacta (4.15), en virtud de la Proposicién 2.3, el término que

c3(e) multiplica es

2 3
wl(z,e) — ee® /) — (-1 {5—2 +O (%)} , stz # O(Ve)
X X

g2e~@HD/E[1 4 O(e)], siz=—1+0(e);
= § 2Lg2Eelole=LE/E[1 4 O(e)], siz = Lo+ O(¢);
O(e"), VneN, six € (=1, Ly).

Por lo tanto, una aproximacion asintética uniforme es

-1
LoCy e~(@t)/e Ly GoE elolz—L(#)]/e

r+—-—- g —0M).
BDE — Lo ﬁoE — ool ( )

y(z, ) ~ ci(e)+cale)
Como esto coincide con (4.11), todas las conclusiones estan verificadas.

4.2 Ecuacién de primer orden

El éxito del tratamiento en la seccién anterior del p.v.f. de tercer orden que

incluia en su planteamiento una condicién de frontera mixta, invita a considerar un
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p.v.f. de primer orden con la misma caracteristica:

ey —a"p(x)ly — Ale)] = 0, —L <z < L(e),

(4.16)
ae)y(—1,e) + B(e)y(L(e),e) = C(e), 0<ex 1,

donde m es un numero natural impar, p es una funcién suave tal que p(z) > 0
para todo = > —1 y se dan cinco funciones reales analiticas: L(e) =Y .2 e"L; con
Ly >0, A(e) = D2 e'4;, Cle) = D252, €'Ci con Cy # 0, a(e) =Y ooy e'a; con
a0 A0y B(e) =Y mye'Bi con By # 0.

Se empieza con la aplicacion del método de expansiones asintéticas empatadas.

Al buscar primero una solucién exterior Y (z,g) ~ > "2 &'Vi(x) (e = 01),
se constata que las ecuaciones —z™p(z)(Yo—Ag) =0y 2"p(x)(Yig1 — Aipr) =Y/ =
0 para ¢ € N implican la solucién constante Y (x,¢) = A(e). Asi, el problema (4.16)
exhibe una resonancia inmediatamente determinada por el dato A(e); sin embargo,
la prosecucion de la aplicacién del método de expansiones asintoticas empatadas
conduce a una indeterminacién que hay que resolver de alguna manera.

Se examina la posibilidad de una capa de frontera en x = —1 introduciendo
el cambio de variables ¢ = (x + 1)/e, 2(t,e) = y(z,e). El término dominante,
20 = 2p(t), al satisfacer la e.d.o. Zo+p(—1)(z9 —Ag) = 0, debe tener la forma z(t) =
Ao + agexp[—p(—1)t] para todo t > 0, donde ag es una constante de integracién.
Como limy_, 20(t) = Ag = Yo(—1), esta capa es factible por el momento.

[gualmente, se examina la posibilidad de una capa de frontera en = = L(¢)
introduciendo el cambio de variables t = [z — L(¢)]/e, z(t,e) = y(z,e). El término
dominante, zy = zo(t), al satisfacer la e.d.o. Zy — L§'p(Lo)(z0 — Ao) = 0, debe tener
la forma zo(t) = Ag + bo exp[L§'p(Lo)t] para todo t < 0, donde by es una constante
de integracién. Como lim, ., ., zo(t) = Ag = YO(L(e)), esta capa es factible por el

momento.
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La aproximacién asintotica compuesta que resulta de todo lo anterior,

y(x,€) ~ Agtage PCD@ 1) ey Lip(Lo)lz = LE/e (- & 0%y, (4.17)

incluye las constantes ag y by todavia indeterminadas; como y(—1,0) = Ag + ag e

y(L(€),0) = Ag + by, deben satisfacer la condicién de frontera limite
apag + Bobo = Co — (o + Bo) Ao, (4.18)

pero queda un grado de libertad.

Para resolver tal indeterminacion, se va a agregar una segunda condicién de
frontera, derivandola de la e.d.o.

Al multiplicar la ecuacién diferencial del problema (4.16) por exp[—P(x)/¢],

donde P es la funcién no negativa (igual a la definida en la Seccién 3.1) tal que
def * m
P(z) = / s™p(s) ds, x> —1,
0

se obtiene una derivada exacta: {ely — A(s)]e‘P(a’)/s}/ = 0. Al integrar desde
x = —1 hasta = L(e), viene e[y(L(¢),e) — A(e)] exp[—P(L(¢)) /e] = ely(—1,¢)—
A(e)] exp[—P(—1)/¢], de donde

y(L(e).e) — Ale) = [y(-1,2) = A@E)E(s)  con B(e) & exp [ZLLEN]
(4.19)
Esta condicién de frontera adicional provee la relacion by ~ agE(e) que,

combinada con (4.18), permite determinar

Co — (a0 + Po) Ao
a1 (e) + Bo

N Co — (g + Bo) Ao

by ~
o a0 + BoE(e) ‘

(e —0%). (4.20)

La estructura de la solucién va a depender del orden de magnitud del factor

E(e) y del factor inverso, determinado por el signo de la diferencia P(Lg) — P(—1);
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es decir, el signo de la integral f_Lf

s™p(s) ds. Se usard el ntimero L € (0, 00] definido
en el Lema 3.1 (ffi1 s™p(s)ds =0 si existe tal real positivo).

Si Ly < L, resultan E(e) < 1 y E~'(g) > 1; luego ag = [Co — (ap +
Bo)Aol/ao vy by = 0. La solucién del p.v.f. (4.16), al admitir la aproximacién

asintotica uniforme

Co — Ao _p(—
y(z,e) ~ Ag+ — (@0 + Bo) Ay e~P(=1(@+1)/e (e = 0%), (4.21)
o
presenta una sola capa de frontera, a la izquierda en = = —1.

Si Lo > Z, resultan E(é) >1y E_l(g) < 1; luego ag =0 y by = [CO _
(o + Bo) Ao/ Bo. La solucion del p.v.f. (4.16), al admitir la aproximacién asintética

uniforme

y(m,2) ~ Ay+ Co — (oz;—i— Bo)Ao ALop(Lo)lr — L(e)]/e (e = 0%),  (4.22)
0
presenta una sola capa de frontera, a la derecha en x = L(¢).
Si Lo = L, resulta E(e) = exp[L LL(J°+EL1+"' s™p(s)ds] = Ey + O(g) cuando
e — 07, con E aof exp[Lg'p(Lo)L1]; al respecto, se asumird genéricamente g +
BoEo # 0. Luego ag = [Co — (a0 + Bo)Ao]/(a0 + BoEo) ¥y by = [Co — (o +
Bo)Ao)/(awEy " + By). La solucién del p.v.f. (4.16), al admitir la aproximacién

asintotica uniforme

Co — (o + Bo) Ao cP(=1)(x+1)/e
Qg + /BoeLng(LO)Ll

Co — (a0 + Bo) Ao Lyp(Lo)|[x — L(e)] /e +
+aoe*L6np(L0)L1—|—ﬁoe 0 FAH0 (e —=07),

y(x,e) ~ Ay +
(4.23)

presenta capas de frontera en los dos extremos del dominio. Se observa que si L
tiende al infinito, el valor inicial limite y(—1,0) tiende a A, eliminando la capa
de frontera izquierda, mientras que si L; tiende a menos infinito, el valor terminal

limite y(L(a), 0) tiende a A eliminando la capa de frontera derecha.
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Para poder verificar estos resultados de aproximacion asintotica, se va a de-
terminar la solucién exacta del p.v.f. (4.16).

Al usar el factor integrante exp[w] en la e.d.o. del problema (4.16),
se obtiene su solucién general

y(@,8) = Ale) + efe) lP17) = PEEDIE,

cuya constante de integracién c(e) debe satisfacer la condicién de frontera en (4.16);
es decir, a(e)[A(e) +c(e)] + B(e)[A(e) + c(e)E(e)] = C(e), en virtud de la definicién
de E(e) en (4.19). Asi, la solucién exacta del p.v.f. (4.16) es

C — [ A P(x)—P(—1
y(w,e) = Afe) + LGOI oxp [ =P

_ C(e)—[a(e)+B(e)]A(e) P(z)—P(L(¢))
= Ale)+ Z(E)E—al(a)—fﬁ(a)a exp| c ]

(4.24)

Tomando en cuenta el orden de magnitud de E(e) que depende del signo de

la diferencia P(Lg) — P(—1), se obtiene andlogamente a los cdlculos anteriores

( P(z)—P(-1) ~
%:50)1% e B siLg <L
P(z)—P(-1) B P(z)—P(L(c)) ~
P(z)—P(L(c)) ~
we - si Lo > L,
\ 0
(4.25)

cuando ¢ — 0%. Los exponentes se van a simplificar distinguiendo varios rangos de

valores para .

Lema 4.1. Si x > —1 con x+ 1= 0O(e) cuando € — 0%, entonces

JP@) = P(=1]/e ==z +1)/e (o),

Demostracién. P(z) — P(—1) = P'(-1)(z + 1) + O((z + 1)?) = —p(-1)(z + 1) +

O(g?) cuando € — 0. 0
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Lema 4.2. Si —1 <2 <0 con x+1# O(e) cuando € — 0T, entonces

JP@)=P=De Lo (e 50t

Demostracion. Dado cualquier nimero M > 0 independiente de £ y de x, se tiene
—1+ Me < x <0 para todo ¢ suficientemente pequeno. Como P es decreciente en
el intervalo [—1,0], se tiene P(z) < P(—1+Me) = P(—1)—p(—1)Me+0O(g?). Luego
[P(z) — P(—1)]/e < —p(—=1)M + O(e) < —p(—1)M /2 para todo e suficientemente

pequeno. La conclusion sigue. O

Lema 4.3. Si 0 <z < L(¢) cuando Ly < E, entonces

JP@) =PDe Lo (e 50t

Demostracién. Como P es creciente en el intervalo [0, L(¢)], se tiene P(z) —
P(-1) < P(L(g)) — P(-1) < [P(Ly) — P(-1)]/2 para todo ¢ suficientemente
pequeiio (Lo < L significa P(Lg) — P(—1) < 0). Luego, elP@-P0l/s — (cn)

para todo n € N, porque tiende a cero méas rapido que elf’(Lo)=P(=1l/(2), 0

Lema 4.4. Si v < L(e) con L(¢) —x = O(e) cuando ¢ — 0T, entonces

lP@) = P(LE))/e o Lop(Lo)lr = L)/ (- oHy,

Demostracién. P(z)—P(L(c)) = P'(L(e)) [z — L(g)]+ O([x — L()]?) = [P'(Lo) +
O(e)|[x — L(e)] + O(e*) = Ly'p(Lo)[x — L(e)]/e + O(g) cuando € — 0. O

Lema 4.5. Si 0 < x < L(g) con L(e) —x # O(e) cuando € — 0T, entonces

L@ =PLEN]/e Lo (oM.

Demostraciéon. Dado cualquier nimero M > 0 independiente de ¢ y de =z, se

tiene 0 < = < L(e) — Me para todo e suficientemente pequeio. Como P es
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creciente en el intervalo [0, L(¢)], se tiene P(z) < P(L(g) — Me) = P(L(¢)) —
P'(L(e))Me+0(e?) = P(L(e)) — L§'p(Lo)Me+0O(g?). Luego [P(z)—P(L(e))] /e <
—Li'p(Lo)M + O(e) < —L{'p(Ly)M/2 para todo e suficientemente pequeno. La

conclusion sigue. a

Lema 4.6. 57 —1 <z <0 cuando Ly > Z, entonces

L@ =PLEN]/e Lo (5 0m).

Demostracién. Como P es decreciente en el intervalo [—1,0], se tiene P(x) —
P(L(e)) < P(-1) — P(L(e)) < [P(=1) — P(Lg)]/2 para todo & suficientemente
pequeiio (Lg > L significa P(—1) — P(Ly) < 0). Por lo tanto, exp{[P(z) —
P(L(s))}/s} = o(e") para todo n € N, porque tiende a cero mdas rapido que
exp{[P(=1) — P(Lo)]/(22)}. .

Estos lemas permiten simplificar la aproximacién asintética uniforme (4.25):

Proposicién 4.7. La solucién ezacta del p.v.f. (4.16) admite como aproximacion

uniformemente vdlida cuando € — 0

( —p(=1)(z+1) ~
—Cof(ag;rﬁo)AO e e st Lo < L,
—p(=1)(z+1) Li'p(Lo)[z—L(e)] ~
-~ Co—(0n+Bo)Ag L Co—(ao+B0)A .
y(l‘, 6) AO + anJroﬁoEoo ve : anE(())_l-i—%o he : st Lo = L’
Lg'p(Lo)[z—L(e)] ~
Co—lagth)do ¢ : si Lo > L.
\
(4.26)

Demostracién. Se parte de las estimaciones (4.25). Para x4+ 1 # O(e) cuando
e — 07, se tiene exp[—p(—1)(z + 1)/e] ~ 0 (¢ — 07); luego los Lemas 4.1, 4.2
y 4.3 demuestran el caso Ly < L. Para L(c) — 2 # O(¢) cuando ¢ — 0%, se
tiene exp{L{'p(Lo)[x — L(¢)]/e} ~ 0 (¢ — 07); luego los Lemas 4.4, 4.5 y 4.6
demuestran el caso Ly > L. Finalmente, tomando en cuenta lo ya mencionado para
z+1+# O(e) ypara L(e)—z # O(e), los Lemas 4.1 y 4.2 demuestran el caso Lo = L
para x € [—1,0] y los Lemas 4.4 y 4.5 lo demuestran para z € [0, L(¢)]. O
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La Proposicién 4.7 avala precisamente los resultados anteriores de aproximacion di-
recta.
Se presenta ahora una ilustracién de lo analizado en esta seccién con un ejem-

plo particular.

Ejemplo 4.1. El p.v.f.

ey’ — (0,062° — 0,2422 + 0,33z) (y + 1) = 0, —1<az < L(e),
y(—1,e) +y(L(e),e) = 1, 0<ex 1,
es del tipo estudiado en esta seccién, con m = 1, A(e) = —1/(1 —¢) y ale) =

B(e) = C(e) = 1, porque el trinomio de segundo grado p(z) = 0,062* — 0,24z +
0,33 = 0,06(z — 2)? 4+ 0,09 es positivo para todo z. Se tiene P(2) — P(—1) =
f_21(0,06s3 —0,24s% + 0,33s) ds = 0,015s* — 0,085 + 0,16552‘2_1 = 0,26 — 0,26 = 0.
Asf, L = 2. Luego, hay dos capas de frontera si L(e) =2+ 0O(e) cuando ¢ — 0T,y
una sola en caso contrario. Es lo que muestra la Figura 4.1 (pdgina siguiente), con
la solucion exacta y su aproximacion asintética uniforme al orden uno para varios

valores representativos de L(e).

4.3 Sistema de dos ecuaciones

Se va a considerar el p.v.f.

eu —axu' +qu = 0, D<exkl,
ev” —axv' 4+ qu = 0, —1<x < Le),
u(—1,e) = Ae), u(L(e),e) = Ble)
v(—=1,e) = C(e), v(L(e),e) = D(e),

(4.27)

donde son dados el nimero natural ¢ y las cinco funciones reales analiticas A(e) =
Soege'A; con Ay # 0, Ble) = > 2,e'B; con By # 0, Cle) = >7°,¢'Ci con
Co#0, D(e) =3 7,e"D; con Dy #0 y L) =>72,e'L; con Ly > 0.
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Figura 4.1: Solucién (en rojo) y aproximacién (en azul) para el Ejemplo 4.1 en los casos
L(e)=1<1L, L(e)=3>L y L(e) ~2 = L. Se usé el valor ¢ = 0,05.

Una solucién exterior (U,V)(z,e) ~ > 2 &' (U;, Vi) (z) debe satisfacer

—2Uj+q¢Vp =0 —2U/ +qVipr = U/
o qro y w1 T Vi para todo ¢ > 0.
—zVy+qUs = 0 —zVi +qUia = =V

La solucién general para el término dominante (Uy, V) serfa Uy(x) = koz? + kox 9,
Vo(z) = kox? — koz ™9, pero la regularidad buscada impone ko = 0 y por lo tanto
Uop(z) = kox? = Vy(x) para todo z € (—1,L(e)).
Uiy1 =

De igual manera, se obtiene

Vi11 para todo ¢ > 0, resultando

Ulz,e) = V(z,e) = k(e

Zekhxe

donde h es la funcién polinomial introducida en el Lema 3.16, cuya definicién con-
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vencional es h(z,¢) = (¢/2)"2H,(z//2¢).

Considerando una capa de frontera en el borde izquierdo con la variable lo-
cal t = (z + 1)/e, una solucién interior (u,v)(t,e) ~ Y ooye(u;,v;)(t) debe satis-
facer i+ (1 —et)u+equ =0, ¥+ (1 — et)o + equ = 0, (u,v)(0,e) = (A, C)(e),
limy o0 (u, v)(t,€) = (k(), k(e))h(—1,£). En particular, su término dominante estd

determinado por el sistema desacoplado

g+ 1y = 0, up(0) = Ay, wup(oo) = ko(—1)1
Uo+100 = 0, v(0) = Co, wo(00) = ko(—1)7

y resulta

up(t) = ko(=1)7+ [Ag — ko(—1)7e™",

vo(t) = ko(—=1)7+ [Co — ko(—1)7e™", t € [0,00).
En particular, 1u0(0) = ko(—1)? — Ay v 00(0) = ko(—1)7 — Cp.

Considerando una capa de frontera en el borde derecho con la variable local

t =[x — L(¢£)] /e, una solucién interior (u,v)(t,e) ~ > 5 & (u;, v;)(t) debe satisfacer
i — [L(e) + etli + equ = 0, ¥ — [L(e) + €t]o + equ = 0, (u,v)(0,¢) = (B, D)(e),
limy oo (u,v)(t,e) = (k(),k(c))h(L(e),£). En particular, su término dominante

esta determinado por el sistema desacoplado

do - Loﬂo = 0, Uo(O) = Bo, UO(—OO) = koLg

Q'}O — L(ﬂ'}O = 0, ’U()(O) = DQ, U()(—OO) = kQLg
y resulta

Uo(t) = koLg + (B() - koLg)eLot,

U()(t) = k’QLg + (D() - k?()Lg)GLot, t e (—OO, 0]

En particular, U()(O) = LO(BO — ]C(]Lg) y U(](O) = Lo(DQ — koLg)

Se esta asi obteniendo el ansatz de aproximacion asintética compuesta cuando
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e —0F

u(z,€) ~ kot + [Ag — ko(—1)%e” TV 4 (By — ko Lg)eolr~HE/e,

(4.28)
v(x,e) ~ kor?+ [By — ko(_l)Q]e—(x+1)/a + (Dy — kOLg)eLo[ac—L(.e)]/a7

donde la amplitud ko de la resonancia estd todavia indeterminada.

Ahora para derivar una condiciéon de frontera adicional a partir del sistema
(4.27), se hace u(z,e) = h(z,e)u(x,e) en la primera ecuacién, asi como v(z,e) =
h(z,e)v(z,e) en la segunda, y se suman los resultados. Tomando en cuenta que
h satisface la ecuaciéon de Hermite singularmente perturbada, se obtiene eh(u” +

12)
2¢ J?

0") + (2eh/ — zh)(@ 4+ 7') = 0. Al multiplicar por el factor no nulo h(z, ) exp(=

viene [eh?(@W +7) exp(‘Tfﬂ/ = 0, lo cual integrado desde = —1 hasta = = L(¢)
da eh*(L(e), g)(ﬁ’+6/)(L(e) e) exp[ 2D = en?(~1,e)(@ +7)(~1,¢) exp(52), de
donde {h(L(e),e) [eu/(L(e),e) +ev' (L(g),e)]—eh/(L(e), ) [u(L(e),e) +uv(L(e),€)] }
exp[ 28] = {h(~1,¢) [/ (~1,e) + ev/(~1,¢)] — el (~1,) [u(~1,€) + v(~1,€)] }
exp(52).

Insertando las derivadas de las funciones interiores, resulta

[Lg+1(Bo + Do — 2ko L) + O(e)] exp [_LQ(E)] —

2e

2k (A + Co) (1) + O] exp (57 ).

Se obtiene como amplitud de resonancia al orden uno

( By+D
%Lo—q siLo <1,
_ ) Ao+ Co)(=1)7+ (Bo+ Do)e ™ -
k’o = 2(1—|—6_L1) S1 Lo—l,
Ao+ C
0; 0 (—1) si Lo > 1.

En particular, suponiendo genéricamente (Ag — Cy)(By — Dy) # 0, esto implica que
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las dos componentes, aunque ambas resonantes, tienen capas de frontera en ambos
extremos del dominio, cualquiera que sea la frontera derecha L(g) > 0.
Efectivamente, la aproximacién asintética uniforme (4.28) queda determinada

CcOo1mo

=
8
Q)
~—
l
—~
b
=)
T
s
~—
|
=
<
+
—~
S
o
o |
S
~—
[
|
B
=
N
)
_l’_
Sy
o
|
—~
b

042r00 ) (—Lo)q} eLO[ﬂﬁ—L(a)]/6

v(z, ) ~ (A0+C'o)(_m>q + (Co—Ao)ef(vcH)/6 + [Do _ (AOJZFCO)(—LO)‘]} elolz=L(e))/e

si Lo > 1.

Finalmente, cuando Ly = 1, se tiene para la primera componente

(Ao + Co)(—l)q + (BO + Do)e_Ll
2(1 4 et
L A1+ 2¢ 1) = Co = (Bo+ Do)(=1)%e™ (x4 1)/e
2(1 4 e~Lr)
L Bo@te™) = (Ao + Co)(=1)? = Doe™ [z — L(e)) /e
2(1 4 e~L1)

u(z,e) ~ x1

(e —07),

y para la segunda componente

(Ao + Co)(—=1)? + (By + Dg)e ™
2(1 + L)
L G+ 2¢” 1) — Ag — {Bo +Do)(=1)%e™ (x4 1)/e
2(1 + e L)
Do(2 + e 1) — (Ag + Co)(—1)¢ — Bpe 1t
2(1+eI1)

x4

v(z,e) ~

do—LEVe (S on),

Para verificar los resultados anteriores, se puede transformar el sistema (4.27)

en otro desacoplado mediante el cambio de variables dependientes y = u + v, 2z =
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u—v. Se sigue que y satisface la ecuacion de Hermite singularmente perturbada con
coeficiente ¢ € N, por lo tanto resonante, y z satisface la con coeficiente —q y por
lo tanto no resonante (apartando el caso ¢ = 0 para el cual hay desacoplamiento en
las ecuaciones originales). Luego y tiene como aproximacién asintética uniforme la
dada en las Proposiciones 3.13, 3.14 y 3.15, reemplazando Ay por Ay + Cy y By

por By + Dy, mientras que para z se cumple independientemente del valor de Ly:
2(z,) ~ (Ag— Cole~ @+ D/ (B, — py)elolr = L(e)l/e (o 5 o).

Al hacer u = (y+2)/2 y v = (y — z)/2, hay coincidencia perfecta para las

aproximaciones asintoticas obtenidas en los tres casos.

4.4 Ecuacion no lineal
Se va a considerar el p.v.f.

ey’ —xy®* = 0, -1 <z < Le),

(4.29)
y(—1,6) = A(e), y(L(e),e) = B(e), 0<ex 1,

donde las funciones reales analiticas A(e) = > 0 e'A;, B(e) =Y ~,e'B; y L(e) =
Yo" L; son tales que Ag < By y Lo > 0.

/2 ., ,
, la solucién es mondtona

Se observa que por la presencia del término y'>
creciente (por eso se impone Ay < By ) y que el problema es entonces “equivalente”
a su inverso, de incégnita x = x(y,e) (ver Bohé [10]). Un par de capas de frontera en
los extremos para el p.v.f. (4.29) corresponde a una capa de transicién en el interior
del dominio [A(g), B(e)] para el problema inverso y una sola capa en un extremo

corresponde a una capa en el extremo del otro lado.

Una solucién exterior Y (x,e) ~ Y oo e'Yi(x) ha de satisfacer aYPP =0y
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xY;fl/Q =Y/ =0 para todo ¢ € N; es pues constante:
Y(z,e) = k(e) ~ Zé‘iki (e —07),
i=0

donde ko € [Ag, Bo).
Para revelar alguna capa de frontera en el extremo izquierdo, el cambio de

variables
z+1

c2

s y($’€) = Z(t>€) ~ ZEZZZ(t)

transforma el problema en el p.v.f. local 2 + (1 — €%)2%2 = 0, 2(0,¢) = A(e),
limy 00 2(t,€) = k(e), con solucién dominante zy = zo(t) tal que Z) + 2'3/2 = 0,

20(0) = Ay, z0(00) = ko; es decir,

1 £\
Zo(t) = 1{50— (kjo—AO +Z) t e [0,00)

Se trata entonces de un crecimiento simplemente hiperbdlico, en lugar del usual

exponencial en los problemas lineales. Se tiene, en particular, Z,(0) = (ko — Ag)?/4.
Para revelar alguna capa de frontera en el extremo derecho, el cambio de
variables

b= 22O Z st ~ Zsizi(t)

e2

transforma el problema en el p.v.f. local # — [L(e) 4+ €2t]%/? = 0, 2(0,¢) = B(e),
lim; o 2(t,€) = k(e), con solucién dominante zy = zo(t) tal que Z, — L023/2 =0,

20(0) = By, zo(—00) = ko; es decir,

1 L2\
t) =k - t € (—00,0];
20(t) 0+(Bo—k0 4) € (—o0,0;

se tiene, en particular, Z5(0) = L3(By — ko)?/4.

La aproximacion asintotica compuesta resultando de todo lo anterior tiene la
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forma

y(x,e)wko—( : +“1>_1+<Bol +L3[L(5)_x]>_l (e = 0%):

]{70 — AO 42 — ko 4e2

depende de la amplitud de resonancia ky, todavia indeterminada.

Para derivar una condicién de frontera adicional, se divide la e.d.o. en (4.29)

1 =
por —252y/3/2 para obtener la forma resoluble por cuadratura < \/T = 2—2 Al
g%y €
. o _ . 1 _ 1 _ 1-L2(e)
integrar desde x = —1 hasta « = L(e), se obtiene e RN )

y al usar las derivadas de las soluciones interiores dominantes, resulta

2 2 1— L2(e)

_ ~ +
Lo(By — ko) ko — Ag 422 (5= 0%).

Lema 4.8. La amplitud de resonancia, cuando ¢ — 07, tiene valor al orden uno

dado por
.
By st Lo <1 o0siLog=1,L1 <O0;
ko = AO SiL0>1OSiL0:1,L1>O;
Ay + By Ly(By — Ayp)? .
— Le)~1 2L
2 16 V(AQ,B(),LQ) > (5) te 2

def

donde v(Ayp, By, Ls) = 1+ \/1 + L3(By — Ap)?/64.

1 1 1-L3
LQ(B()—k'()) k’o—Ao 882 )

Demostracion. Si Ly # 1, la condicién es Luego,
tomando en cuenta la diferencia entre co y —oo, se deduce que kg = By si Lo < 1

mientras que kg = Ag si Lo > 1.

: _ c s | —L
Si Lo=11y Ly # 0, la condicién es Boe Ry ™~ i Tomando de nuevo

en cuenta la diferencia entre oo y —oo, se deduce que kg = By si L; < 0 mientras
que ko= Agp si L1 > 0.

| S —%. La consideracién

. . o < ey 1 _
Si Lo=1y L; =0, la condicién es Bl A =

de la variable trasladada X % ko — (Ao + By)/2 conduce a la ecuacién cuadratica

4L2X2 — 32X — LQ(BQ - A0>2 = 0. La solucién particular X = 41/(140, Bo, LQ)/LQ
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es incorrecta en el caso Ly > 0 porque se tendria By — kg = 4[Lo(By — Ap)/8 —
v(Ap, By, Ls)]/ L2 < 0 cuando haya de ser kg < By y es incorrecta también en el
caso Ly < 0 porque se tendria ky— Ay = 4[| La|(By— Ao) /8 —v(Ag, By, La)]/|La| < 0
cuando haya de ser Ag < kg. Asi, cuando Lo # 0, se tiene la otra solucion particular
X =4[1—+/1+ L3(By — Ap)?/64]/ L. Al utilizar la cantidad conjugada, se obtiene
X = —Ly(By—Ao)*[16 v( Ay, By, L2)] ™", expresion que abarca también el caso Ly = 0

para el cual X = 0. a

Se pueden enunciar tres proposiciones ahora.

Proposicién 4.9. Si Ly <1, 0 si Ly =1 con Ly <0, la solucion del p.v.f. (4.29)

se representa uniformemente por la aproximacion asintotica

1 v+ 1\ .
y(:l:,E)NBO—(BO_AOJr 482) (e —=07).

Muestra una sola capa de frontera, a la izquierda, y fuera de ella es aproximadamente

constante, con el valor al orden uno impuesto en la frontera derecha.

Proposicién 4.10. Si Ly > 1, 0 si Lo =1 con Ly > 0, la solucién del p.v.f. (4.29)

se representa uniformemente por la aproximacion asintotica

y(l‘?&) ~ Ay + (BoiAO + LO[LZ(;;)Q_ZE]>_ (€_> 0+>

Muestra una sola capa de frontera, a la derecha, y fuera de ella es aproximadamente

constante, con el valor al orden uno impuesto en la frontera izquierda.

Algunos céalculos son ttiles antes de enunciar la tercera proposicién. Deno-

def . _ V2 )2
tando A = Lo(By — Ap)/8, se tiene % =1(1-2) = Wi\/\) = le;
(ko—Ap)~t = p —1—%. Luego, como (By— ko)™ — (kg — Ap)™! = —Lo/4 entonces

By
(Bo — ko)™' =

por lo tanto

Lo

v
Bo—Ao 8 °

Proposicién 4.11. Si Ly =1 y Ly =0, la solucion del p.v.f. (4.29) se representa
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uniformemente por la aprorimacion asintotica

AO + BO LQ(BO — A0>2 14 L2 z+1 !
R Tl -y - W e
v Ly  L3[L(e) — 2]\ +
—l—(BO_AO 8+ 122 (e —=07),

donde v = v(Ag, By, Ls) se definid en el Lema 4.8. Muestra capas de frontera en
ambos extremos del dominio y fuera de ellas es aproximadamente constante, con un
valor al orden uno que tiende a By cuando Ly — —oo y a Ay cuando Ly — 00
mientras que es el promedio aritmético de las condiciones de frontera cuando el

dominio sea mds simétrico con Ly = 0.

Para establecer la veracidad de las tres proposiciones, se va a resolver el

p.v.f. (4.29) en forma exacta y se va a estimar asintGticamente la expresién pa-

13/2

ramétrica resultante. Primero se divide la e.d.o. en (4.29) por —2cy (va que

la derivada no puede anularse) para obtener la forma resoluble por cuadratura

VY de
riamente positiva, que se denotard c*(g) y se escoge c(g) > 0 sin pérdida de genera-
lidad 1 A(e) — 2? . ol . 16¢2
idad: = ; esto equivale a ¢y = ————,

! ACIEEE

NA®

xr = —1 produce

1 — ) . . .
(— = ——. Al integrar, se introduce una constante de integracién, necesa-

lo cual integrado desde

4e?

y(z,e) = A(e) + —[

1 1 1 1
+

2lc—x cd+x c—1 c+1

1
+ —In
c

} . (4.30)

donde la dependencia de la constante ¢ respecto del pardmetro € no se indica

a partir de ahora para recortar las escrituras. La segunda condiciéon de frontera
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y(L(s), 5) = B(e) impone una ecuacién que determina la constante c(e):

?[B(e) — Ale)] = 452{0_1[/(5) - C+1L(€) T ci 1 0_11_1
1|(e+ Dle+ Le)
c|(c—=1)c— L(e)]

}. (4.31)

La resolucién asintética de esta ecuacién (por el método de coeficientes indetermi-

nados) da lugar al lema siguiente.

Lema 4.12. Se cumple cuando ¢ — 0"

( 42
1+B%AO+O(53) siLy<1osiLo=1 Ly <O0;
(e) LE) 4 e o) silo>10siLyg=1L; >0
cle Lg(BO—Ao) 0 0 s L1 )
L
\ 1+ 4¢e? (Bo AO+§2)—|—O(53) si L(e) =1+ %Ly + O(&?),

donde v = v(Ap, By, L) se definid en el Lema 4.8.

Demostracién. Al insertar c(e) = 1 + -+ 0(e 3) en la ecuacién (4.31), se

Bo

obtiene para el miembro izquierdo ¢*[B(g) — A(e)] = By — Ay + O(e) y para el

miembro derecho 471 = By — Ag + O(e) también, mientras que 4e*{ -7 el c4+1 +
Hn|(c+ e+ L(e)]|} = O(?) y 2 Inec — 1| = O(?In¢); la magnitud de los
términos faltantes es sensible al valor de Lg. Si Ly < 1, entonces 074; = 0(&?)

= 0(e) y

—% Injc — L(e)| = O(¢*Ine). Asi queda comprobada la adecuacién de la primera

y —'Inje— L(e)| = O(e*); si Ly = 1 con Ly < 0, entonces

expresién para c(e).
Al insertar c(e) = L(e) + LQ(B—AO + O(g%) en la ecuacién (4.31), se obtiene
para el miembro izquierdo ¢?[B(e) — A(e)] = LE(By — Ag) + O(g) y para el miembro

derecho 6_422(8) = L§(By — Ao) + O(e) también, mientras que 4e*{—= e — a7+
In|(c+ e+ L(e)][} =0(?) ¥y —‘%ln|c— L(g)] = O(e*In¢); la magnitud de los

términos faltantes es sensible al valor de Ly. Si Ly > 1, entonces % =0(?) y
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—%ln|c—1| = O(g?);s1 Ly =1 con L; > 0, entonces j‘é =0(e) y ——ln|c 1| =

O(e?In¢e). Asf queda comprobada la adecuacién de la segunda expresién para c(g).

Al insertar c(e) = 1+ 42 [ ot L] + O(e®) en la ecuacién (4.31), se
obtiene para el miembro izquierdo ¢?[B(e) — A(e)] = By — Ag + O(e) y para el

miembro derecho, asumiendo L(g) = 1+ &?Ly + O(&%), se tiene 4e? [C_}J(E) +-L] =

— szOB;AOAO)/S + V+L2(BO Ao 75 + O(e) = By — Ap + O(e) también; mientras que

47y — a + imle+ e+ LEIY = 0 y = Inf(c - Dle - L(e)]| =

O(e?In¢€). Asf queda comprobada la adecuacién de la tercera expresién para c(e). O

Ahora se pueden comprobar las tres proposiciones.

Demostracién de la Proposicién 4.9. Se inserta c(e) =

(€°) e
., 45 . 46 —1 —
la solucién exacta (4.30). Entonces A(e) + %5 () = Bo + O( ) ( ) =

2 \ctz

—(ﬁ%—%}l)*l—{—O(s), mientras que %ln|6+—x =0(e*lne) y A‘C‘Z (C+1+ In |c+

c—1
1]) = O(e?); si Lo < 1, se tiene también %(ﬁ —Lilnje—z]) =0(e?) ysi Ly =1
con Ly < 0, se tienen 46%2((;%) =0(e) y ——1n|c— z| = O(e®In¢). Por lo tanto,
y(x,e) = By — <BoiA0 + %21)71 + O(e) para todo z € [—1, L(¢g)]. O

Demostracién de la Proposicién 4.10. Se inserta c(e) = L(€)+L2(B—A+O( %)

en la solucién exacta (4.30). Entonces A(e) = Ay + O0() v 5 (1) = (51 +

c—x Bo—Ag
L3[L(e)—a]
4e2

O(g?); si Lo > 1, se tiene también 40%(

)_1+O(€), mientras que —46%2111|c—x\ = O(e?Ine) y 452 (FH+ilet1]) =

C+x+i+1ln|6+$‘) =0(?) ysi Ly=1

con L; >0, se tienen 2 (+25)=0(@)y 6—31n|?_r—“17 = O(e?In¢). Por lo tanto,

y(x,e) = Ag + (BoiAo + L°[4(;) x]) + O(e) para todo x € [—1, L(¢)]. O

Demostracién de la Proposicién 4.11. Se inserta c(e) =1+ 452(BOZA0 +L2)+

O(g?) en la solucién exacta (4.30). Entonces A(e)+ 45—22 (Z5) = Ao+ #{ﬁo)/s +
O(e) = Ag + Boze[1 — Lz(BO;AO)/B} + O(e) puesto que v? — L3(By — Ag)?/64 = 2v;

s, () + 2 () = 438 — A 4 0(e). Ademis, £ (55) = (g +

c? c—1 2 16v c? ct+x
L) 06 v B(L) = (gt - %+ U557 + 0(), mientras quo

i In| 2| = O(Ine) y 45 (S +1mc+1]) = O(?). Porlo tanto, y(z,) =
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A Lo(Bo—Ag)? v z41) 1 v L(e)—z\~1
OJ2FB0 — Ll 1061/ o (Bo—Ao + % + %21) + (Bo—Ao - % + (422 ) - 0(8) bara

todo = € [—1, L(e)]. O

4.5 Ecuacién con un término no local

Se va a considerar un p.v.f. asociado a una ecuacion integro-diferencial lineal:

ey’ —xy' +y— M.[y(-,e)] =0, —1 <z < L(e),

(4.32)
y(—1l,e) = Ale), y(L(e),s) = B(e), D<exk 1,

donde las funciones reales analiticas A(e) = > 7 'A;, Be) =Y ~,e'B; y L(e) =
Yoico e'L; son tales que Ag # By v Lo > 0, y el funcional M., es el promedio comiin

tal que

v def 1 L) J
a[y] = m/l y(s) ds,

para cualquier funcién y integrable en el intervalo [—1, L(e)}.
Asumiendo por el momento la existencia de una solucién y para el p.v.f.

(4.32), con expansion asintdtica de su promedio
M.[y(-e)] = m(e) ~ Y e'm; (e —=0%),
i=0

se trata de determinar su comportamiento asintético cuando ¢ — 0" mediante el
método de expansiones asintéticas empatadas.
Una solucién exterior Y (z,e) ~ Y oo e'Yi(x) tiene que satisfacer —2Y;+Y, =

moy y —xY{ 4+ Y1 =mi — Y paratodo i € N, por lo que debe tener la forma

Y(z,e) = m(e) + k(e)x ~ Zai(mi—i-kia:) (e = 0%),

=0

donde kg, k1, ko, ... son constantes reales.
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En busca de una capa de frontera a la izquierda, el cambio de variables

r+1 = .
t: s e t7 ~/ Zit _)O+
YD) = s~ ) (600

lleva a la ecuaciéon Z+(1—et)z+ez—em(e) = 0. En particular, el término dominante,

determinado por 2y + 2o =0, 29(0) = Ay, z0(00) = mgy — ko, es
Zo<t> = Mo — k‘o + (AO — mp + ko)@it.

En busca de una capa de frontera a la derecha, el cambio de variables

t = :E_Tug), y(x,e) = z(t,e) ~ igizi(t) (e —0M)

lleva a la ecuacién Z — [L(e) + €t]z2 + ez — em(e) = 0. En particular, el término

dominante, determinado por Zy — LoZo = 0, 2(0) = By, zo(—00) = mg + koLo, es
Z()(t) = Mgy + kOLO -+ (B() — Mgy — koLo)eLot.

Una aproximacion asintdtica compuesta cuando ¢ — 0" tiene la forma

_ztl Lofz—L(e)]
y(x,é) ~ m0—|—k’0$—|—(140—m0+k0)6 € +(Bo—m0—]€0L0)€ €

Contiene dos constantes indeterminadas, mg y ko, pero una de ellas tiene un signifi-
cado condicionante: my of lim,_,o+ M, [y(-, 5)] . Este limite se puede calcular usando
la aproximacién obtenida; viene la identidad mgy = mg + ko(Lo — 1)/2. Por lo tanto,

si Ly # 1, entonces ky = 0 y la aproximacién se reduce a

ozl Lo[z—L()]
y(x,e) ~ mo+ (Ag—mg)e ¢ +(Bp—mg)e = (e = 01),

con todavia la constante mg indeterminada.
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Si Ly =1, se va a precisar el término siguiente de cada solucion interior, para
después aplicar la definicion de m; y dejar una sola constante indeterminada.

En la capa de frontera izquierda, tal término siguiente tiene que satisfacer
21+ 2 = tZ — 20+ my con z(0) = A;. Luego, tiene la forma z(t) = a; +
kot + (A; — a1)e™ + (Ag — mo + ko) (2t + t*/2)e™", donde a; es una constante de
integracién que se va a determinar por empate segin la regla de Van Dyke. Por una
parte, (Yo+eY1)(x) = mg+ kox +emy +ekix = mg — ko + koet +emy — ek, + 2kt =
mo—ko+e(kot+mi—ki)+0(e?) = mo—ko+ko(z+1)+emy —ek; +0(e?) = mo+koz+
e(my —k1)+0(g?). Por otra parte, (z20+£21)(t) = mo—ko+ (Ao —mo+ko)e " +ear+
ekot+e(A;—ay)e t+e(Ag—mo+ko) (2t +12/2)e " = mo—ko+(Ag—mo+ko)e”@+HD/e 4
car+ko(z+1)+e(Ar—ar)e”@V/E 4 (Ag—mo+ko) [2(x+1)+ (z+1)2/(2e) e~ @FD/E =
mg + kox + caq + 0(62). Da lugar el empate si y sélo si a; = m; — ky. Asi,
21(t) = my — ky + kot + (Ay —my + ky)e ™ + (Ao — mo + ko) (2t + t2/2)e .

En la capa de frontera derecha (cuando Ly = 1), el término de orden ¢ tiene
que satisfacer Z; — 21 = (L1 +t)29 — 20 + mo con z(0) = B;. Luego, tiene la
forma z(t) = by + kot + (B1 — by)e' + (By — mg — ko) [(L1 — 2)t + t?/2]e€!, donde
by es una constante de integracion que se va a determinar por empate segin la
regla de Van Dyke. Por una parte, (Yy + €Y1)(x) = mo + kox + emy + ekix =
mo + ko + koe L1 + koet + emy + eky + O(e?) = mo + ko + koe Ly + ko(z — 1 — L) +
emy +ek1 4+ O(e%) = mo + kox + £(mq + k1) + O(e?). Por otra parte, (z0+ez)(t) =
mo+ko+(Bo—mo—ko)e' +ebi+ekot+e(Bi—by el +e(Bo—mo—ko ) [(L1 —2)t+1 /2] €
mo + ko + &by + ko(z — 1 —eLy) + O(?) = mo + kox + £(by — koLy) + O(?). Da
lugar el empate si y sélo si by = my +ky +koLy. Asi, z1(t) = my + ki + ko L1 + kot +
(Bi —mq — ki — koLy)e' + (By — mg — ko) [(L1 — 2)t + t2/2] "
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Una aproximacién asintética compuesta hasta el orden & cuando € — 0" es

y(x,e) ~ mo+ kox + emy + ekyx

ozl z—L(¢)
€ +(B0—m0—k0)e €

_ztl z—L(e)
+€(A1—m1+k1)6 € +E(Bl—m1—k?1—]€0[/1)6 €

2 z+1
_@3-2”) } o
15

+(A0—m0+]€0)6

+ (Ag — mo + ko) [2(:p+1) +

+ (Bo = mo = ko) {(L1 —2)[w — L(e)] + M}eﬁ

€
2e
Al estimar su promedio se obtiene mg + em; = mo + SkoL1 + emy + 5(Ag — mg +
ko) + 5(By — mo — ko), de lo cual resulta la identidad 2mg = Ay + By + koL;. Asi,

si Lo =1, se tiene la aproximacion

Ao + BO L1 AO — Bo Ll _z+l
y(z,e) ~ — + k:o—2 + kox + {—2 +kol1— - )le
B, — A L z—L(¢)
+|:%—k’0<1+71):|6 € (E—>0+),

con todavia la constante ky indeterminada.
Para extraer una condiciéon de frontera adicional, se puede primero derivar

la e.d.o. en (4.32), obteniéndose la ecuaciéon ey” — xy” = 0, la cual equivale a

72
=) =

[sy” exp(;—”j)]/ = 0. Por lo tanto, ha de cumplirse z—:2y”<L(5),z—:) exp[

e2y”’(—1,¢) exp(;—;). Al usar las derivadas segundas de las soluciones interiores do-

minantes, se sigue la condicion

Lg(Bo —mp) +0(e) = [Ao — o+ O(g)] exp {%}

2¢e

cuando Lo # 1,y

&)%AO—/{O (1 + %) +0(e) = [@ + ko (1 - %) + O(e)] exp Ly +0(¢)]
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cuando Ly = 1. Resultan entonces

By cuando Ly < 1;
mo =
Ag cuando Ly > 1;

y cuando Lo =1,

(B() — A(])(l + €L1)
Li(1—el) +2(1+eh)

ko = si L1 7£ :l:L*,

donde L* ~ 2,4 y —L* son las soluciones de la ecuacién L(l — eL) + 2(1 + eL) = 0.
Se puede ahora enunciar lo siguiente.

Proposiciéon 4.13. El comportamiento asintético cuando ¢ — 0% de la solucidon

del p.v.f. (4.32) viene dado en primera aproximacion por

( ozl
By + (Ao — By)e < si Lo < 1;
A (1+6L1—L 6L1)+B (1+eL1—|—L ) (Bo—A )(1+€L1) . B
(w 6) N 0 L1(1—2L1)+2(10+6L1) L4 L1(13€L10)+2(1+@L1) S LO =1
e (Ao—Bo) L1 —ztl (Ag—Bg)Liel1 v L) L 4+ [*
_|_ L1(176L1)+2(1+3L1) e € _'_ L1(17€L1)+2(1+6L1) e £ y 1 % ;
Lo[z—L(¢)] .
(Ao + (Bo—Ag)e = si Lo > 1.

Nota. Si (Lg,L1) = (1,0), se tiene y(z,e) ~ 4etbe 4 (BooAo) gy no hay capas

de frontera al orden uno. De hecho, si L(e) = 1, es solucién exacta y(z,e) =

A(e)+B B(e)—A
HB(E) 4 [BE-AG)]

Para darle validez a la Proposicién 4.13, hay que analizar directamente el
p.v.f. (4.32), dejando la estimacién asintética para cuando se tenga suficiente infor-
macion exacta sobre su solucion.

Primero, conviene convertir la ecuacién integro-diferencial en una diferencial
ordinaria, eliminando de ella el término no local haciéndolo pasar a las condiciones

asociadas.
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Proposicién 4.14. El p.v.f. (4.32) es equivalente al problema con condicion no local

e —xZ +2 =0, -1 <z < L(e),
Me [Z(,&)} = Oa (433)
z(L(e),e) — 2(—1,e) = B(e) — A(e), 0<ex,

en el sentido de que existe una biyeccion entre los conjuntos de soluciones de los dos

problemas (posiblemente reducidos a una sola funcion cada uno).

Demostracién. Si una funcién y es solucién del p.v.f. (4.32), entonces la funcién

L y — M, [y(-, 5)] es claramente solucion del problema (4.33), mientras que si una

funcién z es solucién del problema (4.33), entonces la funcién

dof A(e)+ B(e) z(L(e),e) + z(—1,¢)
2 2

es solucién del p.v.f. (4.32) ya que, como M, [z(-,¢)] = 0, la identidad M. [y(-,¢)] =
A(e)+B(e)  z(L(e),e)+z(—1)
2 2

implica que la funcién y satisface la e.d.o. y ademas se
tienen las dos condiciones y(L(e),e) —y(—1,e) = z(L(g),e) —2(—1,e) = B(e)—A(e)
e y(L(e),e) + y(—1,2) = A(e) + B(e), las cuales equivalen a las impuestas en la
frontera y(—1,e) = A(e) e y(L(g),e) = B(e).

Por otra parte, la composicion de las dos correspondencias asi definidas da,

en un orden y en el otro, la identidad respectiva: y — y — M. [y(-,e)] =y —
M. [y<,75)] + A(E);B(s) _ y(L(s),s)st[y(-,s)];ry(flys)st[y(-,s)} —yiy 2zt A(S)JQrB(E) _

z(L(e),e)+2(—1,)

. — 24 A(e)—;B(s) _ 2(L(e),e)+2(=1,) _Ma |:Z(, 6)+ A(s)-;—B(e) . z(L(s),e);—z(—l,e)}

2

= z. Asi, las aplicaciones son inversas una de la otra y, por lo tanto, biyectivas. 0O

La solucion general de la e.d.o. singularmente perturbada de Hermite en (4.33)
es z(x,e) = c1(e)Y(z, €) + ca(e)x, donde la funcién de Kummer par v, en este caso

especial, esta definida simplemente por

T 2 2
U(x,e) o x/o exp (;—€> ds — e exp (;_5) ,
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para todo z € [—1, L(¢)].
Se tiene una solucién z al problema (4.33) si y sélo si el par de constantes

(c1,02)(g) satisface el sistema algebraico

M.[¢(-,e)]ei(e) + 3 [L(e) — 1]ea(e) = 0

(4.34)
[W(L(g),e) —¥(1,e)]ci(e) + [L(g) + 1]ea(e) = Ble) — Ale).

En particular, si L(¢) = 1 entonces M.[¢(-,€)] # 0 implica ¢i(g) = 0, lo

B(e)=A(e) B(e)=A(e)
2 2

. existe la tnica solucién z(z,¢e) = z, ala

B(e)—A(e)
2

cual conlleva cy(e) =

r + ATEEQ

cual corresponde la unica solucién del p.v.f. (4.32) y(x,e) =
lo cual confirma lo mencionado anteriormente y establece la unicidad.
Mediante un cambio del orden de las integraciones, se obtiene la identidad

L+ ) = [ PO e (2)

3

L1 — g2 52
+/O< 5 —5)exp(2—€) ds,

para la cual el método de Laplace suministra la aproximacién asintotica

[L(e) + 1M [¢(-,e)] = [L5353 + 0(54)} e% + [53 + 0(54)} e% (e — 07).

También por dicho método se obtiene

L2(e) 1
Y(L(e),e) —(l,e) = [Lge® + O(?)] e 2 — [¢ + O(e%)] e2= (e — 07).

Si primero se supone Ly < 1, entonces la evaluacién del sistema algebraico
(4.34) cuando € — 0% da

e3eae [ﬁ + 0(6)} ci(e) + [22L + 0(e)] ea(e) = 0

e?e2 =14 O(e)] e1(e) + [Lo + 1+ O(e)] ea(e) = By — A + Ofe),
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con determinante A(e) ~ 3(Lo— 1)e2e2 (¢ — 07); como es diferente de cero, existe
una solucién y una sola para el problema (4.33) e igualmente para el p.v.f. (4.32). La
solucién del sistema satisface ¢1(e) ~ (Ag — By)e2e® y cy(e) ~ 2(By — Ag)(LE —

1)~'e (¢ = 07), lo cual implica la aproximacién asintética
2(x,) ~ (Ao — Bo)e2e= (,€) + 2(By — Ag)(LE — 1) 'ex (e — 0*).

Si x = O(y/e), entonces (x,e) = O(e) y z(x,e) = O(e). Si x # O(y/2), entonces
b(z,e) ~ a2 exp(L), por lo que 2(z,e) ~ (Ag — Bo)z2exp(5=2) + O(e) ~
(A — By) exp(—*) + O(e) y esta tltima expresion abarca también el caso x =
O(y/2 ). Volviendo a la incégnita y, como z(L(e),e) +z(—1,e) ~ Ag— By, se obtiene
y(z,e) ~ (Ag— By) exp(— L) + O(e) + Aot — do=bo B+ (Ag— By) exp(—2H),
lo cual demuestra la parte correspondiente de la Proposicion 4.13.

Si ahora se supone Ly > 1, entonces la evaluacién del sistema algebraico

(4.34) cuando € — 0" da

L2(e)

836 2= [Ly*(Lo+ 1)+ 0(e)] ere) + [(Lo — 1)/2 4+ O(e)] ca(e) = 0
265 [L +0()] e1(e) + [Lo + 1+ O(e)] ea(e) = By — Ag + O(e),

2 £
con determinante A(e) ~ $(1 — Lo)Ly’e 20737 (e = 07); como es diferente de

cero, existe una solucién y una sola para el problema (4.33) e igualmente para
L2()

el p.v.f. (4.32). La solucién del sistema satisface c;(g) ~ (By — Ag)Lie %e™ =
y cae) ~ 2(Ag — Bo)Ly ' (LE — 1)~ (¢ — 0%), lo cual implica la aproximacién

asintética
2
2(1,6) ~ (By — Ag)L2e 2% b(x,€) + 2(Ag — Bo)Lg (L2 — 1)"'ex (¢ — 07).

Si & = O(y/e), entonces ¢(z,e) = O(g) y z(x,e) = O(e). Si x # O(\/2), entonces
P(x,e) ~ x 22 exp(””—2) por lo que z(z,e) ~ (By— Ag) L3z exp[ﬁ}—[:(e)] +0(g) ~

(By — Ap) exp(LO[x—L) + O(e) y esta dltima expresién abarca también el caso
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x = O(y/¢). Volviendo a la incognita y, como z(L(e),e) +2(—1,e) ~ By — Ao, se
obtiene y(x7g) ~ (BO — AO) exp(M) 4 0(8) + Ao—gBo _ BOEAO ~ Ay + (BO _

3

Ap) exp(w) , lo cual demuestra la parte correspondiente de la Proposicion 4.13.
Si finalmente se supone Ly = 1 con L; # +L*, entonces la evaluacién del

sistema algebraico (4.34) cuando ¢ — 07 da

e [(1+ef)/24 0(e)] e1(e) + [eL1/2 4+ O(e?)] ea(e) = 0
2022 [l =14+ 0(e)] c1(e) + [2+ O(e)] ea(e) = By — Ao + O(e),

™

con determinante A(e) ~ [1 4 e + Li(1 — eLl)/Q]e?’e?ls (e = 07); como es
diferente de cero si L; # +L*, existe una solucién y una sola para el problema

(4.33) e igualmente para el p.v.f. (4.32). La solucién del sistema satisface c¢;(g) ~

L1(Ao—Bo) —2,5% ~ _ (Bo—Ag)(1+e1)
Li-etnreareme €% Y e(8) ~ LE it

(¢ = 0%), lo cual implica la

aproximacién asintdtica cuando & — 01

L1 (AO — BQ) _o =1

%= (By — Ag)(1 + el)
Lil—eb)+2(l ey © “Y(z,e) +

Ll —el) 121 +eb)

z(x,e) ~

Si x = O(y/e), entonces (x,e) = O(e) y z(x,e) = Ll((?:i()))fzziézl) z + O(e).

. _ z2 Bo—A el
Si x # O(y/£), entonces (z,e) ~ z 2% exp(L) vy 2(z,e) ~ Ll((1ieL10))J(r12J(r1+21) T+
L1(Ap—Bo) 29 (Bo—Ap)(1+el1) L1(Ap—Bo) +1
Ll(l—;Ll)O—f—Q(f-i-eLl) o= ) ~ L1(135L10)+2(1+6L1) + L1(1—61L1)0+2(f+eL1) exp(—%)
Ll(A()—Bo)eLl x—L(g) T ., .y o
L T2 et exp[*=] v esta tltima expresién abarca también el caso z =

O(y/2). Volviendo a la incégnita y, como z(L(g),e) + 2(—1,&) ~ Lfé‘ii{ﬁfégj;f),
Ll((?:flo))fgze:%l) T+ L1(1—LelL(114)OJ:2%3reL1) exp(—=H) + Ll(fl—(ﬁff;()fi;l)
e [ gl ) il o
Ll((?gngqlo))i;—é_leiigl) + Ll(lfLelL(f‘)OJ:Q?fieLl) exp (—*H) + Ll(fi(ﬁg;f;()ilbl) exXp [w_f(a)] , 1o

x’Qexp(

viene y(z,g) ~

7 Asi, y(z,¢e) ~

cual termina de demostrar la Proposicion 4.13.
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4.6 Ecuacion en derivadas parciales

Se considera el p.v.f. eliptico en un rectangulo del plano xy

EUgy + EUyy — TUy — YUy = 0, —-1<z<L, -1<y< M,
uw(=Ly.e) = Aly.e),  u(L,y,e) = Bly,e), (4.35)
u(z,—1,e) = C(x,¢), u(z, M,e) = D(x,¢), 0<e<k 1,

donde estan dadas las dos constantes positivas L y M aqui independientes del
pardmetro de perturbacién e, y las funciones reales analiticas A, B, C 'y D
las cuales satisfacen condiciones de consistencia entre si: A(—1,e) = C(—1,¢),
B(M,e) = D(L,e), A(M,e) = D(—1,¢e) y B(—1,¢) =C(L,¢).

Con el objeto de aplicar el método de expansiones asintéticas empatadas,
se empieza buscando una funcion regular que satisfaga la ecuacion reducida. La
convergencia, en una regién “exterior”, de la solucién del p.v.f. (4.35) hacia la de
un problema reducido apropiado, estda bien establecida para los p.v.f. de su clase
(Lions [111)).

Las soluciones no constantes de la ecuacién hiperbdlica zU, + yU, = 0, del
tipo f(—y/x) enel tridngulo —1 <z <y < —Mzx, del tipo f(—xz/y) en el tridngulo
—1<y<ax<—Ly,del tipo f(Ly/x) en el tridngulo —x < Ly < Mx < ML y del
tipo f(Mz/y) en el tridngulo —y < Mx < Ly < LM, implican una singularidad
en el origen del plano, punto de retorno de la ecuacién. Por lo tanto, para poder ser

regular, la solucién exterior es de la forma
U<x7y78) = k<€) ~ Zgzkz (l’,y) S (_17L) X (_17M)7
=0

donde los términos k; son constantes reales.
Esto implica desde ya que si ninguna de las funciones dadas A, B, C o
D es constante, se pueden esperar cuatro capas de frontera, una en cada lado del

rectangulo.
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La averiguacion de una capa de frontera en el lado oeste del rectangulo pasa
por la sustitucion de la coordenada x en una vecindad del borde * = —1 por la

variable local t = (x + 1)/e. El problema correspondiente es

i+ e*uy, + (1 —et)i — eyu, = 0, 0<t<oo, —-1<y<M,

u(0,y,e) = Ay, e), limy o u(t,y,e) = k(e).
El término dominante local debe satisfacer
g+ Uy = 0, up(0,y) = Ao(y), up(00,y) = ko;
por lo tanto, resulta
uo(t,y) = ko + [Ao(y) — kole ™, 0<t<oo, —-1<y<M.

Procediendo de manera similar para el lado sur del rectangulo con la nueva

variable local t = (y + 1)/, se obtiene
uo(z,t) = ko + [Co(x) — kole ™, —1<z<L, 0<t<o0.

Para el lado este, la variable local es ¢t = (x — L) /e y el problema correspon-

diente es

i+ e2uyy — (L + et)i — eyu, = 0, —00<t<0, —-1<y<M,
u(()?va) = B(y75)7 Hmt—)—oo u(tay7€) = /{,‘(5)

El término dominante local debe satisfacer

g — Ly = 0, uo(0,y) = Bo(y), up(—00,y) = ko;
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por lo tanto, resulta
uo(t,y) = ko + [Bo(y) — kole™, —c0o<t<0, —-1<y<M.

Procediendo de manera similar para el lado norte del rectangulo con la nueva

variable local t = (y — M) /e, se obtiene
up(w,t) = ko + [Do(z) — kole, —1<xz<L, —-oc0o<t<O.

De todo lo anterior, se desprende un ansatz de aproximacion asintotica com-

puesta al orden uno,

u(x,y,) ~ ko + [Ao(y) — kole™ "V + [Co(a) — kole™WHD/°

+ [Bo(y) — ko™ 1/ 4 [Do(x) — koleMW=2D/e (e — 0%), (4.36)

donde la constante real ky quedo sin determinar.

Se recurre entonces a derivar una condicién adicional a partir de la ecuacién

_ 2+

5 ) se obtiene
1

en derivadas parciales. Al multiplicarla por el factor no nulo exp(

_ 12+y2 _12+y2
EU e 2 + | euye” 2 = 0.
z )

Integrando respecto de = entre —1 y L, y respecto de y entre —1 y M,

la ley de conservacion

viene la nueva condicién de frontera

M —12 -1 7y2
/ |:5U:I:(L>y76)€T —gux(—l,y,s)e?] e 2 dy
-1

— M2

L 2
—i—/ [5uy(x,M, ge 2= —euy(yc,—l,s)e%a1 e dr = 0. (4.37)
-1

Se pueden usar las soluciones interiores dominantes para estimar los integran-
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dos:

/_M {L[Bo( ) — kole 212 + [Ao(y) — ko]@Zs}e = dy

1

+/j {M[Do( ) — kole gs + [Co(z) — ko]e%El 6_2%2 dx ~ 0.

Al aplicar el método de Laplace y simplificando por v/27e, se sigue finalmente

la condicion

M2

LIBy(0) — kole # + M[Dy(0) — kole 5 + [Ag(0) + Co(0) — 2keJe® ~ 0.

La indeterminacién queda entonces resuelta de la manera siguiente.

By(0) si L < min{M, 1},
Dy(0) si M <min{L, 1},
[Bo(0) + Do(0)]/2 siL=M<1,

ko = q [Ao(0) 4+ Cp(0)]/2 sil<min{L, M},
[A0(0) + Bo(0) + Co(0)]/3 siL=1< M,
[A40(0) + Co(0) + Dy(0)]/3 siM=1<1L,
[A9(0) + By(0) + Co(0) + Do(0)]/4  si L =M = 1.

\

Estos resultados son consistentes con lo obtenido por Grasman y Matkowsky
[46] usando su método de cédlculo variacional. El valor de la constante ko (valor
limite de la solucién en todo el interior del rectdngulo) estd determinado por el o los
puntos mas cercanos al origen-punto de retorno, puntos de contacto con la frontera
del circulo interior al rectangulo centrado en el origen y de radio maximo: segun
los valores de L y M, son uno o varios de los puntos (0,—1), (L,0), (0,M) y
(—1,0), en los cuales estan impuestos los valores C'(0,¢), B(0,¢), D(0,¢) y A(0,¢),

respectivamente.




CONCLUSION

Los problemas que exhiben el fenémeno de resonancia de Ackerberg y O’Malley
representan un reto dificil para el cientifico interesado en conocer el comportamiento
preciso de sus soluciones y su dependencia del parametro pequeno ¢, debido al fra-
caso del método de expansiones asintoticas empatadas que, en las demés situaciones,
le aporta toda la informacién que busca. Las alternativas de resolucion ofrecidas en
la literatura especializada involucran alejarse del analisis asintotico estandar, sin
ofrecer demostracion rigurosa de la validez de los resultados asi conseguidos.

El método presentado en este trabajo representa una alternativa més asequible
porque se ha visto que involucra los mismos procedimientos basicos que se emplean
de manera rutinaria en el manejo de las ecuaciones diferenciales ordinaries clasicas.

El Capitulo 3 ha evidenciado la efectividad del método, porque ha considerado
practicamente todos los problemas cuyo caracter resonante en el sentido de Ackerberg
y O’Malley haya sido debidamente demostrado en la literatura y se comprobaron
todos los resultados especificos. También el método ha resultado versatil, ya que ha
sido capaz de resolver los casos excepcionales de supersensibilidad.

Finalmente, es interesante notar, en particular en base al Capitulo 4, que la
idea desarrollada en este trabajo puede ser aprovechada de manera méas general en

otros problemas asintéticos donde aparentemente sobre un grado de libertad.
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