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POSTGRADO EN MATEMÁTICAS
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RESUMEN

En este trabajo, se utiliza el espectro superiormente semi-Weyl y el espectro de un

operador T ∈ L(X), con X un espacio de Banach, para introducir la propiedad (VE).

Un operador T se dice que satisface la propiedad (VE) si el espectro del operador

menos el espectro superiormente semi-Weyl es igual al conjunto de todos los puntos

aislados del espectro que son autovalores de T . Se estudian las relaciones existen-

tes entre la propiedad (VE) y otras propiedades tales como: la propiedad (UWE), la

propiedad (UWEa), la propiedad (WE), el Teorema generalizado de Weyl, la propie-

dad (ZEa), la propiedad (v), la propiedad (z), la propiedad (gv), la propiedad (gz),

la propiedad (Sw), la propiedad (Saw), la propiedad (gaw), el teorema a-Browder,

entre otras; y se dan condiciones al operador T para que la propiedad (VE) sea equi-

valente a cada una de las propiedades espectrales antes mencionadas. También, se

estudia la suma directa entre dos operadores T y S que satisfacen la propiedad (VE),

proporcionando condiciones a los operadores para que la propiedad (VE) se preserve

mediante la suma directa. Asimismo, para un operador T ∈ L(X) se buscan algunas

condiciones para que la restricción Tn de T satisfaga la propiedad (VE) para algún

n ∈ N. Además, se estudia la estabilidad de la propiedad (VE) bajo perturbaciones

que conmutan, es decir, si T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE) y K ∈ L(X) es

un operador que conmuta con T (que satisface alguna condición adicional), entonces

T + K satisface la propiedad (VE). Por último, dados dos operadores T ∈ L(X) y

S ∈ L(Y ) que satisfacen la propiedad (VE), se estudia esta propiedad bajo el pro-

ducto tensorial de T y S, dando algunas condiciones suficientes a los operadores para

garantizar que la propiedad (VE) sea trasmitida de factores tensoriales T y S a su

producto tensorial.
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INTRODUCCIÓN

En el año 1900, se publicó el art́ıculo Sur une nouvelle méthode pour la réso-

lution du problème de Dirichlet debido a E. Fredholm [45], el cual cambió el estudio

de la solución de las ecuaciones integrales y sirvió de inspiración para que F. Riesz

[66], en el año 1918, estableciera los métodos abstractos de E. Fredholm en la forma

de operadores compactos, lo cual dió inicio a lo que hoy en d́ıa se conoce como la

teoŕıa de Fredholm. En esta teoŕıa, existen dos clases de operadores que desempeñan

un papel fundamental, estos son los llamados operadores de Browder (también cono-

cidos clásicamente como operadores de Riez-Schauder) y los operadores de Weyl, los

cuales han sido objeto de una gama de estudios, como se pueden ver en [1], [4], [5] .

En las últimas décadas se han desarrollado numerosas investigaciones en el contex-

to de la teoŕıa de Fredholm para operadores lineales acotados, las cuales han dado

origen a nuevas clases de operadores denominados, operadores semi-Fredholm, ope-

radores semi-Browder [49] y operadores semi-Weyl [50]. Estas clases de operadores

han sido ampliamente estudiadas en los textos de P. Aiena [3, 9] empleando como

herramienta fundamental la versión localizada de la propiedad de la extensión univa-

luada (abreviada SVEP, por las siglas en inglés de singled-valued extension property)

introducida por J. Finch [44] en año 1975.

En 1909, H. Weyl [73] examinó los espectros de todas las perturbaciones com-

pactas para un operador hermitiano T , y encontró que un punto está en el espectro

de cualquier perturbación compacta T + K del operador T , precisamente cuando

dicho punto no es un punto aislado de multiplicidad finita del espectro de T . Este

resultado clásico, fue posteriormente investigado en forma general y formulado de

manera abstracta por L. Coburn [37] en el año 1966, y es conocido actualmente en

la literatura como el teorema de Weyl. Utilizando los espectros de los operadores

semi-Browder y semi-Weyl, algunos autores han introducido y estudiado varias pro-

piedades espectrales similares al teorema de Weyl. Entre estas propiedades podemos

destacar, el teorema de Browder, el teorema de a-Browder [49], el teorema de a-Weyl
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[61] y la propiedad (w) [11].

Basándose en la teoŕıa de Fredhom, sobre el álgebra L(X) de todos los ope-

radores lineales acotados que actúan en un espacio de Banach complejo infinito di-

mensional X, M. Berkani [18, 20, 28] introduce las clases de los operadores semi B -

Fredholm y semi B -Weyl, como una generalización de los operadores semi-Fredholm

y semi-Weyl, respectivamente. El estudio de los espectros de los operadores semi B -

Fredholm y semi B -Weyl, permitió a M. Berkani y J. Koliha [10] introducir cuatro

propiedades espectrales: el teorema generalizado de Weyl, el teorema generalizado de

a-Weyl, el teorema generalizado de Browder y el teorema generalizado de a-Browder,

que son generalizaciones de los teoremas de Weyl, a-Weyl, Browder y a-Browder,

respectivamente.

En los últimos quince años se han introducido y estudiado otras propiedades

que involucran a los distintos espectros originados de la teoŕıa de Fredholm y la teoŕıa

de B -Fredholm iniciada por M. Berkani, las cuales tienen similitud con las versiones

de los teoremas de Weyl y los teoremas de Browder, y es por ello, que hoy en d́ıa, en

la literatura se conocen como teoremas tipo Weyl y teoremas tipo Browder. Aunque

existen varias propiedades espectrales enmarcadas dentro de los teoremas tipo Weyl y

tipo Browder, se pueden destacar las de reciente aparición, como lo son: la propiedad

(UWE) y la propiedad (UWΠ) [24], la propiedad (Bgw) y la propiedad (Bgb) [64],

la propiedad (Sw) y la propiedad (Sb) [65], la propiedad (ZEa) y la propiedad (ZΠa)

[76], la propiedad (Saw) y la propiedad (Sab) [70].

Motivados por los trabajos donde se han estudiado los diversos teoremas tipo

Weyl y tipo Browder, en este trabajo, se definen y estudian nuevas variaciones de

ellos. Los resultados obtenidos se desarrollan en cuatro caṕıtulos.

En el Caṕıtulo 1, se proporciona una introducción de las nociones básicas ge-

nerales que se emplearan a lo largo de todo el trabajo. En el Caṕıtulo 2, se definen

y estudian nuevas variaciones de teoremas tipo Weyl y tipo Browder, las cuales son

más fuertes, en el sentido que, implican a las otras propiedades definidas en el marco

teórico en cuestión. Espećıficamente, se establecen las relaciones existentes entre las
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propiedades espectrales introducidas en este trabajo y las conocidas en la literatu-

ra, siguiendo las técnicas empleadas por J. Sanabria, C. Carpintero, E. Rosas y O.

Garćıa en [69] y [70]. En el Caṕıtulo 3, se establecen caracterizaciones de estas nuevas

propiedades espectrales mediante restricciones del operador utilizando los métodos

dados por C. Carpintero, O. Garćıa, D. Muñoz, E. Rosas y J. Sanabŕıa en [33], C.

Carpintero, D. Muñoz, E. Rosas, J. Sanabŕıa y O. Garćıa en [34] y C. Carpintero, E.

Rosas, J. Rodriguez, D. Muñoz y K. Alcalá en [35]. También, se estudia la estabili-

dad bajo sumas directas ortogonales al estilo de los trabajos hechos por A. Arroud

y H. Zariouh en [17], M. Berkani, M. Kachad, H. Zariouh y H. Zguitti en [25], M.

Berkani y H. Zariouh en [32], B. P. Duggal y C.S. Kubrusly en [43]. En el Caṕıtulo

4, se estudia la estabilidad de esta nueva propiedad espectral bajo perturbaciones

por operadores nilpotentes, operadores de potencias de rango finito, operadores de

Riesz y operadores algebraicos que conmutan con el operador involucrado y se ana-

lizan condiciones suficientes que permitan la estabilidad de esta nueva propiedad

espectral bajo el producto tensorial de dos operadores. La mayoŕıa de los resultados

presentados en los Caṕıtulos 2, 3 y 4 fueron publicados en los trabajos [71], [72] y

[16] respectivamente.

Entre los aportes fundamentales de este trabajo, cabe señalar que se lograron:

Introducir nuevas propiedades espectrales, denominadas (VE) y (VEa), como

variaciones fuertes de los teoremas tipo Weyl.

Establecer relaciones entre las propiedades (VE), (VEa) y otros teoremas tipo

Weyl y tipo Browder.

Caracterizar las propiedades espectrales (VE) y (VEa), bajo ciertas hipótesis de

la SVEP en un punto.

Estudiar la estabilidad de las propiedades (VE), (VΠ), (VΠa), (Saw), (Sw), (Sab)

y (Sb), bajo sumas directas ortogonales.
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Caracterizar las propiedades (VE), (VΠ), (VΠa), (Saw), (Sw), (Sab) y (Sb), para

un operador T en términos de restricciones del referido operador.

Estudiar la estabilidad de la propiedad (VE), bajo perturbaciones de un ope-

rador que conmutan con el mismo.

Estudiar la estabilidad de la propiedad (VE), bajo el producto tensorial de dos

operadores.

El impacto de los resultados mencionados anteriormente se ve traducido en los

art́ıculos de investigación [16], [71] y [72], que han sido publicados en revistas indexa-

das en MathSciNet, Scopus, Scimago Journal Rank (SJR) y Jounal Citation Report

(JCR), y actualmente sirven de referencia para otros investigadores interesados en

el tema.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se describen en forma general las nociones básicas y los re-

sultados que serán estrictamente necesarios y de gran utilidad para el desarrollo de

este trabajo. Cabe destacar, que la mayoŕıa de estos resultados presentados en este

caṕıtulo son hechos conocidos en la literatura, por lo que en su debida oportuni-

dad, se dan ciertas citas respecto a las referencias bibliográficas en donde se puede

ahondar en mayores detalles sobre las nociones y resultados aqúı tratados.

1.1. Operadores lineales acotados

En esta sección, se introducen y estudian ciertos parámetros asociados a un

operador lineal acotado, aśı como también algunas relaciones importantes entre éstos

y los correspondientes, a las restricciones del operador sobre algunos subespacios es-

pećıficos de su dominio.

Se denotará por L(X) el álgebra de los operadores lineales y acotados que

actúan sobre un espacio de Banach y se supondrá a lo largo de todo el trabajo que

X es un espacio de Banach complejo e infinito dimensional. Dado T ∈ L(X), es

conocido que

N(T ) = {x ∈ X : Tx = 0},

R(T ) = {Tx : x ∈ X},

son subespacios T -invariantes de X. Aśı como también lo son

N(T n) = {x ∈ X : T nx = 0},

R(T n) = {T nx : x ∈ X};

cualquiera sea n ∈ N.
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Para cada n ∈ N, Tn denotará la restricción de T ∈ L(X) sobre el subespacio

R(T n) = T n(X). Algunas relaciones útiles de estas restricciones se dan a continua-

ción.

Lema 1.1. Dado un operador T ∈ L(X), entonces:

(1) N(Tm) ⊆ N(Tn) siempre que m ≥ n;

(2) R(Tmn ) = R(Tm+n) = R(T nm) cualesquiera sean m y n;

(3) (T n)−1(R(T n+m)) = R(Tm) +N(T n) cualesquiera sean n y m;

(4) T−1(N(Tm) ∩R(T n+1)) = N(T ) +N(Tm+1) ∩R(T n) para todo n, m;

(5) Tm(N(Tm+n)) = N(T n) ∩R(Tm) cualesquiera sean n y m;

(6) R(Tn)
R(Tn+1)

' X
R(T )+N(Tn)

para todo n;

(7) N(T )∩R(Tn)
N(T )∩R(Tn+1)

' N(Tn+1)+R(T )
N(Tn)+R(T )

para todo n.

Demostración.

(1) y (2) son consecuencias inmediatas de la definición de Tn.

(3) Si x ∈ R(Tm) + N(T n), existen u ∈ R(Tm), v ∈ N(T n) y x = u + v. Luego,

T nx = T nu + T nv = T nu ∈ T n(Tm(X)) = T n+m(X) = R(T n+m). Por lo cual

x ∈ (T n)−1(R(T n+m)). Rećıprocamente, x ∈ (T n)−1(R(T n+m)) implica que T nx =

T n+mu, para algún u ∈ X. Aśı, T n(x − Tmu) = 0, por lo cual x − Tmu ∈ N(T n) y

entonces x = Tmu+ (x− Tmu) ∈ R(Tm) +N(T n).

(4) Si x ∈ T−1(N(Tm) ∩ R(T n+1)), Tx ∈ N(Tm) ∩ R(T n+1), entonces Tx ∈ N(Tm)

y Tx ∈ R(T n+1). Por lo cual Tx = T n+1u, para algún u ∈ X, lo que implica

que Tm+1(T nu) = Tm(T n+1u) = Tm(Tx) = 0. Aśı, T nu ∈ N(Tm+1) y además

T (x− T nu) = 0. Por lo tanto,

x = x− T nu+ T nu ∈ N(T ) +N(Tm+1) ∩R(T n).
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Rećıprocamente, si x ∈ N(T ) + N(Tm+1) ∩ R(T n), entonces existen u ∈ N(T ) y

v ∈ N(Tm+1) ∩ R(T n) tales que x = u + v. Luego, Tx = Tv ∈ N(Tm) ∩ R(T n+1),

pues Tm+1v = Tm(Tv) = 0, de donde resulta que x ∈ T−1(N(Tm) ∩R(T n+1)).

(5) x ∈ N(Tm+n), implica que T n(Tmx) = Tm+nx = 0. Aśı, Tmx ∈ N(T n)∩R(Tm).

Rećıprocamente, si y ∈ N(T n) ∩ R(Tm), existe x ∈ X tal que y = Tmx y además,

Tm+nx = T n(Tmx) = T ny = 0. Es decir, y = Tmx para algún x ∈ N(Tm+n), y se

tiene que y ∈ Tm(N(Tm+n)).

(6) T nx+R(T n+1) = T ny +R(T n+1), implica que

T n(x− y) = T nx− T ny ∈ R(T n+1).

Luego, x− y ∈ (T n)−1(R(T n+1)) = R(T ) +N(T n) y aśı,

x+ (R(T ) +N(T n)) = y + (R(T ) +N(T n)).

Por otra parte, si x + (R(T ) + N(T n)) = y + (R(T ) + N(T n)), entonces x − y ∈
R(T ) +N(T n) = (T n)−1(R(T n+1)). En consecuencia,

T nx− T ny = T n(x− y) ∈ R(T n+1),

de donde sigue la igualdad T nx + R(T n+1) = T ny + R(T n+1). Aśı, se concluye que

la aplicación T nx + R(T n+1) 7→ x + (R(T ) + N(T n)) es un isomorfismo, cualquiera

sea n.

(7) Por el inciso (3), sigue que

(T n+1)−1(R(T n+2))

(T n)−1(R(T n+1))
=
N(T n+1) +R(T )

N(T n) +R(T )
.

Por otra parte, si x ∈ (T n+1)−1(R(T n+2)), entonces T n+1x = T n+2u, para algún

u ∈ X. Esto implica que T (T nx − T n+1u) = 0 y como T n+1u ∈ R(T n+1) ⊆ R(T n),

se tiene que T nx− T n+1u ∈ N(T ) ∩ R(T n). Aśı, para cada x ∈ (T n+1)−1(R(T n+2)),

existe u ∈ X tal que T nx−T n+1u ∈ N(T )∩R(T n). Ahora si y ∈ (T n+1)−1(R(T n+2))

y ocurre que x− y ∈ (T n)−1(R(T n+1)), entonces

T nx− T ny = T n(x− y) ∈ R(T n+1),
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y existen vectores u, v en X, tales que

T nx− T n+1u− (T ny − T n+1v) = T n(x− y) + T n+1(v − u) ∈ R(T n+1).

Puesto que,

T (T nx− T n+1u− (T ny − T n+1v)) = T n+1x− T n+2u− T n+1y + T n+2v = 0,

se sigue que (T nx − T n+1u) − (T ny − T n+1v) ∈ N(T ) ∩ R(T n+1). Rećıprocamente,

en caso que (T nx− T n+1u)− (T ny − T n+1v) ∈ N(T ) ∩R(T n+1), se obtiene que

T nx− T ny = (T nx− T n+1u)− (T ny − T n+1v) + T n+1(u− v) ∈ R(T n+1),

por lo que x− y ∈ (T n)−1(R(T n+1)). Según esto, la aplicación

ϕ :
N(T n+1) +R(T )

N(T n) +R(T )
=

(T n+1)−1(R(T n+2))

(T n)−1(R(T n+1))
→ N(T ) ∩R(T n)

N(T ) ∩R(T n+1)
,

ϕ(x+ (T n)−1(R(T n+1))) = T nx− T n+1u+N(T ) ∩R(T n+1),

cualquiera sea u ∈ X tal que T n+1x = T n+2u, es un isomorfismo.

El parámetro que a continuación se describe permite caracterizar cuando el

rango de un operador es cerrado, condición esta que se le exigirá a muchas clases

importantes de operadores.

Definición 1.1. Sean X un espacio de Banach y T ∈ L(X) un operador no nulo. El

módulo minimal reducido de T , denotado γ(T ), viene dado por la expresión

γ(T ) = ı́nf
x/∈N(T )

‖Tx‖
dist (x,N(T ))

.

En la siguiente proposición se describe la relación existente entre el módulo

minimal y el rango de un operador.

Teorema 1.1. Sean X un espacio de Banach y T ∈ L(X) un operador no nulo.

Entonces,

R(T ) es cerrado ⇔ γ(T ) > 0.
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Demostración. Véase [51, Proposition 36.1].

Es de interés observar que γ(T ) = γ(T ∗), donde T ∗ ∈ L(X∗) es el dual de T

(véase [59, Theorem 10.3]). Según esto, y el Teorema 1.1 se tiene que

R(T ) es cerrado ⇔ R∗(T ∗) es cerrado.

Definición 1.2. Sea X un espacio de Banach. Un subespacio M de X se dice

paracompleto o paracerrado, si M es el rango de un operador acotado.

Observemos que para λ 6= 0 y T ∈ L(X),

(λI − T )(N(T )) = N(T ).

Además, por el inciso (5) del Lema 1.1,

Tm(N(Tm+n)) = N(T n) ∩R(Tm).

Aśı, N(T ) y N(T n) ∩R(Tm) son subespacios paracompletos.

La siguiente proposición, conocida en la literatura matemática como el Lema

de Neubauer [56], proporciona condiciones suficientes bajo las cuales subespacios

paracompletos son cerrados.

Lema 1.2. Sean X un espacio de Banach y M , N subespacios de X. Si M y N son

subespacios paracompletos tales que N ∩M y N +M son cerrados, entonces N y M

son cerrados.

Demostración. Véase [56, Proposition 2.1.1.].

Lema 1.3. Sean T ∈ L(X) y d ∈ N tales que

R(T d) ∩N(T ) = R(T n) ∩N(T ),

para todo entero n ≥ d. Entonces las siguientes enunciados son equivalentes:

(1) N(T d) +R(T ) y N(T ) ∩R(T d) son cerrados en X;
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(2) R(T d+1) es cerrado;

(3) R(T n) es cerrado para todo n ≥ d;

(4) R(T i) +N(T j) es cerrado siempre que i+ j ≥ d.

Demostración. Véase [67, Lemma 1.1.4.].

A partir de las sucesiones de subespacios formadas, respectivamente, con los

núcleos e imágenes de las potencias de un operador lineal, se derivan también dos

parámetros importantes asociados con el operador, los cuales se describen seguida-

mente.

Definición 1.3. Sean X un espacio vectorial y T : X → X un operador lineal. El

ascent de T , denotado p(T ), se define según

p(T ) =





min {n : N(T n) = N(T n+1)} , si {n : N(T n) = N(T n+1)} 6= ∅

∞ , si {n : N(T n) = N(T n+1)} = ∅.

En forma similar, el descent de T , denotado q(T ), se define como

q(T ) =





min {n : R(T n) = R(T n+1)} , si {n : R(T n) = R(T n+1)} 6= ∅

∞ , si {n : R(T n) = R(T n+1)} = ∅.

Observe que p(T ) = 0 (resp. q(T ) = 0) si y solo si T es inyectivo (resp.

sobreyectivo).

Si T ∈ L(X) y M es un subespacio T -invariante (esto es, T (M) ⊆ M),

entonces N(T |M) = N(T )∩M . Más aún, N((T |M)n) = N(T n)∩M para todo n,

pues T (M) ⊆M . Aśı, p(T ) <∞ implica que p(T |M) <∞; ya que si p = p(T ) <∞,

entonces N(T n) = N(T p) cualquiera sea n ≥ p. Luego N((T |M)n) = N(T n)∩M =

N(T p) ∩M = N((T |M)p), por lo que p(T |M) ≤ p(T ) <∞. Pero, p(T |M) <∞
no implicará, en general, que p(T ) <∞. No obstante, para el caso que M = R(T n),

n ∈ N, se tienen los siguientes resultados.
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Lema 1.4. Para T ∈ L(X), se cumplen los siguientes enunciados:

(1) Si p(T ) y q(T ) son ambos finitos, entonces p(T ) = q(T ).

(2) Si p(T ) y q(T ) son ambos finitos, entonces α(T ) = β(T ).

(3) Si α(T ) = β(T ) <∞ y p(T ) o q(T ) es finito, entonces p(T ) = q(T ).

Demostración. Para consultar la prueba de (1), véase [51, Proposition 38.3]. Para

las pruebas de (2) y (3), véase [51, Proposition 38.6].

Lema 1.5. Para un operador T ∈ L(X),

(1) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) p(T ) <∞;

(b) Existe i ∈ N tal que p(Tj) <∞ para todo j ≥ i;

(c) Existe k ∈ N tal que N(Tj) = {0} para todo j ≥ k.

Además,

(2) Si p(Ti) < ∞ para algún i ∈ N, entonces existe j ≥ i tal que p(Tj) < ∞ y

p(Tn) = p(Tj) cualquiera sea n ≥ j.

Demostración.

(1). (a)⇒(b). Suponga que p = p(T ) < ∞, y sea y ∈ N(T ) ∩ R(T j), con j ≥ p.

Según esto, y = T jx, para algún x ∈ X, y además se tiene que T j+1x = T (T jx) = 0.

Luego x ∈ N(T j+1) = N(T j), pues j ≥ p, en consecuencia y = T jx = 0. Aśı,

N(T ) ∩R(T j) = {0}, implicando esto que N(Tj) = N(T ) ∩R(T j) = {0}, para todo

j ≥ p. Por lo tanto, Tj es inyectivo cuando j ≥ p, o equivalentemente p(Tj) = 0 <∞,

para todo j ≥ p.

(b)⇒(c). Suponga que existe i ∈ N tal que p(Tj) < ∞, para todo j ≥ i. Sea

p = p(Tj), j ≥ i, procediendo de manera análoga como en el caso anterior se obtiene
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que N(Tj) ∩R(Tmj ) = {0}, para todo m ≥ p. Según esto, y de acuerdo con el inciso

(2) del Lema 1.1,

N(Tm+j) = N(T ) ∩R(Tm+j)

= N(T ) ∩ (R(T j) ∩R(Tm+j))

= (N(T ) ∩R(T j)) ∩R(Tmj )

= N(Tj) ∩R(Tmj )

= {0}.

En consecuencia, N(Tj) = {0}, siempre que j ≥ p+ i.

(c)⇒(a). Suponga que existe k ∈ N tal que N(Tj) = {0}, para todo j ≥ k. Entonces,

N(T ) ∩ R(T j) = {0} para j ≥ k. Si x ∈ N(T j+1), entonces T (T jx) = T j+1x = 0.

Luego, T jx ∈ N(T ) ∩ R(T j) = {0}, aśı x ∈ N(T j) y resulta la igualdad N(T j+1) =

N(T j), de donde sigue que p(T ) <∞.

(2). Observe que Tn+1 = Tn | R(T n+1), para todo n. Según esto, y conforme a lo

señalado anteriormente, si p(Ti) < ∞ para algún i ∈ N, entonces p(Ti+1) < ∞ y

p(Ti+1) ≤ p(Ti). Procediendo en forma inductiva, se concluye que p(Tn) < ∞ y

p(Tn) ≤ p(Ti) cualquiera sea n ≥ i. De acuerdo con lo anterior, sigue que (p(Tn))n≥i

es una sucesión acotada y decreciente de enteros no negativos, por lo que existe j ≥ i

(por la construcción) tal que p(Tn) = p(Tj) para n ≥ j.

Similarmente, también se tienen las siguientes propiedades para el descent de

un operador T y de sus restricciones Tn.

Lema 1.6. Para un operador T ∈ L(X),

(1) Las siguientes enunciados son equivalentes:

(a) q(T ) <∞;

(b) Existe i ∈ N tal que q(Tj) <∞, para todo j ≥ i;
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(c) Para cada j ∈ N, existe un subespacio Yj de X que satisface

Yj ⊆ N(T q(T )) X = Yj ⊕R(T j).

Además,

(2) Si q(Ti) < ∞ para algún i ∈ N, entonces existe j ≥ i tal que q(Tj) < ∞ y

q(Tn) = q(Tj) para todo n ≥ j.

Demostración.

1. (a)⇔(b). Suponga que q = q(T ) <∞, según esto y por el inciso (2) del Lema 1.1,

se tiene que para j ≥ q,

R(T qj ) = R(T q+j) = R(T q+j+1) = R(T q+1
j ).

En virtud de lo cual R(T qj ) = R(T q+1
j ). Lo que implica que q(Tj) < ∞, para j ≥ q.

Rećıprocamente, si q = q(Tj) <∞ para todo j ≥ i, se tiene que

R(T j+q) = R(T qj ) = R(T q+1
j ) = R(T j+q+1).

De donde se concluye que q(T ) <∞.

(a)⇔(c). Es consecuencia de [51, Proposition 38.2.].

2. Si q = q(Ti) < ∞, para algún i ∈ N, entonces R(T q+1
i ) = R(T q+2

i ). En virtud del

inciso (2) del Lema 1.1, se tiene que R(T qi+1) = R(T q+1
i+1 )). Aśı, q(Ti+1) ≤ q(Ti) <∞.

Procediendo en forma inductiva, se obtiene una sucesión de enteros no negativos

(q(Tn))n≥i que es decreciente y acotada superiormente, luego existe j ≥ i tal que

q(Tn) = q(Tj), cualquiera sea n ≥ j.

Lema 1.7. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(a) p(T ) <∞;

(b) Existe i ∈ N tal que Tk es inyectivo;



10

(c) Existe k ∈ N tal que p(Tk) <∞.

Demostración. Se obtiene inmediatamente del Lema 1.5.

Lema 1.8. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(a) q(T ) <∞;

(b) Existe i ∈ N tal que Tk es sobreyectivo;

(c) Existe k ∈ N tal que q(Tk) <∞.

Demostración.

(a)⇔(c). Se obtiene inmediatamente del Lema 1.6.

(a)⇔(b). Suponga que q := q(T ) < 1. Entonces,

T q(X) = T q+1(X) = T (T q(X)) = R(T q),

por lo que Tq es sobreyectivo. Rećıprocamente, si Tk es sobreyectivo para algún k ∈ N,

entonces

T k+1(X) = T (T k(X)) = R(T k) = T k(X),

aśı q ≤ k.

Lema 1.9. Si T ∈ L(X) y p = p(T ) < ∞, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes

(1) Existe n ≥ p+ 1 tal que R(T n) es cerrado;

(2) R(T n) es cerrado para todo n ≥ p.

Demostración. Sea c
′
i(T ) := dim(N(T i)/N(T i+1)). Claramente, p = p(T ) < ∞, lo

cual implica que c
′
i(T ) = 0 para todo i ≥ p , aśı, ki(T ) := c

′
i(T ) − c′i+1(T ) = 0 para

todo i ≥ p. La equivalencia sigue fácilmente de [19, Lemma 12.].
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Observación 1.1. Por [51, Proposition 38.1], si p = p(T ) < ∞, entonces T p(X) ∩
N(T ) = {0}. Pero, ya que T p+1(X) ⊆ T p(X), se sigue que T p+1(X) ∩ N(T ) =

T p(X) ∩N(T ).

Otros parámetros de utilidad asociados con un operador T ∈ L(X), se intro-

ducen en las siguientes definiciones.

Definición 1.4. Sean X un espacio vectorial y T ∈ L(X). Las deficiencias de T

con respecto a su núcleo N(T ) y su imagen R(T ) denotadas, respectivamente, por

α(T ) y β(T ), se definen en la forma siguiente

α(T ) = dim N(T ) y β(T ) = codim R(T ).

Si las deficiencias de T son finitas, se define el ı́ndice de T , denotado ind (T ), como

ind (T ) = α(T )− β(T ).

Con respecto a las deficiencias de las restricciones Tn, se tienen los resultados

siguientes.

Lema 1.10. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si α(Ti) <∞ para cierto i ∈ N, entonces existe un entero j ≥ i tal que α(Tn) =

α(Tj) <∞ cualquiera sea n ≥ j.

(2) Si β(Ti) <∞ para cierto i ∈ N, entonces existe un entero j ≥ i tal que β(Tn) =

β(Tj) <∞ cualquiera sea n ≥ j.

Demostración.

(1). Para algún i ∈ N, α(Ti) = dim N(Ti) <∞. Como N(Ti+1) ⊆ N(Ti), resulta que

α(Ti+1) ≤ α(Ti). Procediendo en forma inductiva, se tiene que α(Tn+1) ≤ α(Tn) <∞
para todo n ≥ i. Aśı, (α(Tn))n≥i es una sucesión decreciente y acotada superiormente,

por lo que existe un entero j ≥ i tal que α(Tn) = α(Tj) <∞, cualquiera sea n ≥ j.
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(2). En virtud del isomorfismo R(Tn)
R(Tn+1)

' X
R(T )+N(Tn)

, se tiene que

β(Tn) = dim
R(T n)

R(T n+1)
= dim

X

R(T ) +N(T n)
= codim (R(T ) +N(T n)).

Siendo que R(T ) +N(T i) ⊆ R(T ) +N(T i+1), resulta que

codim (R(T ) +N(T i+1)) ≤ codim (R(T ) +N(T i)).

Según esto, y siendo que β(Ti) <∞,

β(Ti+1) = codim (R(T ) +N(T i+1)) ≤ codim (R(T ) +N(T i)) = β(Ti) <∞.

Procediendo en forma inductiva, (β(Tn))n≥i es una sucesión decreciente de enteros no

negativos acotada superiormente, por lo que existe un entero j ≥ i tal que β(Tn) =

β(Tj) <∞, para todo n ≥ j.

Definición 1.5. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. El hiper-

rango de T , denotado por T∞(X), se define como

T∞(X) =
∞⋂

n=0

R(T n)

y el hiper-núcleo, denotado por N∞(T ), se define como

N∞(T ) =
∞⋂

n=0

N(T n).

Claramente, de la definición anterior se observa que T∞(X) y N∞(T ) son

subespacios T -invariantes de X.

Definición 1.6. Sea T ∈ L(X). El core anaĺıtico de T , denotado por K(T ), es el

conjunto de todos los x ∈ X para los cuales existe una sucesión (xn) ⊆ X y un

número real δ > 0 tales que: x = x0, Txn+1 = xn y ||xn|| ≤ δn||x||, cualquiera sea

n ∈ N.

Es conocido que K(T ) es un subespacio de X tal que T (K(T )) = K(T ) y

K(T ) ⊆ T∞(X) (véase [1, Theorem 1.2.1]).
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Definición 1.7. Sea T ∈ L(X). La parte cuasi-nilpotente de T , denotada por H0(T ),

se define como el conjunto

H0(T ) = {x ∈ X : ĺım
n→∞

||T nx||1/n = 0}.

Claramente, H0(T ) es un subsepacio lineal de X que en general no es cerrado

y es tal que N(Tm) ⊆ N∞(T ) ⊆ H0(T ), para cada m ∈ N. Además, T es cuasi-

nilpotente si y solo si H0(T ) = X (véase [1, Theorem 1.68]).

1.2. Operadores semi-Fredholm y Fredholm

En esta sección, se introducen los operadores semi-Fredholm, superiormente

semi-Fredholm, inferiormente semi-Fredholm y de Fredholm. Se dan algunas propie-

dades básicas de estos y en especial se hace mención de dos importantes tipos de

operadores semi-Fredholm, como lo son, los operadores acotado inferiormente y los

sobreyectivos. También, se introducen los operadores semi-Browder, Browder y de

Weyl, aśı como los espectros determinados por dichas clases de operadores.

Definición 1.8. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de todos los ope-

radores superiormente semi-Fredholm en L(X), denotada Φ+(X), se define como

Φ+(X) = {T ∈ L(X) : α(T ) <∞ y R(T ) es cerrado},

y la clase de todos los operadores inferiormente semi-Fredholm en L(X), denotada

Φ−(X), por

Φ−(X) = {T ∈ L(X) : β(T ) <∞},

Las clases de los operadores semi-Fredholm y de Fredholm en L(X) se definen como

Φ±(X) = Φ+(X) ∪ Φ−(X) y Φ(X) = Φ+(X) ∩ Φ−(X), respectivamente.

Teorema 1.2. Suponga que X un espacio de Banach y T , S ∈ L(X). Entonces, los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si ST ∈ Φ−(X), entonces S ∈ Φ−(X).
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(2) Si ST ∈ Φ+(X), entonces T ∈ Φ+(X).

(3) Si ST ∈ Φ(X), entonces T ∈ Φ+(X) y S ∈ Φ−(X).

Demostración. Véase [3, Theorem 1.46], considerando X = Y = Z.

Teorema 1.3. Suponga que X un espacio de Banach y T , S ∈ L(X). Entonces, los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T ∈ Φ−(X) y S ∈ Φ−(X), entonces ST ∈ Φ−(X).

(2) Si T ∈ Φ+(X) y S ∈ Φ+(X), entonces ST ∈ Φ+(X).

(3) Si T ∈ Φ(X) y S ∈ Φ(X), entonces ST ∈ Φ(X).

En particular, si T pertenece a una de las clases Φ−(X), Φ+(X), Φ(X) entonces T n

pertenece a la misma clase para todo n ∈ N.

Demostración. Véase [3, Theorem 1.42], considerando X = Y = Z.

Para la clase de los operadores semi-Fredholm, la noción de ı́ndice de un

operador se define en la forma siguiente.

Definición 1.9. Si T ∈ Φ±(X), el ı́ndice de T , denotado ind(T ), está dado en la

forma siguiente

ind(T ) =





α(T )− β(T ), si α(T ) y β(T ) son finitos,

+∞, si α(T ) = +∞,

−∞, si β(T ) = +∞.

Obviamente, el ı́ndice de un operador semi-Fredholm es un número entero ó

±∞.
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Observación 1.2. A continuación se destacan una serie de propiedades relativas a

la naturaleza algebraica y topológica de las clases de los operadores semi-Fredholm

y Fredholm, como subconjuntos del álgebra L(X), aśı como también propiedades

de perturbación, dualidad y algunas formas de representación de dichas clases de

operadores. Para los detalles correspondientes a las afirmaciones que siguen, puede

consultarse la referencia [53].

(a) Φ+(X), Φ−(X) y Φ(X) son semi-grupos multiplicativos de L(X).

(b) Las nociones de operadores superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-

Fredholm son mutuamente duales, en el sentido siguiente:

T ∈ Φ+(X) ⇔ T ∗ ∈ Φ−(X∗),

T ∈ Φ−(X) ⇔ T ∗ ∈ Φ+(X∗).

Más aún,

α(T ) = β(T ∗) y β(T ) = α(T ∗),

y

p(T ) = q(T ∗) y q(T ) = p(T ∗).

(c) Φ+(X), Φ−(X) y Φ(X) son subconjuntos abiertos en L(X). Esto es, para cada

operador T ∈ Φ+(X), existe un número ε > 0 tal que si un operador S ∈ L(X)

satisface que ‖S‖ < ε, entonces T + S ∈ Φ+(X). Además,

α(T + S) ≤ α(T ) y ind (T + S) = ind (T ).

De manera análoga, dado T ∈ Φ−(X), existe un número ε > 0 para el cual si

S ∈ L(X) satisface que ‖S‖ < ε, entonces T + S ∈ Φ−(X), y también se tiene

que

β(T + S) ≤ β(T ) y ind (T + S) = ind (T ).

De lo anterior también se tiene que la función ı́ndice

ind : Φ±(X)→ Z ∪ {±∞},
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es constante sobre las componentes conexas del abierto Φ+(X) (resp. Φ−(X) y

Φ(X)).

(d) Si T ∈ Φ+(X) (resp. Φ−(X)) y K es un operador de rango finito, o compacto, en

L(X), entonces T+K ∈ Φ+(X) (resp. Φ−(X)). Más aún, ind (T+K) = ind (T ),

cualesquiera sean T ∈ Φ±(X) y K de rango finito o compacto en L(X).

(e) Para un operador T ∈ L(X), T ∈ Φ(X) e ind (T ) = 0, justamente cuando

T tiene la forma T = S + K, en donde S es un operador invertible y K es

compacto (o de rango finito) en L(X). Además, T ∈ Φ+(X) y ind (T ) ≤ 0 si y

solo si T = S + K, donde S es un operador inyectivo con rango cerrado y K es

compacto (o de rango finito) en L(X). Análogamente, T ∈ Φ−(X) y ind (T ) ≥ 0

equivale a la representación T = S + K, con S un operador sobreyectivo y K

compacto (o de rango finito) en L(X).

Seguidamente se describen ciertas partes del espectro clásico σ(T ) de un ope-

rador T ∈ L(X), con X un espacio de Banach complejo infinito dimensional, motiva-

das por los operadores definidos anteriormente, aśı como también algunas relaciones

existentes entre ellas.

Definición 1.10. Para un operador T ∈ L(X), el espectro superiormente semi-

Fredholm está definido como

σuf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ+(X)};

y el espectro inferiormente semi-Fredholm se define por

σlf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ−(X)}.

Mientras que los espectros semi-Fredholm y de Fredholm están definidos, respecti-

vamente, por

σsf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ±(X)} y σf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ Φ(X)}.

Observe que,
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σsf (T ) = σuf (T ) ∩ σlf (T ), σf (T ) = σuf (T ) ∪ σlf (T ).

En lo que resta de esta sección, se introducen otras clases particularmente

importantes de operadores y sus respectivos espectros.

Definición 1.11. Un operador T ∈ L(X) se dice acotado inferiormente, si T es

inyectivo y R(T ) es cerrado.

En el siguiente lema se dan algunas relaciones de interés entre las nociones de

operadores sobreyectivo y acotado inferiormente.

Lema 1.11. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) T es sobreyectivo (respectivamente, acotado inferiormente) si y solo si T ∗ es

acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo).

(2) Si T es acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo), entonces λI − T
es acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo), para todo |λ| < γ(T ).

Demostración.

(1). Suponga que T es sobreyectivo. Entonces, trivialmente T tiene rango cerrado y

aśı, T ∗ también tiene rango cerrado. De aqúı, y por la igualdad N(T ∗) = R(T )
⊥

, se

obtiene que

N(T ∗) = R(T )
⊥

= R(T )⊥ = X⊥ = {0}.

Luego, N(T ∗) = {0}, por lo que T ∗ es acotado inferiormente.

Rećıprocamente, si T ∗ es acotado inferiormente, entonces N(T ∗) = {0} y

R(T ∗) es cerrado. De esto último sigue, por lo observado en el Teorema 1.1.1, que

R(T ) es cerrado. De acuerdo con lo anterior y en virtud de la igualdad R(T ) =⊥

N(T ∗), se tiene que

R(T ) = R(T ) =⊥ N(T ∗) =⊥ {0} = X.

Es decir, R(T ) = X y por lo tanto T es sobreyectivo.

Para el caso T acotado inferiormente si y solo si T ∗ es sobreyectivo, se procede

en forma similar al caso demostrado anteriormente.
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(2). De la definición de módulo minimal de T ,

γ(T ) = inf

{ ‖Tx‖
dist (x,N(T ))

: x /∈ N(T )

}
,

resulta la desigualdad

γ(T )dist (x,N(T )) ≤ ‖Tx‖ , para todo x ∈ X.

Si T acotado inferiormente, entonces N(T ) = {0} y R(T ) es cerrado, y se tiene que

‖Tx‖ ≥ γ(T )‖x‖ para todo x ∈ X,

con γ(T ) > 0. Puesto que

‖(λI − T )x‖ = ‖Tx− λx‖ ≥ ‖Tx‖ − |λ|‖x‖ (∀x ∈ X),

se deduce de lo anterior, la desigualdad

‖(λI − T )x‖ ≥ (γ(T )− |λ|)‖x‖ para todo x ∈ X,

lo que implica que λI − T es inyectivo para todo |λ| < γ(T ). Aśı, λI − T es acotado

inferiormente, para todo |λ| < γ(T ).

Para el caso T sobreyectivo, observe que según lo demostrado en la parte

(1), T ∗ es acotado inferiormente; aśı λI∗ − T ∗ es acotado inferiormente siempre que

|λ| < γ(T ∗) = γ(T ). Siguiendo de esto, nuevamente por lo demostrado en el inciso

(1), que λI − T es sobreyectivo para cada |λ| < γ(T ).

Definición 1.12. Para un operador T ∈ L(X), el espectro aproximado puntual de

T , denotado por σa(T ), es definido como

σa(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es acotado inferiormente}.

Definición 1.13. Para un operador T ∈ L(X), el espectro sobreyectivo de T , deno-

tado por σs(T ), se define como

σs(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es sobreyectivo}.
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Note que en virtud del inciso (1) del Lema 1.11, el espectro aproximado pun-

tual y el espectro sobreyectivo son duales cada uno del otro, en el sentido de las

igualdades σa(T ) = σs(T
∗) y σa(T

∗) = σs(T ). Además, también se tiene que;

σ(T ) = σa(T ) ∪ σs(T ).

Definición 1.14. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de todos los

operadores superiormente semi-Browder en L(X), denotada B+(X), se define como

B+(X) = {T ∈ Φ+(X) : p(T ) <∞},

y la clase de los operadores inferiormente semi-Browder, denotada B−(X), por

B−(X) = {T ∈ Φ−(X) : q(T ) <∞}.

Además, B(X) = B+(X) ∩ B−(X) define la clase de los operadores de Browder en

L(X).

Las clases B+(X) y B−(X) fueron introducidas por R. Harte en [49]. La

clase de los operadores de Browder, también es conocida en la literatura como la

clase de los operadores de Riesz-Schauder. Para T ∈ B+(X) se tiene que ind(T ) =

dimN(T )−codimT (X) ≤ 0, mientras que para T ∈ B−(X), se tiene que ind(T ) ≥ 0.

Note que un operador acotado inferiormente es un operador superiormente semi-

Fredholm con rango cerrado y ascent finito. Aśı, todo operador acotado inferior-

mente es superiormente semi-Browder. Análogamente, todo operador sobreyectivo

es inferiormente semi-Browder.

Teorema 1.4. Sean T ∈ L(X) y λ0 un punto aislado de σ(T ). Entonces, los si-

guientes enunciados son equivalentes:

(1) λ0I − T ∈ Φ±(X);

(2) λ0I − T es Browder;

(3) H0(λ0I − T ) es de dimensión finita;
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(4) K(λ0I − T ) es de dimensión finita.

Demostración. Véase [1, Theorem 3.77].

Seguidamente se introduce otra importante clase de operadores, conocidas

como los operadores de Weyl.

Definición 1.15. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de los operadores

superiormente semi-Weyl en L(X), denotada W+(X), se define como

W+(X) = {T ∈ Φ+(X) : ind (T ) ≤ 0};

y la clase de los operadores inferiormente semi-Weyl, W−(X), por

W−(X) = {T ∈ Φ−(X) : ind (T ) ≥ 0}.

W (X) = W+(X)∩W−(X) = {T ∈ Φ(X) : ind(T ) = 0}, define la clase los operadores

de Weyl en L(X).

Observe que B(X) ⊆ W (X), ya que cada operador T ∈ L(X) de Fredholm

en X, con p(T ) y q(T ) finitos, necesariamente tiene ı́ndice cero.

Las distintas clases de operadores definidas anteriormente motivan, de manera

natural, la definición de ciertos espectros asociados respectivamente a cada uno estos,

los cuales se introducen a continuación.

Definición 1.16. Sea X un espacio de Banach complejo y T ∈ L(X).

σub(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ B+(X)},

σlb(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ B−(X)},

σb(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ B(X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi-Browder, inferiormente

semi-Browder y de Browder de T .

Claramente,
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σb(T ) = σub(T ) ∪ σlb(T ).

Además, de la definición anterior y las propiedades de los operadores semi-

Fredholm, se tiene que

σub(T ) = σlb(T
∗), σlb(T ) = σub(T

∗).

Por lo cual,

σb(T ) = σb(T
∗).

De manera natural, se introducen los espectros de Weyl, en la siguiente defi-

nición.

Definición 1.17. Sea X un espacio de Banach complejo y T ∈ L(X).

σSF−+ (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ W+(X)},

σSF+
−

(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ W−(X)},

σW (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ W (X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi-Weyl, inferiormente semi-

Weyl y Weyl de un operador T ∈ L(X).

Claramente,

σW (T ) = σSF−+ (T ) ∪ σSF+
−

(T ).

σSF−+ (T ) ⊆ σa(T ) y σSF+
−

(T ) ⊆ σsu(T )

Además,

σSF−+ (T ) = σSF+
−

(T ∗) y σSF+
−

(T ) = σSF−+ (T ∗).

Más aún, se tienen las siguientes inclusiones:

σf (T ) ⊆ σW (T ) ⊆ σb(T ),

σsf (T ) ⊆ σuf (T ) ⊆ σub(T ) ⊆ σb(T ),

σsf (T ) ⊆ σlf (T ) ⊆ σlb(T ) ⊆ σb(T ).
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De manera similar a los espectros semi-Browder, se tienen las siguientes igual-

dades:

σSF−+ (T ) = σSF+
−

(T ∗),

σSF+
−

(T ) = σSF−+ (T ∗),

σSF (T ) = σSF (T ∗).

1.3. Propiedad de la extensión univaluada (SVEP)

En esta sección, se presenta la propiedad de la extensión univaluada locali-

zada en un punto, versión introducida por J. Finch [44], y se dan caracterizaciones

para esta propiedad en el caso de los operadores semi-Fredholm.

Definición 1.18. Un operador T ∈ L(X) sobre un espacio de Banach complejo X,

tiene la propiedad de la extensión univaluada en λ0 (abreviada SVEP en λ0), si para

cada disco abierto Dλ0 ⊆ C centrado en λ0, la única función anaĺıtica f : Dλ0 → X

que satisface la ecuación

(λI − T )f(λ) = 0 ∀λ ∈ Dλ0 ,

es la función f ≡ 0 sobre Dλ0 . Se dice que T tiene la propiedad de la extensión

univaluada (abreviado SVEP) si tiene la propiedad de la extensión univaluada en

cada punto λ ∈ C.

Para un operador T ∈ L(X), se denota por

Ξ(T ) = {λ ∈ C : T no tiene la SV EP}.

Note que por el principio de identidad para funciones anaĺıticas y de la Definición

1.18, sigue que Ξ(T ) es un conjunto abierto contenido en el interior del espectro

σ(T ).

Observación 1.3. A continuación se listan una serie de propiedades básicas de la

SVEP para un operador T ∈ L(X), X un espacio de Banach complejo, que siguen

inmediatamente de la definición anterior.
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(1) Si T tiene la SVEP en λ, entonces para cualquier subespacio cerrado Y de X

que sea T -invariante, la restricción T | Y también tiene la SVEP en λ. Pues, si

Dλ es un disco abierto centrado en λ y f : Dλ → Y es una función anaĺıtica tal

que

(µI − T | Y )f(µ) = 0, ∀µ ∈ Dλ.

Se tiene que f : Dλ → Y ⊆ X es anaĺıtica y además satisface la condición,

(µI − T )f(µ) = 0, ∀µ ∈ Dλ.

Siendo que T tiene la SVEP en λ, sigue que f ≡ 0 sobre Dλ.

(2) T tiene la SVEP en λ si y solo si λI − T tiene la SVEP en 0.

(3) T tiene la SVEP en cada punto λ del resolvente ρ(T ) de T . En efecto, sea

λ ∈ ρ(T ) y f : Dλ → X es una función anaĺıtica sobre un disco Dλ centrado λ,

que satisface

(µI − T )f(µ) = 0 ∀µ ∈ Dλ.

Puesto que λ ∈ ρ(T ), existe un disco abierto D(λ, ε), ε > 0, para el cual D(λ, ε) ⊆
ρ(T ) ∩ Dλ; además,

(µI − T )f(µ) = 0 ∀µ ∈ D(λ, ε).

Según esto último f(µ) = 0 para cada µ ∈ D(λ, ε), debido a que el resolvente

es inyectivo en cualquier µ ∈ D(λ, ε) ⊂ ρ(T ). Por el principio de identidad para

funciones anaĺıticas se concluye que f ≡ 0 sobre Dλ. Más aún, T también tiene

la SVEP en cada λ ∈ ρ(T ). Para ver esto, considere un disco abierto Dλ centrado

en λ y una función anaĺıtica f : Dλ → X tal que

(µI − T )f(µ) = 0 ∀µ ∈ Dλ.

Si λ ∈ ρ(T ), entonces existe una sucesión (λn)∞n=1 ⊆ ρ(T ) para la cual λn → λ

cuando n→∞. De acuerdo con esto, para algún m ∈ Z+ ocurre que

λn ∈ Dλ siempre que n ≥ m.
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Aśı, existen discos abiertos Dλn ⊆ Dλ, por cada n ≥ m, y restricciones anaĺıticas

f : Dλn → X que satisfacen la ecuación

(µI − T )f(µ) = 0 ∀µ ∈ Dλn .

Dado que T tiene la SVEP en cada λn se concluye, por el principio de identidad

para funciones anaĺıticas, que f ≡ 0 en Dλ y aśı T tiene la SVEP en λ.

(4) T tiene la SVEP en cada λ ∈ ∂σ(T ), ya que ∂σ(T ) ⊆ ρ(T ).

(5) T tiene la SVEP en cada λ que no sea punto ĺımite del espectro puntual de T ,

σp(T ) = {λ ∈ C : λ es un autovalor de T}.

(6) T tiene la SVEP en cada λ que no sea punto ĺımite del espectro aproximado

puntual σa(T ) de T . Como σs(T ) = σa(T
∗), también se tiene que T ∗ tiene la

SVEP en cada λ que no sea punto ĺımite del espectro sobreyectivo σs(T ) de T .

(7) Para cualquier operador T ∈ L(X), T y T ∗ tienen la SVEP en cada punto

aislado λ del espectro σ(T ). Debido al principio de la identidad para funciones

anaĺıticas, y la igualdad σ(T ) = σ(T ∗).

(8) Si T es cuasi-nilpotente, entonces T tiene la SVEP. Esta afirmación, sigue del

hecho que para T cuasi-nilpotente, σ(T ) = {0}. Aśı, cada λ 6= 0 es punto aislado

de σ(T ), lo que implica según lo observado en el inciso (7) que T tiene la SVEP

en cada λ 6= 0. El caso λ = 0 sigue del inciso (4), pues 0 ∈ ∂σ(T ).

A continuación, se enuncian varios teoremas importantes relacionados con la

SVEP de un operador T ∈ L(X).

Teorema 1.5. Suponga que T ∈ L(X) y λ0I − T es sobreyectivo. Entonces, T tiene

la SVEP en λ0 si y solo si λ0I − T es inyectivo.

Demostración. Véase [1, Corollary 2.24].

Teorema 1.6. Para T ∈ L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:
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(1) Si T tiene la SVEP, entonces σsu(T ) = σ(T ).

(2) Si T ∗ tiene la SVEP, entonces σa(T ) = σ(T ).

(3) Si T y T ∗ tienen la SVEP, entonces σ(T ) = σs(T ) = σa(T ).

Demostración. Véase [1, Corollary 2.45].

Lema 1.12. Para un operador T ∈ L(X), las siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Si T ∗ tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces σW (T ) = σSF−+ (T ) y

σa(T ) = σ(T );

(2) Si T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces σW (T ∗) = σSF−+ (T ∗) y

σa(T
∗) = σ(T ∗).

Demostración. Véase [29, Lemma 2.1].

El siguiente teorema establece relaciones entre el ascent (respectivamente, el

descent) de λI − T y la SVEP en λ ∈ C.

Teorema 1.7. Para un operador T ∈ L(X) y λ0 ∈ C, las siguientes implicaciones

son ciertas:

p(λ0I − T ) <∞ ⇒ N∞(λ0I − T ) ∩ (λ0I − T )∞(X) = {∅}

⇒ T tiene la SVEP en λ0

y

q(λ0I − T ) <∞ ⇒ X = N∞(λ0I − T )⊕ (λ0I − T )∞(X)

⇒ T ∗ tiene la SVEP en λ0.

Demostración. Véase [1, Theorem 3.8].

Teorema 1.8. Sea T ∈ L(X), X un espacio de Banach y λ0 ∈ C. Si λ0I − T es un

operador semi-Fredholm, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) T tiene la SVEP en λ0;

(2) p(λ0I − T ) <∞;

(3) σa(T ) no se acumula en λ0.

Demostración. Véase [1, Theorems 3.14, 3.16 y 3.23].

Teorema 1.9. Sea T ∈ L(X), X un espacio de Banach y λ0 ∈ C. Si λ0I − T es un

operador semi-Fredholm, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T ∗ tiene la SVEP en λ0;

(2) q(λ0I − T ) <∞;

(3) σs(T ) no se acumula en λ0.

Demostración. Véase [1, Theorems 3.15, 3.17 y 3.27].

Teorema 1.10. Sea T ∈ L(X), X un espacio de Banach y λ0 ∈ C. Si λ0I − T ∈
Φ±(X), entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T tiene la SVEP en λ0, entonces ind(λ0I − T ) ≤ 0.

(2) Si T ∗ tiene la SVEP en λ0, entonces ind(λ0I − T ) ≥ 0.

En consecuencia, si T y T ∗ tienen la SVEP en 0, entonces λ0I − T tiene ı́ndice 0.

Demostración. Véase [1, Corollary 3.19].

Teorema 1.11. Suponga que para T ∈ L(X), T o T ∗ tiene la SVEP. Entonces

σSF+
−

(T ) = σub(T ) y σSF−+ (T ) = σlb(T ).

Demostración. Véase [1, Theorem 3.66].

Teorema 1.12. Sea T ∈ L(X) y f : U → C una función análitica sobre un entorno

abierto U of σ(T ). Si T tiene la SVEP, entonces f(T ) tiene la SVEP. Si f no es

constante en cada componente conexa de U , entonces T tiene la SVEP si y solo si

f(T ) tiene la SVEP.
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Demostración. Véase [1, Theorem 2.40].

Observación 1.4. Un operador T ∈ L(X) se dice que es de Riesz si λI−T ∈ Φ(X)

para todo λ ∈ C \ {0} (véase [4, Section 2.3]). Un operador T ∈ L(X) se dice

algebraico, si p(T ) = 0 para algún polinomio complejo no nulo p (véase [4, Section

3.5]). Si T es un operador algebraico y α(p(T )) <∞ para cada polinomio p, entonces

T n tiene rango finito para algún n ∈ N (véase [4, Theorem 3.72]), y por lo tanto,

T es un operador de Riesz. También, T es un operador algebraico si y solo si T ∗ es

algebraico.

Teorema 1.13. Suponga que T,K ∈ L(X) son operadores que conmutan, K es

algebraico, y h un polinomio no nulo tal que h(K) = 0. Si T tiene la SVEP en cada

uno de los ceros de h, entonces T −K tiene la SVEP en 0. En particular, si T tiene

la SVEP, entonces T +K tiene la SVEP.

Demostración. Véase [13, Theorem 2.3].

Teorema 1.14. Suponga que T ∈ L(X) y K ∈ L(X) es un operador algebraico que

conmuta con T . Si tiene la SVEP entonces T +K tiene la SVEP.

Demostración. Véase [11, Theorem 2.14].

Teorema 1.15. Sea T ∈ L(X) y R ∈ L(X) un operador de Riesz que conmuta con

T . Si λ ∈ C, entonces T tiene la SVEP en λ si y solo si T −R tiene la SVEP en λ.

En particular, la SVEP es estable bajo perturbaciones de Riesz que conmutan.

Demostración. Véase [4, Theorem 2.129].

Lema 1.13. Suponga que K ∈ L(X) es un operador algebraico que conmuta con

T ∈ L(X). Entonces:

(1) Si T ∗ tiene SVEP en λ ∈ σ(K), entonces T ∗ +K∗ tiene SVEP en λ.

(2) Si T tiene SVEP en λ ∈ σ(K), entonces T +K tiene SVEP en λ.

Demostración. Véase [13, Theorem 2.3].
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Un operador T ∈ L(X) se dice de rango finito, si su rango R(T ), es de dimen-

sión finita. A continuación se presentan varios resultados relacionados con operadores

de rango finito.

Lema 1.14. Sea T ∈ L(X) tal que isoσa(T ) = ∅. Si K ∈ L(X) es tal que Kn es

de rango finito para algún n ∈ N, entonces isoσa(T + K) = ∅. En consecuencia,

σa(T +K) = σa(T ).

Demostración. Véase [4, Lemma 5.106].

Teorema 1.16. Sean T , K ∈ L(X) operadores que conmutan y Kn un operador de

rango finito para algún n ∈ N. Entonces, σa(T +K) = σa(T ) si y solo si isoσa(T +

K) = isoσa(T ). En este caso, también se tiene que σ(T +K) = σ(T ).

Demostración. Véase [4, Theorem 3.27].

Teorema 1.17. Sea T ∈ L(X) y F es un operador de rango finito sobre X que

conmuta con T . Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) σSF−+ (T ) es cerrado y σSF−+ (T ) = σSF−+ (T + F ).

(2) σub(T ) es cerrado y σub(T ) = σub(T + F ).

Demostración. Véase [1, 4, Corollaries 3.45, 3.37].

Lema 1.15. Sea T ∈ L(X). Si F es un operador de rango finito sobre X que conmuta

con T , entonces para todo λ ∈ C:

λ ∈ isoσ(T )⇔ λ ∈ isoσ(T + F )

Demostración. Véase [58, Lemma 2.1].

Un operador T ∈ L(X) se dice que es nilpotente si existe un número entero

positivo n tal que T n = 0. El número mı́nimo n con esta propiedad se llama el ı́ndice

de nilpotencia de T . Se dice que T es un operador cuasi-nilpotente si σ(T ) = {0}. Es

conocido que todo operador nilpotente es un operador cuasi-nilpotente. A continua-

ción se presentan varios resultados relacionados con operadores cuasi-nilpotentes.
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Teorema 1.18. Sea T ∈ L(X) y sea Q un operador cuasi-nilpotente que conmuta

con T . Entonces, σSF−+ (T +Q) = σSF−+ (T ).

Demostración. Véase [39, Theorem 2.13].

Teorema 1.19. Sea T ∈ L(X) y Q un operador cuasi-nilpotente que conmuta con

T . Entonces σa(T +Q) = σa(T ) y σs(T +Q) = σs(T ).

Demostración. Véase [3, Corollary 3.24].

Teorema 1.20. Suponga que T ∈ L(X) tiene la SVEP y Q es un operador cuasi-

nilpotente que conmuta con T . Entonces T +Q tiene la SVEP.

Demostración. Véase [4, Corollary 2.12].

El siguiente resultado muestra que los espectros de Weyl y de Fredholm son

estables bajo perturbaciones por operadores de Riesz que conmutan.

Teorema 1.21. Los espectros σW (T ), σSF+
−

(T ), σSF−+ (T ), σsf (T ), σuf (T ) y σlf (T )

son estables bajo perturbaciones de Riesz que conmutan.

Demostración. Véase [1, Corollary 3.18].

1.4. Operadores cuasi-Fredholm

En esta sección se tratan los operadores cuasi-Fredholm, introducidos por J.

Labrouse en [56], se estudian algunas caracteŕısticas y propiedades de estos opera-

dores, las cuales serán de utilidad en las secciones siguientes.

Para T ∈ L(X) y n ∈ N, se define

κn(T ) = dim ((R(T n) ∩N(T ))/(R(T n+1) ∩N(T ))).

En virtud del inciso (7), del Lema 1.1,

κn(T ) = dim ((R(T ) +N(T n+1))/(R(T ) +N(T n))).

En la siguiente definición, se describen los operadores cuasi-Fredholm.
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Definición 1.19. Un operador T ∈ L(X) se dice cuasi-Fredholm, si existe d ∈ N tal

que κn(T ) = 0, para todo n ≥ d, y vale alguna de las condiciones mencionadas en el

Lema 1.3.

QF (X) denotará la colección de todos los operadores cuasi-Fredholm en X.

Definición 1.20. Sean T ∈ L(X) y d ∈ N. Se dice que T tiene descent uniforme

para cada n ≥ d, si κn(T ) = 0. Si además, R(T ) +N(T n) es cerrado, para n ≥ d, se

dice que T tiene descent topológico uniforme.

Observe que según el Lema 1.3 y la definición anterior, sigue que todo operador

cuasi-Fredholm tiene descent topológico uniforme.

Definición 1.21. Suponga que T ∈ L(X) tiene descent topológico uniforme para

n ≥ d, donde n, d ∈ N y sea V ∈ L(X) un operador acotado que conmuta con T .

Se dice que V − T es suficientemente pequeño si la norma de la restricción de V − T
sobre R(T d) es menor que el módulo minimal reducido de la restricción de T sobre

R(T d).

Teorema 1.22. Suponga que T ∈ L(X) tiene descent topológico uniforme para

n ≥ d, donde n, d ∈ N y sea V ∈ L(X) es un operador acotado que conmuta con T .

Si V − T es suficientemente pequeño e invertible, entonces

(1) V tiene rango cerrado y descent topológico uniforme para n ≥ 0.

(2) dim
N(V n+1)

N(V n)
= dim

N(T d+1)

N(T d)
para cada entero n ≥ 0.

(3) dim
R(V n)

R(V n+1)
= dim

R(T d)

R(T d+1)
para cada entero n ≥ 0.

Demostración. Véase [47, Theorem 4.7].

Teorema 1.23. Suponga que T ∈ L(X) tiene descent topológico uniforme para

n ≥ d, donde n, d ∈ N y sea V ∈ L(X) es un operador que conmuta con T , entonces

se satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) Si R(T n)∩N(T ) tiene dimensión finita, entonces V es un operador superiormente

semi-Fredholm y α(T ) = dim(R(T n) ∩N(T )).

(2) Si R(T )+N(T d) tiene dimensión finita, entonces V es un operador inferiormente

semi-Fredholm y β(T ) =
X

dim(R(T ) +N(T d))
.

Demostración. Véase [47, Corollary 4.8].

Teorema 1.24. Sea T ∈ L(X). Entonces,

T ∈ QF (X) ⇐⇒ T ∗ ∈ QF (X∗)

Demostración. Véase [67, Theorem 2.11].

Asociados con los operadores cuasi-Fredholm, M. Berkani y A. Ouahab [27],

introducen el siguiente subconjunto del espectro clásico de un operador.

Definición 1.22. El espectro esencialmente cuasi-Fredholm de un operador T ∈
L(X), denotado σqf (T ), se define como

σqf (T ) = {λ ∈ C : λI − T no es cuasi-Fredholm}

Observe que, del Teorema 1.24, se tiene que σqf (T ) = σqf (T
∗).

A continuación se describen los operadores B-Fredholm, B-Browder y B-Weyl,

introducidos por M. Berkani en [18] y [20], y por M. Berkani y M. Sarih en [28], los

cuales constituyen, respectivamente, una generalización de los operadores de Fred-

holm, Browder y Weyl.

Definición 1.23. Un operador T ∈ L(X) se dice superiormente (respectivamente,

inferiormente) semi B-Fredholm, si existe un n ∈ N tal que R(T n) es cerrado en

X y Tn es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-Fredholm. T es un

operador B-Fredholm, si R(T n) es cerrado y Tn es de Fredholm, para algún n ∈ N.
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Las clases introducidas anteriormente se denotarán, respectivamente, como:

BF+(X), BF−(X) y BF (X). La clase de los operadores semi B-Fredholm se define

como BF±(X) = BF+(X) ∪BF−(X). Nótese que BF (X) = BF+(X) ∩BF−(X).

Observe que cada operador semi-Fredholm es semi B-Fredholm (este es el caso

donde n = 0). Puesto que las proyecciones continuas y los operadores nilpotentes, son

operadores semi B-Fredholm que no son semi-Fredholm, entonces BF±(X) contiene

propiamente a la clase Φ±(X), de los operadores de semi-Fredholm en X.

Observación 1.5. Si Tn es un operador semi-Fredholm, entonces Tm es semi-Fredholm

e ind(Tm) = ind(Tn), para todo m ≥ n (véase [28, Proposition 2.1]). Aśı, el ı́ndice

de un operador T semi B-Fredholm, es definido como ind(T ) = ind(Tn), donde Tn

es una restricción de T sobre cualquier R(T n) cerrado, que sea semi-Fredholm. Por

otra parte, para un operador T ∈ L(X) se tienen las siguientes equivalencias:

R(T n) cerrado⇔ R(T ∗n) cerrado,

Tn ∈ Φ+(X)⇔ T ∗n ∈ Φ−(X),

Tn ∈ Φ−(X)⇔ T ∗n ∈ Φ+(X).

En consecuencia

T ∈ BF+(X)⇔ T ∗ ∈ BF−(X),

T ∈ BF−(X)⇔ T ∗ ∈ BF+(X),

T ∈ BF (X)⇔ T ∗ ∈ BF (X).

Además, si T ∈ BF±(X) entonces ind(T ∗) = −ind(T ).

El siguiente resultado exhibe la relación existente entre los operadores semi

B-Fredholm y los operadores cuasi-Fredholm.

Teorema 1.25. Sea T ∈ L(X). T es un operador superiormente (respectivamente,

inferiormente) semi B-Fredholm si y solo si T ∈ QF (X) y N(T ) ∩ R(T d) (respec-

tivamente, N(T ) ∩ R(T d)) es de dimensión (respectivamente, codimension) finita,

para algún d ∈ N.
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Demostración. Véase [28, Proposition 2.5].

De acuerdo con el resultado anterior, se tienen las siguiente implicaciones:

T ∈ Φ±(X)⇒ T ∈ BF±(X)⇒ T ∈ QF (X)

La clase BF (X) de todos los operadores B-Fredholm fue ampliamente estu-

diada por M. Berkani en [18]. En este trabajo el autor demostró que un operador

T ∈ L(X) es B-Fredholm si y solo si T = T0 ⊕ T1, donde T0 es un operador de

Fredholm y T1 es un operador nilpotente (véase [18, Theorem 2.7]). En este sentido,

M. Berkani y M. Sarih [28], demostraron que si H es un espacio de Hilbert, enton-

ces T ∈ L(H) es superiormente semi B-Fredholm (respectivamente, inferiormente

semi B-Fredholm) si y solo si T = T0 ⊕ T1, donde T0 es un operador superiormente

semi-Fredholm (respectivamente, inferiormente semi-Fredholm) y T1 es un operador

nilpotente (véase [28, Theorem 2.6]).

Lema 1.16. Sea T ∈ L(X). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) T es superiormente semi B-Fredholm y α(T ) <∞ si y solo si T ∈ Φ+(X).

(2) T es inferiormente semi B-Fredholm y β(T ) <∞ si y solo si T ∈ Φ−(X).

Demostración. Véase [5, Lemma 2.4].

Como una extensión del Lema 1.16, se tiene el siguiente resultado (véase [72,

Lemma 1.2]).

Lema 1.17. Sea T ∈ L(X). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) λI − T es superiormente semi-Fredholm si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n)

es cerrado, λI − Tn es superiormente semi B-Fredholm y α(λI − T ) <∞.

(2) λI − T es inferiormente semi-Fredholm si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n)

es cerrado, λI − Tn es inferiormente semi B-Fredholm y β(λI − T ) <∞.
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Ahora, se introducen los espectros correspondiente a los operadores semi B-

Fredholm.

Definición 1.24. Sea X un espacio de Banach complejo.

σubf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BF+(X)},
σlbf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BF−(X)},
σsbf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BF±(X)},
σbf (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BF (X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi B-Fredholm, inferior-

mente semi B-Fredholm, semi B-Fredholm y B-Fredholm de T .

Claramente,

σsbf (T ) = σubf (T ) ∩ σlbf (T )

σbf (T ) = σubf (T ) ∪ σlbf (T )

A continuación se generaliza la clase de los operadores semi-Browder y se da una

caracterización para esta clase de operadores.

Definición 1.25. Un operador T ∈ L(X), se dice superiormente (respectivamente,

inferiormente) semi B-Browder, denotado T ∈ B(X), si existe un n ∈ N tal que

R(T n) es cerrado en X y Tn es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-

Browder. T es un operador B-Browder (respectivamente, semi B-Browder), si R(T n)

es cerrado y Tn es de Browder (respectivamente, semi-Browder), para algún n ∈ N.

Se denotan, respectivamente, por BB+(X), BB−(X) a las clases de los ope-

radores superiormente semi B-Browder e inferiormente semi B-Browder. Además,

BB(X) = BB+(X) ∩BB−(X),

BB±(X) = BB+(X) ∪BB−(X).

De la Definición 1.25 y los Lemas 1.7 y 1.8, se obtiene la siguiente caracteri-

zación para los operadores semi B-Browder.
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Teorema 1.26. Un operador T ∈ L(X), es superiormente (respectivamente, infe-

riormente) semi B-Browder, si y solo existe un n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y

p(T ) <∞ (respectivamente, q(T ) <∞).

Demostración. Véase [67, Theorem 2.2.7].

Las distintas clases de operadores definidas y estudiadas anteriormente moti-

van, de manera natural, la definición de ciertos espectros asociados respectivamente

a cada uno estos, los cuales se introducen a continuación.

Definición 1.26. Sea X un espacio de Banach complejo.

σubb(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BB+(X)},
σlbb(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BB−(X)},
σbb(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BB(X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi B-Browder, inferiormen-

te semi B-Browder y B-Browder de T .

Claramente,

σbb(T ) = σubb(T ) ∪ σlbb(T )

Del siguiente resultado, debido a M. Berkani, se deriva la compacidad del

espectro B-Browder de un operador.

Teorema 1.27. Para cada operador T ∈ L(X), el espectro B-Browder, σbb(T ) es

cerrado.

Demostración. Véase [19, Corollary 3.10].

La noción de ı́ndice mencionada en la Observación 1.5 permite la siguiente

generalización de los operadores de Weyl, debida a M. Berkani y M. Sarih [28].

Definición 1.27. Un operador T ∈ L(X) se dice un operador B-Weyl, si T es

B-Fredholm e ind T = 0.
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Note que T B-Weyl justamente significa que existe un n ∈ N tal que R(T n)

es cerrado, Tn es Fredholm e ind Tn = 0.

Definición 1.28. Un operador T ∈ L(X) se dice superiormente (respectivamente,

inferiormente) semi B-Weyl, si existe un n ∈ N tal que R(T n) es cerrado en X y

T es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi B-Fredholm e ind T ≤ 0

(respectivamente, ind T ≥ 0).

Se denotan, respectivamente, por BW+(X) y BW−(X) a las clases de los

operadores superiormente semi B-Weyl e inferiormente semi B-Weyl. Además,

BW (X) = BW+(X) ∩BW−(X),

denota la clase de los operadores B-Weyl.

Como toda proyección continua es un operador B-Weyl y no es de Weyl, la

clase BW (X) contiene propiamente a la clase de los operadores de Weyl.

Definición 1.29. El espectro B-Weyl de un operador T ∈ L(X), se define como

sigue:

σBW (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BW (X)}.

Más aún, también se tienen las inclusiones siguientes:

σbf (T ) ⊆ σBW (T ) ⊆ σbb(T ).

σsbf (T ) ⊆ σubf (T ) ⊆ σubb(T ) ⊆ σbb(T ).

σsbf (T ) ⊆ σlbf (T ) ⊆ σlbb(T ) ⊆ σbb(T ).

En la siguiente definición se generalizan las nociones de los espectros aproxi-

mado puntual y sobreyectivo de Weyl.

Definición 1.30. Para un operador T ∈ L(X), se definen:

σSBF−+ (T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BW+(X)},

σSBF+
−

(T ) = {λ ∈ C : λI − T /∈ BW−(X)}.
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Note que

σBW (T ) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF+
−

(T ).

Además, de la Observación 1.5, se tienen las siguientes igualdades:

σSBF−+ (T ) = σSBF+
−

(T ∗), σSBF+
−

(T ) = σSBF−+ (T ∗) y σBW (T ) = σBW (T ∗).

Teorema 1.28. Sea T ∈ L(X) y sea F ∈ L(X) un operador que conmuta con T tal

que F n tiene rango finito para algún n ∈ N. Entonces, σBW (T ) = σBW (T + F ).

Demostración. Vésase [46, Theorem 3.2].

A continuación se introducen algunas generalizaciones de la noción de pseu-

doinvertibilidad, debida a M. P. Drazin [38], en el álgebra de operadores L(X), tales

generalizaciones son las nociones de operadores Drazin invertibles a izquierda y Dra-

zin invertibles a derecha, aśı como también se presentan algunos resultados relativos

a estas generalizaciones, los cuales serán utilizados en el resto del trabajo.

Definición 1.31. Sea A un álgebra. Un elemento x ∈ A se dice invertible de grado

k según Drazin, si existe un elemento y ∈ A tal que

xkyx = xk, yxy = y, xy = yx.

En el caso particular del álgebra de Banach L(X), se tiene que T es Drazin

invertible si y solo si p(T ) = q(T ) < ∞, lo cual también es equivalente a que T =

T0 ⊕ T1, donde T0 es un operador invertible y T1 es un operador nilpotente (véase

[54, Proposition A] y [57, Corollary 2.2]). Puesto que cada operador B-Fredholm T

admite la representación T = T0 ⊕ T1, donde T0 es Fredholm y T1 es nilpotente,

entonces cada operador Drazin invertible es B-Fredholm. En la siguiente definición

se introducen generalizaciones de la noción de Drazin invertible en el álgebra L(X).

Definición 1.32. Un operador T ∈ L(X) se dice Drazin invertible a izquierda,

si p := p(T ) < ∞ y R(T p+1) es cerrado, mientras que T ∈ L(X) se dice Drazin

invertible a derecha, si q := q(T ) <∞ y R(T q) es cerrado.
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Es importante señalar que la condición q = q(T ) <∞ no implica que T q(X)

sea cerrado. Claramente, T ∈ L(X) es Drazin invertible a izquierda y a derecha si

y solo si T es Drazin invertible. En efecto, si 0 < p := p(T ) = q(T ) < ∞, entonces

R(T p) = R(T p+1) es el núcleo de la proyección espectral P0 asociada al subconjunto

espectral {0} (véase [51, Proposition 50.2]).

A continuación se dan algunas caracterizaciones espectrales para los operado-

res semi B-Browder y B-Browder, las cuales extienden para esta clase de operadores

generalizados los resultados obtenidos por P. Aiena y C. Carpintero en [8].

Teorema 1.29. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) λ0I − T es Drazin invertible a izquierda;

(2) λ0I − T es superiormente semi B-Browder;

(3) λ0I − T es cuasi-Fredholm y tiene ascent finito;

(4) λ0I − T es cuasi-Fredholm y T tiene la SVEP en λ0.

Demostración. Véase [67, Theorem 2.3.3].

De manera similar se tiene a continuación un resultado dual.

Teorema 1.30. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

1. λ0I − T es Drazin invertible a derecha;

2. λ0I − T es inferiormente semi B-Browder;

3. λ0I − T es cuasi-Fredholm y tiene descent finito;

4. λ0I − T es cuasi-Fredholm y T ∗ tiene la SVEP en λ0.
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Demostración. Véase [67, Theorem 2.3.4].

Como consecuencia inmediata de los dos teoremas anteriores, se tiene el si-

guiente resultado.

Corolario 1.1. Sea T ∈ L(X). Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:

1. λ0I − T es Drazin invertible;

2. λ0I − T es B-Browder;

3. λ0I − T es cuasi-Fredholm y ambos T , T ∗ tienen SVEP en λ0.

Demostración. Véase [67, Corollary 2.3.2].

En la siguiente definición se introducen los espectros derivados de la noción

de Drazin invertibilidad.

Definición 1.33. Sea X un espacio de Banach complejo y T ∈ L(X).

σLD(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es drazin invertible a izquierda},

σRD(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es drazin invertible a derecha},

σD(T ) = {λ ∈ C : λI − T no es drazin invertible},

definen, respectivamente, los espectros: Drazin invertible a izquierda, Drazin inver-

tible a derecha y Drazin invertible de T .

Claramente, σD(T ) = σLD(T ) ∪ σRD(T ). Además, de los resultados antes

mostrados, se tiene que

σLD(T ) ⊂ σa(T ), σRD(T ) ⊂ σsu(T ),

σubb(T ) = σLD(T ), σlbb(T ) = σRD(T ), σbb(T ) = σD(T ),

σLD(T ) = σRD(T ∗), σRD(T ) = σLD(T ∗), σD(T ) = σD(T ∗).

Por lo cual, σbb(T ) = σbb(T
∗), σubb(T ) = σlbb(T

∗), σlbb(T ) = σubb(T
∗).
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Lema 1.18. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) σb(T ) = σub(T ) si y solo si σa(T ) = σ(T ).

(2) σa(T ) = σ(T ) si y solo si σLD(T ) = σD(T ).

(3) σb(T ) = σlb(T ) si y solo si σs(T ) = σ(T ).

(4) σs(T ) = σ(T ) si y solo si σRD(T ) = σD(T ).

Demostración. Véase [15, Lemma 2.1].

1.5. Teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En esta sección, para un operador T ∈ L(X) se introducen los conjuntos

E0(T ), E0
a(T ), E(T ), Ea(T ), Π0(T ), Π0

a(T ), Π(T ), Π0
a(T ), el cual son necesarios

para definir los teoremas tipo Weyl y tipo Browder. También se dan las nociones

de operadores isoloides, polaroides, a-polaroides, polaroides a izquierda, polaroides a

derecha, hereditariamente polaroides y las relaciones existentes entre ellos. Además,

se dan caracterizaciones del teorema generalizado de Weyl y el teorema generalizado

de a-Weyl y se presentan algunas relaciones entre estos teoremas.

Definición 1.34. Para T ∈ L(X) se definen los siguientes conjuntos:

E0(T ) = {λ ∈ isoσ(T ) : 0 < α(λI − T ) <∞},
E0
a(T ) = {λ ∈ isoσa(T ) : 0 < α(λI − T ) <∞},

E(T ) = {λ ∈ isoσ(T ) : 0 < α(λI − T )},
Ea(T ) = {λ ∈ isoσa(T ) : 0 < α(λI − T )},

donde isoK denota el conjunto de todos los puntos aislados de K ⊆ C. También, se

definen

Π0(T ) = σ(T ) \ σb(T ), Π0
a(T ) = σa(T ) \ σub(T ),

Π(T ) = σ(T ) \ σD(T ), Πa(T ) = σa(T ) \ σLD(T ).

Observe que, en general, se satisfacen las inclusiones
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Π0(T ) ⊆ Π0
a(T ) ⊆ Πa(T ) ⊆ Ea(T ),

Π0(T ) ⊆ Π(T ) ⊆ Πa(T ) ⊆ Ea(T ),

Π0(T ) ⊆ Π0
a(T ) ⊆ E0

a(T ) ⊆ Ea(T ),

Π0(T ) ⊆ Π(T ) ⊆ E(T ) ⊆ Ea(T ),

Π0(T ) ⊆ E0(T ) ⊆ E(T ) ⊆ Ea(T ),

Π0(T ) ⊆ E0(T ) ⊆ E0
a(T ) ⊆ Ea(T ).

Definición 1.35. Un operador T ∈ L(X) se dice que satisface:

(1) El teorema de Browder, denotado (B), si σ(T ) \ σW (T ) = Π0(T ).

(2) El teorema generalizado de Browder, denotado (gB), si σ(T ) \ σBW (T ) = Π(T ).

(3) El teorema de a-Browder, denotado (aB), si σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Π0
a(T ).

(4) El teorema generalizado de a-Browder, denotado (gaB), si σa(T ) \ σSBF−+ (T ) =

Πa(T ).

El teorema de Browder (respectivamente, el teorema generalizado de Brow-

der) para T y el teorema de Browder (respectivamente, el teorema generalizado de

Browder) para T ∗ son equivalentes, puesto que σW (T ) = σW (T ∗) y σb(T ) = σb(T
∗)

(respectivamente, σBW (T ) = σBW (T ∗) y σbb(T ) = σbb(T
∗)).

Teorema 1.31. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T satisface el teorema de Browder;

(2) T satisface el teorema generalizado de Browder;

(3) T tiene la SVEP en cada λ /∈ σBW (T );

(4) T ∗ tiene la SVEP en cada λ /∈ σBW (T );

(5) T ∗ satisface el teorema generalizado de Browder.
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Demostración. La equivalencia (1) ⇔ (2) fue demostrada en [6], mientras que las

equivalencias (2)⇔ (3)⇔ (4)⇔ (5) fueron demostradas en [10].

Observe que según el Teorema 1.31, se tiene que:

Si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces T y T ∗ satisfacen el teorema de Browder.

Similar al teorema anterior, a continuación se dan algunas equivalencias del

teorema generalizado de a-Browder.

Teorema 1.32. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T satisface el teorema de a-Browder;

(2) T satisface el teorema generalizado de a-Browder;

(3) T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T );

(4) T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSBF−+ (T ).

Demostración. La equivalencia (1)⇔ (2) fue demostrada en [6]. Para las equivalen-

cias (1)⇔ (3) y (2)⇔ (4) véase [9] y [12].

Otras caracterizaciones del teorema generalizado de a-Browder se pueden en-

contrar en [12]. En particular, del Teorema 1.32, se sigue que si T tiene la SVEP,

entonces T satisface el teorema de a-Browder, o equivalentemente satisface el teore-

ma generalizado de a-Browder. Note que también la SVEP para T ∗ implica ambos

teoremas de a-Browder (véase [12, Theorem 2.9]).

Teorema 1.33. Si T ∈ L(X) satisface el teorema de a-Browder y R es un operador

de Riesz que conmuta con T , entonces T +R satisface el teorema de a-Browder.

Demostración. Véase [60, Corollary 2.3].

Definición 1.36. Un operador T ∈ L(X) se dice que satisface:

(1) El teorema de Weyl, denotado (W), si σ(T ) \ σW (T ) = E0(T ).
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(2) El teorema generalizado de Weyl, denotado (gW), si σ(T ) \ σBW (T ) = E(T ).

(3) El teorema de a-Weyl, denotado (aW), si σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E0
a(T ).

(4) El teorema generalizado de a-Weyl, denotado (gaW), si σa(T ) \ σSBF−+ (T ) =

Ea(T ).

A continuación se da una caracterización del teorema de Weyl para un opera-

dor T ∈ L(X), mediante la SVEP.

Teorema 1.34. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T satisface el teorema de Weyl;

(2) T tiene la SVEP para cada λ /∈ σW (T ) y E0(T ) = Π0(T ).

En particular, si T o T ∗ tiene la SVEP, entonces T satisface el teorema de Weyl si

y solo si E0(T ) = Π0(T ).

Demostración. Véase [2, Theorem 3.1].

A continuación se da una caracterización del teorema generalizado de a-Weyl

para un operador T ∈ L(X), mediante la SVEP.

Teorema 1.35. Un operador T ∈ L(X) satisface el teorema generalizado de a-

Weyl si y solo si, T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSBF−+ (T ) y E0
a(T ) = Π0

a(T ). En

consecuencia, T satisface el teorema generalizado de a-Weyl si y solo si T satisface

el teorema generalizado de a-Browder y E0
a(T ) = Π0

a(T ).

Demostración. Véase [67, Theorem 4.2.2].

Definición 1.37. Un operador T ∈ L(X) se dice:

(1) Isoloide, si cada punto aislado del espectro de T es un autovalor de T , es decir,

isoσ(T ) = E(T ).
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(2) Finitamente isoloide, si cada punto aislado del espectro de T es un autovalor de

T que tiene multiplicidad finita, es decir, iso σ(T ) = E0(T ).

A continuación, se da un ejemplo de un operador que es isoloide y finitamente

isoloide.

Ejemplo 1.1. Considere T ∈ L(l2(N)) definido por

T (x1, x2, x3, ...) =
(x2

2
,
x3

3
, ...
)
.

Puesto que isoσ(T ) = E(T ) = E0(T ) = {0}, se tiene que T es isoloide y finitamente

isoloide.

Todo operador finitamente isoloide es un operador isoloide, pero el rećıproco,

en general, no es cierto, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Considere T ∈ `2(N) definido por T = 0. Puesto que isoσ(T ) =

E(T ) = {0} y E0(T ) = ∅, se tiene que T es un operador isoloide pero no finitamente

isoloide.

En el siguiente resultado se evidencia la estabilidad del teorema generalizado

de Weyl bajo perturbaciones de rango finito que conmutan con operadores isoloides.

Teorema 1.36. Sean T ∈ L(X) un operador isoloide y F ∈ L(X) un operador de

rango finito que conmuta con T . Si T satisface el teorema generalizado de Weyl,

entonces T + F satisface el teorema generalizado de Weyl.

Demostración. Véase [22, Theorem 3.4].

Definición 1.38. Un operador T ∈ L(X) se dice que es polaroide, si isoσ(T ) =

Π(T ).

Observación 1.6. Cada operador polaroide es isoloide, es decir cada punto aislado

de σ(T ) es un autovalor de T . La condición de ser polaroide se puede caracterizar

mediante la parte cuasi-nilpotente de la siguiente manera: T es polaroide si y solo si

existe p := p(λI − T ) ∈ N tal que H0(λI − T ) = N(λI − T )p para todo λ ∈ isoσ(T )

(véase [7, Teorema 2.9]).
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Definición 1.39. Un operador T ∈ L(X) se dice que es a-polaroide, si iso σa(T ) =

Π(T ).

Observe que isoσ(T ) ⊆ σa(T ) para cada T ∈ L(X), pues la frontera de σ(T )

está contenida en σa(T ). De esto, se obtiene que: T es a-polaroide⇒ T es polaroide.

Seguidamente se introducen las nociones de operadores polaroides a izquierda

y polaroides a derecha.

Definición 1.40. Un operador T ∈ L(X) se dice polaroide a izquierda, si isoσa(T ) =

Πa(T ). T ∈ L(X) se dice polaroide a derecha, si isoσs(T ) = Πa(T ).

Teorema 1.37. Sean T ∈ L(X) y K ∈ L(X) un operador que conmuta con T tal

que Kn tiene dimensión finita para algún n ∈ N. Entonces, los siguientes enunciados

se satisfacen:

(1) Si T es polaroide, entonces T +K es polaroide.

(2) Si T es polaroide a izquierda (respectivamente polaroide a derecha), entonces

T +K es polaroide a izquierda (respectivamente polaroide a derecha).

(3) Si T es a-polaroide, entonces T +K es a-polaroide.

Demostración. Véase [4, Theorem 4.24].

SeaHnc(σ(T )) el conjunto de todas las funciones anaĺıticas definidas sobre una

vecindad abierta de σ(T ) tal que f es no constante en cada una de las componentes

de su dominio. Para cada f ∈ Hnc(σ(T )), se define f(T ) mediante el clásico cálculo

funcional.

Teorema 1.38. Para un operador T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T es polaroide;

(2) f(T ) es polaroide para todo f ∈ Hnc(σ(T ));
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(3) existe un polinomio no nulo p tal que p(T ) es polaroide;

(4) existe un f ∈ Hnc(σ(T )) tal que f(T ) es polaroide.

Demostración. Véase [4, Theorem 4.19].

Definición 1.41. Un operador T ∈ L(X) se dice hereditariamente polaroide, si toda

parte de T es polaroide, donde una parte de T significa la restricción de T a un

subespacio cerrado T -invariante.

Teorema 1.39. Todo operador T ∈ L(X) hereditariamente polaroide tiene la SVEP.

Demostración. Véase [4, Theorem 4.31].

1.6. Propiedades algebraicas entre T y Tn

En esta sección se presentan algunos resultados debidos a C. Carpintero et al.

[33], en donde se establecen algunas propiedades algebraicas entre T y Tn, con Tn

visto como un operador del espacio R(T n) en si mismo.

Lema 1.19. Sea T ∈ L(X) y Tn, n ∈ N la restricción del operador T sobre el

subespacio R(T n) = T n(X). Entonces para todo λ 6= 0, se tiene que:

(1) N((λI − Tn)m) = N((λI − T )m), para cualquier m.

(2) R((λI − Tn)m) = R((λI − T )m) ∩R(T n), para cualquier m.

(3) α(λI − Tn) = α(λI − T ).

(4) p(λI − Tn) = p(λI − T ).

(5) β(λI − Tn) = β(λI − T ).

(6) q(λI − Tn) <∞⇔ q(λI − T ) <∞.

Demostración. Véase [33, Lemma 2.1].
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Lema 1.20. Si R(T n) es cerrado en X y R((λI − Tn)m) es cerrado en R(T n) para

λ 6= 0, entonces R((λI − T )m) es cerrado en X.

Demostración. Véase [35, Lemma 1.5].

Lema 1.21. Sea T ∈ L(X) y Tn, n ∈ N la restricción del operador T sobre el

subespacio R(T n). Si R(T n) es cerrado, se tiene que:

(1) σ(Tn) ⊆ σ(T ) y σa(Tn) ⊆ σa(T ).

(2) σW (Tn) ⊆ σW (T ) y σSF−+ (Tn) ⊆ σSF−+ (T ).

(3) Si 0 /∈ Π(T ), entonces σ(T ) = σ(Tn).

(4) Si 0 /∈ Πa(T ), entonces σa(T ) = σa(Tn).

Demostración. Véase [33, Lemma 2.1] y [36, Lemma 1.5].

Lema 1.22. Si 0 no es un polo del resolvente de T ∈ L(X) y R(T n) es cerrado,

entonces E(T ) ⊂ E(Tn).

Demostración. Véase [34, Lemma 2.3].

Lema 1.23. Si 0 no es un polo del resolvente de T ∈ L(X) y R(T n) es cerrado,

entonces Ea(T ) ⊂ Ea(Tn).

Demostración. Véase [34, Lemma 2.4].



Caṕıtulo 2

Variaciones fuertes de teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En este caṕıtulo, se introducen ciertas propiedades espectrales que son varia-

ciones de los teoremas tipo Weyl y tipo Browder, las cuales han sido estudiadas por

varios autores. Entre estas se tienen: la propiedad (gw), introducida por M. Amouch

et al. en [14]; la propiedad (w) introducida por V. Rakocevic en [61]; las propiedades

(Sw) y (Sb) introducidas por M. H. M. Rashid en [65]; las propiedades (v), (gv),

(Sab), (Saw), (VΠ) y (VΠa), introducidas por J. Sanabria et al. en [68, 69, 70]; las

propiedades (WE), (UWE), (UWEa), (UWΠ), (UWΠa) y (SBaw), introducidas por

M. Berkani et al. en [23, 24, 25]; las propiedades (z), (gz), (ah) y (ZEa) introduci-

das por H. Zariouh en [74, 75, 76]. Además, se estudian en este caṕıtulo las nuevas

propiedades espectrales (VE) y (VEa), estableciendo sus relaciones existentes con las

propiedades espectrales antes mencionadas. Cabe señalar que la mayoŕıa de los resul-

tados aqúı detallados están recopilados en el art́ıculo “On strong variations of Weyl

type theorems”, publicado en la revista Acta Mathematica Universitatis Comenianae

(2017), véase [71].

2.1. Variaciones de teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En esta sección, se introducen las definiciones de las propiedades espectrales

(gw), (WE), (UWE), (UWΠ), (UWΠa), (SBaw), (w), (Sw), (Sb), (VΠ), (VΠa), (v),

(gv), (Sab), (Saw), (z), (gz), (ah), (ZEa) y se dan teoremas que establecen relaciones

entre estas propiedades.

Definición 2.1. Un operador T ∈ L(X) satisface:

(1) La propiedad (gw) [14], si E(T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ).

(2) La propiedad (WE) [23], si E(T ) = σ(T ) \ σW (T ).

(3) La propiedad (UWE) [23], si E(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ).
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(4) La propiedad (UWEa) [24], si Ea(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ).

(5) La propiedad (UWΠ) [24], si Π(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ).

(6) La propiedad (UWΠa) [24], si Πa(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ).

(7) La propiedad (SBaw) [25], si E0
a(T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ).

(8) La propiedad (w) [61], si E0(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ).

(9) La propiedad (Sw) [65], si E0(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(10) La propiedad (Sb) [65], si Π0(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(11) La propiedad (VΠ) [68], si Π(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ).

(12) La propiedad (VΠa) [68], si Πa(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ).

(13) La propiedad (v) [69], si E0(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ).

(14) La propiedad (gv) [69], si E(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(15) La propiedad (Sab) [70], si Π0
a(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(16) La propiedad (Saw) [70], si E0
a(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(17) La propiedad (z) [74], si E0
a(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ).

(18) La propiedad (gz) [74], si Ea(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ).

(19) La propiedad (ah) [75], si Π0(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ).

(20) La propiedad (ZEa) [76], si Ea(T ) = σ(T ) \ σW (T ).

Observación 2.1. Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (Sw), entonces T satisface el

teorema de Weyl (véase [65, Theorem 2.5]).

El resultado mencionado en la Observación 2.1, es necesario para establecer

la relación existente entre la propiedad (Sw) y la propiedad (Sb) como se muestra a

continuación.
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Teorema 2.1. [65] Si T satisface la propiedad (Sw), entonces T satisface la propie-

dad (Sb).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (Sw). Entonces, T satisface el

teorema de Weyl. Por el Teorema 1.34, T satisface el teorema de Weyl es equivalente

a T satisface el teorema de Browder y E0(T ) = Π0(T ). Puesto que T satisface la

propiedad (Sw), se sigue que σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) y aśı, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) =

Π0(T ), por lo que T satisface la propiedad (Sb).

El siguiente teorema establece la relación entre la propiedad (Sab) y la pro-

piedad (SBaw).

Teorema 2.2. [70] Sea T ∈ L(X). Entonces, T satisface la propiedad (Saw) si y

solo si T satisface la propiedad (SBaw) y σ(T ) = σa(T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (Saw) y sea λ ∈ σa(T ) \
σSBF−+ (T ). Puesto que σa(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0

a(T ), se tiene que

λ ∈ E0
a(T ) y aśı, σa(T ) \ σSBF−+ (T ) ⊆ E0

a(T ). Sea λ ∈ E0
a(T ), entonces λ ∈ σa(T ) y

como T satisface la propiedad (Saw), λ ∈ σ(T ) \ σSBF−+ (T ) y λ ∈ σa(T ) \ σSBF−+ (T ).

Por lo tanto, E0
a(T ) ⊆ σa(T ) \ σSBF−+ (T ) y aśı, T satisface la propiedad (SBaw).

De acuerdo con lo anterior, se tienen las igualdades σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0
a(T ) y

σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0
a(T ). Por lo tanto, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ) y

σ(T ) = σa(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (SBaw) y σ(T ) = σa(T ). En-

tonces, σ(T )\σSBF−+ (T ) = σa(T )\σSBF−+ (T ) = E0
a(T ). Aśı, σ(T )\σSBF−+ (T ) = E0

a(T )

y T satisface la propiedad (Saw).

Observación 2.2. Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (SBaw), entonces T satisface

el teorema de a-Weyl (véase [25, Theorem 2.12]). También, si T satisface el teorema

de a-Weyl, entonces T satisface el teorema de a-Browder y E0
a(T ) = Π0

a(T ).

Los resultados mencionados en la Observación 2.2 junto con el Teorema 2.2,

son necesarios para establecer la relación existente entre la propiedad (Sab) y la
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propiedad (Saw), como se muestra a continuación.

Teorema 2.3. [70] Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (Saw) si y solo si

T satisface la propiedad (Sab) y E0
a(T ) = Π0

a(T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (Saw). Por el Teorema 2.2,

T satisface la propiedad (SBaw). Como T satisface la propiedad (SBaw), se tiene

que T satisface el teorema de a-Weyl. Pero, T satisface el teorema de a-Weyl es

equivalente a T satisface el teorema de a-Browder y E0
a(T ) = Π0

a(T ). Puesto que T

satisface la propiedad (Saw), se sigue que σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0
a(T ) = Π0

a(T ), por

lo que T satisface la propiedad (Sab).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Sab) y E0
a(T ) =

Π0
a(T ). Entonces, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0

a(T ) = E0
a(T ) y se tiene que T satisface

la propiedad (Saw).

Observación 2.3. Por el Teorema 2.3, la propiedad (Saw) implica la propiedad

(Sab), pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.1. Considere Q ∈ `2(N) definido como

Q(x1, x2, x3, ...) =
(x2

2
,
x3

3
, ...
)
.

Entonces, σ(Q) = σSBF−+ (Q) = E0
a(Q) = {0} y Π0

a(T ) = ∅. De esta manera, Π0
a(Q) =

σ(Q)\σSBF−+ (Q) y E0
a(Q) 6= σ(Q)\σSBF−+ (Q). Por lo tanto, T satisface la propiedad

(Sab), pero no satisface la propiedad (Saw).

El siguiente teorema establece la relación existente entre la propiedad (UWE)

y la propiedad (WE).

Teorema 2.4. [24] Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (UWE) si y solo

si T satisface la propiedad propiedad (WE) y σW (T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σa(T ).
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Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (UWE) y sea λ ∈ σW (T ) \
σSF−+ (T ). Entonces, λI − T es un operador superiormente semi-Fredholm, λ ∈ σ(T ),

α(λI − T ) < ∞ y R(T ) es cerrado. Se afirma que α(λI − T ) = 0. En efecto, si

α(λI − T ) > 0, entonces λ ∈ σa(T ) y como T satisface la propiedad (UWE), se

tiene que λ ∈ E(T ) y aśı, λ ∈ iso σ(T ). Luego, por los Teoremas 1.22 y 1.23, se

sigue que ind(λI − T ) = 0, contradiciendo el hecho que λ ∈ σW (T ). Por lo tanto

α(λI − T ) = 0, λ ∈ σ(T ) \ σa(T ) y σW (T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σa(T ). Ahora, sea

λ ∈ σ(T ) \ σa(T ). Entonces, λ /∈ σSF−+ (T ). Se afirma que λI − T no es un operador

de Weyl. En efecto, si λI − T es un operador de Weyl, entonces del hecho que

α(λI − T ) = 0 se sigue que λI − T es invertible, contradiciendo que λ ∈ σ(T ).

Por lo tanto, λ ∈ σW (T ) \ σSF−+ (T ) y σ(T ) \ σa(T ) ⊆ σW (T ) \ σSF−+ (T ). De esta

manera, se concluye que σW (T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σa(T ). Además, como se tienen

las igualdades σ(T ) = (σ(T ) \ σa(T )) ∪ σa(T ) y E(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ), resulta

que E(T ) ∪ σSF−+ (T ) = σa(T ) y σ(T ) = (σ(T ) \ σa(T )) ∪ σa(T ) = (σ(T ) \ σa(T )) ∪
σSF−+ (T ) ∪ E(T ) = (σW (T ) \ σSF−+ (T )) ∪ σSF−+ (T ) ∪ E(T ) = σW (T ) ∪ E(T ). Por lo

tanto, E(T ) = σ(T ) \ σW (T ) y T satisface la propiedad (WE).

Rećıprocamente, si T satisface la propiedad (WE) y σW (T )\σSF−+ (T ) = σ(T )\
σa(T ), entonces σ(T ) = σW (T ) ∪ E(T ) = (σW (T ) \ σSF−+ (T )) ∪ σSF−+ (T ) ∪ E(T ) =

(σ(T ) \ σa(T )) ∪ σSF−+ (T ) ∪ E(T ). Según esto, σa(T ) = σSF−+ (T ) ∪ E(T ) y E(T ) =

σa(T ) \ σSF−+ (T ). Por lo tanto, T satisface la propiedad (UWE).

Observación 2.4. Por el Teorema 2.4, la propiedad (UWE) implica la propiedad

(WE), pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre `2(N) y U ∈ `2(N)

definido por

U(x1, x2, x3, ...) = (0, x2, x3, ...).

Se define el operador T sobre X = `2(N)⊕ `2(N) por T = R⊕ U . Entonces, σ(T ) =

σW (T ) = D(0, 1), donde D(0, 1) denota el disco unitario cerrado en C, σa(T ) =
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Γ∪{0} y σSF−+ (T ) = Γ, donde Γ denota el ćırculo unitario en C. Además, Ea(T ) = {0}
y E(T ) = ∅. Por lo tanto, σ(T ) \ σW (T ) = E(T ) y σa(T ) \ σSF−+ (T ) 6= E(T ). Aśı, T

satisface la propiedad (WE), pero no satisface la propiedad (UWE).

Lema 2.1. [23] Si un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (WE), entonces

E0(T ) = E(T ) = Π(T ).

Demostración. En primer término, observe que la inclusión Π(T ) ⊆ E(T ) siempre es

cierta. Ahora, suponga que T satisface la propiedad (WE) y sea λ ∈ E(T ). Entonces

λ ∈ isoσ(T ), por lo que T tiene la SVEP en λ. Como E(T ) = σ(T )\σW (T ), λI−T es

un operador de Weyl y por lo tanto, λI − T es superiormente semi-Fredholm. Por el

Teorema 1.8, p(λI−T ) <∞. Puesto que σ(T ) = σ(T ∗), también T ∗ tiene la SVEP en

λ, y por el Teorema 1.9, q(λI−T ) <∞. Esto dice que λI−T es un operador Drazin

invertible y λ ∈ σ(T ) \ σD(T ) = Π(T ). De esta manera, se tiene que E(T ) ⊆ Π(T ) y

Π(T ) = E(T ). Además, como λI − T es un operador superiormente semi-Fredholm,

α(λI − T ) < ∞ y se sigue que λ ∈ E0(T ). Por lo tanto, E(T ) ⊆ E0(T ), y como

la igualdad E0(T ) ⊆ E(T ) siempre es cierta, se concluye que E0(T ) = E(T ). Esto

demuestra que E0(T ) = E(T ) = Π(T ).

Observación 2.5. Si T satisface el teorema generalizado de Weyl, entonces T satis-

face el teorema de Weyl. Rećıprocamente, si E(T ) = Π(T ) y T satisface el teorema

de Weyl, entonces T satisface el teorema generalizado de Weyl (véase [21, Theorem

2.9]).

Los resultados mencionados en la Observación 2.5 junto con el Lema 2.1, son

necesarios para establecer la relación existente entre la propiedad (WE) y el teorema

generalizado de Weyl como se muestra a continuación.

Teorema 2.5. [24]. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (WE) si y solo si

T satisface el teorema generalizado de Weyl y σBW (T ) = σW (T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (WE). Entonces, σ(T )\σW (T ) =

E(T ). Como T satisface la propiedad (WE), por el Lema 2.1, se tiene que E0(T ) =
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E(T ) = Π(T ). Aśı, σ(T ) \ σW (T ) = E0(T ) y T satisface el teorema de Weyl. Puesto

que E(T ) = Π(T ), se sigue que T satisface el teorema generalizado de Weyl. Por lo

tanto, σ(T ) \ σBW (T ) = E(T ) = σ(T ) \ σW (T ) y σBW (T ) = σW (T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface el teorema generalizado de Weyl y

σBW (T ) = σW (T ), entonces σ(T ) \ σW (T ) = σ(T ) \ σBW (T ) = E(T ). Por lo tanto,

T satisface la propiedad (WE).

Observación 2.6. Por el Teorema 2.5, la propiedad (WE) implica el teorema gene-

ralizado de Weyl, pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sea X = `2(N) y B = {ei| (δji )j∈N, i ∈ N} la base canónica de `2(N).

Sea E un subespacio de `2(N), generado por el conjunto {ei| 1 ≤ i ≤ n}. Sea P la

proyección ortogonal sobre E. Entonces σ(P ) = {0, 1}, σW (P ) = {0}, σBW (P ) = ∅ y

E(P ) = {0, 1}. Luego, σ(P ) \ σW (P ) 6= E(P ), σ(P ) \ σBW (P ) = E(P ) y P satisface

el teorema generalizado de Weyl, pero no satisface la propiedad (WE).

Lema 2.2. [76] Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (ZEa), entonces

Ea(T ) = E0
a(T ) = Π0

a(T ) = Πa(T ) = Π0(T ) = Π(T ) = E0(T ) = E(T ).

Demostración. Es suficiente mostrar que Ea(T ) ⊆ Π0(T ). Suponga que T satisface la

propiedad (ZEa) y sea λ ∈ Ea(T ). Entonces, λ ∈ isoσa(T ) y esto implica que T tiene

la SVEP en λ. Puesto que Ea(T ) = σ(T ) \ σW (T ), λI − T es un operador de Weyl y

aśı, λI − T es semi-Fredholm. Por el Teorema 1.8, p(λI − T ) <∞. Como λI − T es

un operador de Weyl, se tiene que ind(λI − T ) = 0 y α(λI − T ) = β(λI − T ) <∞.

Por el Lema 1.4, q(λI − T ) = p(λI − T ) < ∞. Según esto, λI − T es un operador

de Browder y λ ∈ σ(T ) \ σb(T ) = Π0(T ). Por lo tanto, Ea(T ) = E0
a(T ) = Π0

a(T ) =

Πa(T ) = Π0(T ) = Π(T ) = E0(T ) = E(T ).

El siguiente teorema muestra la relación existente entre la propiedad (v) y la

propiedad (w). También, muestra la relación entre la propiedad (gv) y la propiedad

(gw).
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Teorema 2.6. [69] Sea T ∈ L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (v) si y solo si T satisface la propiedad (w) y σ(T ) =

σa(T ).

(2) T satisface la propiedad (gv) si y solo si T satisface la propiedad (gw) y σ(T ) =

σa(T ).

Demostración.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (v) y sea λ ∈ σa(T ) \ σSF−+ (T ). Dado que

σa(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E0(T ), se tiene que λ ∈ E0(T ). Aśı, σa(T ) \
σSF−+ (T ) ⊆ E0(T ). Ahora, si λ ∈ E0(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ) y 0 < α(λI−T ) <∞.

Consecuentemente, λI−T no es inyectivo y por lo tanto, no es acotado inferiormente.

Aśı, λ ∈ σa(T ). Como T satisface la propiedad (v) y λ ∈ E0(T ), se sigue que λI − T
es superiormente semi-Weyl, por lo que λ ∈ σa(T ) \ σSF−+ (T ). Esto demuestra que

E0(T ) ⊆ σa(T ) \ σSF−+ (T ) y T satisface la propiedad (w). Luego, σ(T ) \ σSF−+ (T ) =

E0(T ) y σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E0(T ). Por lo tanto, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T )

y σ(T ) = σa(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (w) y σ(T ) = σa(T ).

Entonces, σ(T )\σSF−+ (T ) = σa(T )\σSF−+ (T ) = E0(T ). Por lo tanto, σ(T )\σSF−+ (T ) =

E0(T ) y T satisface la propiedad (v).

(2). Suponga que T satisface la propiedad (gv) y sea λ ∈ σa(T ) \ σSBF−+ (T ). Dado

que σa(T ) \ σSBF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ), se tiene que λ ∈ E(T ). Aśı,

σa(T )\σSBF−+ (T ) ⊆ E(T ). Ahora, si λ ∈ E(T ), entonces λ ∈ isoσ(T ) y 0 < α(λI−T ).

Luego, λI − T no es inyectivo y por lo tanto, no es acotado inferiormente. Aśı,

λ ∈ σa(T ). Puesto que T satisface la propiedad (gv) y λ ∈ E(T ), se sigue que

λI − T es superiormente semi-B-Weyl, por lo que λ ∈ σa(T ) \ σSBF−+ (T ). Esto

demuestra que E(T ) ⊆ σa(T ) \ σSBF−+ (T ) y T satisface la propiedad (gw). Según

esto, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ) y se concluye que σ(T ) = σa(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (gw) y σ(T ) = σa(T ).
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Entonces, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ). Por lo tanto, σ(T ) \
σSBF−+ (T ) = E(T ) y T satisface la propiedad (gv).

Observación 2.7. Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (z), entonces T satisface el

teorema de a-Weyl y σ(T ) = σa(T ). Análogamente, si T satisface la propiedad (gz),

entonces T satisface el teorema de a-Weyl y σ(T ) = σa(T ) (véase [76, Theorem 2.4]).

Los resultados mencionados en la Observación 2.7 junto con el Teorema 2.6,

son necesarios para establecer la equivalencia entre la propiedad (v) y la propiedad

(z) (respectivamente la propiedad (gv) y la propiedad (gz)), como se muestra a

continuación.

Corolario 2.1. [69] Sea T ∈ L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (v) si y solo si T satisface la propiedad (z).

(2) T satisface la propiedad (gv) si y solo si T satisface la propiedad (gz).

Demostración.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (v). Por el Teorema 2.6, σ(T ) = σa(T ).

Luego, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E0(T ) = E0
a(T ) y T satisface la propiedad (z).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (z). Entonces, σ(T ) =

σa(T ) y σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E0
a(T ) = E0(T ). Por lo tanto, T satisface la propiedad

(v).

(2). Suponga que T satisface la propiedad (gv). Por el Teorema 2.6, σ(T ) = σa(T ).

Aśı, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ) = Ea(T ) y T satisface la propiedad (gz).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (gz). Entonces, σ(T ) =

σa(T ) y σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ) = E(T ), por lo que T satisface la propiedad

(gv).

Lema 2.3. [23] Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (UWEa), entonces Π0
a(T ) =

Πa(T ) = E0
a(T ) = Ea(T ).
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Demostración. Es suficiente mostrar que Ea(T ) ⊆ Π0
a(T ). Suponga que T satisface

la propiedad (UWEa) y sea λ ∈ Ea(T ). Entonces, λ ∈ isoσa(T ), y esto implica que

T tiene la SVEP en λ. Como Ea(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ), λI − T es un operador

superiormente semi-Fredholm. Por el Teorema 1.8, se tiene que p(λI−T ) <∞ y aśı,

λI − T es un operador superiormente semi-Browder y λ ∈ σa(T ) \ σub(T ) = Π0
a(T ).

Puesto que la inclusión Π0
a(T ) ⊆ Ea(T ) siempre es cierta, se concluye que Π0

a(T ) =

Πa(T ) = E0
a(T ) = Ea(T ).

Observación 2.8. Si T ∈ L(X) satisface el teorema generalizado de a-Weyl, en-

tonces T satisface el teorema de a-Weyl. Rećıprocamente, si Ea(T ) = Πa(T ) y T

satisface el teorema de Weyl, entonces T satisface el teorema generalizado de Weyl

(véase [21, Theorem 2.10]).

Los resultados mencionados en la Observación 2.8 junto con el Lema 2.3,

son necesarios para establecer la relación existente entre la propiedad (UWEa) y el

teorema generalizado de a-Weyl, como se muestra a continuación.

Teorema 2.7. [23] Sea T ∈ L(X). Entonces, T satisface la propiedad (UWEa) si y

solo si T satisface el teorema generalizado de a-Weyl y σSBF−+ (T ) = σSF−+ (T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (UWEa). Entonces, σa(T ) \
σSF−+ (T ) = Ea(T ). Por el Lema 2.3, Π0

a(T ) = Πa(T ) = E0
a(T ) = Ea(T ). Lue-

go, σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E0
a(T ) y T satisface el teorema de a-Weyl. Puesto que

Ea(T ) = Πa(T ), se sigue que T satisface el teorema generalizado de a-Weyl y

σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ). Aśı, σSBF−+ (T ) = σSF−+ (T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface el teorema generalizado de a-Weyl

y σSBF−+ (T ) = σSF−+ (T ). Luego, σa(T ) \ σSF−+ (T ) = σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ). Por

lo tanto, σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ) y T satisface la propiedad (UWEa).

Observación 2.9. Por el Teorema 2.4, la propiedad (UWEa) implica el teorema

generalizado de a-Weyl, pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra

en el siguiente ejemplo.
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Ejemplo 2.4. Considere T ∈ `2(N) definido como

T (x1, x2, x3, ...) =

(
0,

1

2
x1, 0, 0, ...

)
.

Entonces, σa(T ) = σSF−+ (T ) = Ea(T ) = {0}. Como T es un operador nilpotente,

σSBF−+ (T ) = ∅. Luego, σa(T ) \ σSF−+ (T ) 6= Ea(T ), σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ) y T

satisface el teorema generalizado de a-Weyl pero no satisface la propiedad (UWEa).

Observación 2.10. Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (Sb), entonces T satisface

la propiedad (Bgb) y σ(T ) = σa(T ) (véase [65, Theorem 2.28]). Análogamente, si T

satisface la propiedad (Sw), entonces T satisface la propiedad (Bgw) y σ(T ) = σa(T )

(véase [65, Theorem 2.25]).

Los resultados mencionados en la Observación 2.10, son necesarios para esta-

blecer la relación existente entre la propiedad (Saw) y la propiedad (Sw) (respecti-

vamente la propiedad (Sab) y la propiedad (Sb)), como se muestra a continuación.

Corolario 2.2. [70] Sea T ∈ L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (Saw) si y solo si T satisface la propiedad (Sw).

(2) T satisface la propiedad (Sab) si y solo si T satisface la propiedad (Sb).

Demostración.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (Saw). Por el Teorema 2.2, σ(T ) = σa(T ).

Aśı, σ(T )\σSBF−+ (T ) = E0
a(T ) = E0(T ). Por lo tanto, T satisface la propiedad (Sw).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Sw). Entonces, σ(T ) =

σa(T ) y σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) = E0
a(T ). Aśı, T satisface la propiedad (Saw).

(2). Suponga que T satisface la propiedad (Sab). Por el Teorema 2.2, σ(T ) = σa(T ).

Aśı, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0
a(T ) = Π0(T ), por lo que T satisface la propiedad (Sb).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Sb). Entonces, σ(T ) =

σa(T ) y σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0(T ) = Π0
a(T ), por lo que T satisface la propiedad

(Sab).
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El siguiente teorema, muestra la relación existente entre la propiedad (v) y el

teorema a-Browder.

Teorema 2.8. [69] Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (v) si y solo si T

satisface el teorema de a-Browder y Π0
+(T ) = E0(T ).

Demostración. Se demostrará que T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ). Para esto,

sea λ /∈ σSF−+ (T ). Se tienen los siguientes dos casos:

Caso 1. Si λ /∈ σ(T ), entonces T tiene la SVEP en cada λ.

Caso 2. Si λ ∈ σ(T ), entonces λ ∈ σ(T ) \ σSF−+ (T ). Puesto que T satisface

la propiedad (v), se tiene que λ ∈ E0(T ). Luego, λ ∈ isoσ(T ) y por el inciso (7) de

la Observación 1.3, T tiene la SVEP en cada λ. Por el Teorema 1.32, T satisface el

teorema de a-Browder. Ahora, se muestra que Π0
+(T ) = E0(T ). En efecto, E0(T ) =

σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σub(T ) = Π0
+(T ), pues T satisface la propiedad (v) y el

teorema de a-Browder.

Rećıprocamente, si T satisface el teorema de a-Browder y Π0
+(T ) = E0(T ),

entonces σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σub(T ) = Π0
+(T ) = E0(T ). En consecuencia, T

satisface la propiedad (v).

Observación 2.11. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VΠ) si y solo si

T satisface la propiedad (UWΠ) y σ(T ) = σa(T ) (véase [68, Theorem 2.5]). Tam-

bién, T satisface la propiedad (VΠa) si y solo si T satisface la propiedad (UWΠa)

y σ(T ) = σa(T ) (véase [68, Theorem 2.20]). Además, las propiedades (VΠ), (Sab)

y (Sb) son equivalentes (véase [68, Corollary 2.5]). Estos resultados previos, hacen

que las propiedades (VΠa), (VΠ), (Sab) y (Sb) sean equivalentes (véase [68, Corollary

2.21]).

Teorema 2.9. Si T satisface la propiedad (VΠ), entonces σSBF−+ (T ) = σBW (T ) =

σSF−+ (T ) = σW (T ) = σLD(T ) = σD(T ) = σub(T ) = σb(T ) y σ(T ) = σa(T ).

Demostración. Véase [68, Theorem 2.27]
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Observación 2.12. Si T ∈ L(X) es un operador polaroide y T satisface la propiedad

(VΠ), entonces T satisface la propiedad (w) (véase [15, Corollary 4.11]).

El resultado mencionado en la Observación 2.12 junto con el Teorema 2.9, son

necesarios para establecer el siguiente resultado que relaciona a las propiedades (VΠ)

y (w) usando la hipótesis de que el operador sea polaroide.

Teorema 2.10. [68] Sea T ∈ L(X) un operador polaroide. Entonces, T satisface la

propiedad (VΠ) si y solo si T satisface la propiedad (w) y σLD(T ) = σb(T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VΠ). Entonces, T satisface la

propiedad (w), y por el Teorema 2.9, σLD(T ) = σb(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (w) y σLD(T ) = σb(T ).

Entonces, la igualdad σLD(T ) = σb(T ) implica que σD(T ) = σb(T ) = σub(T ) y por el

Lema 1.18, σa(T ) = σ(T ). Luego, σ(T )\σSF−+ (T ) = σa(T )\σSF−+ (T ) = E0(T ), y como

T es un operador polaroide, se sigue que E0(T ) ⊆ Π(T ). Aśı, σ(T )\σSF−+ (T ) ⊆ Π(T ).

Por otro lado, Π(T ) = σ(T ) \ σD(T ) = σ(T ) \ σb(T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ). Por lo tanto,

Π(T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ) y T satisface la propiedad (VΠ).

2.2. Propiedades (VE) y (VEa)

En esta sección, se introducen dos nuevas propiedades espectrales, denomina-

das (VE) y (VEa), las cuales son el principal foco de estudio en esta tesis doctoral.

Espećıficamente, se presentan algunos teoremas y ejemplos que establecen las rela-

ciones precisas entre estas propiedades espectrales y las definidas previamente.

A continuación, se introduce la propiedad (VE) y posteriormente, se muestra

que esta es equivalente a la propiedad (VEa).

Definición 2.2. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE), si E(T ) =

σ(T ) \ σSF−+ (T ).

A continuación, se dan ejemplos de operadores que satisfacen la propiedad

(VE).
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Ejemplo 2.5. Sea L el operador desplazamiento a izquierda en `2(N). Es conocido

que σ(L) = σSF−+ (L) = D(0, 1), donde D(0, 1) es el disco unitario cerrado en C y

E(L) = ∅. Por lo tanto, σ(L) \ σSF−+ (L) = E(L) y aśı, L satisface la propiedad (VE).

Ejemplo 2.6. Considere el operador de Volterra T sobre el espacio de Banach C[0, 1]

definido por T (f)(x) =

∫ x

0

f(t)dt. Note que T es inyectivo y cuasi-nilpotente. Aśı,

σ(T ) = {0}, α(T ) = 0 y por lo tanto, E(T ) = {λ ∈ iso σ(T ) : 0 < α(λI − T )} =

{λ ∈ {0} : 0 < α(λI − T )} = ∅. Como el rango R(T ) no es cerrado, se tiene que

σSF−+ (T ) = {0}. Por lo tanto, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) y T satisface la propiedad

(VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedad (VE) y

las propiedades (UWE) y (UWEa).

Teorema 2.11. Sea T ∈ L(X). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T satisface la propiedad (VE);

(2) T satisface la propiedad (UWE) y σ(T ) = σa(T );

(3) T satisface la propiedad (UWEa) y σ(T ) = σa(T ).

Demostración.

(1) ⇒ (2). Suponga que T satisface la propiedad (VE) y λ ∈ σa(T ) \ σSF−+ (T ).

Como σa(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ), se tiene que λ ∈ E(T ) y aśı,

σa(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ E(T ).

Para mostrar la inclusión opuesta E(T ) ⊆ σa(T ) \ σSF−+ (T ), sea λ ∈ E(T ).

Entonces, λ ∈ isoσ(T ) y α(λI − T ) > 0, por lo que λI − T es acotado inferiormente

y λ ∈ σa(T ). Como T satisface la propiedad (VE) y λ ∈ E(T ), se sigue que λI−T es

superiormente semi-Weyl. Luego, λ ∈ σa(T )\σSF−+ (T ). Aśı, E(T ) ⊆ σa(T )\σSF−+ (T )

y T satisface la propiedad (UWE). En consecuencia, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) y

σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ). Por lo tanto, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σa(T ) \ σSF−+ (T ) y σ(T ) =

σa(T ).
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(2)⇒ (1). Suponga que T satisface la propiedad (UWE) y σ(T ) = σa(T ). Entonces,

σ(T )\σSF−+ (T ) = σa(T )\σSF−+ (T ) = E(T ). Aśı, σ(T )\σSF−+ (T ) = E(T ) y T satisface

la propiedad (VE).

(2)⇔ (3). Puesto que la igualdad σ(T ) = σa(T ) implica la igualdad E(T ) = Ea(T ),

la prueba sigue de las definiciones de las propiedades (UWE) y (UWEa).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la propiedad (UWEa) no implica

la propiedad (VE).

Ejemplo 2.7. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre `2(N) y U ∈ `2(N)

definido por

U(x1, x2, x3, ...) = (0, x2, x3, ...).

Se define un operador T sobre X = `2(N) ⊕ `2(N) por T = R ⊕ U . Entonces,

σ(T ) = D(0, 1), el disco unitario cerrado sobre C, σa(T ) = Γ ∪ {0} y σSF−+ (T ) = Γ,

donde Γ denota el ćırculo unitario en C. Además, Ea(T ) = {0} y E(T ) = ∅. Por

lo tanto, σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ) y σ(T ) \ σSF−+ (T ) 6= E(T ). Aśı, T satisface la

propiedad (UWEa) pero no satisface la propiedad (VE).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la propiedad (UWE) no implica

la propiedad (VE).

Ejemplo 2.8. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre `2(N). Se define

el operador T sobre X = `2(N) ⊕ `2(N) por T = R ⊕ 0. Entonces, σ(T ) = D(0, 1),

σa(T ) = σSF−+ (T ) = Γ ∪ {0} y E(T ) = ∅. Por lo tanto, σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) y

σ(T ) \ σSF−+ (T ) 6= E(T ). Aśı, T satisface la propiedad (UWE) pero no satisface la

propiedad (VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedad (VE) y

la propiedad (WE).

Teorema 2.12. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE) si y solo si T

satisface la propiedad (WE) y σSF−+ (T ) = σW (T ).
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Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VE). Por el Teorema 2.11, T

satisface la propiedad (UWE) y por el Teorema 2.4, la propiedad (UWE) implica que

T satisface la propiedad (WE). Aśı, σ(T )\σSF−+ (T ) = E(T ) y σ(T )\σW (T ) = E(T ),

por lo que σSF−+ (T ) = σW (T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (WE) y σSF−+ (T ) =

σW (T ). Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σW (T ) = E(T ) y aśı, T satisface la

propiedad (VE).

En el siguiente ejemplo se muestra que, en general, la propiedad (WE) no

implica la propiedad (VE).

Ejemplo 2.9. Sea Q definido sobre `1(N) por

Q(x1, x2, x3, ..., xk, ...) = (0, α1x1, α2x2, ..., αk−1xk−1, ...),

donde αi es una sucesión de números complejos tal que 0 < |αi| ≤ 1 y
∑∞

i=1 αi <∞.

Por [26, Example 3.12], se sigue que

R(Qn) 6= R(Qn), n = 1, 2, ... .

Se define el operador T sobre X = `2(N)⊕ `2(N)⊕ `1(N) por T = R⊕ 0⊕Q, donde

R es el operador desplazamiento a derecha. Entonces, σ(T ) = σW (T ) = D(0, 1),

σSF−+ (T ) = Γ ∪ {0} y E(T ) = ∅, por lo que

σ(T ) \ σW (T ) = E(T ) y σ(T ) \ σSF−+ (T ) 6= E(T ).

Por lo tanto, T satisface la propiedad (WE) pero no satisface la propiedad (VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedad (VE) y

el teorema generalizado de Weyl.

Teorema 2.13. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE) si y solo si T

satisface el teorema generalizado de Weyl y σSF−+ (T ) = σBW (T ).



64

Demostración. Suponga que T satisface propiedad (VE). Por el Teorema 2.12, T

satisface la la propiedad (WE). Por el Teorema 2.5, la propiedad (WE) implica que

T satisface el teorema generalizado de Weyl. Aśı, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) y σ(T ) \
σBW (T ) = E(T ). Por lo tanto, σSF−+ (T ) = σBW (T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface el teorema generalizado de Weyl y

σSF−+ (T ) = σBW (T ). Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σBW (T ) = E(T ) y aśı, T

satisface la propiedad (VE).

El rećıproco del Teorema 2.13, en general, no es cierto. Para ver esto, considere

el operador T dado en el Ejemplo 2.9. Puesto que T satisface la propiedad (WE), se

tiene que T satisface el teorema generalizado de Weyl, pero no satisface la propiedad

(VE).

El siguiente resultado muestra que la propiedad (VE) implica a la propiedad

(ZEa).

Teorema 2.14. Suponga que T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (ZEa).

(2) Ea(T ) = E0
a(T ) = Π0

a(T ) = Πa(T ) = Π0(T ) = Π(T ) = E0(T ) = E(T ).

Demostración.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (VE). Por el Teorema 2.11, se tiene que

σa(T ) = σ(T ) y también por el Teorema 2.12, se sigue que σSF−+ (T ) = σW (T ). Por

lo tanto, σ(T ) \ σW (T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) = Ea(T ) y aśı, T satisface la

propiedad (ZEa).

(2). Sigue del inciso (1) y el Lema 2.2.

En el siguiente ejemplo se muestra que, en general, la propiedad (ZEa) no

implica la propiedad (VE).

Ejemplo 2.10. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre `2(N). Como

σ(R) = σW (R) = D(0, 1), E(R) = Ea(R) = ∅ y σSF−+ (R) = Γ, se tiene que σ(R) \
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σW (R) = ∅ = Ea(R) y σ(R) \ σSF−+ (R) 6= E(R), por lo que R satisface la propiedad

(ZEa) pero no satisface la propiedad (VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre las propiedades (VE)

y (VΠ).

Teorema 2.15. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE) si y solo si T

satisface la propiedad (VΠ) y E(T ) = Π(T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VE). Entonces, σ(T )\σSF−+ (T ) =

E(T ). Por el Teorema 2.14, se tiene que E(T ) = Π(T ). Aśı, T satisface la propiedad

(VΠ) y E(T ) = Π(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (VΠ) y E(T ) = Π(T ).

Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Π(T ) = E(T ) y T satisface la propiedad (VE).

Observación 2.13. Por el Teorema 2.15, la propiedad (VE) implica la propiedad

(VΠ), pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.11. Considere T ∈ `2(N) definido como

T (x1, x2, x3, ...) =
(x2

2
,
x3

3
, ...
)
.

Puesto que σ(T ) = σSF−+ (T ) = {0} y Π(T ) = ∅, se tiene que σ(T )\σSF−+ (T ) = Π(T ).

Por lo tanto, T satisface la propiedad (VΠ) y como E(T ) = {0}, se sigue que T no

satisface la propiedad (VE).

Teorema 2.16. Sea T ∈ L(X) un operador polaroide. Entonces, T satisface la

propiedad (VE) si y solo si T satisface la propiedad (VΠ).

Demostración. Si T satisface la propiedad (VE), entonces σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ).

Como T es un operador polaroide, se tiene que E(T ) = Π(T ). Luego, σ(T ) \
σSF−+ (T ) = Π(T ) y T satisface la propiedad (VΠ).

Rećıprocamente, si T satisface la propiedad (VΠ), entonces σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Π(T ).
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Como T es un operador polaroide, se tiene que E(T ) = Π(T ). Luego, σ(T ) \
σSF−+ (T ) = E(T ) y T satisface la propiedad (VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedad (VE) y

las propiedades (v), (z), (gv) y (gz).

Teorema 2.17. Para T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T satisface la propiedad (VE);

(2) T satisface la propiedad (v) y E0(T ) = E(T );

(3) T satisface la propiedad (z) y E0(T ) = E(T );

(4) T satisface la propiedad (gv) y σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T );

(5) T satisface la propiedad (gz) y σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T ).

Demostración.

(1)⇒ (2). Suponga que T satisface la propiedad (VE). Entonces, por el Teorema 2.14,

E0(T ) = E(T ) y σ(T )\σSF−+ (T ) = E(T ) = E0(T ). Aśı, T satisface la propiedad (v).

(2)⇒ (1). Si T satisface la propiedad (v) y E0(T ) = E(T ), entonces σ(T )\σSF−+ (T ) =

E0(T ) = E(T ) y T satisface la propiedad (VE).

(2) ⇔ (3). Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (v) y (z)

establecida en el Corolario 2.1.

(1)⇒ (4). Asuma que T satisface la propiedad (VE). Por Teorema 2.11, T satisface la

propiedad (UWEa). Por Teorema 2.7, la propiedad (UWEa) implica que T satisface el

teorema generalizado de a-Weyl y σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T ). En consecuencia, E(T ) =

σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ) y T satisface la propiedad (gv).

(4) ⇒ (1). Suponga que T satisface la propiedad (gv) y σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T ).

Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ) y por lo tanto, T satisface la

propiedad (VE).
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(4)⇔ (5). Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (gv) y (gz)

establecida en el Corolario 2.1.

Observación 2.14. Por el Teorema 2.17, la propiedad (VE) implica las propiedades

(v), (z), (gv) y (gz), pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Considere el operador T = 0 definido sobre el espacio de Hilbert

`2(N). Entonces, σ(T ) = σSF−+ (T ) = {0}, σSBF−+ (T ) = ∅ y E(T ) = {0}. Por lo

tanto, σ(T )\σSF−+ (T ) 6= E(T ) y aśı, T no satisface la propiedad (VE). Por otro lado,

σ(T )\σSBF−+ (T ) = E(T ), por lo que T satisface la propiedad (gv), y en consecuencia

T también satisface la propiedad (v).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedades (VE),

(Sw) y (Saw).

Teorema 2.18. Para T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T satisface la propiedad (VE);

(2) T satisface la propiedad (Sw) y E0(T ) = E(T );

(3) T satisface la propiedad (Saw) y E0(T ) = E(T ).

Demostración.

(1) ⇒ (2). Asuma que T satisface la propiedad (VE). Entonces, por el Teorema

2.14, E(T ) = E0(T ), y por el Teorema 2.17, σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T ). Por lo tanto,

σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) = E0(T ), por lo que T satisface la

propiedad (Sw).

(2) ⇒ (1). Si T satisface la propiedad (Sw) y E0(T ) = E(T ), entonces σ(T ) \
σSF−+ (T ) ⊆ σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) = E(T ). Aśı, σ(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ E(T ).

Para mostrar la inclusión opuesta E(T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ), sea λ ∈ E(T ).

Como E(T ) = E0(T ), se tiene que λ ∈ E0(T ) = σ(T ) \ σSBF−+ (T ). Aśı, λI − T es
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un operador superiormente semi-B-Fredholm y α(λI − T ) < ∞. Por el Lema 1.16,

λI − T es superiormente semi-Fredholm, por lo que λI − T es superiormente semi-

Weyl. Luego, λ ∈ σ(T ) \ σSF−+ (T ) y aśı, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ). Por lo tanto, T

satisface la propiedad (VE).

(2) ⇔ (3) Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (Sw) y

(Saw) establecida en el Corolario 2.2.

Observación 2.15. Por el Teorema 2.18, la propiedad (VE) implica las propiedades

(Sw) y (Saw), pero el rećıproco, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13. Considere el operador Q del Ejemplo 2.9 y defina un operador T

sobre X = l1(N)⊕ l1(N) por T = Q⊕ 0. Entonces, N(T ) = {0}⊕ l1(N), σ(T ) = {0},
E(T ) = {0}, E0(T ) = ∅. Puesto que R(T n) = R(Qn) ⊕ {0}, R(T n) no es cerrado

para cualquier n ∈ N; luego T no es un operador superiormente semi B-weyl ni

superiormente semi-Weyl y σSBF−+ (T ) = σSF−+ (T ) = {0}. Aśı, se tiene que

σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ), σ(T ) \ σSF−+ (T ) 6= E(T ).

Por lo tanto, T satisface la propiedad (Sw) pero no satisface la propiedad (VE).

El siguiente resultado muestra la relación existente entre la propiedad (VE) y

el teorema de Weyl.

Teorema 2.19. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE) si y solo si T

satisface el teorema de Weyl y σW (T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) \ E0(T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VE). Entonces, por el Teorema

2.13, T satisface el teorema generalizado de Weyl y por lo tanto, satisface el teorema

de Weyl. De esta manera, es suficiente mostrar que σW (T )\σSF−+ (T ) = E(T )\E0(T ).

Por los Teoremas 2.12 y 2.14, σSBF−+ (T ) = σW (T ) y E(T ) = E0(T ), respectivamente.

Por lo tanto, σW (T ) \ σSF−+ (T ) = ∅ = E(T ) \ E0(T ).
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Rećıprocamente, suponga que T satisface el teorema de Weyl y σW (T ) \
σSF−+ (T ) = E(T ) \ E0(T ). Puesto que σ(T ) \ σW (T ) = E0(T ), se tiene que σ(T ) =

E0(T ) ∪ σW (T ) y E0(T ) ∩ σW (T ) = ∅. Aśı,

σ(T ) \ σSF−+ (T ) = [E0(T ) ∪ σW (T )] \ σSF−+ (T )

= E0(T ) ∪ [σW (T ) \ σSF−+ (T )]

= E0(T ) ∪ [E(T ) \ E0(T )] = E(T )

y por lo tanto, T satisface la propiedad (VE).

Observación 2.16. Por el Teorema 2.19, la propiedad (VE) implica el teorema

de Weyl, pero el rećıproco, en general, no es cierto. Considere el operador T del

Ejemplo 2.9. Como T satisface el teorema generalizado de Weyl, T también satisface

el teorema de Weyl, pero no satisface la propiedad (VE).

Definición 2.3. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VEa), si Ea(T ) =

σ(T ) \ σSF−+ (T ).

Teorema 2.20. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VEa) si y solo si T

satisface la propiedad (UWEa) y σ(T ) = σa(T ).

Demostración. Asuma que T satisface la propiedad (VEa). Entonces, σa(T )\σSF−+ (T ) ⊆
σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ).

Para mostrar que Ea(T ) ⊆ σa(T ) \ σSF−+ (T ), sea λ ∈ Ea(T ). Entonces, λ ∈
isoσa(T ) y por lo tanto, λ ∈ σa(T ). Puesto que T satisface la propiedad (VEa) y λ ∈
Ea(T ), se sigue que λI−T es superiormente semi-Weyl. Luego, λ ∈ σa(T )\σSF−+ (T )

y aśı, Ea(T ) ⊆ σa(T ) \ σSF−+ (T ) y T satisface la propiedad (UWEa). Según esto,

σ(T )\σSF−+ (T ) = Ea(T ) y σa(T )\σSF−+ (T ) = Ea(T ). Por lo tanto, σ(T )\σSF−+ (T ) =

σa(T ) \ σSF−+ (T ) y σ(T ) = σa(T ).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (UWEa) y σ(T ) =

σa(T ). Entonces, σ(T ) \σSF−+ (T ) = σa(T ) \σSF−+ (T ) = Ea(T ), por lo que T satisface

la propiedad (VEa).
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Corolario 2.3. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VEa) si y solo si T

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VEa). Por el Teorema 2.20,

σ(T ) = σa(T ), por lo que σ(T ) \σSF−+ (T ) = Ea(T ) = E(T ). Por lo tanto, T satisface

la propiedad (VE).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (VE). Por el Teorema

2.11, σ(T ) = σa(T ) y aśı, σ(T ) \σSF−+ (T ) = E(T ) = Ea(T ). Por lo tanto, T satisface

la propiedad (VEa).

El siguiente teorema muestra la relación existente entre la propiedad (VEa) y

la propiedad (ZEa).

Teorema 2.21. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VEa) si y solo si T

satisface la propiedad (ZEa) y σSF−+ (T ) = σW (T ).

Demostración. Asuma que T satisface la propiedad (VEa). Por el Corolario 2.3,

la propiedad (VEa) es equivalente a la propiedad (VE), y por el Teorema 2.12, la

propiedad (VE) implica que σSF−+ (T ) = σW (T ). En consecuencia, σ(T ) \ σW (T ) =

σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ). Por lo tanto, T satisface la propiedad (ZEa).

Rećıprocamente, suponga que T satisface la propiedad (ZEa) y σSF−+ (T ) =

σW (T ). Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σW (T ) = Ea(T ), por lo que T satisface

la propiedad (VEa).

Similar al Teorema 2.21, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Un operador T ∈ L(X) satisface la propiedad (VEa) si y solo si T

satisface la propiedad (gaw) y σSF−+ (T ) = σBW (T ).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VEa). Por el Corolario 2.3,

la propiedad (VEa) es equivalente a la propiedad (VE), y por el Teorema 2.13, la

propiedad (VE) implica que σSF−+ (T ) = σBW (T ). Luego, σ(T ) \ σBW (T ) = σ(T ) \
σSF−+ (T ) = Ea(T ) y aśı, T satisface la propiedad (gaw).
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Rećıprocamente, asuma que T satisface la propiedad (gaw) y σSF−+ (T ) =

σBW (T ). Entonces, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σBW (T ) = Ea(T ), por lo que T sa-

tisface la propiedad (VEa).

Observación 2.17. Por el Teorema 1.32, los teoremas de a-Browder y generalizado

de a-Browder son equivalentes. Además, el teorema de a-Browder para T implica el

teorema de Browder para T . También, por el Teorema 1.31, el teorema de Browder

para T es equivalente al teorema generalizado de Browder para T .

Para un operador T ∈ L(X), se define Π0
+(T ) = σ(T ) \ σub(T ). El siguiente

teorema describe la relación existente entre el teorema de a-Browder y la propiedad

(VE).

Teorema 2.23. Para T ∈ L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T satisface la propiedad (VE).

(2) T satisface el teorema de a-Browder y Π0
+(T ) = E(T ).

Demostración.

(1) ⇒ (2). Suponga que T satisface la propiedad (VE). Entonces, por los Teoremas

2.14 y 2.17, E(T ) = E0(T ) y T satisface la propiedad (v), respectivamente. Por

el Teorema 2.8, la propiedad (v) implica que T satisface el teorema de a-Browder y

Π0
+(T ) = E0(T ). Aśı, T satisface el teorema de a-Browder y Π0

+(T ) = E0(T ) = E(T ).

(2) ⇒ (1). Si T satisface el teorema de a-Browder y Π0
+(T ) = E(T ), entonces

σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σub(T ) = Π0
+(T ) = E(T ). Por lo tanto, T satisface la

propiedad (VE).

Observación 2.18. Por el Teorema 2.23, la propiedad (VE) implica el teorema de

a-Browder. Sin embargo, el rećıproco en general no es cierto. En efecto, el operador T

definido en el Ejemplo 2.13, no satisface la propiedad (VE), pero σ(T ) = σSF−+ (T ) =

{0} y Π0
a(T ) = ∅, por lo que T satisface el teorema de a-Browder.
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Corolario 2.4. Si T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces T satisface la

propiedad (VE) si y solo si E(T ) = Π0
+(T ).

Demostración. Por Teorema 1.32, la hipótesis T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T )

es equivalente a T satisface el teorema de a-Browder. Luego, si E(T ) = Π0
+(T ),

entonces σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(T ) \ σub(T ) = Π0
+(T ) = E(T ).

Observación 2.19. Si T ∗ tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces σSF−+ (T ) =

σW (T ) y σa(T ) = σ(T ). De manera análoga, si T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF+
−

(T ),

entonces σSF−+ (T ∗) = σW (T ∗) y σa(T
∗) = σ(T ∗). Según esto, claramente se tiene que

si T ∗ tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces las propiedades (WE), (UWE),

(UWEa), (ZEa), (VE) y (VEa) son equivalentes para T . También, si T tiene la SVEP

en cada λ /∈ σSF+
−

(T ), entonces estas propiedades son equivalentes para T ∗.

En la siguiente tabla se resume el significado de varios teoremas y propiedades

que están relacionado con la propiedad (VE).
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(WE) [23] σ(T ) \ σW (T ) = E(T ) (WΠ) [24] σ(T ) \ σW (T ) = Π(T )

W [37] σ(T ) \ σW (T ) = E0(T ) B [50] σ(T ) \ σW (T ) = Π0(T )

(ZEa) [76] σ(T ) \ σW (T ) = Ea(T ) (ZΠa) [76] σ(T ) \ σW (T ) = Πa(T )

(aw) [31] σ(T ) \ σW (T ) = E0
a(T ) (ab) [31] σ(T ) \ σW (T ) = Π0

a(T )

gW [26] σ(T ) \ σBW (T ) = E(T ) gB [26] σ(T ) \ σBW (T ) = Π(T )

(Bw) [48] σ(T ) \ σBW (T ) = E0(T ) (Bb) [64] σ(T ) \ σBW (T ) = Π0(T )

(gaw) [31] σ(T ) \ σBW (T ) = Ea(T ) (gab) [31] σ(T ) \ σBW (T ) = Πa(T )

(Baw) [77] σ(T ) \ σBW (T ) = E0
a(T ) (Bab) [77] σ(T ) \ σBW (T ) = Π0

a(T )

(v) [69] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E0(T ) (ah) [75] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Π0(T )

(z) [74] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E0
a(T ) (az) [74] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Π0

a(T )

(gv) [69] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ) (gah) [75] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π(T )

(Sw) [65] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) (Sb) [65] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0(T )

(gz) [74] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ) (gaz) [74] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Πa(T )

(Saw) [70] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0
a(T ) (Sab) [70] σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0

a(T )

(UWE) [24] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) (UWΠ) [24] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Π(T )

(w) [61] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E0(T ) (b) [30] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Π0(T )

(UWEa) [23] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ) (UWΠa) [24] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Πa(T )

aW [62] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = E0
a(T ) aB [40] σa(T ) \ σSF−+ (T ) = Π0

a(T )

(gw) [14] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = E(T ) (gb) [30] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π(T )

(Bgw) [64] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) (Bgb) [64] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0(T )

gaW [26] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Ea(T ) gaB [26] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Πa(T )

(SBaw) [25] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0
a(T ) (SBab) [25] σa(T ) \ σSBF−+ (T ) = Π0

a(T )

(VEa) [71] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Ea(T ) (VΠa) [68] σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Πa(T )

Tabla 2.1: Propiedades espectrales relacionadas con la propiedad (VE).

Teorema 2.24. Suponga que T ∈ L(X) satisface la propiedad (VE). Entonces:

(1) σSBF−+ (T ) = σBW (T ) = σSF−+ (T ) = σW (T ) = σLD(T ) = σD(T ) = σub(T ) =
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σb(T ) y σ(T ) = σa(T ).

(2) Todas las propiedades de la Tabla 2.1 son equivalentes, y T satisface cada una

de estas propiedades.

Demostración.

(1). Por el Teorema 2.11, se satisface la igualdad σ(T ) = σa(T ). Las igualdades

σSBF−+ (T ) = σBW−+ (T ) = σSF−+ (T ) = σW (T ) siguen de los Teoremas 2.12, 2.13 y 2.17.

Puesto que las inclusiones σSBF−+ (T ) ⊆ σLD(T ) ⊆ σub(T ) ⊆ σb(T ) y σSBF−+ (T ) ⊆
σLD(T ) ⊆ σD(T ) ⊆ σb(T ) siempre se satisfacen, es suficiente probar que σSBF−+ (T ) =

σb(T ). En efecto, como T satisface la propiedad (VE), por el Teorema 2.23, T satisface

el teorema generalizado de a-Browder o equivalentemente el teorema de a-Browder.

Puesto que el teorema de a-Browder implica el teorema de Browder, se concluye que

σSBF−+ (T ) = σW (T ) = σb(T ).

(2). Por el Teorema 2.11, T satisface la propiedad (UWE) y la equivalencia entre las

propiedades de la Tabla 2.1 sigue del inciso (1) y el Teorema 2.21.

El rećıproco del Teorema 2.24, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14. Considere el operador Q del Ejemplo 2.9. Se define el operador T

sobre X = `1(N)⊕`1(N) por T = Q⊕0. Entonces, σSBF−+ (T ) = σBW (T ) = σSF−+ (T ) =

σW (T ) = σLD(T ) = σD(T ) = σub(T ) = σb(T ) = {0}, σ(T ) = σa(T ) = E(T ) = {0}.
Observe que se cumplen las condiciones del inciso (1) del Teorema 2.24, pero T no

satisface la propiedad (VE).

2.3. Propiedad (VE) a través de la SVEP localizada

En esta sección, se dan algunos resultados relativos a la propiedad (VE) para

un operador T que tiene la SVEP en cada punto que no pertenece a su espectro infe-

riormente semi-Weyl y isoσa(T ) = ∅. De manera análoga, se dan algunos resultados



75

de la propiedad (VE) para el operador T ∗ en cada punto que no pertenece al espectro

superiormente semi-Weyl de T .

Teorema 2.25. Sea T ∈ L(X). Si T ∗ tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ) y

isoσa(T ) = ∅, entonces T satisface la propiedad (VE).

Demostración. La hipótesis isoσa(T ) = ∅ implica que E(T ) = ∅. Aśı, es suficiente

mostrar que σ(T ) = σSF−+ (T ). Suponga que λ ∈ σ(T ) y λ /∈ σSF−+ (T ). Como T ∗ tiene

la SVEP en λ, entonces q(λI − T ) < ∞ y λ /∈ σSF−+ (T ), también p(λI − T ) < ∞.

Por lo tanto, λ ∈ isoσ(T ) y se sigue que λ ∈ isoσa(T ), lo cual es imposible. Aśı, se

concluye que σ(T ) = σSF−+ (T ) y T satisface la propiedad (VE).

Corolario 2.5. Sea T ∈ L(X). Si T ∗ tiene la SVEP y isoσa(T ) = ∅, entonces T

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.25.

Corolario 2.6. Sea T ∈ L(X). Si Int(σ(T ) \ σSF−+ (T )) = iso σa(T ) = ∅, entonces T

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Sea λ /∈ σSF−+ (T ). Si λ /∈ σ(T ), entonces es claro que T ∗ tiene

la SVEP en λ. Si λ ∈ σ(T ), entonces λ ∈ σ(T ) \ σSF−+ (T ) y como el conjunto

de todos los operadores superiormente semi-Weyl es abierto en L(X), la hipótesis

Int(σ(T ) \ σSF−+ (T )) = ∅ implica que λ ∈ ∂σ(T ). Por lo tanto, T ∗ tiene la SVEP en

λ nuevamente. Ahora, por el Teorema 2.25, se concluye que T satisface la propiedad

(VE).

Teorema 2.26. Sea T ∈ L(X). Si T tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ) y

isoσa(T ) = ∅, entonces T ∗ satisface la propiedad (VE).

Demostración. La hipótesis isoσa(T ) = ∅ implica que E(T ∗) = ∅. Es suficiente

mostrar que σ(T ∗) = σSF−+ (T ∗). Suponga que λ ∈ σ(T ∗) y λ /∈ σSF−+ (T ∗). Puesto que

T tiene la SVEP en λ, se tiene que p(λI − T ) < ∞ y como λ /∈ σSF−+ (T ), también

q(λI − T ) < ∞. Por lo tanto, λ ∈ isoσ(T ) y se sigue que λ ∈ isoσa(T ), lo que
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contradice el hecho que isoσa(T ) = ∅. Aśı, se concluye que σ(T ∗) = σSF−+ (T ∗) y T

satisface la propiedad (VE).

Corolario 2.7. Sea T ∈ L(X). Si T tiene la SVEP y isoσa(T ) = ∅, entonces T ∗

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.26.



Caṕıtulo 3

Estabilidad bajo sumas directas y restricciones

En este caṕıtulo, se estudia la estabilidad bajo sumas directas y restricciones

de las propiedades (Sab), (Sb), (VΠ), (VΠa), (Saw), (Sw) y (VE). Para esto, se consi-

deran operadores T y S (definidos sobre un espacio de Banach) que satisfacen estas

propiedades y se dan condiciones apropiadas para que ellas se puedan transmitir a la

suma directa T ⊕S. De igual manera, para un operador T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ),

se caracterizan estas propiedades en términos de sus restricciones Tn con n ∈ N.

Cabe destacar que estos resultados están reseñados en el art́ıculo “Strong variations

of Weyl and Browder type theorems for direct sums and restrictions”, publicado en

la revista Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2 (2019), véase [72].

3.1. Variaciones fuertes para sumas directas

En esta sección, se muestra que si T y S son operadores (definidos sobre un

espacio de Banach) que satisfacen las propiedades (Sab), (Saw), (VE), entonces su

suma directa (ortogonal) T ⊕ S no necesariamente satisface las propiedades (Sab),

(Saw), (VE), respectivamente. Además, se exploran algunas condiciones suficientes

para asegurar que estas propiedades se transmitan desde los sumandos directos T y

S a la suma directa T ⊕ S. En lo que sigue, para un operador T ∈ L(X) se denota

por σ0
p(T ) al conjunto de todos los autovalores de T de multiplicidad finita y por

ρa(T ) = C \ σa(T ) al conjunto resolvente aproximado puntual de T .

Teorema 3.1. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que Π0
a(T ) ∩ ρa(S) = Π0

a(S) ∩
ρa(T ) = ∅. Si T y S satisfacen la propiedad (Sab), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (Sab).
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Demostración.

(1) ⇒ (2). Suponga que σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S). Puesto que el

espectro superiormente semi-Browder de una suma directa es la unión de los espectros

superiormente semi-Browder de sus componentes, esto es, σub(T ⊕ S) = σub(T ) ∪
σub(S), se tiene que

Π0
a(T ⊕ S) = σa(T ⊕ S) \ σub(T ⊕ S)

= [σa(T ) ∪ σa(S)] \ [σub(T ) ∪ σub(S)]

= [Π0
a(T ) ∩ ρa(S)] ∪ [Π0

a(S) ∩ ρa(T )] ∪ [Π0
a(T ) ∩ Π0

a(S)].

La hipótesis Π0
a(T ) ∩ ρa(S) = Π0

a(S) ∩ ρa(T ) = ∅ implica que Π0
a(T ⊕ S) = Π0

a(T ) ∩
Π0
a(S). Por otro lado, como T y S satisfacen la propiedad (Sab), se tiene que

[σ(T )∪σ(S)]\[σSBF−+ (T )∪σSBF−+ (S)] = [Π0
a(T )∩ρ(S)]∪[Π0

a(S)∩ρ(T )]∪[Π0
a(T )∩Π0

a(S)].

Puesto que Π0
a(T ) ∩ ρ(S) = Π0

a(S) ∩ ρ(T ) = ∅, se tiene que

[σ(T ) ∪ σ(S)] \ [σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S)] = Π0
a(T ) ∩ Π0

a(S)

y por lo tanto, [σ(T )∪σ(S)]\[σSBF−+ (T )∪σSBF−+ (S)] = Π0
a(T⊕S). Como por hipótesis,

σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S), se obtiene que σ(T ⊕ S) \ σSBF−+ (T ⊕ S) =

Π0
a(T ⊕ S) y aśı, T ⊕ S satisface la propiedad (Sab).

(2)⇒ (1). Si T ⊕S satisface la propiedad (Sab), entonces σSBF−+ (T ⊕S) = σb(T ⊕S)

(véase [70, Teorema 2.31]). Puesto que siempre se tiene la igualdad σb(T ⊕ S) =

σb(T ) ∪ σb(S), se sigue que σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S) ⊆ σb(T ) ∪ σb(S) = σb(T ⊕ S) =

σSBF−+ (T ⊕ S) y por lo tanto, σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S) ⊆ σSBF−+ (T ⊕ S). Dado que

σSBF−+ (T ⊕ S) ⊆ σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S) (véase [32, Lema 2.2]), se concluye que

σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la suma directa de dos ope-

radores que satisfacen la propiedad (Sab) no necesariamente satisface la propiedad

(Sab).
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Ejemplo 3.1. Sea Q ∈ L(Z) un operador nilpotente, con Z cualquier espacio de

Banach de dimensión infinita. Considere el operador T = V ⊕I definido sobre X⊕Y
donde V : X → X es un operador inyectivo cuasi-nilpotente que no es nilpotente y Y

es un espacio de Banach de dimensión finita no nulo. Entonces, σ(Q) = σa(Q) = {0},
σSBF−+ (Q) = ∅ y Π0

a(Q) = {0} . Aśı, σ(Q) \ σSBF−+ (Q) = {0} \ ∅ = {0} = Π0
a(Q) y

Q satisface la propiedad (Sab). Además, σ(T ) = σa(T ) = {0, 1}, σSBF−+ (T ) = {0} y

Π0
a(T ) = {1}. Aśı, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = {0, 1} \ {0} = {1} = Π0

a(T ) y T satisface la

propiedad (Sab). Pero la suma directa Q⊕T sobre el espacio de Banach Z⊕X⊕Y no

satisface la propiedad (Sab), pues σ(Q⊕T ) = Π0
a(Q⊕T ) = {0, 1} y σSBF−+ (Q⊕T ) =

{0}, lo que implica que σ(Q⊕T ) \σSBF−+ (Q⊕T ) = {0, 1} \ {0} = {1} 6= Π0
a(Q⊕T ).

Observe que σSBF−+ (Q⊕T ) = σSBF−+ (Q)∪σSBF−+ (T ), pero Π0
a(T )∩ρa(T ) = {1} 6= ∅.

Los siguientes tres corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 3.1,

debido a que las propiedades (Sab), (Sb), (VΠ) y (VΠa) son equivalentes.

Corolario 3.1. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que Π0
a(T ) ∩ ρa(S) = Π0

a(S) ∩
ρa(T ) = ∅. Si T y S satisfacen la propiedad (Sb), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (Sb).

Corolario 3.2. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que Π0
a(T ) ∩ ρa(S) = Π0

a(S) ∩
ρa(T ) = ∅. Si T y S satisfacen la propiedad (VΠ), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (VΠ).

Corolario 3.3. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que Π0
a(T ) ∩ ρa(S) = Π0

a(S) ∩
ρa(T ) = ∅. Si T y S satisfacen la propiedad (VΠa), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:
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(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (VΠa).

Similar al Teorema 3.1, en el caso de la propiedad (Saw), se tiene el siguiente

resultado.

Teorema 3.2. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que σ0
p(T ) = σ0

p(S). Si T y S

satisfacen la propiedad (Saw), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (Saw).

Demostración.

(1) ⇒ (2). Suponga que σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S). Como T y S

satisfacen la propiedad (Saw),

σ(T ⊕ S) \ σSBF−+ (T ⊕ S) = [σ(T ) ∪ σ(S)] \ [σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S)]

= [E0
a(T ) ∩ ρ(S)] ∪ [E0

a(S) ∩ ρ(T )] ∪ [E0
a(T ) ∩ E0

a(S)].

Ahora, la hipótesis σ0
p(T ) = σ0

p(S) implica que E0
a(T ) ∩ ρ(S) = E0

a(S) ∩ ρ(T ) = ∅.
Aśı, σ(T ⊕ S) \ σSBF−+ (T ⊕ S) = E0

a(T ) ∩ E0
a(S). Puesto que σ0

p(T ⊕ S) = {λ ∈
σ0
p(T ) ∪ σ0

p(S) : α(λI − T ) + α(λI − S) <∞}, se tiene que

E0
a(T ⊕ S) = isoσa(T ⊕ S) ∩ σ0

p(T ⊕ S)

= iso [σa(T ) ∪ σa(S)] ∩ σ0
p(S)

= [E0
a(T ) ∩ ρa(S)] ∪ [E0

a(S) ∩ ρa(T )] ∪ [E0
a(T ) ∩ E0

a(S)].

Como E0
a(T )∩ρa(S) = E0

a(S)∩ρa(T ) = ∅, se sigue que E0
a(T ⊕S) = E0

a(T )∩E0
a(S).

Por lo tanto, σ(T ⊕ S) \ σSBF−+ (T ⊕ S) = E0
a(T ⊕ S) y T ⊕ S satisface la propiedad

(Saw).
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(2)⇒ (1). Si T ⊕S satisface la propiedad (Saw), entonces por el Teorema 2.3, T ⊕S
satisface la propiedad (Sab). Por lo tanto, la igualdad de los espectros σSBF−+ (T ⊕S)

y σSBF−+ (T )∪ σSBF−+ (S) sigue del Teorema 2.9 y la prueba “(2)⇒ (1)” del Teorema

3.1.

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la suma directa de dos opera-

dores que satisfacen la propiedad (Saw) no necesariamente satisface la propiedad

(Saw).

Ejemplo 3.2. Sea Q ∈ L(Z) un operador nilpotente con Z un espacio de Banach

de dimensión infinita. Sea T ∈ `2(N) definido por S(x1, x2, x3, ...) = (0, x1
2
, x2

3
, ...).

Entonces σ(Q) = {0}, σSBF−+ (Q) = ∅ y E0
a(Q) = {0}. Aśı, σ(Q) \ σSBF−+ (Q) = {0} \

∅ = {0} = E0
a(Q) y Q satisface la propiedad (Saw). Además, σ(T ) = σSBF−+ (T ) =

{0} y E0
a(T ) = ∅. Aśı, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = ∅ = E0

a(T ) y T satisface la propiedad

(Saw). Pero la suma directa Q⊕T definida sobre el espacio de Banach Z⊕ `2(N) no

satisface la propiedad (Saw), pues σ(Q⊕ T ) = σSBF−+ (Q⊕ T ) = E0
a(Q⊕ T ) = {0},

lo que implica que σ(Q⊕ T ) \ σSBF−+ (Q⊕ T ) = {0} \ {0} = ∅ 6= {0} = E0
a(Q⊕ T ).

Note que σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S), pero σ0
p(Q) = {0} 6= ∅ = σ0

p(T ).

Corolario 3.4. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que σp(T ) = σp(S). Si T y S

satisfacen la propiedad (Sw), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) σSBF−+ (T ⊕ S) = σSBF−+ (T ) ∪ σSBF−+ (S);

(2) T ⊕ S satisface la propiedad (Sw).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.2, debido a que las propie-

dades (Saw) y (Sw) son equivalentes por el Corolario 2.2.

Teorema 3.3. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que σp(T ) = σp(S). Si T y S

satisfacen la propiedad (VE), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) σSF−+ (T ⊕ S) = σSF−+ (T ) ∪ σSF−+ (S);
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(2) T ⊕ S satisface la propiedad (VE).

Demostración.

(1)⇒ (2). Suponga que σSF−+ (T ⊕ S) = σSF−+ (T ) ∪ σSF−+ (S). Como T y S satisfacen

la propiedad (VE),

σ(T ⊕ S) \ σSF−+ (T ⊕ S) = [σ(T ) ∪ σ(S)] \ [σSF−+ (T ) ∪ σSF−+ (S)]

= [E(T ) ∩ ρ(S)] ∪ [E(S) ∩ ρ(T )] ∪ [E(T ) ∩ E(S)].

Ahora, la hipótesis, σp(T ) = σp(S) implica que E(T )∩ ρ(S) = E(S)∩ ρ(T ) = ∅. Aśı,

σ(T⊕S)\σSF−+ (T⊕S) = E(T )∩E(S). Puesto que σSF−+ (T⊕S) = σSF−+ (T )∪σSF−+ (S),

se tiene que

E(T ⊕ S) = isoσ(T ⊕ S) ∩ σp(T ⊕ S)

= iso [σ(T ) ∪ σ(S)] ∩ σp(S)

= [E(T ) ∩ ρ(S)] ∪ [E(S) ∩ ρ(T )] ∪ [E(T ) ∩ E(S)].

Como E(T ) ∩ ρ(S) = E(S) ∩ ρ(T ) = ∅, se sigue que E(T ⊕ S) = E(T ) ∩E(S). Aśı,

σ(T ⊕ S) \ σSF−+ (T ⊕ S) = E(T ⊕ S) y T ⊕ S satisface la propiedad (VE).

(2) ⇒ (1). Si T ⊕ S satisface la propiedad (VE), entonces por Teorema 2.15, T ⊕ S
satisface la propiedad (VΠ). Por lo tanto, la igualdad de los espectros σSF−+ (T ⊕ S)

y σSF−+ (T ) ∪ σSF−+ (S) sigue del Teorema 2.9 y la prueba “(2) ⇒ (1)” del Teorema

3.1.

Observación 3.1. En general, la suma directa de dos operadores que satisfacen la

propiedad (VE) no necesariamente satisface la propiedad (VE). En efecto, considere

los operadores Q y T definidos en el Ejemplo 3.2. Entonces, Q y T satisfacen la

propiedad (VE), pues σ(Q) \ σSF−+ (Q) = {0} \ ∅ = {0} = E(Q) y σ(T ) \ σSF−+ (T ) =

{0} \ {0} = ∅ = E(T ). Pero la suma directa Q ⊕ T no satisface la propiedad (VE),

pues σ(Q ⊕ T ) \ σSF−+ (Q ⊕ T ) = {0} \ {0} = ∅ 6= {0} = E(Q ⊕ T ). Note que

σSF−+ (Q⊕ T ) = σSF−+ (Q) ∪ σSF−+ (T ), pero σp(Q) = {0} 6= ∅ = σp(T ).
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3.2. Variaciones fuertes para restricciones

En esta sección, se consideran operadores T ∈ L(X) tales que 0 /∈ Π(T ), y se

buscan algunas condiciones para que estos operadores satisfagan la propiedad (VE)

o la propiedad (VΠ) en término de sus restricciones. Para esto, se introducen los

siguientes dos lemas que serán fundamentales para obtener los resultados deseados.

Lema 3.1. Suponga que T ∈ L(X) y existe un n ∈ N tal que R(T n) es cerrado.

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si 0 /∈ Π(T ), entonces Π0(T ) = Π0(Tn) y Π(T ) = Π(Tn).

(2) Si 0 /∈ Πa(T ), entonces Π0
a(T ) = Π0

a(Tn) y Πa(T ) = Πa(Tn).

Demostración.

(1). Sea λ ∈ Π(T ). Entonces, 0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞. Como 0 /∈ Π(T ), se

tiene que λ 6= 0. Por el Lema 1.19, 0 < p(λI−Tn) = p(λI−T ) <∞ y q(λI−Tn) <∞.

Por lo tanto, 0 < p(λI − Tn) = q(λI − Tn) < ∞ y se sigue que λ ∈ Π(Tn). En

consecuencia, Π(T ) ⊆ Π(Tn). Sea λ ∈ Π(Tn). Entonces λ ∈ σ(Tn) y 0 < p(λI −
Tn) = q(λI − Tn) < ∞. Por los Lemas 1.7 y 1.8, p(λI − T ) = q(λI − T ) < ∞.

Suponga que p(λI − T ) = q(λI − T ) = 0. Entonces, λ /∈ σ(T ) y por el Lema

1.21, se sigue que λ /∈ σ(Tn), lo que conduce a una contradicción. Por lo tanto,

0 < p(λI − T ) = q(λI − T ) <∞ y λ ∈ Π(T ). Aśı, Π(Tn) ⊆ Π(T ) y se concluye que

Π(T ) = Π(Tn). La hipótesis 0 /∈ Π(T ) implica que 0 /∈ Π0(T ), pues Π0(T ) ⊆ Π(T ).

Suponga que 0 ∈ Π0(Tn). Entonces, 0 ∈ Π(Tn). Puesto que Π(T ) = Π(Tn), se

tiene que 0 ∈ Π(T ), lo cual es contradictorio. Polo tanto, 0 /∈ Π0(Tn). Para el caso

λ 6= 0,se tiene que α(λI − T ) = α(λI − Tn) por el inciso (3) del Lema 1.19. Puesto

que Π0(T ) = {λ ∈ Π(T ) : α(λI − T ) < ∞} and Π(T ) = Π(Tn), se concluye que

Π0(T ) \ {0} = Π0(Tn) \ {0} y por lo tanto, Π0(T ) = Π0(Tn).

(2). Sea λ ∈ Πa(T ). Entonces, λ ∈ isoσa(T ), p(λI−T ) <∞ y R((λI−T )p(λI−T )+1) es

cerrado. Por el Lema 1.21, se tiene que λ ∈ σa(T ) = σa(Tn). La hipótesis 0 /∈ Πa(T )
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implica que λ 6= 0. Por el Lema 1.19, p(λI − Tn) = p(λI − T ) < ∞ y R((λI −
Tn)p(λI−Tn)+1) = R((λI − T )p(λI−Tn)+1) ∩ R(T n) = R((λI − T )p(λI−T )+1) ∩ R(T n)

es cerrado. Por lo tanto, λ ∈ Πa(Tn) y aśı, Πa(T ) ⊆ Πa(Tn). Para mostrar que

Πa(Tn) ⊆ Πa(T ), sea λ ∈ Πa(Tn). Aqúı se consideran dos casos:

Caso 1. Si λ 6= 0, entonces λ ∈ σa(Tn), p(λI−Tn) <∞ y R((λI−Tn)p(λI−Tn)+1)

es cerrado. Por el Lema 1.21, λ ∈ σa(Tn) = σa(T ). También, de los Lemas 1.19 y

1.20, se sigue que p(λI − Tn) = p(λI − T ) < ∞ y R((λI − T )p(λI−T )+1) = R((λI −
T )p(λI−Tn)+1) es cerrado. Por lo tanto, λ ∈ Πa(T ).

Caso 2. Si λ = 0, entonces 0 ∈ Πa(Tn) = σa(Tn) \ σLD(Tn). Como σLD(Tn) =

σubb(Tn), Tn es superiormente semi B-Browder, por lo que existe un m ∈ N tal que

R(Tmn ) = R(T n+m) es cerrado y Tn[m] es superiormente semi-Browder, donde Tn[m]

denota la restricción de T sobre R(T n+m). Aśı, T es superiormente semi B-Browder

y 0 /∈ σubb(Tn) = σLD(Tn). Por el Lema 1.21, se tiene que 0 ∈ σa(Tn) = σa(T ) y aśı,

0 ∈ σa(T ) \ σLD(T ) = Πa(T ). Por lo tanto, Πa(Tn) ⊆ Πa(T ).

Aśı, en ambos casos, Πa(Tn) ⊆ Πa(T ), por lo que se concluye que Πa(Tn) =

Πa(T ).

La hipótesis 0 /∈ Πa(T ) implica que 0 /∈ Π0
a(T ), pues Π0

a(T ) ⊆ Πa(T ). Suponga

que 0 ∈ Π0
a(Tn). Entonces, 0 ∈ Πa(Tn). Puesto que Πa(T ) = Πa(Tn), se tiene que

0 ∈ Πa(T ), lo cual es contradictorio. Por lo tanto, 0 /∈ Π0
a(Tn). Para el caso λ 6= 0,

se tiene que α(λI − Tn) = α(λI − T ) por el inciso (3) del Lema 1.19. Puesto que

Π0
a(T ) = {λ ∈ Πa(T ) : α(λI − T ) < ∞} and Πa(T ) = Πa(Tn), se concluye que

Π0
a(T ) \ {0} = Π0

a(Tn) \ {0} y por lo tanto, Π0
a(T ) = Π0

a(Tn).

Lema 3.2. Suponga que T ∈ L(X) y existe un n ∈ N tal que R(T n) es cerrado.

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

1. Si 0 /∈ Π(T ), entonces E0(T ) ⊆ E0(Tn) y E(T ) = E(Tn).

2. Si 0 /∈ Πa(T ), entonces E0
a(T ) ⊆ E0

a(Tn) y Ea(T ) = Ea(Tn).

Demostración.
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(1). Sea λ ∈ E(Tn). Entonces, λ ∈ isoσ(Tn) y 0 < α(λI − Tn). Por el Lema 1.21,

se tiene que λ ∈ isoσ(Tn) = iso σ(T ) y como N(λI − Tn) ⊆ N(λI − T ), se sigue

que 0 < α(λI − Tn) ≤ α(λI − T ). Aśı, λ ∈ E(T ) y por lo tanto, E(Tn) ⊆ E(T ).

Por el Lema 1.22, se tiene que E(T ) ⊆ E(Tn). De esta manera, se concluye que

E(T ) = E(Tn).

Sea λ ∈ E0(T ). Entonces, λ ∈ isoσ(T ) y 0 < α(λI − T ) < ∞. Por el Lema 1.21,

λ ∈ isoσ(T ) = isoσ(Tn). Aqúı se consideran dos casos:

Caso 1. Si λ 6= 0, entonces por el Lema 1.19, 0 < α(λI−Tn) = α(λI−T ) <∞,

por lo que λ ∈ E0(Tn).

Caso 2. Si λ = 0, entonces se afirma que α(Tn) > 0. Suponga que α(Tn) = 0.

Entonces, p(Tn) = 0 y, por el Lema 1.7, p(T ) < ∞. También, α(T n) < ∞, pues

α(T ) < ∞. Como R(T n) es cerrado, se tiene que T n es un operador superiormente

semi-Fredholm. Por el Teorema 1.2, T es un operador superiormente semi-Fredholm

y por el Teorema 1.3, T n+1 es un operador superiormente semi-Fredholm. Por lo

tanto, R(Tn) = R(T n+1) es cerrado. Según esto, Tn es acotado superiormente y aśı,

T es un operador semi-Fredholm. Por el hecho que 0 ∈ isoσ(Tn), T ∗n tiene la SVEP en

0. Aśı, por el Teorema 1.9, q(Tn) <∞ y por el Lema 1.8, q(T ) <∞. De esta manera,

se tiene que 0 < p(T ) = q(T ) <∞, lo que contradice la hipótesis que 0 /∈ Π(T ). Por

lo tanto, α(Tn) > 0. Por otro lado, como N(Tn) ⊆ N(T ) y α(T ) < ∞, se tiene que

α(Tn) < ∞. Luego, 0 < α(Tn) < ∞ y aśı, λ ∈ E0(Tn), por lo que E0(T ) ⊆ E0(Tn).

Aśı, en ambos casos, E0(T ) ⊆ E0(Tn), por lo que se concluye que E0(T ) = E0(Tn).

(2). Por el Lema 1.23, Ea(T ) ⊆ Ea(Tn). Para probar la inclusión Ea(Tn) ⊆ Ea(T ),

sea λ ∈ Ea(Tn). Entonces, λ ∈ isoσa(Tn) y 0 < α(λI − Tn). Por el Lema 1.21,

λ ∈ isoσa(Tn) = isoσa(T ). También, como N(λI − Tn) ⊆ N(λI − T ), se tiene que

0 < α(λI − Tn) ≤ α(λI − T ). Aśı, λ ∈ Ea(T ) y por lo tanto, Ea(Tn) ⊆ Ea(T ).

Esto demuestra que Ea(T ) = Ea(Tn). Sea λ ∈ E0
a(T ). Entonces λ ∈ isoσa(T ) y

0 < α(λI − T ) <∞. Como 0 /∈ Πa(T ), por el Lema 1.21, λ ∈ isoσa(Tn) = isoσa(T ).

Aqúı se consideran dos casos:

Caso 1. Si λ 6= 0, entonces por el Lema 1.19, 0 < α(λI−Tn) = α(λI−T ) <∞.
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Aśı, λ ∈ E0
a(Tn).

Caso 2. Si λ = 0, entonces se afirma que α(Tn) > 0. Suponga que α(Tn) = 0.

Entonces, p(Tn) = 0 y, por el Lema 1.7, p(T ) < ∞. También, α(T n) < ∞, pues

α(T ) < ∞. Como por hipótesis R(T n) es cerrado, se tiene que T n es un operador

superiormente semi-Fredholm. Por el Teorema 1.2, T es un operador superiormente

semi-Fredholm y por el Teorema 1.3, T n+1 es es un operador superiormente semi-

Fredholm. Por lo tanto, R(Tn) = R(T n+1) es cerrado. Según esto, Tn es acotado

superiormente, por lo que 0 /∈ σa(Tn), lo que es una contradicción. Por lo tanto,

α(Tn) > 0. Por otro lado, como N(Tn) ⊆ N(T ) y α(T ) <∞, se tiene que α(Tn) <∞.

Luego, 0 < α(Tn) <∞ y aśı, λ ∈ E0
a(Tn), por lo que E0

a(T ) ⊆ E0
a(Tn). Aśı, en ambos

casos, E0
a(T ) ⊆ E0

a(Tn), por lo que se concluye que E0
a(T ) = E0

a(Tn).

Teorema 3.4. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(VE) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(VE).

Demostración. Asuma que existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la

propiedad (VE). Sea λ ∈ E(T ). Por Lema 3.2, se tiene que λ ∈ E(Tn) y por el Teorema

2.17, la propiedad (VE) implica que Tn satisface la propiedad (v) y E(Tn) = E0(Tn),

por lo que λ ∈ E0(Tn) = σ(Tn) \ σSF−+ (Tn). Se afirma que λ 6= 0. En efecto, suponga

que λ = 0. Entonces, Tn es un operador semi-Fredholm y 0 ∈ isoσ(Tn), luego por el

Teorema 1.4, Tn es un operador de Browder y por lo tanto, 0 ∈ Π0(Tn), lo que implica

por el Lema 3.1, que 0 ∈ Π0(T ) ⊆ Π(T ), contradiciendo el hecho que 0 /∈ Π(T ). Aśı,

se concluye que λ 6= 0. Ahora, como λ ∈ E0(Tn), por el Lema 1.19, se sigue que

0 < α(λI − T ) < ∞. Puesto que λI − Tn es un operador superiormente semi-

B-Fredholm y R(λI − Tn) es cerrado, por el Lema 1.17, se tiene que λI − T es

un operador superiormente semi-Fredholm. Como λ ∈ isoσ(T ), nuevamente por el

Teorema 1.4, λI − T es un operador de Browder y por lo tanto, de Weyl. Aśı,

λI−T es superiormente semi-Weyl y λ ∈ σ(T )\σSF−+ (T ). Esto muestra que E(T ) ⊆
σ(T ) \ σSF−+ (T ). Para mostrar la inclusión opuesta σ(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ E(T ), observe
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que bajo la hipótesis que Tn satisface la propiedad (VE), por los Lemas 1.20 y 3.2, se

tiene que σ(T ) \ σSF−+ (T ) = σ(Tn) \ σSF−+ (T ) ⊆ σ(Tn) \ σSF−+ (Tn) = E(Tn) = E(T ) y

aśı, σ(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ E(T ). Por lo tanto, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = E(T ) y T satisface la

propiedad (VE).

Rećıprocamente, asuma que T satisface la propiedad (VE). Entonces, para

n = 0, R(T 0) = X es cerrado y T0 = T satisface la propiedad (VE).

Observación 3.2. Si T ∈ L(X) satisface la propiedad (VΠ), entonces T satisface la

propiedad (ah) y σSF−+ (T ) = σSBF−+ (T ) (véase [68, Theorem 2.13]). También, si T

satisface la propiedad (VΠ), entonces Π(T ) = Π0(T ) (véase [68, Theorem 2.10]).

Los resultados mencionados en la Observación 3.2, son necesarios para carac-

terizar la propiedad (VΠ) de un operador T ∈ L(X) en términos de una restricción

Tn, como se muestra a continuación.

Teorema 3.5. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(VΠ) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(VΠ).

Demostración. Suponga que existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface

la propiedad (VΠ). Entonces, Tn satisface la propiedad (ah) y Π(Tn) = Π0(Tn). Sea

λ ∈ Π(T ). Por el Lema 3.1, λ ∈ Π(Tn) = Π0(Tn), por lo que λ ∈ Π0(Tn) = σ(Tn) \
σSF−+ (Tn). Aśı, λI − Tn es un operador superiormente semi-Fredholm y 0 < p(λI −
Tn) = q(λI − Tn) < ∞. Por los Lemas 1.4, 1.7 y 1.8, se tiene que 0 < p(λI − T ) =

q(λI − T ) <∞ y por lo tanto, λ ∈ σ(T ) \ σb(T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ). Esto prueba que

Π(T ) ⊆ σ(T ) \ σSF−+ (T ). Para mostrar la inclusión opuesta σ(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ Π(T ),

observe que bajo la hipótesis que Tn satisface la propiedad (VΠ), por los Lemas 1.20

y 3.1, se tiene que σ(T )\σSF−+ (T ) = σ(Tn)\σSF−+ (T ) ⊆ σ(Tn)\σSF−+ (Tn) = Π(Tn) =

Π(T ) y aśı, σ(T ) \ σSF−+ (T ) ⊆ Π(T ). Por lo tanto, σ(T ) \ σSF−+ (T ) = Π(T ) y T

satisface la propiedad (VΠ).

Rećıprocamente, asuma que T satisface la propiedad (VΠ). Entonces, para

n = 0, R(T 0) = X es cerrado y T0 = T satisface la propiedad (VΠ).
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Los siguientes tres corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 3.5,

debido a que las propiedades (Sab), (Sb), (VΠ) y (VΠa) son equivalentes.

Corolario 3.5. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(VΠa) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(VΠa).

Corolario 3.6. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(Sb) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(Sb).

Corolario 3.7. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(Sab) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(Sab).

Teorema 3.6. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(Sw) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(Sw).

Demostración. Asuma que existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface

la propiedad (Sw). Sea λ ∈ E0(T ). Entonces, por el Lema 3.2, se tiene que λ ∈
E0(Tn) = σ(Tn) \ σSBF−+ (Tn), pues Tn satisface la propiedad (Sw). Aśı, λI − Tn

es un operador superiormente semi B-Fredholm y por lo tanto, cuasi-Fredholm. Se

afirma que λ 6= 0. En efecto, suponga que λ = 0. Entonces, Tn es cuasi-Fredholm y

0 ∈ σ(Tn) = σ(T ∗n), por lo que Tn es un operador cuasi-Fredholm y ambos operadores

Tn y T ∗n tienen la SVEP en 0. Luego, por el Corolario 1.1, Tn es Drazin invertible y por

lo tanto, 0 ∈ σ(Tn)\σD(Tn) = Π(Tn), lo que implica, por el Lema 3.1, que 0 ∈ Π(T ),

contradiciendo el hecho que 0 /∈ Π(T ). Aśı, se concluye que λ 6= 0. Ahora, procediendo

como en el Teorema 3.4, se obtiene que λI − T es superiormente semi-Weyl y por lo

tanto, superiormente semi B-Weyl. Por lo tanto, λ ∈ σ(T )\σSBF−+ (T ) y aśı, E0(T ) ⊆
σ(T ) \ σSBF−+ (T ). Para mostrar la inclusión opuesta σ(T ) \ σSBF−+ (T ) ⊆ E0(T ),

observe que bajo la hipótesis que Tn satisface la propiedad (Sw), por el Teorema 2.1
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y el Corolario 3.6, T satisface la propiedad (Sb). Por lo tanto, σ(T ) \ σSBF−+ (T ) =

Π0(T ) ⊆ E0(T ). Esto demuestra que σ(T ) \ σSBF−+ (T ) = E0(T ) y T satisface la

propiedad (Sw).

Rećıprocamente, si T satisface la la propiedad (Sw), entonces 0 es un número

natural tal que R(T 0) = X es cerrado y T0 = T satisface la propiedad (Sw).

Corolario 3.8. Sea T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ). Entonces, T satisface la propiedad

(Saw) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface la propiedad

(Saw).

Demostración. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.6, debido que las propie-

dades (Saw) y la propiedad (Sw) son equivalentes por el Corolario 2.2.

El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento de un operador T y su restric-

ción Tn, cuando 0 ∈ Π(T ).

Ejemplo 3.3. Sea X un espacio de Banach y suponga que Y y Z son subespacios

cerrados propios de X con X = Y ⊕Z. Sea T la proyección de X sobre Y que es cero

sobre Z. Como T 2 = T , se tiene que p(T ) = q(T ) < ∞, por lo que σ(T ) = {0, 1} y

0 ∈ Π(T ). Note que Tn = T |R(Tn) es el operador identidad sobre Y para todo n ≥ 1.

Asuma que ni Y ni Z son espacios de dimensión finita. Entonces, T y Tn satisfacen

las propiedades (VE), (VΠ) y (Sw). Ahora, si Y es un espacio de dimensión infinita

y Z es un espacio de dimensión finita, entonces Tn satisface la propiedad (VE), la

propiedad (VΠ) y la propiedad (Sw) para todo n ≥ 1. Pero T no satisface ninguna

de las propiedades (VE), (VΠ) y (Sw).



Caṕıtulo 4

Estabilidad de la propiedad (VE) bajo perturbaciones

En este caṕıtulo, se estudia la estabilidad de la propiedad (VE) para un ope-

rador T ∈ L(X) bajo perturbaciones por operadores que son de rangos finitos, nil-

potentes, cuasi-nilpotentes, compactos, de Riesz, algebraicos y hereditariamente po-

laroides, que conmutan con T . También, para dos operadores T ∈ L(X) y S ∈ L(Y )

se estudia la estabilidad de la propiedad (VE) bajo el producto tensorial, dando

condiciones suficientes que permitan transferir la propiedad (VE) desde los factores

tensoriales T y S al producto tensorial T ⊗ S. Cabe destacar que estos resultados

están reseñados en el art́ıculo “Perturbation theory for property (VE) and tensor

product”, publicado en la revista Mathematics (2021), véase [16].

4.1. Propiedad (VE) bajo perturbaciones que conmutan

En esta sección, se estudia la estabilidad de la propiedad (VE) para un ope-

rador T ∈ L(X) bajo perturbaciones por operadores no nulos que conmutan con

T . Para esto, se dan ciertas condiciones a un operador T que satisface la propie-

dad (VE) de modo que al perturbarlo por operadores de rangos finitos, nilpotentes,

cuasi-nilpotentes, compactos, de Riesz, algebraicos y hereditariamente polaroides, la

referida propiedad se preserve.

Teorema 4.1. Sea T ∈ L(X) un operador isoloide y sea F ∈ L(X) un operador de

rango finito que conmuta con T . Si T satisface la propiedad (VE), entonces T + F

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VE). Por el Teorema 2.13,

T satisface el teorema generalizado de Weyl y σSF−+ (T ) = σBW (T ). Puesto que T

es isoloide, por el Teorema 1.36, T + F satisface el teorema generalizado de Weyl.

Además, como F es de rango finito, por el Teorema 1.17, σSF−+ (T ) = σSF−+ (T + F )

y por el Teorema 1.28, σBW (T ) = σBW (T + F ). Por lo tanto, σSF−+ (T + F ) =
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σBW (T +F ). Aśı, T +F satisface el teorema generalizado de Weyl y σSF−+ (T +F ) =

σBW (T + F ). Nuevamente, por el Teorema 2.13, se concluye que T + F satisface la

propiedad (VE).

Corolario 4.1. Sea T ∈ L(X) un operador cuasi-nilpotente tal que 0 es un autovalor

de T y sea F ∈ L(X) un operador de rango finito que conmuta con T . Si T satisface

la propiedad (VE), entonces T + F satisface la propiedad (VE).

Demostración. La hipótesis implica que T es isoloide. Por lo tanto, la prueba sigue

del Teorema 4.1.

Teorema 4.2. Sea T ∈ L(X) y F ∈ L(X) un operador de rango finito que conmu-

ta con T . Si T satisface la propiedad (VE), entonces los siguientes enunciados son

equivalentes:

(1) T + F satisface la propiedad (VE);

(2) E(T + F ) = Π0
+(T + F );

(3) E(T + F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0
+(T ).

Demostración. (1) ⇔ (2). Suponga que T + F satisface la propiedad (VE). Por el

Teorema 2.23, se tiene que E(T + F ) = Π0
+(T + F ). Rećıprocamente, suponga que

E(T +F ) = Π0
+(T +F ). Como T satisface la propiedad (VE), por el Teorema 2.23, T

satisface el teorema de a-Browder, esto es, σSF−+ (T ) = σub(T ). Ahora, como F es un

operador de rango finito, por el Teorema 1.17(1), se sigue que σSF−+ (T ) = σSF−+ (T+F )

y como F conmuta con T , por el Teorema 1.17(2), se tiene que σub(T ) = σub(T +F ).

Aśı, σSF−+ (T + F ) = σub(T + F ) y por lo tanto, T + F satisface el teorema de a-

Browder. Puesto que por hipótesis, E(T + F ) = Π0
+(T + F ), nuevamente por el

Teorema 2.23, se concluye que T + F satisface la propiedad (VE).

(2) ⇔ (3). Suponga que E(T + F ) = Π0
+(T + F ). Sea λ ∈ E(T + F ) ∩ σ(T ).

Entonces, λ ∈ Π0
+(T + F ) ∩ σ(T ) y aśı λ /∈ σub(T + F ). Por el Teorema 1.17(2),

se tiene que σub(T ) = σub(T + F ) y por lo tanto, λ ∈ Π0
+(T ). Esto muestra que
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E(T + F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0
+(T ). Para la prueba del rećıproco, observe que la inclusión

Π0
+(T +F ) ⊆ E(T +F ) siempre es cierta. Aśı, es suficiente mostrar que E(T +F ) ⊆

Π0
+(T + F ). Sea λ ∈ E(T + F ). Se tienen los siguientes dos casos:

Caso 1. λ /∈ σ(T ).

Caso 2. λ ∈ σ(T ).

En el Caso 1, λ /∈ σub(T ) = σub(T + F ) y por lo tanto, λ ∈ Π0
+(T + F ). En el

Caso 2, se tiene que λ ∈ E(T + F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0
+(T ) y aśı, λ /∈ σub(T ) = σub(T + F ),

por lo que λ ∈ Π0
+(T +F ) nuevamente. Aśı, en ambos casos, se tiene que E(T +F ) ⊆

Π0
+(T + F ) y por lo tanto, E(T + F ) = Π0

+(T + F ).

Observación 4.1. La equivalencia (1) ⇔ (2) del Teorema 4.2 se satisface si se

reemplaza F por un operador compacto K ∈ L(X) que conmuta con T .

Corolario 4.2. Sea T ∈ L(X) un operador que tiene la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T )

y F ∈ L(X) un operador de rango finito que conmuta con T . Entonces, T satisface

la propiedad (VE) si y solo si T + F satisface la propiedad (VE).

Demostración. Puesto que T satisface la propiedad (VE), por el Teorema 2.23, se tie-

ne que E(T ) = Π0
+(T ). Aśı, E(T )∩σ(T ) ⊆ Π0

+(T ). Por el Lema 1.15, λ ∈ isoσ(T )⇔
λ ∈ isoσ(T+F ), por lo que E(T ) = E(T+F ). Por lo tanto, E(T+F )∩σ(T ) ⊆ Π0

+(T )

y por el Teorema 4.2, T + F satisface la propiedad (VE). Rećıprocamente, si T + F

satisface la propiedad (VE), entonces por simetŕıa, se tiene que T = (T + F ) − F

satisface la propiedad (VE).

Observación 4.2. Si T ∈ L(X) y N ∈ L(X) es un operador nilpotente que conmuta

con T , entonces σ(T ) = σ(T +N) y E(T ) = E(T +N) (véase [78, Ecuaciones (3.1)

y (3.4)]). De acuerdo con esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea T ∈ L(X) y sea N ∈ L(X) un operador nilpotente que conmuta

con T . Entonces, T satisface la propiedad (VE) si y solo si T+N satisface la propiedad

(VE).
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Demostración. Suponga que T satisface la propiedad (VE). Por el Teorema 1.18,

σSF−+ (T + N) = σSF−+ (T ). Como σ(T ) = σ(T + N) y E(T ) = E(T + N), se sigue

que σ(T +N) \ σSF−+ (T +N) = E(T +N) y aśı, T +N satisface la propiedad (VE).

Rećıprocamente, si T +N satisface la propiedad (VE), entonces por simetŕıa, se tiene

que T = (T +N)−N satisface la propiedad (VE).

El siguiente ejemplo muestra que la hipótesis de conmutatividad no puede ser

omitida en el Teorema 4.3.

Ejemplo 4.1. Sean T y N definidos sobre l2(N) por

T (x1, x2, ...) =
(

0,
x1

2
,
x2

3
, ...
)

y N(x1, x2, ...) =

(
0,
−x1

2
, 0, 0, ...

)
.

Observe que N es un operador nilpotente que no conmuta con T . Como σ(T ) =

{0} = σSF−+ (T ) y E(T ) = ∅, se tiene que T satisface la propiedad (VE). Pero T +N

no satisface la propiedad (VE), pues σ(T +N) = σSF−+ (T +N) = {0} = E(T +N).

Corolario 4.3. Sea T ∈ L(X) un operador cuasi-nilpotente tal que 0 no es un

autovalor de T y sea F ∈ L(X) un operador de rango finito que conmuta con T .

Entonces, T satisface la propiedad (VE) si y solo si T + F satisface la propiedad

(VE).

Demostración. La hipótesis sobre T y F implica que F es nilpotente. En efecto, si 0

no es un autovalor de T , entonces T es inyectivo. Como F conmuta con el operador

cuasi-nilpotente T , TF es un operador de rango finito cuasi-nilpotente. Aśı, TF es

un operador nilpotente, y como T es inyectivo, se tiene que F es nilpotente. Aśı, por

el Teorema 4.3, se concluye que T + F satisface la propiedad (VE).

La estabilidad de la propiedad (VE) dada en el Teorema 4.3 no pueden ser

extendida a operadores cuasi-nilpotentes o compactos que conmutan con T , como se

puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sean T y S definidos sobre `2(N)⊕ `2(N) por

T = 0⊕Q y S = Q⊕ 0,
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donde Q es definido sobre `2(N) como Q(x1, x2, ...) =
(x2

2
,
x3

3
, ...
)

. Observe que S es

un operador compacto cuasi-nilpotente y TS = ST = 0. Por otro lado, T satisface

la propiedad (VE), pues σ(T ) = {0} = σSF−+ (T ) y E(T ) = ∅. Pero, T + S = Q ⊕ Q
no satisface la propiedad (VE), pues σ(T + S) = σSF−+ (T + S) = E(T + S) = {0}.

Teorema 4.4. Si T ∈ L(X) es tal que Int(σ(T ) \ σSF−+ (T )) = isoσa(T ) = ∅ y

Q ∈ L(X) es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con T , entonces T + Q

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Por el Teorema 1.19, se tiene que σa(T + Q) = σa(T ) y σ(T + Q) =

σ(T ). Como Q es un operador cuasi-nilpotente, se sigue que Q es un operador de

Riesz y por el Teorema 1.21, se obtiene que σSF−+ (T +Q) = σSF−+ (T ). Aśı, Int(σ(T +

Q) \σSF−+ (T +Q)) = iso σa(T +Q) = ∅ y por el Corolario 2.6, se concluye que T +Q

satisface la propiedad (VE).

Corolario 4.4. Suponga que T , K ∈ L(X) conmutan y Kn es un operador de rango

finito para algún n ∈ N. Si Int(σ(T ) \ σSF−+ (T )) = iso σa(T ) = ∅, entonces T + K

satisface la propiedad (VE).

Demostración. Por el Lema 1.14, σa(T +K) = σa(T ) y por el Teorema 1.16, σ(T +

K) = σ(T ). Puesto que K es un operador de Riesz, el resto de la prueba sigue como

la demostración del Teorema 4.4.

Observación 4.3. Un operador R ∈ L(X) satisface σub(T ) = σub(T + R) para

todo operador T ∈ L(X) tal que RT = TR si y solo si R es un operador de Riesz

(véase [63, Theorem 7]). También, σb(T ) = σb(T + R) (véase [63, Corollary 7]).

En el caso que T satisfaga la propiedad (VE), se tiene que σub(T ) = σb(T ) y aśı,

σub(T + R) = σb(T + R). En particular, estos resultados se satisfacen si R es un

operador de rango finito.

Teorema 4.5. Sea T ∈ L(X) un operador finitamente isoloide que satisface la pro-

piedad (VE) y K un operador de Riesz que conmuta con T tal que σ(T ) = σ(T +K).

Entonces, T +K satisface la propiedad (VE) si y solo si E(T ) = E(T +K).
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Demostración. La prueba sigue de la hipótesis que σ(T ) = σ(T +K) y el hecho que

σSF−+ (T ) = σSF−+ (T +K) por el Teorema 1.21.

Teorema 4.6. Sea T ∈ L(X) un operador que satisface la propiedad (VE) y K ∈
L(X) un operador de Riesz que conmuta con T . Entonces, T + K satisface la pro-

piedad (VE) si y solo si E(T +K) = Π0
+(T +K).

Demostración. Suponga que T +K satisface la propiedad (VE). Por el Teorema 2.23,

se tiene que E(T + K) = Π0
+(T + K). Rećıprocamente, suponga que E(T + K) =

Π0
+(T + K). Como T satisface la propiedad (VE), entonces por el Teorema 2.23,

T satisface el teorema de a-Browder. Aśı, por el Teorema 1.33, T + K satisface el

teorema de a-Browder. Puesto que E(T + K) = Π0
+(T + K), nuevamente por el

Teorema 2.23, T +K satisface la propiedad (VE).

Teorema 4.7. Sea T ∈ L(X) un operador finitamente isoloide que satisface la pro-

piedad (VE). Si K un operador de Riesz que conmuta con T y σ(T ) = σ(T + K),

entonces T +K satisface la propiedad (VE).

Demostración. Si K un operador de Riesz que conmuta con T , entonces por el Teo-

rema 1.21, se tiene que σSF−+ (T ) = σSF−+ (T + K). Sea λ ∈ E(T ). Puesto que T

satisface la propiedad (VE), λ /∈ σSF−+ (T + K) y aśı, R(λI − T − K) es cerrado.

También, se tiene que λ ∈ isoσ(T ) = isoσ(T + K) ⊆ isoσa(T + K), por lo que

α(λI − T −K) > 0 y aśı, λ ∈ E(T +K). Por lo tanto, E(T ) ⊆ E(T +K) y se sigue

que σ(T +K) \ σSF−+ (T +K) ⊆ E(T +K), pues σ(T ) = σ(T +K). Por otro lado, si

λ ∈ E(T + K), entonces λ ∈ isoσ(T + K) = isoσ(T ) y como T es isoloide, se tiene

que α(λI−T ) > 0 y λ ∈ E(T ). Consecuentemente, λ /∈ σSF−+ (T +K) y por lo tanto,

λ ∈ σ(T + K) \ σSF−+ (T + K). Aśı, E(T + K) ⊆ σ(T + K) \ σSF−+ (T + K). Esto

demuestra que E(T +K) = σ(T +K) \σSF−+ (T +K) y T +K satisface la propiedad

(VE).

Para T ∈ L(X), se denota H(σ(T )) al conjunto de todas las funciones anaĺıti-

cas definidas sobre un entorno abierto de σ(T ).
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Teorema 4.8. Sea T ∈ L(X), K un operador algebraico que conmuta con T y

f ∈ H(σ(T +K)). Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T ∗ tiene la SVEP y isoσa(T+K) = ∅, entonces f(T+K) satisface la propiedad

(VE).

(2) Si T tiene la SVEP y isoσa(T + K) = ∅, entonces f(T ∗ + K∗) satisface la

propiedad (VE).

Demostración.

(1). Suponga que K es un operador algebraico. Entonces, K∗ es algebraico y como

T ∗ tiene la SVEP, por el Teorema 1.13, se sigue que T ∗ + K∗ = (T + K)∗ tiene

la SVEP. Luego, por el Teorema 1.12, se tiene que f((T + K)∗) tiene la SVEP, y

como isoσa(T +K) = ∅, por el Corolario 2.5, se concluye que f(T +K) satisface la

propiedad (VE).

(2). Asuma que K es un operador algebraico. Como T tiene la SVEP, por el Teorema

1.13, se sigue que T + K tiene la SVEP. Luego, por el Teorema 1.12, se tiene que

f(T + K) tiene la SVEP, y puesto que isoσa(T + K) = ∅, por el Corolario 2.7, se

deduce que f(T ∗ +K∗) satisface la propiedad (VE).

Teorema 4.9. Sea T ∈ L(X) un operador que tiene la SVEP y f ∈ H(σ(T )).

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si Q es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con T y isoσa(T ) = ∅, enton-

ces f(T )∗ +Q∗ y f(T ∗ +Q∗) satisfacen la propiedad (VE).

(2) Si K es un operador algebraico que conmuta con T y isoσa(f(T ) + K) = ∅,
entonces f(T )∗ +K∗ satisface la propiedad (VE).

(3) Si R es un operador de Riesz que conmuta con T y isoσa(f(T )+R) = ∅, entonces

f(T )∗ +R∗ satisface la propiedad (VE).

Demostración.
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(1). Si T tiene la SVEP, entonces por el Teorema 1.12, f(T ) tiene la SVEP. Como Q

es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con T , por el Teorema 1.20, se sigue que

T +Q y f(T )+Q tienen la SVEP. Por el Teorema 1.19, se tiene que σ(T +Q) = σ(T )

y por lo tanto, f(T +Q) tiene la SVEP. Observe que isoσa(f(T )) = ∅. Nuevamente,

por el Teorema 1.19, se tiene que σa(T + Q) = σa(T ) y σa(f(T ) + Q) = σa(f(T )),

por lo que isoσa(f(T ) +Q) = ∅ y aśı, isoσa(f(T +Q)) = iso σa(f(T ) +Q) = ∅. Por

el Corolario 2.7, se concluye que f(T )∗ + Q∗ y f(T ∗ + Q∗) satisfacen la propiedad

(VE).

(2). Como K es un operador algebraico que conmuta con T y f(T ) tiene la SVEP,

por el Teorema 1.14, se sigue que f(T ) +K tiene la SVEP. Aśı, por el Corolario 2.7,

se deduce que f(T )∗ +K∗ satisface la propiedad (VE).

(3). Puesto que R es un operador de Riesz que conmuta con T y f(T ) tiene la SVEP,

por el Teorema 1.15, se sigue que f(T ) +R tiene la SVEP. Aśı, por el Corolario 2.7,

se concluye que f(T )∗ +R∗ satisface la propiedad (VE).

Observación 4.4. Para un operador T ∈ L(X) y f ∈ Hnc(σ(T )). Si T ∗ tiene

la SVEP, entonces las propiedades (w) y (gw) se satisfacen para f(T ). Si T tiene

la SVEP, entonces las propiedades (w) y (gw) se satisfacen para f(T ∗) (véase [5,

Theorem 3.12]).

Los resultados mencionados en la Observación 4.4, son necesarios para la de-

mostración del siguiente teorema.

Teorema 4.10. Suponga que K ∈ L(X) es un operador algebraico que conmuta con

T ∈ L(X) y sea f ∈ Hnc(σ(T +K)). Si T +K es finitamente isoloide, entonces los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T ∗ es hereditariamente polaroide, entonces f(T + K) satisface la propiedad

(VE).

(2) Si T es hereditariamente polaroide, entonces f(T ∗ + K∗) satisface la propiedad

(VE).
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Demostración.

(1). Puesto que T ∗ un operador hereditariamente polaroide, por el Teorema 1.39, T ∗

tiene la SVEP y como K∗ es algebraico, por el Teorema 1.13, se sigue que T ∗+K∗ =

(T+K)∗ tiene la SVEP. También, T ∗ es polaroide, o equivalentemente, T es polaroide,

lo que implica por el Teorema 1.37, que T + K es polaroide, o equivalentemente,

f(T + K) es polaroide, por el Teorema 1.38. Ahora, como T + K es polaroide y

(T + K)∗ tiene la SVEP, por la Observación 4.4, se tiene que f(T + K) satisface

la propiedades (w) y (gw). Puesto que T + K es finitamente isoloide y polaroide,

σLD(T + K) = σb(T + K) y por lo tanto, σLD(f(T + K)) = f(σLD(T + K)) =

f(σb(T + K)) = σb(f(T + K)). Pero, como f(T + K) es polaroide, por el Teorema

2.10, se obtiene que f(T +K) satisface la propiedad (VΠ), y por el Teorema 2.16, se

concluye que f(T +K) satisface la propiedad (VE).

(2). Dado que T un operador hereditariamente polaroide, por el Teorema 1.39, T

tiene la SVEP y como K es algebraico, por el Teorema 1.13, se sigue que T +K tiene

la SVEP. Además, T es polaroide, o equivalentemente, T ∗ es polaroide, lo que implica

por el Teorema 1.37, que T ∗ + K∗ es polaroide, o equivalentemente, f(T ∗ + K∗) es

polaroide, por el Teorema 1.38. Ahora, puesto que T ∗+K∗ es polaroide y T+K tiene

la SVEP, por la Observación 4.4, se tiene que f(T ∗+K∗) satisface la propiedades (w)

y (gw). Como T ∗+K∗ es finitamente isoloide y polaroide, σLD(T ∗+K∗) = σb(T
∗+K∗)

y aśı, σLD(f(T ∗+K∗)) = f(σLD(T ∗+K∗)) = f(σb(T
∗+K∗)) = σb(f(T ∗+K∗)). Pero,

como f(T ∗+K∗) es polaroide, por el Teorema 2.10, se tiene que f(T ∗+K∗) satisface

la propiedad (VΠ), y por el Teorema 2.16, se concluye que f(T ∗ + K∗) satisface la

propiedad (VE).

Teorema 4.11. Suponga que K ∈ L(X) es un operador algebraico que conmuta con

T ∈ L(X) y σSF−+ (T )∩σ(K) = ∅. Si T satisface la propiedad (VE), isoσa(T +K) = ∅
y σSF−+ (T ) = σSF−+ (T +K), entonces T +K satisface la propiedad (VE).

Demostración. Si T satisface la propiedad (VE), entonces T ∗ tiene la SVEP en λ /∈
σSF−+ (T ). Como K es algebraico y σSF−+ (T ) ∩ σ(K) = ∅, por el Lema 1.13, se sigue
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que T ∗ + K∗ = (T + K)∗ tiene la SVEP en λ /∈ σSF−+ (T + K). Aśı, por el Teorema

2.25, T +K satisface la propiedad (VE).

Similar al Teorema 2.26, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.12. Suponga que K ∈ L(X) es un operador algebraico que conmuta con

T ∈ L(X) y σSF+
−

(T )∩σ(K) = ∅. Si T ∗ satisface la propiedad (VE), isoσa(T+K) = ∅
y σSF+

−
(T ) = σSF+

−
(T +K), entonces T ∗ +K∗ satisface la propiedad (VE).

Demostración. Si T ∗ satisface la propiedad (VE), entonces T tiene la SVEP en λ /∈
σSF+

−
(T ). Como K es algebraico y σSF+

−
(T ) ∩ σ(K) = ∅, por el Lema 1.13, se sigue

que T + K tiene la SVEP en λ /∈ σSF+
−

(T + K). Aśı, por el Teorema 2.26, T ∗ + K∗

satisface la propiedad (VE).

4.2. Propiedad (VE) bajo el producto tensorial

Sean X y Y dos espacios de Banach y X ⊗ Y la completación algebraica (en

alguna norma tensorial razonable) del producto tensorial de X y Y . El producto

tensorial de T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) sobre X ⊗ Y es el operador definido como

(T ⊗ S)(
∑

i xi ⊗ yi) =
∑

i Txi ⊗ Syi para cada
∑

i xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y . En esta sección,

se analizan algunas condiciones que permiten que la propiedad (VE) se transmita de

los factores tensoriales T y S al producto tensorial (T ⊗ S) y viceversa. Para ello, se

consideran los siguientes seis lemas.

Lema 4.1. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) satisfacen el teorema de Browder, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T ⊗ S satisface el teorema de Browder;

(2) σW (T ⊗ S) = σ(T )σW (S) ∪ σW (T )σ(S).

Demostración. Véase [42, Theorem 3].

Lema 4.2. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ), entonces

σSF−+ (T ⊗ S) ⊆ σSF−+ (T )σa(S) ∪ σSF−+ (S)σa(T ).
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Demostración. Véase [42, Lemma 5].

Lema 4.3. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ), entonces

σb(T ⊗ S) = σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T ).

Demostración. Véase [52, Theorem 4.2].

Lema 4.4. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ). Entonces, los siguientes enunciados se

satisfacen:

(1) Si isoσ(T ) 6= ∅ y isoσ(S) 6= ∅, entonces isoσ(T ⊗ S) $ isoσ(T ) isoσ(S).

(2) Si isoσ(T ) = ∅ o isoσ(S) = ∅, entonces isoσ(T ⊗ S) $ {0}.

(3) Si isoσ(T ⊗ S) = {0}, entonces 0 ∈ isoσ(T ) ∪ isoσ(S).

(4) Si isoσ(T ) = isoσ(S) = ∅, entonces isoσ(T ⊗ S) = ∅.

Demostración. Véase [55, Proposition 3].

Lema 4.5. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ), entonces

σSF−+ (T ⊗ S) ⊆ σSF−+ (T )σ(S) ∪ σSF−+ (S)σ(T )

⊆ σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T ) = σb(T ⊗ S).

Demostración. Puesto que σa(R) ⊆ σ(R) y σSF−+ (R) ⊆ σb(R) para cualquier ope-

rador R, por los Lemas 4.2 y 4.3, se concluye que σSF−+ (T ⊗ S) ⊆ σSF−+ (T )σa(S) ∪
σSF−+ (S)σa(T ) ⊆ σSF−+ (T )σ(S) ∪ σSF−+ (S)σ(T ) ⊆ σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T ) = σb(T ⊗
S).

En lo que sigue, para un operador T ∈ L(X) se denota por σp(T ) al conjunto

de todos los autovalores de T .

Lema 4.6. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) son operadores isoloides tales que 0 /∈ σp(T⊗S),

entonces

E(T ⊗ S) ⊆ E(T )E(S).
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Demostración. Puesto que T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) son operadores isoloides, T ⊗S es

un operador isoloide. Según esto, se tiene que E(T ) = isoσ(T ), E(S) = isoσ(S) y

E(T ⊗S) = iso σ(T ⊗S). Suponga que isoσ(T ) ⊆ {0} o iso σ(S) ⊆ {0}. Por el Lema

4.4, isoσ(T ⊗ S) ⊆ {0} y como 0 /∈ σp(T ⊗ S), se sigue que E(T ⊗ S) = ∅ y por lo

tanto, E(T ⊗S) ⊆ E(T )E(S). Ahora, suponga que isoσ(T ) * {0} y iso σ(S) * {0}.
Entonces, por el inciso (1) del Lema 4.4, se concluye que E(T ⊗S) ⊆ E(T )E(S).

Teorema 4.13. Suponga que T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) satisfacen la propiedad (Sb).

Entonces, T ⊗ S satisface la propiedad (Sb) si y solo si

σSBF−+ (T ⊗ S) = σ(T )σSBF−+ (S) ∪ σSBF−+ (T )σ(S).

Demostración. Por el Teorema 2.11, se tiene que las propiedades (Sb) y (VΠ) son

equivalentes. También, por el Teorema 2.9, la propiedad (VΠ) implica la igualdad

entre los espectros de Browder y superiormente semi B-Weyl. Aśı, la prueba es una

consecuencia inmediata de la igualdad σb(T ⊗ S) = σ(T )σb(S) ∪ σb(T )σ(S) dada en

el Lema 4.3.

Teorema 4.14. Suponga que T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) son dos operadores isoloides que

satisfacen la propiedad (VE) y 0 /∈ σp(T ⊗S). Entonces, T ⊗S satisface la propiedad

(VE) si y solo si

σSF−+ (T ⊗ S) = σ(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σ(S).

Demostración. Por el Teorema 2.24, la propiedad (VE) implica la igualdad entre los

espectros de Browder y superiormente semi-Weyl. Por lo tanto, la implicación directa

es inmediata por el Lema 4.3. Rećıprocamente, suponga que la identidad

σSF−+ (T ⊗ S) = σ(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σ(S)

se satisface. Entonces, nuevamente por el Teorema 2.24, se tiene que

σSF−+ (T ⊗ S) = σ(T )σb(S) ∪ σb(T )σ(S) = σb(T ⊗ S).
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Aśı, se concluye que σ(T⊗S)\σSF−+ (T⊗S) = Π0(T⊗S) ⊆ E(T⊗S). Por otra parte,

se tiene que E(T⊗S) ⊆ σ(T⊗S)\σSF−+ (T⊗S). En efecto, si λ ∈ E(T⊗S) entonces,

por el Lema 4.6, λ ∈ E(T )E(S). Por lo tanto, si λ = µν con µ ∈ σ(T ) y ν ∈ σ(S),

entonces µ ∈ σ(T ) \ σSF−+ (T ) y ν ∈ σ(S) \ σSF−+ (S). Puesto que σSF−+ (T ⊗ S) =

σ(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σ(S), se obtiene que λ ∈ σ(T ⊗ S) \ σSF−+ (T ⊗ S). Por lo

tanto, T ⊗ S satisface la propiedad (VE).

Observación 4.5. Si Q1 ∈ L(X) y Q2 ∈ L(Y ) son operadores cuasi-nilpotentes que

conmutan con T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ), respectivamente, entonces

(T +Q1)⊗ (S +Q2) = (T ⊗ S) +Q,

donde Q = Q1⊗S+T ⊗Q2 +Q1⊗Q2 ∈ L(X ⊗Y ) es un operador cuasi-nilpotente.

Teorema 4.15. Sean Q1 ∈ L(X) y Q2 ∈ L(Y ) operadores cuasi-nilpotentes que

conmutan con T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ), respectivamente. Si T ⊗ S es un operador

isoloide que satisface la propiedad (VE), entonces (T + Q1) ⊗ (S + Q2) satisface la

propiedad (VE).

Demostración. Es conocido que

σ((T +Q1)⊗ (S +Q2)) = σ(T ⊗ S),

σSF−+ ((T +Q1)⊗ (S +Q2)) = σSF−+ (T ⊗ S).

Además, se tiene que un operador satisface la SVEP si y solo si cualquier perturbación

de él, por un operador cuasi-nilpotente que conmuta tiene la SVEP. Suponga que

T ⊗ S satisface la propiedad (VE). Entonces,

E(T ⊗ S) = σ(T ⊗ S) \ σSF−+ (T ⊗ S)

= σ((T +Q1)⊗ (S +Q2)) \ σSF−+ ((T +Q1)⊗ (S +Q2)).

Se demostrará que E(T ⊗S) = E((T +Q1)⊗ (S+Q2)). Para esto, sea λ ∈ E(T ⊗S).

Entonces, λ ∈ σ((T +Q1)⊗ (S+Q2))\σSF−+ ((T +Q1)⊗ (S+Q2)) y λ ∈ isoσ(T ⊗S).



103

Puesto que λ ∈ isoσ(T ⊗S), implica que (T ∗+Q∗1)⊗ (S∗+Q∗2) tiene la SVEP en λ,

se sigue que λ /∈ σW ((T +Q1)⊗ (S +Q2)) y aśı, λ ∈ isoσ((T +Q1)⊗ (S +Q2)). Por

lo tanto, λ ∈ E((T +Q1)⊗ (S+Q2)) y aśı, E(T ⊗S) ⊆ E((T +Q1)⊗ (S+Q2)). Para

probar la inclusión E((T+Q1)⊗(S+Q2)) ⊆ E(T⊗S), sea λ ∈ E((T+Q1)⊗(S+Q2)).

Entonces, λ ∈ isoσ(T ⊗ S) y como T ⊗ S es isoloide, λ ∈ E(T ⊗ S). Por lo tanto,

E((T +Q1)⊗ (S+Q2)) ⊆ E(T ⊗S) y se concluye que (T +Q1)⊗ (S+Q2) satisface

la propiedad (VE).

El siguiente lema, muestra la estabilidad del teorema de a-Browder bajo el

producto tensorial para dos operadores T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ).

Lema 4.7. Si T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) satisfacen el teorema de a-Browder, entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T ⊗ S satisface el teorema de a-Browder;

(2) σSF−+ (T ⊗ S) = σa(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σa(S).

Demostración. Véase [41, Lema 1].

Teorema 4.16. Sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) dos operadores isoloides que satisfacen

la propiedad (VE) y sean R1 ∈ L(X) y R2 ∈ L(Y ) dos operadores de Riesz que

conmutan con T y S, respectivamente. Suponga que σ(T +R1) = σ(T ), σ(S+R2) =

σ(S) y T ⊗ S satisface la propiedad (VE). Entonces, los siguientes enunciados son

equivalentes:

(1) El teorema de a-Browder se transfiere desde T + R1 y S + R2 a su producto

tensorial;

(2) (T +R1)⊗ (S +R2) satisface la propiedad (VE).

Demostración. Por el Teorema 4.7, se tiene que T + R1 y S + R2 satisfacen la

propiedad (VE), por lo que σ(T + R1) = σa(T + R1), σ(S + R2) = σa(S + R2),
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σSF−+ (T + R1) = σb(T + R1) y σSF−+ (S + R2) = σb(S + R2). Además, como T , S y

T ⊗ S satisfacen la propiedad (VE), se obtiene que

σSF−+ (T ⊗ S) = σb(T ⊗ S) = σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T )

= σ(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σ(S)

= σ(T +R1)σSF−+ (S +R2) ∪ σSF−+ (T +R1)σ(S +R2).

Ahora, se demostrará la equivalencia requerida en el teorema.

(1)⇒ (2). Suponga que el teorema de a-Browder se transfiere desde T +R1 y S+R2

a (T + R1) ⊗ (S + R2). Entonces, por Lema 4.7 y lo mencionado anteriormente, se

tiene que

σSF−+ (T ⊗ S) = σ(T +R1)σSF−+ (S +R2) ∪ σSF−+ (T +R1)σ(S +R2)

= σa(T +R1)σSF−+ (S +R2) ∪ σSF−+ (T +R1)σa(S +R2)

= σSF−+ ((T +R1)⊗ (S +R2))

y

E(T ⊗ S) = σ((T +R1)⊗ (S +R2)) \ σSF−+ ((T +R1)⊗ (S +R2)).

Aśı, para concluir esta parte de la demostración solo falta ver que E(T ⊗ S) =

E((T + R1) ⊗ (S + R2)). Para esto, sea λ ∈ E(T ⊗ S). Entonces, existe µ ∈ σ(T +

R1) \ σSF−+ (T + R1) y ν ∈ σ(S + R2) \ σSF−+ (S + R2) tales que λ = µν. Puesto

que T + R1 y S + R2 satisfacen la propiedad (VE), se sigue que µ ∈ E(T + R1) y

ν ∈ E(S + R2). Aśı, λ = µν ∈ σp(T + R1)σp(S + R2) ⊆ σp((T + R1) ⊗ (S + R2))

y usando el hecho que λ ∈ σ(T ⊗ S) = σ((T + R1) ⊗ (S + R2)), se concluye que

λ ∈ E((T +R1)⊗(S+R2)). Rećıprocamente, si λ ∈ E((T +R1)⊗(S+R2)), entonces

λ ∈ isoσ((T+R1)⊗(S+R2)) y como σ((T+R1)⊗(S+R2)) = σ(T⊗S), se tiene que

λ ∈ isoσ(T ⊗S). Además, dado que T y S son operadores isoloides, T ⊗S es isoloide

y se sigue que λ ∈ E(T ⊗ S). Por lo tanto, E((T + R1)⊗ (S + R2)) = E(T ⊗ S) =

σ((T + R1) ⊗ (S + R2)) \ σSF−+ ((T + R1) ⊗ (S + R2)) y aśı, (T + R1) ⊗ (S + R2)

satisface la propiedad (VE).
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(2) ⇒ (1). Puesto que la propiedad (VE) implica el teorema de a-Browder, se tiene

que (T +R1)⊗(S+R2) satisface el teorema de a-Browder. Como T +R1 y S+R2 sa-

tisfacen la propiedad (VE), esto significa que el teorema de a-Browder es transmitido

desde T +R1 y S +R2 al producto tensorial (T +R1)⊗ (S +R2).
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CONCLUSIONES

En este trabajo, el objetivo principal se centraba en introducir y estudiar

una nueva propiedad espectral como una variación de los teoremas tipo Weyl y de

Browder para operadores lineales acotados, la cual se denominó propiedad (VE). Para

esto, se dieron caracterizaciones de esta propiedad y se estableció su relación con las

propiedades mencionadas en la Sección 2.1 del Caṕıtulo 2. Luego, se demostró que la

propiedad (VE) implica cada una de estas propiedades espectrales, inclusive al clásico

teorema de Weyl, por lo que la hace una propiedad más fuerte en un cierto sentido.

Seguidamente, se estudió la estabilidad de la propiedad (VE) bajo la suma directa de

dos operadores T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ). En este caso, se dió una condición de igualdad

entre el espectro puntual de T y el espectro puntual de S para que la propiedad (VE)

se transmitiera desde los operadores T y S a la suma directa T + S. También, se

caracterizó la propiedad (VE) para un operador T en términos de su restricción Tn

con n ∈ N. En este sentido, se formuló la hipótesis que 0 no sea un polo del resolvente

para garantizar que su restricción Tn satisface la propiedad (VE) cuando T satisface la

propiedad (VE). Posteriormente, se estudió la estabilidad de la propiedad (VE) bajo

perturbaciones, dando algunas condiciones necesarias para garantizar la estabilidad

de la referida propiedad. En este caso, se probó que la propiedad (VE) es estable bajo

perturbaciones que conmutan por operadores nilpotentes, de rango finito cuando

el operador es isoloide, de Riesz cuando el operador es isoloide y el espectro del

operador coincide con el espectro de la suma del operador con la perturbación de

Riesz, y algebraico cuando el operador tiene la SVEP en cada punto del espectro

de la perturbación algebraica. Por último, se estudió la estabilidad de la propiedad

(VE) bajo el producto tensorial, es decir, dados dos operadores T ∈ L(X), S ∈ L(Y ),

se dieron condiciones suficientes a estos operadores para que la propiedad (VE) se

transfiriera desde ellos a su producto tensorial. Como producto de esta investigación

realizada, se publicaron tres art́ıculos en revistas especializadas en el área (véase [16,

71, 72]), los cuales sirvieron como base fundamental en la elaboración de esta tesis.
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Cabe destacar que cada uno de los objetivos espećıficos planteados en el proyecto

de investigación se cumplieron como se estableció en un principio. Entre los aportes

principales que destacaron durante el desarrollo de este trabajo de investigación

tenemos:

(1) La caracterización de la propiedad (VE): Si T tiene SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ),

entonces T satisface la propiedad (VE) si y solo si E(T ) = Π0
+(T ).

(2) La caracterización de la propiedad (VE) en términos de suma directa: Las si-

guientes propiedades son equivalentes:

(a) σSF−+ (T ⊕ S) = σSF−+ (T ) ∪ σSF−+ (S).

(b) T ⊕ S satisface la propiedad (VE),

cualesquiera sean T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ) tales que σp(T ) = σp(S).

(3) La caracterización de la propiedad (VE) para un operador T ∈ L(X) en término

de su restricción: Para un operador T ∈ L(X) tal que 0 /∈ Π(T ), T satisface la

propiedad (VE) si y solo si existe n ∈ N tal que R(T n) es cerrado y Tn satisface

la propiedad (VE).

(4) La estabilidad de la propiedad (VE) dado un operador T ∈ L(X):

(a) Para F ∈ L(X) un operador de rango finito que conmuta con T . Si T tiene

la SVEP en cada λ /∈ σSF−+ (T ), entonces T satisface la propiedad (VE) si y

solo si T + F satisface la propiedad (VE).

(b) Para K ∈ L(X) un operador compacto que conmuta con T . Si T satisface

la propiedad (VE), entonces T + K satisface la propiedad (VE) si y solo si

E(T +K) = Π0
+(T +K).

(c) Para N ∈ L(X) un operador nilpotente que conmuta con T . T satisface la

propiedad (VE) si y solo si T +N satisface la propiedad (VE).

(d) Para K ∈ L(X) un operador algebraico que conmuta con T .
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(i) Si T ∗ tiene SVEP con isoσa(T +K) = ∅, entonces f(T +K) satisface

la propiedad (VE).

(ii) Si T tiene SVEP con isoσa(T +K) = ∅, entonces f(T ∗+K∗) satisface

la propiedad (VE).

(e) Para K ∈ L(X) un operador algebraico que conmuta con T y σSF−+ (T ) ∩
σ(K) = ∅. Si T satisface la propiedad (VE) con isoσa(T + K) = ∅ y

σSF−+ (T ) = σSF−+ (T +K), entonces T +K satisface la propiedad (VE).

(5) La estabilidad de la propiedad (VE) bajo el producto tensorial para operadores

T ∈ L(X) y S ∈ L(Y ): Si T y S son dos operadores isoloid que satisfacen la

propiedad (VE) con 0 /∈ σp(T ⊗ S), entonces T ⊗ S satisface la propiedad (VE)

si y solo si

σSF−+ (T ⊗ S) = σ(T )σSF−+ (S) ∪ σSF−+ (T )σ(S).
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[46] O. Garćıa, C. Carpintero, E. Rosas and J. Sanabria. Semi B-Fredholm and

semi B-Weyl spectrum under perturbations. Bolet́ın de la Sociedad Matemática
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ON STRONG VARIATIONS OF WEYL TYPE THEOREMS

J. SANABRIA, L. VÁSQUEZ, C. CARPINTERO, E. ROSAS AND O. GARCÍA

Abstract. An operator T acting on a Banach space X satisfies the property

(UWE) if σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E(T ), where σa(T ) is the aproximate point spec-

trum of T , σ
SF−

+
(T ) is the upper semi-Weyl spectrum of T and E(T ) is the set

of all eigenvalues of T that are isolated in the spectrum σ(T ) of T . In this paper,

we introduce and study two new spectral properties, namely (VE) and (VEa ), in
connection with Weyl type theorems. Among other results, we have that T satisfies

property (VE) if and only if T satisfies property (UWE) and σ(T ) = σa(T ).

1. Introduction and preliminaries

Throughout this paper, L(X) denotes the algebra of all bounded linear operators
acting on an infinite-dimensional complex Banach space X. We refer to [25] for
details about notations and terminologies. However, we give the following notations
that will be useful in the sequel:

• Browder spectrum: σb(T )
• Weyl spectrum: σW (T )
• Upper semi-Browder spectrum: σub(T )
• Upper semi-Weyl spectrum: σSF−

+
(T )

• Drazin invertible spectrum: σD(T )
• B-Weyl spectrum: σBW (T )
• Left Drazin invertible spectrum: σLD(T )
• Upper semi-B-Weyl spectrum: σSBF−

+
(T )

• approximate point spectrum: σa(T )
• surjectivity spectrum: σs(T )

In this paper, we introduce two new spectral properties of type Weyl theorems,
namely, the properties (VE) and (VEa), respectively. In addition, we establish the
precise relationships between these properties and other variants of Weyl’s theorem
recently introduced in [8], [9], [24], [25], [26], [27] and [29].
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Recall that an operator T ∈ L(X) is said to have the single valued extension
property at λ0 ∈ C (abbreviated SVEP at λ0) if for every open disc Dλ0

⊆ C
centered at λ0, the only analytic function f : Dλ0

→ X which satisfies the equation

(λI − T )f(λ) = 0 for all λ ∈ Dλ0 ,

is f ≡ 0 on Dλ0
(see [17]). The operator T is said to have SVEP if it has SVEP

at every point λ ∈ C. Evidently, every T ∈ L(X) has SVEP at each point of
the resolvent set ρ(T ) := C r σ(T ). Moreover, T has SVEP at every point of the
boundary ∂σ(T ) of the spectrum. In particular, T has SVEP at every isolated
point of the spectrum. Note that (see [1, Theorem 3.8])

(1) p(λI − T ) <∞ =⇒ T has SVEP atλ,

and dually,

(2) q(λI − T ) <∞ =⇒ T ∗ has SVEP at λ.

It is easily seen from definition of localized SVEP that

(3) λ /∈ acc σa(T ) =⇒ T has SVEP at λ,

where accK means the set of all accumulation points of K ⊆ C, and

(4) λ /∈ accσs(T ) =⇒ T ∗ has SVEP at λ.

Remark 1.1. If λI − T is a semi B-Fredholm operator, then the implications
(1)–(4) are equivalences (see [2]).

Lemma 1.2. ([3, Lemma 2.4]) Let T ∈ L(X). Then

(i) T is upper semi B-Fredholm and α(T ) <∞ if and only if T ∈ Φ+(X).
(ii) T is lower semi B-Fredholm and β(T ) <∞ if and only if T ∈ Φ−(X).

Denote by isoK, the set of all isolated points of K ⊆ C. If T ∈ L(X), define

E0(T ) = {λ ∈ isoσ(T ) : 0 < α(λI − T ) <∞},
E0
a(T ) = {λ ∈ isoσa(T ) : 0 < α(λI − T ) <∞},
E(T ) = {λ ∈ isoσ(T ) : 0 < α(λI − T )},
Ea(T ) = {λ ∈ isoσa(T ) : 0 < α(λI − T )}.

Also, define

Π0(T ) = σ(T ) \ σb(T ), Π0
a(T ) = σa(T ) \ σub(T ),

Π(T ) = σ(T ) \ σD(T ), Πa(T ) = σa(T ) \ σLD(T ).

Let T ∈ L(X). Following Coburn [15], T is said to satisfy Weyl’s theorem, in
symbols (W), if σ(T ) r σW (T ) = E0(T ). Following Rakočević [21], T is said to
satisfy a-Weyl’s theorem, in symbols (aW), if σa(T )rσSF−

+
(T ) = E0

a(T ). Accord-

ing to Berkani and Koliha [11], T is said to satisfy generalized Weyl’s theorem, in
symbols (gW), if σ(T )rσBW (T ) = E(T ). Similarly, T is said to satisfy generalized
a-Weyl’s theorem, in symbol (gaW), if σa(T ) r σSBF−

+
(T ) = Ea(T ).

Now, we describe several spectral properties introduced recently in [14], [24],
[25], [26] and [27].
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Definition 1.3. An operator T ∈ L(X) is said to have:

(i) property (gaw) [14] if σ(T ) r σBW (T ) = Ea(T ).
(ii) property (z) [27] if σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E0

a(T ).

(iii) property (gz) [27] if σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = Ea(T ).

(iv) property (v) [25] if σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E0(T ).

(v) property (gv) [25] if σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = E(T ).

(vi) property (Sw) [24] if σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = E0(T ).

(vii) property (Saw) [26] if σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = E0
a(T ).

Property (gv) (resp., (v)) is also called property (gt) (resp., (t)) in [22], and
property (gh) (resp., (h)) in [28]. It was proved in [25, Corollary 2.12], that prop-
erty (gv) (resp., (v)) is equivalent to property (gz) (resp., (z)). Also, it was proved
in [26, Corollary 2.9], that properties (Sw) and (Saw) are equivalent.

2. Properties (VE) and (VEa
).

According to [8], T ∈ L(X) has property (WE) (resp., property (UWEa)) if
σ(T ) r σW (T ) = E(T ) (resp. σa(T ) r σSF−

+
(T ) = Ea(T )). It was shown in [8,

Theorem 2.3] (resp., [8, Theorem 3.5]) that property (WE) (resp. (UWEa)) implies
generalized Weyl’s theorem (resp., property (WE)) but not conversely. Following
to [9], an operator T ∈ L(X) is said to have property (UWE) if σa(T )rσSF−

+
(T ) =

E(T ). It was shown in [9, Theorem 3.5] that property (UWE) implies property
(WE) but not conversely. Also in [9], it is shown that properties (UWEa

) and
(UWE) are independient. According to [29], T ∈ L(X) has property (ZEa

) if
σ(T ) r σW (T ) = Ea(T ). It was proved in [29, Corollary 2.5] that property (ZEa

)
also implies property (WE). In this section, we introduce and study two equiv-
alent spectral properties that are stronger than the properties (UWEa), (UWE)
and (ZEa

).

Definition 2.1. An operator T ∈ L(X) is said to have property (VE) if
σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ).

Example 2.2. 1. Let L be the unilateral left shift operator on `2(N). It is well
known that σ(L) = σSF−

+
(L) = D(0, 1), the closed unit disc on C and E(L) = ∅.

Therefore, σ(L) r σSF−
+

(L) = E(L), and so L satisfies property (VE).

2. Consider the Volterra operator V on the Banach space C[0, 1] defined by
V (f)(x) =

∫ x
0
f(t)dt for all f ∈ C[0, 1]. Note that V is injective and quasinilpo-

tent. Thus, σ(V ) = {0}, α(V ) = 0 and hence E(V ) = ∅. Since the range R(V ) is
not closed, then σSF−

+
(V ) = {0}. Therefore, σ(V )rσSF−

+
(V ) = E(V ), that means

V has property (VE).

Theorem 2.3. For T ∈ L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (VE),
(ii) T has property (UWE) and σ(T ) = σa(T ),
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(iii) T has property (UWEa
) and σ(T ) = σa(T ).

Proof. (i) ⇒ (ii). Suppose that T satisfies property (VE) and let λ ∈ σa(T ) r
σSF−

+
(T ). Since σa(T ) r σSF−

+
(T ) ⊆ σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ), we have λ ∈ E(T )

and so, σa(T ) r σSF−
+

(T ) ⊆ E(T ).

To show the opposite inclusion E(T ) ⊆ σa(T ) r σSF−
+

(T ), let λ ∈ E(T ). Then,

λ ∈ isoσ(T) and α(λI − T ) > 0, so λI − T is not bounded below and hence,
λ ∈ σa(T ). As T satisfies property (VE) and λ ∈ E(T ), it follows that λI − T is
upper semi-Weyl. Therefore, λ ∈ σa(T )rσSF−

+
(T ). Thus, E(T ) ⊆ σa(T )rσSF−

+
(T )

and T satisfies property (UWE). Consequently, σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ) and

σa(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ). Therefore, σ(T ) r σSF−
+

(T ) = σa(T ) r σSF−
+

(T ) and

σ(T ) = σa(T ).

(ii) ⇒ (i). Suppose that T satisfies property (UWE) and σ(T ) = σa(T ). Then,
σ(T )rσSF−

+
(T ) = σa(T )rσSF−

+
(T ) = E(T ). Thus, σ(T )rσSF−

+
(T ) = E(T ) and

T satisfies property (VE).

(ii) ⇔ (iii). Obvious. �
The next example shows that, in general, property (UWEa) does not imply

property (VE).

Example 2.4. Let R be the unilateral right shift operator on `2(N) and U ∈
L(`2(N)) be defined by

U(x1, x2, x3, · · · ) = (0, x2, x3, · · · ).
Define an operator T on X = `2(N)⊕ `2(N) by T = R⊕U . Then, σ(T ) = D(0, 1),
the closed unit disc on C, σa(T ) = Γ ∪ {0}, where Γ denotes the unit circle
of C and σSF−

+
(T ) = Γ. Moreover, Ea(T ) = {0} and E(T ) = ∅. Therefore,

σa(T ) r σSF−
+

(T ) = Ea(T ) and σ(T ) r σSF−
+

(T ) 6= E(T ). Thus, T satisfies prop-

erties (UWEa
), but T does not satisfy property (VE).

The next example shows that, in general, property (UWE) does not imply
property (VE).

Example 2.5. Let R be the unilateral right shift operator on `2(N). Define
an operator T on X = `2(N) ⊕ `2(N) by T = R ⊕ 0. Then, σ(T ) = D(0, 1),
σa(T ) = σSF−

+
(T ) = Γ ∪ {0} and E(T ) = ∅. Therefore, σa(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T )

and σ(T ) r σSF−
+

(T ) 6= E(T ). Thus, T satisfies property (UWE), but T does not

satisfy property (VE).

The next result gives the relationship between the properties (VE) and (WE).

Theorem 2.6. Let T ∈ L(X). Then T has property (VE) if and only if T has
property (WE) and σSF−

+
(T ) = σW (T ).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (VE), then by Theorem 2.3,
T satisfies property (UWE). Property (UWE) implies by [9, Theorem 3.2] that
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T satisfies property (WE). Consequently, σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ) and σ(T ) r
σW (T ) = E(T ). Therefore, σSF−

+
(T ) = σW (T ).

Necessity: Suppose that T satisfies property (WE) and σSF−
+

(T ) = σW (T ).

Then, σ(T ) r σSF−
+

(T ) = σ(T ) r σW (T ) = E(T ), and so T satisfies property

(VE). �

The next example shows that, in general, property (WE) does not imply prop-
erty (VE).

Example 2.7. Let Q be defined on `1(N) by

Q(x1, x2, x3, . . . , xk, . . . ) = (0, α1x1, α2x2, . . . , αk−1xk−1, . . . ),

where (αi) is a sequence of complex numbers such that 0 < |αi| ≤ 1 and
∑∞
i=1 αi <

∞. It follows from [11, Example 3.12], that

R(Qn) 6= R(Qn), n = 1, 2, . . . .

Define the operator T onX = `2(N)⊕`2(N)⊕`1(N) by T = R⊕0⊕Q, where R is the
unilateral right shift operator. Then, σ(T ) = σW (T ) = D(0, 1), σSF−

+
(T ) = Γ∪{0}

and E(T ) = ∅. We then have,

σ(T ) r σW (T ) = E(T ), σ(T ) r σSF−
+

(T ) 6= E(T ).

Hence, T satisfies property (WE), but T does not satisfy property (VE).

The next result gives the relationship between the property (VE) and generalized
Weyl’s theorem.

Theorem 2.8. Let T ∈ L(X). Then T has property (VE) if and only if T
satisfies generalized Weyl’s theorem and σSF−

+
(T ) = σBW (T ).

Proof. Sufficiency: Property (VE) implies by Theorem 2.6, that T satisfies pro-
perty (WE), and property (WE) implies by [8, Theorem 2.3], that T satisfies
generalized Weyl’s theorem. Consequently, σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ) and σ(T ) r

σBW (T ) = E(T ). Therefore, σSF−
+

(T ) = σBW (T ).

Necessity: Assume that T satisfies generalized Weyl’s theorem and
σSF−

+
(T ) = σBW (T ). Then, σ(T ) r σSF−

+
(T ) = σ(T ) r σBW (T ) = E(T ), that

means T satisfies property (VE). �

Remark 2.9. From Theorem 2.8, property (VE) implies generalized Weyl’s
theorem. However, the converse is not true in general. Consider the operator T
in Example 2.7, since T satisfies property (WE), then it also satisfies generalized
Weyl’s theorem, but does not satisfy property (VE).

Theorem 2.10. Suppose that T ∈ L(X) has property (VE). Then:

(i) T has property (ZEa),
(ii) Ea(T ) = E0

a(T ) = Π0
a(T ) = Πa(T ) = Π0(T ) = Π(T ) = E0(T ) = E(T ).
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Proof. (i) Property (VE) implies by Theorem 2.3, that σ(T ) = σa(T ), and
also implies by Theorem 2.6 that σSF−

+
(T ) = σW (T ). Hence, σ(T ) r σW (T ) =

σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ) = Ea(T ) and so T satisfies property (ZEa
).

(ii) Follows from (i) and [29, Lemma 2.3]. �

Example 2.11. Let R be the unilateral right shift operator defined on `2(N).
Since σ(R) = σW (R) = D(0, 1), E(R) = Ea(R) = ∅ and σSF−

+
(R) = Γ, then R

satisfies property (ZEa
), but does not satisfy property (VE).

Theorem 2.12. For T ∈ L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (VE),
(ii) T has property (v) and E0(T ) = E(T ),

(iii) T has property (z) and E0(T ) = E(T ),
(iv) T has property (gv) and σSF−

+
(T ) = σSBF−

+
(T ).

(v) T has property (gz) and σSF−
+

(T ) = σSBF−
+

(T ).

Proof. (i) ⇒ (ii). Suppose that T satisfies property (VE). Then by Theorem
2.10, E0(T ) = E(T ), and hence σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ) = E0(T ), that means T

has property (v).

(ii)⇒ (i). If T satisfies property (v) and E0(T ) = E(T ), then σ(T )rσSF−
+

(T ) =

E0(T ) = E(T ) and T satisfies property (VE).

(ii)⇔ (iii). The equivalence between the properties (z) and (v) have been proved
in [25, Corollary 2.12].

(i) ⇒ (iv). Assume that T satisfies property (VE). By Theorem 2.3, T satisfies
property (UWEa). Property (UWEa) implies by [8, Theorem 3.2] that T satisfies
generalized a-Weyl’s theorem and σSF−

+
(T ) = σSBF−

+
(T ). Consequently, E(T ) =

σ(T ) r σSF−
+

(T ) = σ(T ) r σSBF−
+

(T ), and hence T satisfies property (gv).

(iv) ⇒ (i). Suppose that T satisfies property (gv) and σSF−
+

(T ) = σSBF−
+

(T ).

Then σ(T )rσSF−
+

(T ) = σ(T )rσSBF−
+

(T ) = E(T ), and hence T satisfies property

(VE).

(iv) ⇔ (v). The equivalence between the properties (gz) and (gv) have been
proved in [25, Corollary 2.12]. �

The following example shows that, in general, property (gv) (resp. (v)) does
not imply property (VE).

Example 2.13. Consider the operator T = 0 defined on the Hilbert space
`2(N). Then, σ(T ) = σSF−

+
(T ) = {0}, σSBF−

+
(T ) = ∅ and E(T ) = {0}. Therefore,

σ(T )rσSF−
+

(T ) 6= E(T ) and T does not satisfy property (VE). On the other hand,

σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = E(T ), that means T satisfies property (gv), in consequence

T also satisfies property (v).

The next result gives the relationship between the properties (VE) and (Sw).
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Theorem 2.14. For T ∈ L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (VE),
(ii) T has property (Sw) and E0(T ) = E(T ),

(iii) T has property (Saw) and E0(T ) = E(T ).

Proof. (i) ⇒ (ii). Assume that T satisfies property (VE). Then by Theorem
2.10, E(T ) = E0(T ), and by Theorem 2.12, σSF−

+
(T ) = σSBF−

+
(T ). Therefore

σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ) = E0(T ), that means T satisfies

property (Sw).

(ii) ⇒ (i). If T satisfies property (Sw) and E(T ) = E0(T ), then σ(T ) r
σSF−

+
(T ) ⊆ σ(T ) r σSBF−

+
(T ) = E0(T ) = E(T ). This shows σ(T ) r σSF−

+
(T ) ⊆

E(T ).

To show the opposite inclusion E(T ) ⊆ σ(T ) r σSF−
+

(T ), let λ ∈ E(T ). Since

E(T ) = E0(T ), then λ ∈ E0(T ) = σ(T ) r σSBF−
+

(T ). Thus λI − T is an upper

semi B-Fredholm operator and α(λI − T ) < ∞. By Lemma 1.2, λI − T is upper
semi-Fredholm, and hence upper semi-Weyl. Therefore, λ ∈ σ(T ) r σSF−

+
(T ) and

consequently σ(T ) r σSF−
+

(T ) = E(T ).

(ii)⇔ (iii). The equivalence between the properties (z) and (v) have been proved
in [26, Corollary 2.9]. �

The following example shows that, in general, property (Sw) does not imply
property (VE).

Example 2.15. Consider the operator Q defined in Example 2.7 and define
an operator T on X = `1(N) ⊕ `1(N) by T = Q ⊕ 0. Then, N(T ) = {0} ⊕ `1(N),
σ(T ) = {0}, E(T ) = {0}, E0(T ) = ∅. Since R(Tn) = R(Qn) ⊕ {0}, R(Tn) is not
closed for any n ∈ N; in consequence T is not an upper semi B-Weyl (resp. upper
semi-Weyl) operator and σSBF−

+
(T ) = {0} (resp. σSF−

+
(T ) = {0}). Then, we have

σ(T ) r σSBF−
+

(T ) = E0(T ), σ(T ) r σSF−
+

(T ) 6= E(T ).

Hence, T satisfies property (Sw), but T does not satisfy property (VE).

The next result gives the relationship between property (VE) and Weyl’s theo-
rem.

Theorem 2.16. Let T ∈ L(X). Then T has property (VE) if and only if T
satisfies Weyl’s theorem and σW (T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ) r E0(T ).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (VE). It follows by The-
orem 2.8, T satisfies generalized Weyl’s theorem. Since generalized Weyl’s the-
orem implies Weyl’s theorem, it is enough to show that σW (T ) r σSF−

+
(T ) =

E(T )rE0(T ). By Theorems 2.6 and 2.10, σSF−
+

(T ) = σW (T ) and E(T ) = E0(T ),

respectively. Thus, we conclude that σW (T ) r σSF−
+

(T ) = ∅ = E(T ) r E0(T ).
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Necessity: Assume that T satisfies Weyl’s theorem and σW (T ) r σSF−
+

(T ) =

E(T )rE0(T ). Since σ(T )rσW (T ) = E0(T ), σ(T ) = E0(T )∪σW (T ) and E0(T )∩
σW (T ) = ∅. Thus,

σ(T ) r σSF−
+

(T ) = [E0(T ) ∪ σW (T )] r σSF−
+

(T )

= E0(T ) ∪ [σW (T ) r σSF−
+

(T )]

= E0(T ) ∪ [E(T ) r E0(T )] = E(T )

and hence T satisfies property (VE). �
Remark 2.17. By Theorem 2.16, property (VE) implies Weyl’s theorem. How-

ever, the converse is not true in general. Consider the operator T in Remark 2.9,
since T satisfies generalized Weyl’s theorem, then it also satisfies Weyl’s theorem,
but does not satisfy property (VE).

Definition 2.18. An operator T ∈ L(X) is said to have property (VEa
) if

σ(T ) r σSF−
+

(T ) = Ea(T ).

Theorem 2.19. Let T ∈ L(X). Then T has property (VEa
) if and only if T

has property (UWEa) and σ(T ) = σa(T ).

Proof. Sufficiency: Assume that T satisfies property (VEa). Then

σa(T )rσSF−
+

(T ) ⊆ σ(T )rσSF−
+

(T ) = Ea(T ) and so σa(T )rσSF−
+

(T ) ⊆ Ea(T ).

To show the opposite inclusion Ea(T ) ⊆ σa(T ) r σSF−
+

(T ), let λ ∈ Ea(T ).

Then, λ ∈ isoσa(T) and hence λ ∈ σa(T ). As T satisfies property (VEa) and
λ ∈ Ea(T ), it follows that λI − T is upper semi-Weyl. Therefore, λ ∈ σa(T ) r
σSF−

+
(T ). Thus, Ea(T ) ⊆ σa(T ) r σSF−

+
(T ) and T satisfies property (UWEa

).

Consequently, σ(T )rσSF−
+

(T ) = Ea(T ) and σa(T )rσSF−
+

(T ) = Ea(T ). Therefore,

σ(T ) r σSF−
+

(T ) = σa(T ) r σSF−
+

(T ) and σ(T ) = σa(T ).

Necessity: Suppose that T satisfies property (UWEa
) and σ(T ) = σa(T ). Then,

σ(T )rσSF−
+

(T ) = σa(T )rσSF−
+

(T ) = Ea(T ), in consequence T satisfies property

(VEa
). �

Corollary 2.20. Let T ∈ L(X). Then T has property (VEa
) if and only if T

has property (VE).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (VEa). By Theorem 2.19,
σ(T ) = σa(T ), it follows that σ(T )r σSF−

+
(T ) = Ea(T ) = E(T ), hence T satisfies

property (VE).

Necessity: Assume that T satisfies property (VE). By Theorem 2.3, σ(T ) =
σa(T ) and so, σ(T ) r σSF−

+
(T ) = E(T ) = Ea(T ). Therefore, T satisfies property

(VEa). �
The next result gives the relationship between property (VEa) (or equivalently

(VE)) and property (ZEa).
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Theorem 2.21. Let T ∈ L(X). Then T has property (VEa
) if and only if T

has property (ZEa
) and σSF−

+
(T ) = σW (T ).

Proof. Sufficiency: Assume that T satisfies property (VEa
). By Corollary 2.20,

property (VEa
) is equivalent to property (VE), and by Theorem 2.6, property (VE)

implies that σSF−
+

(T ) = σW (T ). Consequently, σ(T )rσW (T ) = σ(T )rσSF−
+

(T ) =

Ea(T ). Therefore, T satisfies property (ZEa
).

Necessity: Assume that T satisfies property (ZEa
) and σSF−

+
(T ) = σW (T ).

Then, σ(T )rσSF−
+

(T ) = σ(T )rσW (T ) = Ea(T ), that means T satisfies property

(VEa
). �

Similar to Theorem 2.21, we have the following result.

Theorem 2.22. Let T ∈ L(X). Then T has property (VEa) if and only if T
has property (gaw) and σSF−

+
(T ) = σBW (T ).

Recall that T ∈ L(X) is said to satisfy a-Browder’s theorem (resp., generalized
a-Browder’s theorem) if σa(T ) r σSF−

+
(T ) = Π0

a(T ) (resp., σa(T ) r σSBF−
+

(T ) =

Πa(T )). From [7, Theorem 2.2] (see also [4, Theorem 3.2(ii)]), a-Browder’s the-
orem and generalized a-Browder’s theorem are equivalent. It is well known that
a-Browder’s theorem for T implies Browder’s theorem for T , i.e., σ(T )rσW (T ) =
Π0(T ). Also by [7, Theorem 2.1], Browder’s theorem for T is equivalent to gener-
alized Browder’s theorem for T , i.e. σ(T ) r σBW (T ) = Π(T ).

For T ∈ L(X), define Π0
+(T ) = σ(T )rσub(T ). The following theorem describes

the relationship between a-Browder’s theorem and property (VE).

Theorem 2.23. For T ∈ L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (VE),
(ii) T satisfies a-Browder’s theorem and Π0

+(T ) = E(T ).

Proof. (i) ⇒ (ii) Assume that T satisfies property (VE). Then E(T ) = E0(T )
and T satisfies property (v) by Theorems 2.10 and 2.12, respectively. Property (v)
implies by [25, Theorem 2.17] that T satisfies a-Browder’s theorem and Π0

+(T ) =
E0(T ). Consequently, T satisfies a-Browder’s theorem and Π0

+(T ) = E0(T ) =
E(T ).

(ii) ⇒ (i) If T satisfies a-Browder’s theorem and Π0
+(T ) = E(T ), then

σ(T )rσSF−
+

(T ) = σ(T )rσub(T ) = Π0
+(T ) = E(T ). Therefore, T satisfies property

(VE). �
Remark 2.24. By Theorem 2.23, property (VE) implies a-Browder’s theorem.

However, the converse is not true in general. Indeed, the operator T defined in
Example 2.15 does not satisfy property (VE), but σa(T ) = σSF−

+
(T ) = {0} and

Π0
a(T ) = ∅, it follows that T satisfies a-Browder’s theorem.

Corollary 2.25. If T ∈ L(X) has SVEP at each λ /∈ σSF−
+

(T ), then T has

property (VE) if and only if E(T ) = Π0
+(T ).
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Proof. By Theorem [5, Teorema 2.3], the hypothesis T has SVEP at each
λ /∈ σSF−

+
(T ) is equivalent to T satisfies a-Browder’s theorem. Therefore, if E(T ) =

Π0
+(T ), then σ(T ) r σSF−

+
(T ) = σ(T ) r σub(T ) = Π0

+(T ) = E(T ). �

Remark 2.26. It was proved in [12, Lemma 2.1], that if T ∗ has SVEP at every
λ /∈ σSF−

+
(T ) (resp., T has SVEP at every λ /∈ σSF+

−
(T )), then σW (T ) = σSF−

+
(T )

and σa(T ) = σ(T ) (resp., σW (T ∗) = σSF−
+

(T ∗) and σa(T ∗) = σ(T ∗)). Under the

above results, clearly we have that if T ∗ has SVEP at every λ /∈ σSF−
+

(T ) (resp.

T has SVEP at every λ /∈ σSF+
−

(T )), then the properties (WE), (UWE), (UWEa),

(ZEa
), (VE) and (VEa

) are equivalent for T (resp. for T ∗).

In the following table summarizes the meaning of various theorems and prop-
erties that are related with property (VE).

(WE) [8] σ(T ) r σW (T ) = E(T ) (WΠ) [9] σ(T ) r σW (T ) = Π(T )

W [15] σ(T ) r σW (T ) = E0(T ) B [19] σ(T ) r σW (T ) = Π0(T )

(ZEa ) [29] σ(T ) r σW (T ) = Ea(T ) (ZΠa ) [29] σ(T ) r σW (T ) = Πa(T )

(aw) [14] σ(T ) r σW (T ) = E0
a(T ) (ab) [14] σ(T ) r σW (T ) = Π0

a(T )

gW [11] σ(T ) r σBW (T ) = E(T ) gB [11] σ(T ) r σBW (T ) = Π(T )

(Bw) [18] σ(T ) r σBW (T ) = E0(T ) (Bb) [23] σ(T ) r σBW (T ) = Π0(T )

(gaw) [14] σ(T ) r σBW (T ) = Ea(T ) (gab) [14] σ(T ) r σBW (T ) = Πa(T )

(Baw) [30] σ(T ) r σBW (T ) = E0
a(T ) (Bab) [30] σ(T ) r σBW (T ) = Π0

a(T )

(v) [25] σ(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E0(T ) (ah) [28] σ(T ) r σ

SF−
+

(T ) = Π0(T )

(z) [27] σ(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E0

a(T ) (az) [27] σ(T ) r σ
SF−

+
(T ) = Π0

a(T )

(gv) [25] σ(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E(T ) (gah) [28] σ(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Π(T )

(Sw) [24] σ(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E0(T ) (Sb) [24] σ(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Π0(T )

(gz) [27] σ(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = Ea(T ) (gaz) [27] σ(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Πa(T )

(Saw) [26] σ(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E0

a(T ) (Sab) [26] σ(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = Π0

a(T )

(UWE) [9] σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E(T ) (UWΠ) [9] σa(T ) r σ

SF−
+

(T ) = Π(T )

(w) [20] σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E0(T ) (b) [13] σa(T ) r σ

SF−
+

(T ) = Π0(T )

(UWEa ) [8] σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = Ea(T ) (UWΠa ) [9] σa(T ) r σ

SF−
+

(T ) = Πa(T )

aW [21] σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = E0

a(T ) aB [16] σa(T ) r σ
SF−

+
(T ) = Π0

a(T )

(gw) [6] σa(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E(T ) (gb) [13] σa(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Π(T )

(Bgw) [23] σa(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E0(T ) (Bgb) [23] σa(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Π0(T )

gaW [11] σa(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = Ea(T ) gaB [11] σa(T ) r σ

SBF−
+

(T ) = Πa(T )

(SBaw) [10] σa(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = E0

a(T ) (SBab) [10] σa(T ) r σ
SBF−

+
(T ) = Π0

a(T )

Table 1.
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Theorem 2.27. Suppose that T ∈ L(X) has property (VE). Then:

(i) σSBF−
+

(T ) = σBW (T ) = σSF−
+

(T ) = σW (T ) = σLD(T ) = σD(T ) = σub(T ) =

σb(T ) and σ(T ) = σa(T ).
(ii) All properties given in Table 1 are equivalent, and T satisfies each of these

properties.

Proof. (i) By Theorem 2.3, the equality σ(T ) = σa(T ) holds. The equalities
σSBF−

+
(T ) = σBW (T ) = σSF−

+
(T ) = σW (T ) follows from Theorems 2.6, 2.8

and 2.12. Since the inclusions σSBF−
+

(T ) ⊆ σLD(T ) ⊆ σub(T ) ⊆ σb(T ) and

σSBF−
+

(T ) ⊆ σLD(T ) ⊆ σD(T ) ⊆ σb(T ) hold, it is sufficient to prove σSBF−
+

(T ) =

σb(T ). Indeed, since T has property (VE), by Theorem 2.23, T satisfies general-
ized a-Browder’s theorem or equivalently a-Browder’s theorem. As a-Browder’s
theorem implies Browder’s theorem, it follows that σSBF−

+
(T ) = σW (T ) = σb(T ),

(ii) By Theorem 2.3, T satisfies property (UWE), and the equivalence between
all properties follows from (i) and Theorem 2.10. �
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356 J. SANABRIA, L. VÁSQUEZ, C. CARPINTERO, E. ROSAS, AND O. GARCÍA

17. Finch J. K., The single valued extension property on a Banach space, Pacific J. Math. 58

(1975), 61–69.
18. A. Gupta and N. Kashayap, Property (Bw) and Weyl type theorems, Bull. Math. Anal.

Appl. 3 (2011), 1–7.

19. Harte R. and Lee W. Y., Another note on Weyls theorem, Trans. Amer. Math. Soc. 349
(1997), 2115-2124.
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Páginas: 153-161.
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Abstract: Given a complex Banach space X , we investigate the stable character of the property (VE)

for a bounded linear operator T : X → X , under commuting perturbations that are Riesz, compact,
algebraic and hereditarily polaroid. We also analyze sufficient conditions that allow the transfer of
property (VE) from the tensorial factors T and S to its tensor product.

Keywords: semi-Fredholm operator; property (VE); commuting perturbations; tensor product

1. Introduction

In 1900, E. Fredholm published his famous article On a new method for the solution of
Dirichlet’s problem, which changed the study of the solution of integral equations. This
article served as inspiration for F. Riesz, in 1918, to establish Fredholm’s abstract methods
in the form of compact operators, thereby initiating what is now known as Fredholm theory
for operators. In this theory, there are two classes of operators that play a fundamental
role; these are the so-called Browder operators (also classically known as Riez–Schauder
operators) and the Weyl operators, which have been the subject of a range of studies.
In the last decades, numerous investigations have been developed on Fredholm theory,
where some authors have introduced and studied several spectral properties similar to
Weyl’s theorem formulated by L. Coburn in [1]. The study of the spectra of the semi
B-Fredholm and B-Weyl operators allowed M. Berkani and J. Koliha [2] to introduce two
properties known as the generalized Weyl’s and generalized a-Weyl’s theorems, which are
generalizations of the classical versions of the Weyl’s and a-Weyl’s theorems, respectively.
Recently, other properties have been introduced and studied involving the different spectra
of the Fredholm and B-Fredholm theories (started by M. Berkani), which together with
the classical properties are known today as Weyl-type theorems. The stability of strong
variations of Weyl-type theorems under direct sums and restrictions has been studied, as
well as the transmission of spectral properties between a Drazin invertible operator and
its Drazin inverse; for example, see [3,4]. In addition, the study of Weyl-type theorems
under commuting perturbations has been considered by several authors, among which
we can mention Oudghiri [5,6], Berkani et al. [7,8], Aiena and Triolo [9]. Elsewhere, the
stability of Weyl’s theorem under the tensor product has been studied by Kubrusly and
Duggal in [10]. Subsequently, studies in this direction have been expanded by Duggal [11],
Rashid [12] and Rashid and Prasad [13], involving new Weyl-type theorems. This article
follows the same line of research as the works referenced above, but now we consider a
strong variation of the Weyl-type theorems that was introduced by Sanabria et al. [3,14],
namely property (VE). According to [14], if an operator T satisfies property (VE), then T
satisfies equivalently another forty-four spectral properties, among which are Weyl-type
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theorems such as the properties (VΠ) and (gaz) recently studied in [15,16], respectively.
This arouses the interest of studying property (VE) from different points of view. In this
paper, we focus our interest on obtaining conditions so that the property (VE) remains
stable under perturbations that are commutative and tensor products for some classes of
operators.

2. Preliminaries

Let L(X ) = {T : X → X | T is a bounded linear operator}, where X is a complex
Banach space. For T ∈ L(X ), let T ∗, T (X ) and N(T ) be the dual operator, the range
and the kernel of T , respectively. We will use the following spectra of T : σ(T ) (classical),
σa(T ) (approximate point), σs(T ) (surjectivity), σp(T ) (point), σe(T ) (essential), σSF+(T )
(upper semi-Fredholm), σSF−(T ) (lower semi-Fredholm), σb(T ) (Browder), σub(T ) (upper
semi-Browder), σlb(T ) (lower semi-Browder), σW(T ) (Weyl), σSF−+

(T ) (upper semi-Weyl),
σSF+

−
(T ) (lower semi-Weyl), σBF(T ) (B-Fredholm), σSBF+(T ) (upper semi B-Fredholm),

σSBF−(T ) (lower semi B-Fredholm), σD(T ) (Drazin invertible), σLD(T ) (left Drazin in-
vertible), σRD(T ) (right Drazin invertible), σBW(T ) (B-Weyl) and σSBF−+

(T ) (upper semi
B-Weyl). See [17,18] for definitions and other details.

For T ∈ L(X ), let β(T ) be the codimension of T (X ), α(T ) the dimension of N(T ),
p(T ) the ascent of T and q(T ) the descent of T . The resolvent set of T is denoted by
ρ(T ) and the quasi-nilpotent part of T by H0(T ) := {x ∈ X : limn→∞ ‖T nx‖1/n = 0}. In
addition, we put:

∆(T ) := {n ∈ N : T n(X ) ∩ N(T ) ⊆ T m(X) ∩ N(T ) if m ≥ n}

and

dis(T ) :=
{

inf ∆(T ), if ∆(T ) 6= ∅
∞, if ∆(T ) = ∅.

Definition 1. An operator T ∈ L(X ) is quasi-Fredholm (of degree k) if for some k ∈ N:

1. dis(T ) = k,
2. For any n ≥ k, T n(X ) is a closed subspace of X ,
3. T (X ) + N(T k) is a closed subspace of X .

In [19], Finch introduced the following property. An operator T ∈ L(X ) checks the
single valued extension property at µ0 ∈ C (briefly, SVEP at µ0), if for each open disc Dµ0 ⊆ C
with center at µ0 the unique analytic function f : Dµ0 → X , which satisfies the equation

(µI − T ) f (µ) = 0 for each µ ∈ Dµ0 ,

is f ≡ 0 on Dµ0 . We say that T satisfies SVEP if T satisfies SVEP at each point µ ∈ C.
We put

Σ(X , µ) := {T ∈ L(X ) : T satisfies SVEP at µ},
Σ(X ,A) := {T ∈ L(X ) : T satisfies SVEP at each λ ∈ A}

and

Σ(X ) := {T ∈ L(X ) : T satisfies SVEP}.
Obviously, T ∈ Σ(X , ρ(T )). In addition, T ∈ Σ(X , Fr σ(T )), where Fr σ(T ) is the

frontier of σ(T ). Note that, T ∈ Σ(X , µ) and T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ) for all µ being an isolated
point of the spectrum of T . We also have

p(µI − T ) is finite ⇒ T ∈ Σ(X , µ) (1)

and dually,
q(µI − T ) is finite ⇒ T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ), (2)
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see [17] (Theorem 3.8). Furthermore,

µ is not a limit point of σa(T )⇒ T ∈ Σ(X , µ), (3)

and dually,
µ is not a limit point of σs(T )⇒ T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ). (4)

Observe that, in general, H0(T ) is not necessarily closed, and by [17] (Theorem 2.31),

H0(µI − T ) is closed⇒ T ∈ Σ(X , µ). (5)

Remark 1. It is well known that if µI − T is quasi-Fredholm, the implications (1)–(5)
become equivalences; in particular, this happens when µI − T is a semi B-Fredholm
operator [20].

Let IsoD := {µ ∈ C| µ is an isolated point of D}. For T ∈ L(X ), we consider the
following sets:

E0(T ) := {µ ∈ Iso σ(T ) : 0 < α(µI − T ) < ∞},
E(T ) := {µ ∈ Iso σ(T ) : 0 < α(µI − T )}.

We also define

Π0
a(T ) := σa(T ) \ σub(T ), Π0

+(T ) := σ(T ) \ σub(T ),

Π0(T ) := σ(T ) \ σb(T ), Π(T ) := σ(T ) \ σD(T ).
According to [21], T ∈ L(X ) has the a-Browder’s theorem if σa(T ) \ σSF−+

(T ) = Π0
a(T ).

Following [2], T has the generalized Weyl’s theorem if σ(T ) \ σBW(T ) = E(T ). Following [22]
(resp. [23]), T is said to satisfy property (w) (resp. property (gw)) if σa(T ) \σSF−+

(T ) = E0(T )
(resp. σa(T ) \ σSBF−+

(T ) = E(T )).

3. Perturbation Theory for Property (VE)

For T ∈ L(X ), put ∆+(T ) := σ(T ) \ σSF−+
(T ). Following [14], T satisfies property

(VE) if ∆+(T ) = E(T ). Next, we establish several results related to property (VE) for an
operator T (resp. T ∗) satisfying SVEP at each point that does not belong to the lower
(resp. upper) semi-Weyl spectrum of T and such that Iso σa(T ) = ∅. Later, these results
will be useful to analyze the stability of property (VE) for certain perturbations. Let
VE(X ) := {T ∈ L(X ) : T satisfies property (VE)}.

Theorem 1. Let T ∈ L(X ) with Iso σa(T ) = ∅. If T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ) for each µ /∈ σSF−+
(T ),

then T ∈ VE(X ).

Proof. As E(T ) = ∅ whenever Iso σa(T ) = ∅, it remains to show that σ(T ) = σSF−+
(T ).

Now, if µ ∈ σ(T ) and µ /∈ σSF−+
(T ), then q(µI − T ) < ∞ (since T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ)) and as

µ /∈ σSF−+
(T ), also p(µI − T ) < ∞. Hence, µ ∈ Iso σ(T ), so then µ ∈ Iso σa(T ), which is

not possible. Thus, σ(T ) = σSF−+
(T ) and hence T ∈ VE(X ).

Corollary 1. T ∈ VE(X ) whenever Int (∆+(T )) = Iso σa(T ) = ∅.

Proof. Let µ /∈ σSF−+
(T ). If µ /∈ σ(T ), obviously T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ). If µ ∈ σ(T ), then

µ ∈ ∆+(T ) and since the set of all upper semi-Weyl operators is open in L(X ), from
hypothesis Int (∆+(T )) = ∅ it follows that µ ∈ Fr σ(T ). Hence, T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ) again.
Now, by Theorem 1, T ∈ VE(X ).

The following example points out that the converse of the previous theorem is not true.
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Example 1. Let T be the Volterra operator on C[0, 1] given by T (g)(z) :=
∫ z

0
g(w)dw

for each g ∈ C[0, 1]. Observe that T is quasinilpotent and injective. So, σ(T ) = {0},
α(T ) = 0 and hence E(T ) = ∅. As R(T ) is not closed, we have σa(T ) = σSF−+

(T ) = {0}
and σ(T ) \ σSF−+

(T ) = E(T ), i.e., T ∈ VE(X ). However, Iso σa(T ) 6= ∅. Note that
T ∗ ∈ Σ(X ∗), because it is quasinilpotent.

Theorem 2. If T ∈ Σ(X , µ) for each µ /∈ σSF+
−
(T ) and Iso σa(T ) = ∅, then T ∗ ∈ VE(X ∗).

Proof. Clearly, since Iso σa(T ) = ∅, we have E(T ∗) = ∅. Assume that µ ∈ σ(T ∗)
and µ /∈ σSF−+

(T ∗). According to this, µ ∈ σ(T ) and µ /∈ σSF+
−
(T ). As T ∈ Σ(X , µ),

p(µI − T ) < ∞ and since µ /∈ σSF+
−
(T ), q(µI − T ) < ∞. Thus, µ ∈ Iso σ(T ) and therefore

µ ∈ Iso σa(T ), contradicting that Iso σa(T ) = ∅. Therefore, σ(T ∗) = σSF−+
(T ∗) and we

conclude that T ∗ ∈ VE(X ∗).

Corollary 2. For T ∈ L(X ) such that Iso σa(T ) = ∅, we have:

1. If T ∈ Σ(X ), then T ∗ ∈ VE(X ∗).
2. If T ∗ ∈ Σ(X ∗), then T ∈ VE(X ).

Corollary 3. If T ∈ Σ(X , µ) for each µ /∈ σSF+(T ) and Iso σa(T ) = ∅, then we have the
following equalities: σSF+(T ) = σe(T ) = σW(T ) = σSF+

−
(T ) = σub(T ) = σb(T ) = σ(T ) =

σa(T ) = σD(T ) = σSBF+(T ) = σBF(T ) = σSBF−+
(T ) = σBW(T ) = σLD(T ) ∗= σRD(T ) =

σlb(T ) = σSF−+
(T ) = σSF−(T ).

Proof. The equalities before ∗= are followed by [24] (Corollary 2.18). By hypothesis and
Theorem 2, T ∗ ∈ VE(X ∗), so from [24] (Theorem 2.10), σSF−(T ) = σe(T ). Hence, we
deduce that equalities after ∗= are valid (see [14] (Theorem 2.27)).

The exploration of the perturbations is very important in the spectral theory of the
linear operators, because through them is studied the behavior of the spectral properties
when the operators undergo a small change. This topic has occupied a place in applied
mathematics, and over time has evolved into a self-interested mathematical discipline. An
outstanding aspect of conducting studies of operators under commuting perturbations is
that these could be used in harmonic analysis; for example, concerning the Wiener–Pitt
phenomenon. In what follows, we mainly analyze the stable character of property (VE)
through a perturbation that commutes with the operator and is of finite range (resp. Riesz,
compact, algebraic). We say that T ∈ L(X ) is isoloid if each µ ∈ Iso σ(T ) is an eigenvalue
of T ; while T is called finitely isoloid if each µ ∈ Iso σ(T ) is an eigenvalue of T with
finite multiplicity.

Theorem 3. If T ∈ VE(X ) is isoloid and F is a finite rank operator such that T F = FT , then
T +F ∈ VE(X ).

Proof. By hypothesis and [14] (Theorem 2.8), T has the generalized Weyl’s theorem and
σSF−+

(T ) = σBW(T ). Since T is isoloid, by [25] (Theorem 3.4), T +F has the generalized
Weyl’s theorem. Moreover, as F is of finite rank, by [17] (Theorem 3.39), σSF−+

(T +F ) =
σSF−+

(T ), and by [26] (Theorem 3.2), we get that σBW(T ) = σBW(T +F ). Thus, σSF−+
(T +

F ) = σBW(T +F ), and again, by [14] (Theorem 2.8), we deduce that T +F ∈ VE(X ).

Corollary 4. If T ∈ VE(X ) is quasi-nilpotent, which has 0 as an eigenvalue, and F is of finite
rank such that T F = FT , then T +F ∈ VE(X ).

Proof. From hypothesis T is isoloid, so the proof is completed using Theorem 3.
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According to [27] (Theorem 7), R ∈ L(X ) satisfies σub(T +R) = σub(T ) for each
T ∈ L(X ) such that RT = T R if and only if R is a Riesz operator. In addition, σb(T +
R) = σb(T ) by [27] (Corollary 7). In the case that T ∈ VE(X ), σub(T ) = σb(T ) and
σub(T +R) = σb(T +R). In particular, these results hold for finite rank operators.

Theorem 4. Let T ∈ VE(X ) and F be of finite rank such that T F = FT . The following
are equivalent:

1. T +F ∈ VE(X ).
2. E(T +F ) = Π0

+(T +F ).
3. E(T +F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0

+(T ).

Proof. (1)⇔(2) Since T ∈ VE(X ) if and only if E(T ) = Π0
+(T ) and σSF−+

(T ) = σub(T )
(see [14] (Theorem 2.23)), the proof is completed using the fact that for finite rank operators,
σSF−+

(T +F ) = σSF−+
(T ), see [17] (Theorem 3.39).

(2)⇔(3) Assume that E(T + F ) = Π0
+(T + F ). If µ ∈ E(T + F ) ∩ σ(T ), then µ ∈

Π0
+(T +F ) ∩ σ(T ), whereby µ /∈ σub(T +F ). However, we have σub(T +F ) = σub(T ),

so µ ∈ Π0
+(T ). Therefore, E(T + F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0

+(T ). Reciprocally, since T ∈ VE(X ),
σub(T + F ) = σb(T + F ) and hence, Π0

+(T + F ) = Π0(T + F ) ⊆ E(T + F ). Thus, it
remains to show that E(T + F ) ⊆ Π0

+(T + F ). If µ ∈ E(T + F ), then µ ∈ σ(T + F ).
First, we note that F is Riesz, and this way σub(T ) = σub(T +F ). Now, we consider two
cases.

Case 1: µ /∈ σ(T ).
Case 2: µ ∈ σ(T ).
For Case 1, obviously µ /∈ σub(T ) = σub(T + F ), whereby µ ∈ Π0

+(T + F ). For
Case 2, we have µ ∈ E(T + F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0

+(T ) and so, µ /∈ σub(T ) = σub(T + F ),
which implies that µ ∈ Π0

+(T + F ) again. Thus, by both cases, if µ ∈ E(T + F ) then
µ ∈ Π0

+(T +F ) and hence, we deduce that E(T +F ) = Π0
+(T +F ).

Remark 2. The equivalence (1)⇔(2) of Theorem 4 holds if we replace F by K ∈ L(X )
being compact and commuting with T .

Corollary 5. Let T ∈ Σ(X , µ) for each µ /∈ σSF−+
(T ) and F be of finite rank commuting with T .

Then, T ∈ VE(X ) is equivalent to T +F ∈ VE(X ).

Proof. Since T ∈ VE(X ), E(T ) = Π0
+(T ), thus E(T ) ∩ σ(T ) ⊆ Π+

0 (T ). By [28] (Lemma
2.1), µ ∈ Iso σ(T )⇔ µ ∈ Iso σ(T +F ), which implies that E(T ) = E(T +F ). Therefore,
E(T +F ) ∩ σ(T ) ⊆ Π0

+(T ), and by Theorem 4, T + F ∈ VE(X ). Reciprocally, assume
that T +F ∈ VE(X ). So, using symmetry, we have T = (T +F )−F ∈ VE(X ).

It is well known that if N is a nilpotent operator that commutes with T ∈ L(X ), we
have σ(T +N ) = σ(T ) and E(T +N ) = E(T ), see [29]. According to this, we establish
the next result.

Theorem 5. Assume that N ∈ L(X ) is nilpotent and commutes with T . Then, T ∈ VE(X ) is
equivalent to T +N ∈ VE(X ).

Proof. Assume that T ∈ VE(X ). By [30] (Theorem 2.13), σSF−+
(T +N ) = σSF−+

(T ). Since
σ(T +N ) = σ(T ) and E(T +N ) = E(T ), then σ(T +N ) \ σSF−+

(T +N ) = E(T +N )

and hence, T +N ∈ VE(X ). The converse is obtained by symmetry.

In the following example we show that the hypothesis of commutativity cannot be
omitted from Theorem 5.
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Example 2. Let T ,N ∈ L(`2(N)) be defined as

T (a1, a2, . . .) =
(

0,
a1

2
,

a2

3
, . . .

)
and N (a1, a2, . . .) =

(
0,
−a1

2
, 0, 0, . . .

)
.

ObviouslyN is nilpotent andNT 6= T N . As σ(T ) = {0} = σSF−+
(T ) and E(T ) = ∅,

we have T ∈ VE(X ). However, σ(T +N ) = σSF−+
(T +N ) = {0} and E(T +N ) = {0},

whereby T +N /∈ VE(X ).

Corollary 6. Let F ∈ L(X ) be of finite rank and commuting with a quasi-nilpotent operator T
such that 0 /∈ σp(T ). Then, T ∈ VE(X ) is equivalent to T +F ∈ VE(X ).

Proof. The hypothesis about T and F implies that F is nilpotent. Indeed, T is injective
because 0 /∈ σp(T ). As FT = T F and T is quasi-nilpotent, T F is quasi-nilpotent and
of finite rank. Thus, T F is nilpotent, and as T is injective, we have that F is nilpotent.
Therefore, the proof is completed using Theorem 5.

The stable character of property (VE) seen in Theorem 5 does not hold for compact or
quasi-nilpotent operators.

Example 3. Let us consider the operators T and K on `2(N)⊕ `2(N) given by

T = 0⊕ S and K = S ⊕ 0,

with S defined on `2(N) as S(a1, a2, . . .) =
( a2

2 , a3
3 , . . .

)
. Note that K is a compact quasi-

nilpotent operator and T K = KT = 0. On the other hand, T ∈ VE(X ), because σ(T ) =
{0} = σSF−+

(T ) and E(T ) = ∅. However, T +K = S⊕ S /∈ VE(X ), because σ(T +K) =
σSF−+

(T +K) = E(T +K) = {0}.

Theorem 6. If Q ∈ L(X ) is quasi-nilpotent and commutes with the operator T such that
Int (∆+(T )) = Iso σa(T ) = ∅, then T +Q ∈ VE(X ).

Proof. By [31] (Corollary 3.24), σa(T + Q) = σa(T ) and σ(T +Q) = σ(T ). Since Q
is quasi-nilpotent, it follows that Q is of Riesz, and from [31] (Corollary 3.18), we get
that σSF−+

(T +Q) = σSF−+
(T ). Thus, Int (∆+(T +Q)) = Iso σa(T + Q) = ∅ and by

Corollary 1, T +Q ∈ VE(X ).

Corollary 7. Let S ∈ L(X ) commute with T and suppose that there exists k ∈ N such that Sk is
an operator of finite rank. If Int (∆+(T )) = Iso σa(T ) = ∅, then T + S ∈ VE(X ).

Proof. We have σa(T + S) = σa(T ) by [31] (Lemma 5.106), and σ(T + S) = σ(T ) by [31]
(Theorem 3.27). Since S is a Riesz operator, the remainder of the proof follows as the proof
of Theorem 6.

The proof of the following theorem is obtained using the stability of σSF−+
(T ) under

Riesz commuting perturbations, see [31] (Corollary 3.18).

Theorem 7. Let T ∈ VE(X ) be finitely isoloid and let S be a Riesz operator such that T S = ST
and σ(T ) = σ(T + S). Then, T + S ∈ VE(X ) is equivalent to E(T ) = E(T + S).

Theorem 8. Let T ∈ VE(X ) and let S be a Riesz operator such that T S = ST . Then, T + S ∈
VE(X ) is equivalent to E(T + S) = Π0

+(T + S).

Proof. If T + S ∈ VE(X ), then E(T + S) = Π0
+(T + S). For the converse, suppose that

E(T + S) = Π0
+(T + S). As T ∈ VE(X ), it has the a-Browder’s theorem, so from [5]

(Corollary 2.3), T + S has the a-Browder’s theorem. Consequently, T + S ∈ VE(X ).
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Theorem 9. If T ∈ VE(X ) is isoloid and S is a Riesz operator such that T S = ST and
σ(T ) = σ(T + S), then T + S ∈ VE(X ).

Proof. If S is Riesz, then from [31] (Corollary 3.18), we have σSF−+
(T ) = σSF−+

(T + S).
Let µ ∈ E(T ). As T ∈ VE(X ), µ /∈ σSF−+

(T + S) and so, (µI − T − S)(X ) is closed. We
also have µ ∈ Iso σ(T ) = Iso σ(T + S) ⊆ Iso σa(T + S), whereby α(µI − T − S) > 0,
so E(T ) ⊆ E(T + S) and hence σ(T + S) \ σSF−+

(T + S) ⊆ E(T + S), because σ(T ) =
σ(T + S). For the other inclusion, let µ ∈ E(T + S). Then µ ∈ Iso σ(T + S) = Iso σ(T )
and as T is isoloid, α(µI − T ) > 0 and µ ∈ E(T ). Consequently, µ /∈ σSF−+

(T + S) and
hence, µ ∈ σ(T + S) \ σSF−+

(T + S). Thus, E(T + S) ⊆ σ(T + S) \ σSF−+
(T + S).

Recall that T ∈ L(X ) is algebraic [31] (Section 3.5) if p(T ) = 0 for some complex
nontrivial polynomial p. Obviously, each nilpotent operator is algebraic. According to [31]
(Theorem 3.72), if T is an algebraic operator and α(p(T )) < ∞ for each polynomial p, then
there exists k ∈ N such that T k has finite rank and hence, T is Riesz. In addition, T being
algebraic is equivalent to T ∗ being algebraic. Given T ∈ L(X ) and an open subset O of C,
we put

H(σ(T )) := { f : O → C | f is a analytic function and σ(T ) ⊂ O}.

Theorem 10. Suppose that T ∈ L(X ), S is algebraic such that ST = T S and f ∈ H(σ(T +
S)). Then:

1. If T ∗ ∈ Σ(X ∗) and Iso σa(T + S) = ∅, then f (T + S) ∈ VE(X ).
2. If T ∈ Σ(X ) and Iso σa(T + S) = ∅, then f (T ∗ + S∗) ∈ VE(X ∗).

Proof. (1) Suppose that S is an algebraic operator. Then, S∗ is algebraic and since T ∗ ∈
Σ(X ∗), by [32] (Theorem 2.3) it follows that T ∗ + S∗ = (T + S)∗ ∈ Σ(X ∗). Thus, by [17]
(Theorem 2.40), we have f (T ∗ + S∗) ∈ Σ(X ∗), and as Iso σa(T + S) = ∅, by Corollary 2,
we get that f (T + S) ∈ VE(X ).

(2) Can be proved similarly to (1).

Theorem 11. Let T ∈ Σ(X ) and f ∈ H(σ(T )). Then:

1. If Iso σa(T ) = ∅ and Q is quasi-nilpotent such that QT = T Q, then both f (T )∗ +Q∗
and f (T ∗ +Q∗) belong to VE(X ∗).

2. If Iso σa( f (T ) + S) = ∅ and S is algebraic (or Riesz) such that ST = T S , then f (T )∗ +
S∗ belongs to VE(X ∗).

Proof. (1) If T ∈ Σ(X ), then f (T ) ∈ Σ(X ), by [17] (Theorem 2.40). Since Q is quasi-
nilpotent and commutes with T , from [17] (Corollary 2.12), we have that both T +Q and
f (T ) +Q belong to Σ(X ). By [31] (Corollary 3.24), σ(T +Q) = σ(T ) and so f (T +Q) ∈
Σ(X ). Observe that Iso σa( f (T )) = ∅. Again, by using [31] (Corollary 3.24), we have
σa(T +Q) = σa(T ) and σa( f (T ) +Q) = σa( f (T )), which implies that Iso σa(T +Q) = ∅
and hence, Iso σa( f (T +Q)) = Iso σa( f (T ) +Q) = ∅. By Corollary 2, we conclude that
both f (T )∗ +Q∗ and f (T ∗ +Q∗) belong to VE(X ∗).

(2) Since S is algebraic (resp. Riesz) commuting with T and f (T ) ∈ Σ(X ), by [33]
(Theorem 2.14) (resp. [31] (Theorem 2.129)) we get that f (T ) + S belongs to Σ(X ). Thus,
by Corollary 2, f (T )∗ + S∗ belongs to VE(X ∗).

We say that T ∈ L(X ) is called polaroid if Iso σ(T ) = Π(T ); while T is called
hereditary polaroid if each part of T is polaroid, where a part of T means the restriction of T
to a closed T -invariant subspace. LetHnc(σ(T )) := { f ∈ H(σ(T )) : f is non-constant on
each component of its domain.
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Theorem 12. Suppose that T ∈ L(X ), S is algebraic commuting with T and f ∈ Hnc(σ(T +
K)). If T +K is finitely isoloid, then we have:

1. If T ∗ is hereditarily polaroid, then f (T +K) ∈ VE(X ).
2. If T is hereditarily polaroid, then f (T ∗ +K∗) ∈ VE(X ∗).

Proof. (1) Since T ∗ is hereditarily polaroid, T ∗ ∈ Σ(X ∗) by [31] (Theorem 4.31), and as K∗
is algebraic, by [32] (Theorem 2.3), we get that T ∗ +K∗ = (T +K)∗ ∈ Σ(X ∗). In addition,
T ∗ is polaroid, which is equivalent to saying that T is polaroid, which implies, by [31]
(Theorem 4.24), that T + K is polaroid, or equivalently, f (T + K) is polaroid, by [31]
(Theorem 4.19). Now, T + K polaroid and (T + K)∗ ∈ Σ(X ∗) entails that f (T + K)
satisties properties (w) and (gw), by [34] (Theorem 3.12). Since T +K is finitely isoloid
and polaroid, σLD(T +K) = σb(T +K) and hence, σLD( f (T +K)) = f (σLD(T +K)) =
f (σb(T +K)) = σb( f (T +K)). However, f (T +K) polaroid implies, by [15] (Theorem
4.12), that f (T +K) satisfies property (VΠ), or equivalently, f (T +K) ∈ VE(X ), by [15]
(Theorem 4.5).

(2) This is proved similar to (1).

Following the proof of [32] (Theorem 2.3) we can get:

Lemma 1. Let S , T ∈ L(X ) be such that T S = ST . If S is algebraic, we have:

1. If µ ∈ σ(S) and T ∗ ∈ Σ(X ∗, µ), then T ∗ + S∗ ∈ Σ(X ∗, µ).
2. If µ ∈ σ(S) and T ∈ Σ(X , µ), then T + S ∈ Σ(X , µ).

Theorem 13. Suppose that T ∈ L(X ), S is algebraic such that ST = T S and σSF−+
(T )⋂

σ(S) = ∅. If T ∈ VE(X ) with Iso σa(T + S) = ∅ and σSF−+
(T ) = σSF−+

(T + S), then
T + S ∈ VE(X ).

Proof. If T ∈ VE(X ), then T ∗ satisfies SVEP at µ /∈ σSF−+
(T ). Since S is algebraic and

σSF−+
(T )⋂ σ(S) = ∅, from Lemma 1 it follows that T ∗ + S∗ = (T + S)∗ satisfies SVEP at

µ /∈ σSF−+
(T + S). Thus, by Theorem 1, we conclude that T + S satisfies property (VE).

Theorem 14. Suppose that T ∈ L(X ), S is algebraic such that ST = T S and σSF+
−
(T )⋂

σ(S) = ∅. If T ∗ ∈ VE(X ∗) with Iso σa(T + S) = ∅ and σSF+
−
(T ) = σSF+

−
(T + S), then

T + S ∈ VE(X ).

4. Property (VE) under Tensor Products

Let X and Y be two Banach spaces and X ⊗Y be the algebraic completion (in some
reasonable uniform cross norm) of the tensor product of X and Y . The tensor product
of T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y) on X ⊗ Y is the operator defined as (T ⊗ S)(∑i xi ⊗ yi) =

∑i T xi ⊗ Syi for each ∑i xi ⊗ yi ∈ X ⊗ Y . In this section, we analyze some conditions
that allow property (VE) to be transmitted from the tensor factors T and S to the tensor
product T ⊗ S and vice versa. For this, we consider the following three lemmas.

Lemma 2 ([35], Theorem 3). If T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y) have the Browder’s theorem, then the
following statements are equivalent:

1. T ⊗ S has the Browder’s theorem.
2. σW(T ⊗ S) = σ(T )σW(S) ∪ σW(T )σ(S).

Lemma 3. If T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y), then

σSF−+
(T ⊗ S) ⊆ σSF−+

(T )σ(S) ∪ σSF−+
(S)σ(T )

⊆ σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T ) = σb(T ⊗ S).
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Proof. By virtue of [35] (Lemma 5), σSF−+
(T ⊗ S) ⊆ σSF−+

(T )σa(S) ∪ σSF−+
(S)σa(T ). Thus,

the proof follows from the facts that σa(R) ⊆ σ(R) and σSF−+
(R) ⊆ σb(R) for every

operatorR.

Lemma 4. If T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y) are isoloid and 0 /∈ σp(T ⊗ S), then

E(T ⊗ S) ⊆ E(T )E(S).

Proof. Since T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y) are isoloid, then T ⊗ S is an isoloid operator.
According to this, we have E(T ) = Isoσ(T ), E(S) = Isoσ(S) and E(T ⊗ S) = Isoσ(T ⊗
S).

Suppose that Isoσ(T ) ⊆ {0} or Isoσ(S) ⊆ {0}. By [36] (Proposition 3), Isoσ(T ⊗
S) ⊆ {0}, and as 0 /∈ σp(T ⊗ S), whereby E(T ⊗ S) = ∅, and so E(T ⊗ S) ⊆ E(T )E(S)
holds. Now, suppose that Isoσ(T ) * {0} and Isoσ(T ) * {0}. Then, by [36] (Proposition
3(a)), E(T ⊗ S) ⊆ E(T )E(S).

The following Theorem was proved in [13], but here we give a simpler proof.

Theorem 15. Let T ∈ L(X ) and S ∈ L(Y) satisfy property (Sb). Then, T ⊗ S satisfies
property (Sb), which is equivalent to

σSBF−+
(T ⊗ S) = σ(T )σSBF−+

(S) ∪ σSBF−+
(T )σ(S).

Proof. It is well known that properties (Sb) and (VΠ) are equivalent (see [3] (Corollary
2.5)). In addition, property (VΠ) implies the equality of the Browder spectrum and the
upper semi B-Weyl spectrum (see [3] (Theorem 2.27)). Thus, the proof follows from the
identity σb(T ⊗ S) = σ(T )σb(S) ∪ σb(T )σ(S) (see [37] (Theorem 4.2(a))).

Theorem 16. Let T ∈ VE(X ) and S ∈ VE(Y) be two isoloid operators and 0 /∈ σp(T ⊗ S).
Then, T ⊗ S ∈ VE(X ⊗Y) is equivalent to

σSF−+
(T ⊗ S) = σSF−+

(T )σ(S) ∪ σSF−+
(S)σ(T ).

Proof. Since property (VE) implies the equality between upper semi-Weyl and Browder
spectra (see [3], Theorem 2.27), the direct sense is immediate from [37] (Theorem 3.5).

Conversely, suppose that the identity

(1) σSF−+
(T ⊗ S) = σSF−+

(T )σ(S) ∪ σSF−+
(S)σ(T )

holds. Then, again by [3] (Theorem 2.27), we get that

σSF−+
(T ⊗ S) = σb(T )σ(S) ∪ σb(S)σ(T ) = σb(T ⊗ S).

Thus, we obtain that ∆+(T ⊗ S) = Π0(T ⊗ S) ⊆ E(T ⊗ S). However, we will show
that E(T ⊗ S) ⊆ ∆+(T ⊗ S). If µ ∈ E(T ⊗ S), then µ ∈ E(T )E(S) by Lemma 4. Hence, if
µ = ξν with ξ ∈ σ(T ) and ν ∈ σ(S), then ξ ∈ σ(T ) \σSF−+

(T ) and ν ∈ σ(S) \σSF−+
(S), and

since the identity (1) holds, we get that µ ∈ ∆+(T ⊗ S). Hence, T ⊗ S ∈ VE(X ⊗Y).

Recall that, if A1 ∈ L(X ) and A2 ∈ L(Y) are quasinilpotent commuting with T and
S , respectively, then

(T +A1)⊗ (S +A2) = (T ⊗ S) +Q,

where Q = A1 ⊗ S + T ⊗A2 +A1 ⊗A2 ∈ L(X ⊗Y) is quasinilpotent.

Theorem 17. Let A1 ∈ L(X ) and A2 ∈ L(Y) be quasinilpotent commuting with T and S ,
respectively. If T ⊗ S ∈ VE(X ⊗Y) is isoloid, then (T +A1)⊗ (S +A2) ∈ VE(X ⊗Y).
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Proof. We know that

σ((T +A1)⊗ (S +A2)) = σ(T ⊗ S),

σSF−+
((T +A1)⊗ (S +A2)) = σSF−+

(T ⊗ S).

We also have that an operator satisfies SVEP if and only if any perturbation of it by
a commuting quasinilpotent operator satisfies SVEP. Assume that T ⊗ S ∈ VE(X ⊗ Y).
Then

E(T ⊗ S) = σ(T ⊗ S) \ σSF−+
(T ⊗ S)

= σ((T +A1)⊗ (S +A2)) \ σSF−+
((T +A1)⊗ (S +A2)).

We will show that E(T ⊗ S) = E((T +A1)⊗ (S +A2)). Indeed, if µ ∈ E(T ⊗ S),
then µ ∈ σ((T +A1)⊗ (S +A2)) \ σSF−+

((T +A1)⊗ (S +A2)), and also µ ∈ Iso σ(T ⊗
S). Since µ ∈ Iso σ(T ⊗ S) implies that (T ∗ +A∗1) ⊗ (S∗ +A∗2) satisfies SVEP at µ, if
follows that µ /∈ σW((T +A1)⊗ (S +A2)) and µ ∈ Iso σ((T +A1)⊗ (S +A2)). Hence,
µ ∈ E((T +A1)⊗ (S +A2)) and so, E(T ⊗ S) ⊆ E((T +A1)⊗ (S +A2)). To show the
inclusion E((T +A1)⊗ (S +A2)) ⊆ E(T ⊗ S), let µ ∈ E((T +A1)⊗ (S +A2)). Then
µ ∈ Iso σ(T ⊗ S), and as T ⊗ S is isoloid, µ ∈ E(T ⊗ S). Therefore, E((T +A1) ⊗
(S +A2)) ⊆ E(T ⊗ S) and consequently (T +A1)⊗ (S +A2) ∈ VE(X ⊗Y).

Theorem 18. Let T ∈ VE(X ) and S ∈ VE(Y) be two isoloid operators and let B1 ∈ L(X )
and B2 ∈ L(Y) be two Riesz operators commuting with T and S , respectively. Suppose
that σ(T + B1) = σ(T ), σ(S + B2) = σ(S) and T ⊗ S ∈ VE(X ⊗ Y). The following
are equivalent:

1. a-Browder’s theorem transfers from T + B1 and S + B2 to their tensor product.
2. (T + B1)⊗ (S + B2) ∈ VE(X ⊗Y).

Proof. First of all, let us observe that according to the hypothesis and Theorem 9, we
have that both T + B1 and S + B2 satisfy property (VE), which implies that σ(T + B1) =
σa(T + B1), σ(S + B2) = σa(S + B2), σSF−+

(T + B1) = σb(T + B1) and σSF−+
(S + B2) =

σb(S + B2). In addition, as T , S and T ⊗ S satisfy property (VE), we get that

σSF−+
(T ⊗ S) = σb(T ⊗ S) = σ(T )σb(S) ∪ σb(T )σ(S)

= σ(T )σSF−+
(S) ∪ σSF−+

(T )σ(S)
= σ(T + B1)σSF−+

(S + B2) ∪ σSF−+
(T + B1)σ(S + B2).

Now, we will prove the required equivalences in the theorem.
(1)⇒ (2) Assume that a-Browder’s theorem transfers from T + B1 and S + B2 to

(T + B1)⊗ (S + B2). Then, from the above and by [11] (Lemma 1), we have

σSF−+
(T ⊗ S) = σ(T + B1)σSF−+

(S + B2) ∪ σSF−+
(T + B1)σ(S + B2)

= σa(T + B1)σSF−+
(S + B2) ∪ σSF−+

(T + B1)σa(S + B2)

= σSF−+
((T + B1)⊗ (S + B2))

and
E(T ⊗ S) = σ((T + B1)⊗ (S + B2)) \ σSF−+

((T + B1)⊗ (S + B2)).

Thus, to conclude this part of the proof, we will show that E(T ⊗ S) =
E((T + B1)⊗ (S + B2)) holds. Let µ ∈ E(T ⊗ S). Then, there exist ξ ∈ σ(T + B1) \
σSF−+

(T + B1) and ν ∈ σ(S + B2) \ σSF−+
(S + B2) with µ = ξν. As both T + B1 and

S + B2 satisfy property (VE), it follows that ξ ∈ E(T + B1) and ν ∈ E(S + B2). Thus,
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µ = ξν ∈ σp(T + B1)σp(S + B2) ⊆ σp((T + B1) ⊗ (S + B2)), and using the fact that
µ ∈ σ(T ⊗ S) = σ((T + B1)⊗ (S + B2)), we get that µ ∈ E((T + B1)⊗ (S + B2)).
Conversely, if µ ∈ E((T + B1)⊗ (S + B2)) then µ ∈ Iso σ((T + B1)⊗ (S + B2)). Since
σ((T + B1)⊗ (S + B2)) = σ(T ⊗ S), we have µ ∈ Iso σ(T ⊗ S), and as T ⊗ S is isoloid
(because both T and S are isoloid), it follows that µ ∈ E(T ⊗ S).

(2)⇒ (1) As property (VE) implies a-Browder’s theorem, (T + B1)⊗ (S + B2) has the
Browder’s theorem. As both T + B1 and S + B2 satisfy property (VE), this tells us that
a-Browder’s theorem is transmitted from T + B1 and S + B2 to (T + B1)⊗ (S + B2).

Remark 3. Let X be a Banach space andM be a proper closed subspace of X . We consider
the set P(X ,M) = {T ∈ L(X ) : T (M) ⊆M and there exists an integer k ≥ 1 for which
T k(X ) ⊆M}. For every T ∈ P(X ,M), let TM be the restriction of T onM. According
to the results established in [38], if T ∈ P(X ,M) and 0 /∈ Iso σ(T ), then T ∈ VE(X ) is
equivalent to TM ∈ VE(M). Hence, if T ∈ P(X ,M) and 0 /∈ Iso σ(T ), then the results
given in this work can be preserved from T to TM and reciprocally.

5. Conclusions

The spectral property (VE) implies a range of spectral properties, including the classi-
cal Weyl’s theorems, so this property is somewhat strong. Some necessary conditions were
obtained that guarantee the stable character of property (VE) under the classic perturba-
tions. Among other things, it was concluded that property (VE) is stable under commuting
perturbations: nilpotent, of finite range “but the operator is isoloid”, of Riesz “but the
operator is isoloid and the spectrum of the operator coincides with the spectrum of the
sum of the operator with the Riesz perturbation”, and algebraic when the operator satisfies
SVEP at all points of the spectrum of the algebraic perturbation. Finally, the tensor product
between two operators that satisfy the property (VE) was analyzed and we concluded
that under certain conditions it is stable for quasinilpotent (or Riesz) perturbations in the
factors.
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21. Djordjević, S.V.; Han, Y.M. Browder’s theorems and spectral continuity. Glasg. Math. J. 2000, 42, 479–486.
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