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RESUMEN

En este trabajo, se utiliza el espectro superiormente semi-Weyl y el espectro de un
operador T € L(X), con X un espacio de Banach, para introducir la propiedad (V).
Un operador T se dice que satisface la propiedad (Vg) si el espectro del operador
menos el espectro superiormente semi-Weyl es igual al conjunto de todos los puntos
aislados del espectro que son autovalores de T'. Se estudian las relaciones existen-
tes entre la propiedad (Vi) y otras propiedades tales como: la propiedad (UWEg), la
propiedad (UWg,), la propiedad (Wg), el Teorema generalizado de Weyl, la propie-
dad (Zg,), la propiedad (v), la propiedad (z), la propiedad (gv), la propiedad (gz),
la propiedad (Sw), la propiedad (Saw), la propiedad (gaw), el teorema a-Browder,
entre otras; y se dan condiciones al operador T" para que la propiedad (V) sea equi-
valente a cada una de las propiedades espectrales antes mencionadas. También, se
estudia la suma directa entre dos operadores T'y S que satisfacen la propiedad (Vg),
proporcionando condiciones a los operadores para que la propiedad (Vi) se preserve
mediante la suma directa. Asimismo, para un operador 7' € L(X) se buscan algunas
condiciones para que la restriccién T,, de T satisfaga la propiedad (Vi) para algin
n € N. Ademsds, se estudia la estabilidad de la propiedad (Vg) bajo perturbaciones
que conmutan, es decir, si T" € L(X) satisface la propiedad (Vi) y K € L(X) es
un operador que conmuta con 7' (que satisface alguna condicién adicional), entonces
T + K satisface la propiedad (Vg). Por tltimo, dados dos operadores T' € L(X) y
S € L(Y) que satisfacen la propiedad (Vg), se estudia esta propiedad bajo el pro-
ducto tensorial de Ty S, dando algunas condiciones suficientes a los operadores para
garantizar que la propiedad (Vg) sea trasmitida de factores tensoriales 7'y S a su

producto tensorial.
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INTRODUCCION

En el ano 1900, se publicé el articulo Sur une nouvelle méthode pour la réso-
lution du probléme de Dirichlet debido a E. Fredholm [45], el cual cambi6 el estudio
de la solucién de las ecuaciones integrales y sirvié de inspiracion para que F. Riesz
[66], en el afio 1918, estableciera los métodos abstractos de E. Fredholm en la forma
de operadores compactos, lo cual dié inicio a lo que hoy en dia se conoce como la
teoria de Fredholm. En esta teoria, existen dos clases de operadores que desempenan
un papel fundamental, estos son los llamados operadores de Browder (también cono-
cidos clasicamente como operadores de Riez-Schauder) y los operadores de Weyl, los
cuales han sido objeto de una gama de estudios, como se pueden ver en [1], [4], [5] .
En las ultimas décadas se han desarrollado numerosas investigaciones en el contex-
to de la teoria de Fredholm para operadores lineales acotados, las cuales han dado
origen a nuevas clases de operadores denominados, operadores semi-Fredholm, ope-
radores semi-Browder [49] y operadores semi-Weyl [50]. Estas clases de operadores
han sido ampliamente estudiadas en los textos de P. Aiena [3, 9] empleando como
herramienta fundamental la version localizada de la propiedad de la extension univa-
luada (abreviada SVEP, por las siglas en inglés de singled-valued extension property)
introducida por J. Finch [44] en ano 1975.

En 1909, H. Weyl [73] examiné los espectros de todas las perturbaciones com-
pactas para un operador hermitiano 7', y encontré que un punto esta en el espectro
de cualquier perturbacion compacta 17"+ K del operador 7', precisamente cuando
dicho punto no es un punto aislado de multiplicidad finita del espectro de T'. Este
resultado clasico, fue posteriormente investigado en forma general y formulado de
manera abstracta por L. Coburn [37] en el ano 1966, y es conocido actualmente en
la literatura como el teorema de Weyl. Utilizando los espectros de los operadores
semi-Browder y semi-Weyl, algunos autores han introducido y estudiado varias pro-
piedades espectrales similares al teorema de Weyl. Entre estas propiedades podemos

destacar, el teorema de Browder, el teorema de a-Browder [49], el teorema de a- Weyl
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[61] y la propiedad (w) [11].

Basandose en la teoria de Fredhom, sobre el dlgebra L(X) de todos los ope-
radores lineales acotados que actian en un espacio de Banach complejo infinito di-
mensional X, M. Berkani [18, 20, 28] introduce las clases de los operadores semi B-
Fredholm y semi B-Weyl, como una generalizacién de los operadores semi-Fredholm
y semi-Weyl, respectivamente. El estudio de los espectros de los operadores semi B-
Fredholm y semi B-Weyl, permitié a M. Berkani y J. Koliha [10] introducir cuatro
propiedades espectrales: el teorema generalizado de Weyl, el teorema generalizado de
a- Weyl, el teorema generalizado de Browder y el teorema generalizado de a-Browder,
que son generalizaciones de los teoremas de Weyl, a-Weyl, Browder y a-Browder,
respectivamente.

En los iltimos quince anos se han introducido y estudiado otras propiedades
que involucran a los distintos espectros originados de la teoria de Fredholm y la teoria
de B-Fredholm iniciada por M. Berkani, las cuales tienen similitud con las versiones
de los teoremas de Weyl y los teoremas de Browder, y es por ello, que hoy en dia, en
la literatura se conocen como teoremas tipo Weyl y teoremas tipo Browder. Aunque
existen varias propiedades espectrales enmarcadas dentro de los teoremas tipo Weyl y
tipo Browder, se pueden destacar las de reciente apariciéon, como lo son: la propiedad
(UWEg) y la propiedad (UWr) [24], la propiedad (Bgw) y la propiedad (Bgb) [64],
la propiedad (Sw) y la propiedad (Sb) [65], la propiedad (Zg,) v la propiedad (Z,)
[76], la propiedad (Saw) y la propiedad (Sab) [70].

Motivados por los trabajos donde se han estudiado los diversos teoremas tipo
Weyl y tipo Browder, en este trabajo, se definen y estudian nuevas variaciones de
ellos. Los resultados obtenidos se desarrollan en cuatro capitulos.

En el Capitulo 1, se proporciona una introduccion de las nociones bésicas ge-
nerales que se emplearan a lo largo de todo el trabajo. En el Capitulo 2, se definen
y estudian nuevas variaciones de teoremas tipo Weyl y tipo Browder, las cuales son
mas fuertes, en el sentido que, implican a las otras propiedades definidas en el marco

tedrico en cuestion. Especificamente, se establecen las relaciones existentes entre las
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propiedades espectrales introducidas en este trabajo y las conocidas en la literatu-
ra, siguiendo las técnicas empleadas por J. Sanabria, C. Carpintero, E. Rosas y O.
Garcfa en [69] y [70]. En el Capitulo 3, se establecen caracterizaciones de estas nuevas
propiedades espectrales mediante restricciones del operador utilizando los métodos
dados por C. Carpintero, O. Garcia, D. Munioz, E. Rosas y J. Sanabria en [33], C.
Carpintero, D. Munoz, E. Rosas, J. Sanabria y O. Garcia en [34] y C. Carpintero, E.
Rosas, J. Rodriguez, D. Munoz y K. Alcald en [35]. También, se estudia la estabili-
dad bajo sumas directas ortogonales al estilo de los trabajos hechos por A. Arroud
y H. Zariouh en [17], M. Berkani, M. Kachad, H. Zariouh y H. Zguitti en [25], M.
Berkani y H. Zariouh en [32], B. P. Duggal y C.S. Kubrusly en [43]. En el Capitulo
4, se estudia la estabilidad de esta nueva propiedad espectral bajo perturbaciones
por operadores nilpotentes, operadores de potencias de rango finito, operadores de
Riesz y operadores algebraicos que conmutan con el operador involucrado y se ana-
lizan condiciones suficientes que permitan la estabilidad de esta nueva propiedad
espectral bajo el producto tensorial de dos operadores. La mayoria de los resultados
presentados en los Capitulos 2, 3 y 4 fueron publicados en los trabajos [71], [72] y

[16] respectivamente.

Entre los aportes fundamentales de este trabajo, cabe senalar que se lograron:

» Introducir nuevas propiedades espectrales, denominadas (Vg) y (Vg,), como

variaciones fuertes de los teoremas tipo Weyl.

» Establecer relaciones entre las propiedades (Vg), (Vg,) y otros teoremas tipo

Weyl y tipo Browder.

» Caracterizar las propiedades espectrales (Vi) y (Vg,), bajo ciertas hipétesis de

la SVEP en un punto.

» Estudiar la estabilidad de las propiedades (Vg), (Vi1), (Vi1,), (Saw), (Sw), (Sab)

y (Sb), bajo sumas directas ortogonales.
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» Caracterizar las propiedades (Vg), (Vi1), (Vi1 ), (Saw), (Sw), (Sab) y (Sb), para

un operador 7" en términos de restricciones del referido operador.

» Estudiar la estabilidad de la propiedad (Vg), bajo perturbaciones de un ope-

rador que conmutan con el mismo.

» Estudiar la estabilidad de la propiedad (Vg), bajo el producto tensorial de dos

operadores.

El impacto de los resultados mencionados anteriormente se ve traducido en los
articulos de investigacién [16], [71] y [72], que han sido publicados en revistas indexa-
das en MathSciNet, Scopus, Scimago Journal Rank (SJR) y Jounal Citation Report
(JCR), y actualmente sirven de referencia para otros investigadores interesados en

el tema.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se describen en forma general las nociones bésicas y los re-
sultados que seran estrictamente necesarios y de gran utilidad para el desarrollo de
este trabajo. Cabe destacar, que la mayoria de estos resultados presentados en este
capitulo son hechos conocidos en la literatura, por lo que en su debida oportuni-
dad, se dan ciertas citas respecto a las referencias bibliograficas en donde se puede

ahondar en mayores detalles sobre las nociones y resultados aqui tratados.

1.1. Operadores lineales acotados

En esta seccion, se introducen y estudian ciertos pardmetros asociados a un
operador lineal acotado, asi como también algunas relaciones importantes entre éstos
y los correspondientes, a las restricciones del operador sobre algunos subespacios es-

pecificos de su dominio.

Se denotard por L(X) el dlgebra de los operadores lineales y acotados que
actuan sobre un espacio de Banach y se supondra a lo largo de todo el trabajo que
X es un espacio de Banach complejo e infinito dimensional. Dado 7" € L(X), es
conocido que

N({T) = {zeX:Tz =0},
R(T) = {Tx:xz¢€ X},

son subespacios T-invariantes de X. Asi como también lo son

N(IT") = {xeX:T"z =0},
R(T") = {T"z:z € X}

cualquiera sea n € N.



Para cada n € N, T,, denotaré la restricciéon de T' € L(X) sobre el subespacio
R(T™) = T™(X). Algunas relaciones ttiles de estas restricciones se dan a continua-

cion.
Lema 1.1. Dado un operador T' € L(X), entonces:

(1) N(T,,) € N(T,,) siempre que m > n;

(2) R(T!") = R(T™™) = R(T) cualesquiera sean m y n;
(3) (T™) Y (R(T™™)) = R(T™) + N(T™) cualesquiera sean n y m;

(4) TYN(T™) N R(T™™)) = N(T) + N(T™™) N R(T™) para todo n, m;
(5) T™(N(T™*™)) = N(T™) N R(T™) cualesquiera sean n y m;

R(T™) X
(6) R(T™+1)y — R(T)+N(T™)

para todo n;

7 N(T)NR(T™) . NI H+R(T)
(7) N(T)NR(T"+1) — "N(T™)+R(T)

para todo n.

Demostracion.
(1) vy (2) son consecuencias inmediatas de la definicién de T,,.

(3) Stz € R(T™) + N(T™), existen u € R(T™), v € N(T") y * = u+ v. Luego,
Ty = T'u + T = T'u € T(T™(X)) = T"™™(X) = R(T™™). Por lo cual
z € (T™)"Y(R(T™™)). Reciprocamente, z € (T™)"'(R(T™"™)) implica que T"z =
Ty, para algin v € X. Asi, T"(x — T™u) = 0, por lo cual x — T™u € N(T") y
entonces v = T"u + (x — T™u) € R(T™) + N(T™).

(4) Six € T"Y(N(T™) N R(T"™)), Tx € N(T™) N R(T™"), entonces Tz € N(T™)
y Tz € R(T™). Por lo cual Tz = T""u, para algin v € X, lo que implica
que T Y (T) = T™(T" ) = T™(Tz) = 0. Asi, T"u € N(T™) y adem4s
T(x —T"u) = 0. Por lo tanto,

r=x—T'u+T"we N(T)+ N(T™)NR(T").



Reciprocamente, si x € N(T) + N(T™") N R(T™), entonces existen u € N(T) y
v € N(T™M) N R(T™) tales que z = u + v. Luego, Tw = Tv € N(T™) N R(T"),
pues 7™y = T™(Tv) = 0, de donde resulta que x € T-H(N(T™) N R(T™™)).

(5) x € N(T™*"), implica que T™"(T"x) = Tz = 0. Asi, T™z € N(T™) N R(T™).
Reciprocamente, si y € N(T") N R(T™), existe x € X tal que y = T™z y ademaés,
Ty = T™(T™x) = Ty = 0. Es decir, y = T™x para algin z € N(T™t"), y se
tiene que y € T™(N(T™)).

(6) Tz + R(T™) = Ty + R(T"*), implica que
T"(x —y) = T"x — T € R(T™).
Luego, # —y € (T™) " (R(T")) = R(T) + N(T™) y asi,
+ (R(T) + N(T")) = y + (R(T) + N(T™)).

Por otra parte, si x + (R(T) + N(T")) = y + (R(T) + N(T™)), entonces = — y €
R(T) + N(T™) = (T™)"Y(R(T™")). En consecuencia,

T — Ty =T"(x —y) € R(T™),

de donde sigue la igualdad T"z + R(T™") = T"y + R(T™). Asi, se concluye que
la aplicacién T"z + R(T"™') — x + (R(T) + N(T™)) es un isomorfismo, cualquiera

sea n.

(7) Por el inciso (3), sigue que
(TN R(T?))  N(T™) + R(T)

(Tm)~Y(R(T™H1))  N(T")+ R(T)
Por otra parte, si x € (T"")~"}(R(T™"?)), entonces T x = T"* 2y, para algiin
u € X. Esto implica que T'(T"x — T""u) = 0 y como T""u € R(T™) C R(T™),
se tiene que T"x — T""'u € N(T) N R(T™). Asi, para cada x € (T"™)"(R(T™"?)),
existe u € X tal que T"x —T""'uw € N(T)NR(T"). Ahora siy € (T") Y (R(T™"?))

y ocurre que  —y € (T™)"Y(R(T™")), entonces

T'w — Ty =T"(x —y) € R(T™),



y existen vectores u, v en X, tales que
T"w — Ty — (TMy — T ) = T (w — ) + T (v —u) € R(T™).
Puesto que,
T(T"x — Ty — (T"y — T ) = T e — TPy — Ty + T2y = 0,

se sigue que (T"z — T" ) — (T"y — T" ) € N(T) N R(T™). Reciprocamente,
en caso que (T"z — T" ) — (T"y — T"w) € N(T) N R(T™), se obtiene que

Ty — Ty = (T"z — T" ) — (T"y — T ) + T (u —v) € R(T™),

por lo que z —y € (T")"Y(R(T™1)). Segtin esto, la aplicacién

NI+ R(T) _ (T)THR(T)  N(T) 0 R(TT)
N(T") +R(T) — (T")"Y(R(T"Y)  ° N(T)n R(T)’

o+ (T")HR(T)) = T — T u+ N(T) N R(T™),
cualquiera sea u € X tal que T" 'z = T2y, es un isomorfismo. O

El pardmetro que a continuacion se describe permite caracterizar cuando el
rango de un operador es cerrado, condicion esta que se le exigird a muchas clases

importantes de operadores.

Definicién 1.1. Sean X un espacio de Banach y 7' € L(X) un operador no nulo. El

modulo minimal reducido de T', denotado v(T'), viene dado por la expresién

[ T|
T) — .
W)= G (z, N(T))

En la siguiente proposicién se describe la relacion existente entre el modulo

minimal y el rango de un operador.

Teorema 1.1. Sean X un espacio de Banach y T € L(X) un operador no nulo.
Entonces,

R(T) es cerrado < ~(T) > 0.



Demostracion. Véase [51, Proposition 36.1]. O

Es de interés observar que y(T) = v(T™), donde T* € L(X*) es el dual de T

(véase [59, Theorem 10.3]). Segin esto, y el Teorema 1.1 se tiene que
R(T) es cerrado < R*(T™) es cerrado.

Definicién 1.2. Sea X un espacio de Banach. Un subespacio M de X se dice

paracompleto o paracerrado, si M es el rango de un operador acotado.
Observemos que para A # 0y T € L(X),
(Al =T)(N(T)) = N(T).
Ademés, por el inciso (5) del Lema 1.1,
T™(N(T™™) = N(T™) N R(T™).

Asi, N(T') y N(T™) N R(T™) son subespacios paracompletos.

La siguiente proposicién, conocida en la literatura matematica como el Lema
de Neubauer [56], proporciona condiciones suficientes bajo las cuales subespacios

paracompletos son cerrados.

Lema 1.2. Sean X un espacio de Banach y M, N subespacios de X. Si M y N son
subespacios paracompletos tales que NN M y N + M son cerrados, entonces N y M

son cerrados.
Demostracion. Véase [56, Proposition 2.1.1.]. O
Lema 1.3. Sean T € L(X) y d € N tales que
R(TYNN(T) = R(T™) N N(T),
para todo entero n > d. Entonces las siguientes enunciados son equivalentes:

(1) N(T9) + R(T) y N(T) N R(T?) son cerrados en X ;



(2) R(T) es cerrado;

(3) R(T™) es cerrado para todo n > d;

(4) R(T") + N(TY) es cerrado siempre que i+ j > d.

Demostracion. Véase [67, Lemma 1.1.4.]. O

A partir de las sucesiones de subespacios formadas, respectivamente, con los
nicleos e imagenes de las potencias de un operador lineal, se derivan también dos
parametros importantes asociados con el operador, los cuales se describen seguida-

mente.

Definicién 1.3. Sean X un espacio vectorial y T': X — X un operador lineal. El

ascent de T, denotado p(T), se define segiin

min {n: N(T") = N(T"™)} ,si{n:N(T")=NT")} #£0
p(T) =
00 si{n: N(T") = N(T"H} = 0.

En forma similar, el descent de T, denotado ¢(7'), se define como

min {n: R(T") = R(T"™)} ,si{n:R(T") = R(T"™)} #0
q(T) =
00 ,si{n: R(T™) = R(T"™)} = 0.

Observe que p(T") = 0 (resp. ¢(T)) = 0) si y solo si T es inyectivo (resp.
sobreyectivo).

Si T € L(X) y M es un subespacio T-invariante (esto es, T (M) C M),
entonces N(T' | M) = N(T)NM. Mas atn, N((T'| M)") = N(T™) N M para todo n,
pues T'(M) C M. Asi, p(T) < oo implica que p(T | M) < oo; yaquesip = p(T) < oo,
entonces N(T") = N(T?) cualquiera sea n > p. Luego N((T'| M)") = N(T")NM =
N(TP)NM = N((T | M)?), por lo que p(T | M) < p(T) < c0. Pero, p(T | M) < o0
no implicard, en general, que p(T") < co. No obstante, para el caso que M = R(T™),

n € N se tienen los siguientes resultados.



Lema 1.4. Para T € L(X), se cumplen los siguientes enunciados:

(1) Sip(T) yq(T) son ambos finitos, entonces p(T') = q(T).

(2) Sip(T) yq(T) son ambos finitos, entonces a(T) = B(T).

(3) Sia(T) =p(T) <oo yp(T) oq(T) es finito, entonces p(T) = q(T).

Demostracion. Para consultar la prueba de (1), véase [51, Proposition 38.3|. Para

las pruebas de (2) y (3), véase [51, Proposition 38.6]. O
Lema 1.5. Para un operador T € L(X),

(1) Los siguientes enunciados son equivalentes:

(a) p(T) < o0;
(b) Existe i € N tal que p(T;) < oo para todo j > i;

(c) Emiste k € N tal que N(T;) = {0} para todo j > k.
Ademas,

(2) Si p(T;) < oo para algin i € N, entonces existe j > i tal que p(T;) < oo y

p(Ty) = p(T;) cualquiera sean > j.

Demostracion.

(1). (a)=(b). Suponga que p = p(T) < oo, y sea y € N(T) N R(T7), con j > p.
Segin esto, y = TVz, para algin x € X, y ademds se tiene que Tz = T'(T7x) = 0.
Luego z € N(T*') = N(T”), pues j > p, en consecuencia y = T7z = 0. Asf,
N(T) N R(T7) = {0}, implicando esto que N(Tj) = N(T) N R(T7) = {0}, para todo
J > p. Por lo tanto, Tj es inyectivo cuando j > p, o equivalentemente p(7j) = 0 < oo,
para todo 7 > p.

(b)=>(c). Suponga que existe ¢ € N tal que p(T;) < oo, para todo j > i. Sea

p = p(Tj), j > i, procediendo de manera andloga como en el caso anterior se obtiene



que N(T;) N R(T}") = {0}, para todo m > p. Segiin esto, y de acuerdo con el inciso
(2) del Lema 1.1,

N(Tyiy) = N(T)NR(IT™)
= N(T)N (R(T?) N R(T™7))
= (N(T) N R(TY)) N R(T}")
= N(T;) N R(T}")

= {0}.

En consecuencia, N(7;) = {0}, siempre que j > p + 1.

(c)=(a). Suponga que existe k € N tal que N(7};) = {0}, para todo j > k. Entonces,
N(T)N R(T7) = {0} para j > k. Si & € N(T7"), entonces T'(TVz) = T7 'z = 0.
Luego, Tz € N(T) N R(T?) = {0}, asi x € N(T) y resulta la igualdad N(T7*1) =
N(T7), de donde sigue que p(T) < .

(2). Observe que T,y = Ty, | R(T™"), para todo n. Segin esto, y conforme a lo
senalado anteriormente, si p(7;) < oo para algin i € N, entonces p(T;11) < ooy
p(Tiy1) < p(T;). Procediendo en forma inductiva, se concluye que p(7,,) < ooy
p(T,) < p(T;) cualquiera sea n > i. De acuerdo con lo anterior, sigue que (p(7,))n>i

es una sucesion acotada y decreciente de enteros no negativos, por lo que existe 7 > 1

(por la construccién) tal que p(7;,) = p(T;) para n > j. O

Similarmente, también se tienen las siguientes propiedades para el descent de

un operador 7"y de sus restricciones T,.
Lema 1.6. Para un operador T € L(X),
(1) Las siguientes enunciados son equivalentes:

(a) ¢(T) < ooy

(b) Existe i € N tal que q(1;) < oo, para todo j > i;



¢ ara cada ) € N, existe un subespacio Y, de que satisface
P da j €N, exi b 0Y; de X :
Y; C N(T™D) X =Y; @ R(TY).

Ademas,

(2) Siq(T;) < oo para algin i € N, entonces existe j > i tal que q(1;) < oo y
q(T,,) = q(T3) para todo n > j.

Demostracion.

1. (a)<(b). Suponga que ¢ = ¢(T") < oo, seglin esto y por el inciso (2) del Lema 1.1,

se tiene que para j > g,

R(TY) = R(T*) = R(T"H) = R(TI).

J

En virtud de lo cual R(T}) = R(T;]H). Lo que implica que ¢(7}) < oo, para j > q.

J
Reciprocamente, si ¢ = ¢(7};) < oo para todo j > i, se tiene que

R(T*) = R(T{) = R(T{™) = R(T7*etH).

J

De donde se concluye que ¢(T") < oo.

(a)<(c). Es consecuencia de [51, Proposition 38.2.].

2. 8i ¢ = q(T}) < oo, para algin i € N, entonces R(T?"") = R(T*™). En virtud del
inciso (2) del Lema 1.1, se tiene que R(Tf,,) = R(TE). Asi, ¢(Tiy) < q(Th) < oo,
Procediendo en forma inductiva, se obtiene una sucesion de enteros no negativos

(¢(T},))n>i que es decreciente y acotada superiormente, luego existe j > i tal que

q(T,,) = q(Tj), cualquiera sea n > j. [

Lema 1.7. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:
(a) p(T) < oo;

(b) Eziste i € N tal que T} es inyectivo;
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(c) Eziste k € N tal que p(T}) < oo.
Demostracion. Se obtiene inmediatamente del Lema 1.5. O

Lema 1.8. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. Entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(a) ¢(T) < oo;

(b) Emiste i € N tal que T es sobreyectivo;
(c) Euxiste k € N tal que q(T}) < oo.

Demostracion.
(a)&(c). Se obtiene inmediatamente del Lema 1.6.

(a)<(b). Suponga que g := ¢(T) < 1. Entonces,
T9(X) =T""1(X) = T(T"(X)) = R(T"),

por lo que T}, es sobreyectivo. Reciprocamente, si T}, es sobreyectivo para algin k € N,

entonces

THI(X) = T(T(X)) = R(T*) = T*(X),
asi ¢ < k. m

Lema 1.9. Si T € L(X) yp = p(T) < oo, entonces los siguientes enunciados son

equivalentes
(1) Exzisten > p+1 tal que R(T™) es cerrado;
(2) R(T™) es cerrado para todo n > p.

Demostracion. Sea c;(T) := dim(N(T%)/N(T*')). Claramente, p = p(T) < oo, lo
cual implica que ¢;(T) = 0 para todo i > p , asf, k;(T) = ¢;(T) — ¢;.,(T) = 0 para

todo ¢ > p. La equivalencia sigue fécilmente de [19, Lemma 12.]. O
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Observacién 1.1. Por [51, Proposition 38.1], si p = p(T') < oo, entonces T?(X) N
N(T) = {0}. Pero, ya que TP (X) C T?(X), se sigue que TP (X) N N(T) =
TP(X)NN(T).

Otros pardmetros de utilidad asociados con un operador T € L(X), se intro-

ducen en las siguientes definiciones.

Definicién 1.4. Sean X un espacio vectorial y T' € L(X). Las deficiencias de T
con respecto a su nucleo N(T') y su imagen R(T) denotadas, respectivamente, por

a(T)y B(T), se definen en la forma siguiente
a(T)=dim N(T') y pB(T) = codim R(T).
Si las deficiencias de T son finitas, se define el indice de T, denotado ind (7"), como
ind (T) = a(T) — B(T).

Con respecto a las deficiencias de las restricciones T),, se tienen los resultados

siguientes.
Lema 1.10. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si a(T;) < 0o para cierto i € N, entonces existe un entero j > i tal que o(T),) =

a(T;) < oo cualquiera sea n > j.

(2) Si B(T;) < oo para cierto i € N, entonces existe un entero j > i tal que 5(T,) =

B(T;) < oo cualquiera sea n > j.

Demostracion.

(1). Para algin i € N, a(7;) = dim N(T;) < oco. Como N(T;11) € N(T;), resulta que
a(Ti11) < aT;). Procediendo en forma inductiva, se tiene que a(7,41) < o(T},) < 00
para todo n > i. Asi, («(7},))n>i s una sucesion decreciente y acotada superiormente,

por lo que existe un entero j > i tal que a(7),) = a(T}) < oo, cualquiera sea n > j.
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(2). En virtud del isomorfismo ijﬁi)l) ™ BT ﬁV(Tn)’ se tiene que
R VAD ) X .
T,) =dim —— =d = cod T)+ N(T™)).
B(T,) im BT im ROT) + N(T) codim (R(T) + N(T™))

Siendo que R(T) + N(T%) C R(T) 4+ N(T™*'), resulta que
codim (R(T) + N(T"™)) < codim (R(T) + N(T")).
Segtin esto, y siendo que B(T;) < oo,
B(Tis1) = codim (R(T) + N(T**)) < codim (R(T) + N(T")) = B(T;) < oo.

Procediendo en forma inductiva, (5(7},)),>: es una sucesion decreciente de enteros no
negativos acotada superiormente, por lo que existe un entero j > i tal que §(7,) =

B(T;) < oo, para todo n > j. ]

Definicién 1.5. Sea T un operador lineal sobre un espacio vectorial X. El hiper-

rango de T', denotado por T°°(X), se define como
T(X) = () R(T")
n=0
y el hiper-micleo, denotado por N'°(T'), se define como
N>(T) = () N(T").
n=0
Claramente, de la definicién anterior se observa que T(X) y N°°(T) son

subespacios T-invariantes de X.

Definicién 1.6. Sea T' € L(X). El core analitico de 7', denotado por K(T'), es el
conjunto de todos los # € X para los cuales existe una sucesién (z,) € X y un
nimero real § > 0 tales que: © = xg, TTpi1 = T, ¥ ||2a]| < 0"||2||, cualquiera sea

n € N.

Es conocido que K(T') es un subespacio de X tal que T(K(T)) = K(T) y
K(T) CT>(X) (véase [1, Theorem 1.2.1]).
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Definicién 1.7. Sea T' € L(X). La parte cuasi-nilpotente de T, denotada por Hy(T'),

se define como el conjunto
Ho(T) = {x € X : lim ||T"z||"™ = 0}.
n—oo

Claramente, Hy(T') es un subsepacio lineal de X que en general no es cerrado
y es tal que N(T™) C N(T) C Hy(T), para cada m € N. Ademés, T es cuasi-
nilpotente si y solo si Hy(T') = X (véase [1, Theorem 1.68]).

1.2. Operadores semi-Fredholm y Fredholm

En esta seccién, se introducen los operadores semi-Fredholm, superiormente
semi-Fredholm, inferiormente semi-Fredholm y de Fredholm. Se dan algunas propie-
dades basicas de estos y en especial se hace mencién de dos importantes tipos de
operadores semi-Fredholm, como lo son, los operadores acotado inferiormente y los
sobreyectivos. También, se introducen los operadores semi-Browder, Browder y de

Weyl, asi como los espectros determinados por dichas clases de operadores.

Definicién 1.8. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de todos los ope-

radores superiormente semi-Fredholm en L(X), denotada ®, (X), se define como
O (X)={T e L(X):a(T) <oy R(T) es cerrado},

y la clase de todos los operadores inferiormente semi-Fredholm en L(X), denotada

®_(X), por
O_(X) ={T € L(X) : B(T) < oo},

Las clases de los operadores semi-Fredholm y de Fredholm en L(X) se definen como

PL(X)=D (X)UDP_(X)y P(X) =P, (X)NP_(X), respectivamente.

Teorema 1.2. Suponga que X un espacio de Banach y T, S € L(X). Entonces, los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si ST € _(X), entonces S € _(X).
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(2) Si ST € ¢, (X), entonces T € ¢, (X).
(3) Si ST € ®(X), entonces T € P (X) y S € d_(X).
Demostracion. Véase [3, Theorem 1.46], considerando X =Y = Z. O

Teorema 1.3. Suponga que X un espacio de Banach y T, S € L(X). Entonces, los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) SiTed_ (X)ySed_(X), entonces ST € _(X).
(2) SiTed (X)ySed, (X), entonces ST € ¢, (X).
(3) SiT e d(X)yS e d(X), entonces ST € ¢(X).

En particular, si T pertenece a una de las clases ®_(X), ¢, (X), ®(X) entonces T"

pertenece a la misma clase para todo n € N.
Demostracion. Véase [3, Theorem 1.42], considerando X =Y = Z. O

Para la clase de los operadores semi-Fredholm, la nociéon de indice de un

operador se define en la forma siguiente.

Definicién 1.9. Si T' € &, (X), el indice de T, denotado ind(T"), estd dado en la

forma siguiente

’

a(T) — B(T), sia(T)y B(T) son finitos,

ind(7") = +00, si a(T) = +o0,

—00, si B(T) = +o0.

\

Obviamente, el indice de un operador semi-Fredholm es un ntimero entero 6
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Observaciéon 1.2. A continuacion se destacan una serie de propiedades relativas a

la naturaleza algebraica y topoldgica de las clases de los operadores semi-Fredholm

y Fredholm, como subconjuntos del dlgebra L(X), asi como también propiedades

de perturbacién, dualidad y algunas formas de representacién de dichas clases de

operadores. Para los detalles correspondientes a las afirmaciones que siguen, puede

consultarse la referencia [53].

(a)
(b)

¢, (X), P_(X) y ¢(X) son semi-grupos multiplicativos de L(X).

Las nociones de operadores superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-

Fredholm son mutuamente duales, en el sentido siguiente:
Ted (X)) & Tred (X)),

Ted (X) & Tred (X).
Mas aun,

a(T)=p(T7) y  B(T) =a(T7),

p(T)=q(T*) y q(T)=pT").

¢, (X), _(X) y ®(X) son subconjuntos abiertos en L(X). Esto es, para cada
operador 7' € ¢, (X), existe un nimero € > 0 tal que si un operador S € L(X)

satisface que ||S|| < €, entonces T'+ S € &, (X). Ademas,
a(T+S)<«o(T) y ind(T+S)=ind (T).

De manera analoga, dado 7' € ®_(X), existe un nimero ¢ > 0 para el cual si
S € L(X) satisface que ||S|| < ¢, entonces T'+ S € ®_(X), y también se tiene
que

B(T+S)<B(T) y ind(T+S)=ind (7).

De lo anterior también se tiene que la funcién indice

ind: &.(X) - ZU{£oo},
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es constante sobre las componentes conexas del abierto @, (X) (resp. ®_(X) y

®(X)).

SiT e ®,(X) (resp. ®_(X)) y K es un operador de rango finito, o compacto, en
L(X), entonces T+ K € &, (X) (resp. P_(X)). Més aun, ind (T'+ K) = ind (T),
cualesquiera sean 7' € &, (X) y K de rango finito o compacto en L(X).

Para un operador 7" € L(X), T € ®(X) e ind (T') = 0, justamente cuando
T tiene la forma T = S + K, en donde S es un operador invertible y K es
compacto (o de rango finito) en L(X). Ademds, T'€ ¢, (X) yind (T) <0siy
solo si T'= S + K, donde S es un operador inyectivo con rango cerrado y K es
compacto (o de rango finito) en L(X). Andlogamente, '€ ®_(X) y ind (7') > 0
equivale a la representacion T' = S + K, con S un operador sobreyectivo y K

compacto (o de rango finito) en L(X).

Seguidamente se describen ciertas partes del espectro cldsico o(7') de un ope-

rador T' € L(X), con X un espacio de Banach complejo infinito dimensional, motiva-

das por los operadores definidos anteriormente, asi como también algunas relaciones

existentes entre ellas.

Definicién 1.10. Para un operador T € L(X), el espectro superiormente semi-

Fredholm estéd definido como

ouf(T)={ANeC:AN[-T¢d (X))}

y el espectro inferiormente semi-Fredholm se define por

o (T) ={AeC: A\ —T ¢ &_(X)}.

Mientras que los espectros semi-Fredholm y de Fredholm estan definidos, respecti-

vamente, por

o (T)={N€C A -T ¢ (X)} v op(T)={\eC: N —T ¢ dX)}

Observe que,
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05f(T) = 0us(T) Moy (T), 04(T) = 0us(T) Ui (T).

En lo que resta de esta seccidon, se introducen otras clases particularmente

importantes de operadores y sus respectivos espectros.

Definicién 1.11. Un operador T' € L(X) se dice acotado inferiormente, si T es

inyectivo y R(T) es cerrado.

En el siguiente lema se dan algunas relaciones de interés entre las nociones de

operadores sobreyectivo y acotado inferiormente.
Lema 1.11. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) T es sobreyectivo (respectivamente, acotado inferiormente) si y solo si T* es

acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo).

(2) SiT es acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo), entonces \I —T

es acotado inferiormente (respectivamente, sobreyectivo), para todo |A| < (7).
Demostracion.

(1). Suponga que T es sobreyectivo. Entonces, trivialmente 7" tiene rango cerrado y

— 1
asi, T* también tiene rango cerrado. De aqui, y por la igualdad N(7*) = R(T) , se
obtiene que

N(T) =R(T) = R(T)* = X" = {o}.

Luego, N(T*) = {0}, por lo que T™ es acotado inferiormente.
Reciprocamente, si 7% es acotado inferiormente, entonces N(7%*) = {0} y
R(T™) es cerrado. De esto tltimo sigue, por lo observado en el Teorema 1.1.1, que

R(T) es cerrado. De acuerdo con lo anterior y en virtud de la igualdad R(T) ==+

N(T*), se tiene que
R(T) = R(T) =+ N(T") =* {0} = X.

Es decir, R(T') = X y por lo tanto T' es sobreyectivo.
Para el caso T acotado inferiormente si y solo si 7™ es sobreyectivo, se procede

en forma similar al caso demostrado anteriormente.
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(2). De la definicién de médulo minimal de T,

~(T) = inf {dist !Z%(T» cx ¢ N(T)} ,

resulta la desigualdad

y(T)dist (z, N(T)) < ||Tz| , para todo = € X.
Si T acotado inferiormente, entonces N(T') = {0} y R(T) es cerrado, y se tiene que
|Tz|| > ~(T)||x|| para todo z € X,
con v(T') > 0. Puesto que
A = Ta|| = [Tz = Axl| = [ T|| =[] (Vo € X),
se deduce de lo anterior, la desigualdad
A = T)z|| = (4(T) = [A]) ||| para todo z € X,

lo que implica que A — T es inyectivo para todo |A| < (7). Asi, A\I — T es acotado
inferiormente, para todo |A| < v(T).

Para el caso T sobreyectivo, observe que segin lo demostrado en la parte
(1), T* es acotado inferiormente; asi A\I* — T™* es acotado inferiormente siempre que
|IA| < 4(T*) = v(T). Siguiendo de esto, nuevamente por lo demostrado en el inciso

(1), que M — T es sobreyectivo para cada |A| < v(T). O

Definicién 1.12. Para un operador 7' € L(X), el espectro aproximado puntual de

T, denotado por o,(T"), es definido como
0,(T) ={X € C: A\ —T no es acotado inferiormente}.

Definicién 1.13. Para un operador T' € L(X), el espectro sobreyectivo de 7', deno-

tado por o4(7T), se define como

0s(T) ={A € C: A\ — T no es sobreyectivo}.
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Note que en virtud del inciso (1) del Lema 1.11, el espectro aproximado pun-
tual y el espectro sobreyectivo son duales cada uno del otro, en el sentido de las

igualdades 0,(T') = 05(T%) y 0,(T*) = 04(T). Ademés, también se tiene que;
o(T) = 0,(T)Uos(T).

Definicién 1.14. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de todos los

operadores superiormente semi-Browder en L(X), denotada By (X), se define como
B.(X) ={T € ®.(X) : p(T) < oo},
y la clase de los operadores inferiormente semi-Browder, denotada B_(X), por
B (X)={T € ®_(X):q(T) < oco}.
Ademas, B(X) = B (X) N B_(X) define la clase de los operadores de Browder en
L(X).

Las clases B (X) y B_(X) fueron introducidas por R. Harte en [49]. La
clase de los operadores de Browder, también es conocida en la literatura como la
clase de los operadores de Riesz-Schauder. Para T' € B, (X) se tiene que ind(T') =
dimN (T) — codimT(X) < 0, mientras que para 1" € B_(X), se tiene que ind(T") > 0.
Note que un operador acotado inferiormente es un operador superiormente semi-
Fredholm con rango cerrado y ascent finito. Asi, todo operador acotado inferior-
mente es superiormente semi-Browder. Andlogamente, todo operador sobreyectivo

es inferiormente semi-Browder.

Teorema 1.4. Sean T' € L(X) y Ao un punto aislado de o(T). Entonces, los si-

guientes enunciados son equivalentes:
(1) Aol — T € 4 (X);
(2) Mol —T es Browder;

(3) Ho(Aol —T) es de dimension finita,
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(4) K(AoI —T) es de dimension finita.
Demostracion. Véase [1, Theorem 3.77). O

Seguidamente se introduce otra importante clase de operadores, conocidas

como los operadores de Weyl.

Definicién 1.15. Sea X un espacio de Banach complejo. La clase de los operadores

superiormente semi-Weyl en L(X), denotada W, (X), se define como
W.(X) = {T € ®,(X) s ind (T) < 0}

y la clase de los operadores inferiormente semi-Weyl, W_(X), por
W (X)={T € ®_(X):ind (T) > 0}.

W(X) =W (X)NW_(X) ={T € &(X) : ind(T") = 0}, define la clase los operadores
de Weyl en L(X).

Observe que B(X) C W(X), ya que cada operador T' € L(X) de Fredholm
en X, con p(T)yq(T) finitos, necesariamente tiene indice cero.

Las distintas clases de operadores definidas anteriormente motivan, de manera
natural, la definicién de ciertos espectros asociados respectivamente a cada uno estos,

los cuales se introducen a continuacion.
Definicién 1.16. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X).
ow(T) ={A € C: Al =T ¢ BL(X)},
ow(T)={\eC: N[ -T ¢ B_(X)},
o(T)={ e C: N[ -T ¢ B(X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi-Browder, inferiormente

semi-Browder y de Browder de T

Claramente,



21

O'b(T) = O'Ub(T) U Ulb(T).

Ademas, de la definicién anterior y las propiedades de los operadores semi-

Fredholm, se tiene que
ow(T) = ow(T7), ow(T) = ow(T).

Por lo cual,

op(T) = op(T™).
De manera natural, se introducen los espectros de Weyl, en la siguiente defi-
nicién.
Definicién 1.17. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X).
USF;<T) ={AeC: AT =T ¢ Wy (X)},
oopt(T) = A€ C A= T ¢ W (X)),

ow(T)={AeC: N -T ¢ W(X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi-Weyl, inferiormente semi-

Weyl y Weyl de un operador T' € L(X).

Claramente,

Ademas,
OsF; (T) = 0gp+(T7) y ogp+(T) = Osr; (7).
Mas atn, se tienen las siguientes inclusiones:
04(T) C ow(T) C oy(T),

05f(T) C ous(T) C ow(T) C ou(T),
osf(T) C o1p(T) C ow(T) C a3 (T).
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De manera similar a los espectros semi-Browder, se tienen las siguientes igual-

dades:

USF;(T) ogpt (1),
Ospt (T) = Osr; (T7),
O’SF(T) = O'SF(T*).

1.3. Propiedad de la extensién univaluada (SVEP)

En esta seccién, se presenta la propiedad de la extension univaluada locali-
zada en un punto, versién introducida por J. Finch [44], y se dan caracterizaciones

para esta propiedad en el caso de los operadores semi-Fredholm.

Definicién 1.18. Un operador T' € L(X) sobre un espacio de Banach complejo X,
tiene la propiedad de la extensién univaluada en A\g (abreviada SVEP en )g), si para
cada disco abierto Dy, C C centrado en Ay, la Unica funcién analitica f : Dy, — X

que satisface la ecuacion
M =T)f(A\)=0 VYXeD,,

es la funcién f = 0 sobre D,,. Se dice que T tiene la propiedad de la extensién
univaluada (abreviado SVEP) si tiene la propiedad de la extensién univaluada en

cada punto A € C.

Para un operador 7" € L(X), se denota por
E(T) ={X € C: T no tiene la SVEP}.

Note que por el principio de identidad para funciones analiticas y de la Definicién
1.18, sigue que =(7) es un conjunto abierto contenido en el interior del espectro

o(T).

Observacién 1.3. A continuaciéon se listan una serie de propiedades basicas de la
SVEP para un operador 7' € L(X), X un espacio de Banach complejo, que siguen

inmediatamente de la definicién anterior.
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(1) Si T tiene la SVEP en A, entonces para cualquier subespacio cerrado Y de X
que sea T-invariante, la restriccién T' | Y también tiene la SVEP en A. Pues, si
D, es un disco abierto centrado en Ay f : Dy — Y es una funcién analitica tal
que

(W =T 1Y)f(n) =0, VueDj.

Se tiene que f: D)y — Y C X es analitica y ademas satisface la condicion,
(Wl =T)f(p) =0, VpeDy.
Siendo que T tiene la SVEP en A, sigue que f = 0 sobre D,.
(2) T tiene la SVEP en A siy solo si AI — T tiene la SVEP en 0.

(3) T tiene la SVEP en cada punto A del resolvente p(7') de T. En efecto, sea
A€ p(T)y f:Dy— X es una funcién analitica sobre un disco D, centrado A,

que satisface
(Wl =T)f(p) =0 Vu €Dy

Puesto que A\ € p(T), existe un disco abierto D(\, €), € > 0, para el cual D(\, €) C
p(T) N Dy; ademas,

(Wl =T)f(p) =0 VueDe).

Segun esto tltimo f(u) = 0 para cada p € D(A,€), debido a que el resolvente
es inyectivo en cualquier p € D(A, €) C p(T). Por el principio de identidad para
funciones analiticas se concluye que f = 0 sobre D). Mas atn, T también tiene

la SVEP en cada A € p(T). Para ver esto, considere un disco abierto I, centrado

en A\ y una funciéon analitica f : Dy — X tal que

(Wl =T)f(p) =0 Vu €Dy

Si A € p(T), entonces existe una sucesion (\,)52, C p(T') para la cual A, — A

cuando n — oo. De acuerdo con esto, para algin m € Z, ocurre que

An € D)y siempre que n > m.
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Asi, existen discos abiertos D, C Dy, por cada n > m, y restricciones analiticas

f Dy, = X que satisfacen la ecuacion

(Wl =T)f(n) =0 VueDy,.

Dado que T tiene la SVEP en cada ), se concluye, por el principio de identidad

para funciones analiticas, que f =0 en D, y asi 7T tiene la SVEP en .

T tiene la SVEP en cada A € 9o(T'), ya que do(T") C p(T).

T tiene la SVEP en cada A que no sea punto limite del espectro puntual de T,

0,(T) = {X € C: X es un autovalor de T'}.

T tiene la SVEP en cada A que no sea punto limite del espectro aproximado
puntual o,(7T") de T. Como o4(T) = 0,(T*), también se tiene que T* tiene la
SVEP en cada A que no sea punto limite del espectro sobreyectivo o4(T") de T.

Para cualquier operador 7" € L(X), T y T* tienen la SVEP en cada punto
aislado A del espectro o(7T"). Debido al principio de la identidad para funciones

analiticas, y la igualdad o(T") = o(T™).

Si T es cuasi-nilpotente, entonces T tiene la SVEP. Esta afirmacion, sigue del
hecho que para T cuasi-nilpotente, o(T) = {0}. Asi, cada A # 0 es punto aislado
de o(T'), lo que implica segun lo observado en el inciso (7) que 7" tiene la SVEP

en cada A # 0. El caso A = 0 sigue del inciso (4), pues 0 € do (7).

A continuacion, se enuncian varios teoremas importantes relacionados con la

SVEP de un operador T' € L(X).

Teorema 1.5. Suponga que T € L(X) y A\gI —T es sobreyectivo. Entonces, T tiene

la SVEP en XNy si y solo si \gI — T es inyectivo.

Demostracion. Véase [1, Corollary 2.24]. O

Teorema 1.6. Para T € L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:
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(1) Si T tiene la SVEP, entonces 0g,(T) = o(T).

(2) Si T* tiene la SVEP, entonces o,(T) = o(T).

(3) SiT y T* tienen la SVEP, entonces o(T) = 04(T) = 0,(T").

Demostracion. Véase [1, Corollary 2.45]. O
Lema 1.12. Para un operadorT € L(X), las siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Si T* tiene la SVEP en cada \ ¢ USF;(T), entonces ow (T) = O'SF;(T> Yy
0a(T) = o(T);

(2) Si T tiene la SVEP en cada \ ¢ USF;(T), entonces ow (T*) = O'SF;(T*) Yy
oo (T%) = o(T%).

Demostracion. Véase [29, Lemma 2.1]. O

El siguiente teorema establece relaciones entre el ascent (respectivamente, el

descent) de A\I — T y la SVEP en A € C.

Teorema 1.7. Para un operador T € L(X) y Ay € C, las siguientes implicaciones

son ciertas:

PNl —T) <00 = NNl —=T)N (NI —-T)*(X)={0}
= T tiene la SVEP en )\

Y
gl —T) <o = X=N* NI -T)® (Nl —T)°(X)
= T~ tiene la SVEP en ).
Demostracion. Véase [1, Theorem 3.8]. O

Teorema 1.8. Sea T' € L(X), X un espacio de Banach y Ao € C. Si \gI —T es un

operador semi-Fredholm, entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
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(1) T tiene la SVEP en Ao;

(2) prol —T) < o0;

(3) 0.(T) no se acumula en \.

Demostracion. Véase [1, Theorems 3.14, 3.16 y 3.23]. O]

Teorema 1.9. Sea T € L(X), X un espacio de Banach y A\g € C. Si \gI —T es un

operador semi-Fredholm, entonces los siquientes enunciados son equivalentes:

(1) T* tiene la SVEP en \o;

(2) q(Nol —T) < o0

(3) 0s(T) no se acumula en Xy.

Demostracion. Véase [1, Theorems 3.15, 3.17 y 3.27]. O

Teorema 1.10. Sea T' € L(X), X un espacio de Banach y \g € C. Si \gI — T €

O (X), entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T tiene la SVEP en )y, entonces ind(Agl —T) < 0.

(2) Si T* tiene la SVEP en Ay, entonces ind(AoI —T) > 0.

En consecuencia, si T y T* tienen la SVEP en 0, entonces \oI — T tiene indice 0.

Demostracion. Véase [1, Corollary 3.19]. O

Teorema 1.11. Suponga que para T € L(X), T o T* tiene la SVEP. Entonces
ospt(T) = 0w(T) y ogp-(T) = ow(T).

Demostracion. Véase [1, Theorem 3.66]. O

Teorema 1.12. Sea T € L(X) y f : U — C una funcién andlitica sobre un entorno
abierto U of o(T). Si T tiene la SVEP, entonces f(T) tiene la SVEP. Si f no es
constante en cada componente conexa de U, entonces T tiene la SVEP si y solo si

f(T) tiene la SVEP.
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Demostracion. Véase [1, Theorem 2.40]. O

Observacion 1.4. Un operador T € L(X) se dice que es de Riesz si A\l — T € ®(X)
para todo A € C\ {0} (véase [4, Section 2.3]). Un operador T" € L(X) se dice
algebraico, si p(T') = 0 para algin polinomio complejo no nulo p (véase [4, Section
3.5]). Si T es un operador algebraico y a(p(7)) < oo para cada polinomio p, entonces
T™ tiene rango finito para algin n € N (véase [4, Theorem 3.72]), y por lo tanto,
T es un operador de Riesz. También, 7" es un operador algebraico si y solo si 7™ es

algebraico.

Teorema 1.13. Suponga que T, K € L(X) son operadores que conmutan, K es
algebraico, y h un polinomio no nulo tal que h(K) = 0. Si T tiene la SVEP en cada
uno de los ceros de h, entonces T — K tiene la SVEP en 0. En particular, si T tiene

la SVEP, entonces T + K tiene la SVEP.
Demostracion. Véase [13, Theorem 2.3]. O

Teorema 1.14. Suponga que T € L(X) y K € L(X) es un operador algebraico que
conmuta con T'. Si tiene la SVEP entonces T'+ K tiene la SVEP.

Demostracion. Véase [11, Theorem 2.14]. O

Teorema 1.15. Sea T' € L(X) y R € L(X) un operador de Riesz que conmuta con
T. Si A € C, entonces T tiene la SVEP en X si y solo si T — R tiene la SVEP en \.

En particular, la SVEP es estable bajo perturbaciones de Riesz que conmutan.
Demostracion. Véase [4, Theorem 2.129]. O

Lema 1.13. Suponga que K € L(X) es un operador algebraico que conmuta con

T € L(X). Entonces:
(1) SiT* tiene SVEP en A € 0(K), entonces T* + K* tiene SVEP en \.
(2) Si T tiene SVEP en A € 0(K), entonces T + K tiene SVEP en \.

Demostracion. Véase [13, Theorem 2.3]. O
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Un operador T' € L(X) se dice de rango finito, si su rango R(T'), es de dimen-
sion finita. A continuacién se presentan varios resultados relacionados con operadores

de rango finito.

Lema 1.14. Sea T € L(X) tal que isoo,(T) = 0. Si K € L(X) es tal que K™ es
de rango finito para algin n € N, entonces isoo,(T + K) = (). En consecuencia,

0o(T+ K) = 0,(T).
Demostracion. Véase [4, Lemma 5.106]. O

Teorema 1.16. Sean T', K € L(X) operadores que conmutan y K™ un operador de
rango finito para algin n € N. Entonces, o,(T + K) = 0,(T) si y solo siisoo,(T +
K) =isoo,(T). En este caso, también se tiene que o(T + K) = o(T).

Demostracion. Véase [4, Theorem 3.27]. O

Teorema 1.17. Sea T € L(X) y F es un operador de rango finito sobre X que

conmuta con T. Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) USF;(T) es cerrado y JSF;(T) = Osp; (T+F).

(2) ow(T) es cerrado y ou(T) = ou(T + F).

Demostracion. Véase [1, 4, Corollaries 3.45, 3.37]. ]

Lema 1.15. Sea T € L(X). Si F' es un operador de rango finito sobre X que conmuta

con T, entonces para todo X € C:
Aeisoo(T) & Aeisoo(T + F)
Demostracion. Véase [58, Lemma 2.1]. O

Un operador T € L(X) se dice que es nilpotente si existe un nimero entero
positivo n tal que T™ = 0. El nimero minimo n con esta propiedad se llama el indice
de nilpotencia de T. Se dice que T' es un operador cuasi-nilpotente si o(T) = {0}. Es
conocido que todo operador nilpotente es un operador cuasi-nilpotente. A continua-

cion se presentan varios resultados relacionados con operadores cuasi-nilpotentes.
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Teorema 1.18. Sea T' € L(X) y sea Q un operador cuasi-nilpotente que conmuta
con T. Entonces, o5 (T+Q) = Osry (T).
Demostracion. Véase [39, Theorem 2.13]. O

Teorema 1.19. Sea T € L(X) y Q un operador cuasi-nilpotente que conmuta con

T. Entonces 0,(T + Q) = 04(T) y 05(T + Q) = 05(T).
Demostracion. Véase [3, Corollary 3.24]. O

Teorema 1.20. Suponga que T € L(X) tiene la SVEP y Q es un operador cuasi-
nilpotente que conmuta con T'. Entonces T + @) tiene la SVEP.

Demostracion. Véase [4, Corollary 2.12]. O

El siguiente resultado muestra que los espectros de Weyl y de Fredholm son

estables bajo perturbaciones por operadores de Riesz que conmutan.

Teorema 1.21. Los espectros ow (T), ogp+(T), Tsr; (1), 05¢(T), 0ur(T) y o1 (T)

son estables bajo perturbaciones de Riesz que conmutan.

Demostracion. Véase [1, Corollary 3.18]. O

1.4. Operadores cuasi-Fredholm

En esta seccion se tratan los operadores cuasi-Fredholm, introducidos por J.
Labrouse en [56], se estudian algunas caracteristicas y propiedades de estos opera-

dores, las cuales seran de utilidad en las secciones siguientes.

Para T € L(X) y n € N, se define
ka(T) = dim ((R(T™) 1 N(T))/(R(T™") 0 N(T))).
En virtud del inciso (7), del Lema 1.1,
k() = dim ((R(T) + N(T™)/(R(T) + N(T"))).

En la siguiente definicion, se describen los operadores cuasi-Fredholm.
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Definicién 1.19. Un operador T' € L(X) se dice cuasi-Fredholm, si existe d € N tal
que k,(T) = 0, para todo n > d, y vale alguna de las condiciones mencionadas en el

Lema 1.3.
QF(X) denotara la coleccién de todos los operadores cuasi-Fredholm en X.

Definicién 1.20. Sean 7" € L(X) y d € N. Se dice que T tiene descent uniforme
para cada n > d, si k,(T) = 0. Si ademés, R(T) + N(T") es cerrado, para n > d, se

dice que T tiene descent topolégico uniforme.

Observe que segun el Lema 1.3 y la definicién anterior, sigue que todo operador

cuasi-Fredholm tiene descent topolégico uniforme.

Definicién 1.21. Suponga que T € L(X) tiene descent topolégico uniforme para
n > d, donde n,d € Ny sea V € L(X) un operador acotado que conmuta con 7.
Se dice que V — T es suficientemente pequeno si la norma de la restriccion de V — T

sobre R(T?) es menor que el médulo minimal reducido de la restriccién de T sobre

R(T).

Teorema 1.22. Suponga que T € L(X) tiene descent topolégico uniforme para
n>d, donde n,d € N y sea V € L(X) es un operador acotado que conmuta con T

S1V =T es suficientemente pequeno e invertible, entonces

(1) V tiene rango cerrado y descent topolégico uniforme para n > 0.

N(yn+1 N(Td+1
(2) dim % = dim W para cada entero n > 0.
n Td
(3) dim % = dim % para cada entero n > 0.
Demostracion. Véase [47, Theorem 4.7]. O

Teorema 1.23. Suponga que T € L(X) tiene descent topolégico uniforme para
n >d, donde n,d € N y sea V€ L(X) es un operador que conmuta con T, entonces

se satisfacen las siguientes condiciones:
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(1) Si R(T™)NN(T) tiene dimension finita, entonces V' es un operador superiormente

semi-Fredholm y o(T) = dim(R(T™) N N(T)).

(2) Si R(T)+N(T?) tiene dimension finita, entonces V' es un operador inferiormente

X
semi-Fredholm y B(T) = Gm(R(T) T N(TD)

Demostracion. Véase [47, Corollary 4.8]. O

Teorema 1.24. Sea T' € L(X). Entonces,
TeQF(X) <— TreQF(X")
Demostracion. Véase [67, Theorem 2.11]. O

Asociados con los operadores cuasi-Fredholm, M. Berkani y A. Ouahab [27],

introducen el siguiente subconjunto del espectro clasico de un operador.

Definicién 1.22. El espectro esencialmente cuasi-Fredholm de un operador T €

L(X), denotado o,¢(T), se define como
o.(T) ={A € C: AI — T no es cuasi-Fredholm}

Observe que, del Teorema 1.24, se tiene que o,¢(1") = o47(1T).

A continuacién se describen los operadores B-Fredholm, B-Browder y B-Weyl,
introducidos por M. Berkani en [18] y [20], y por M. Berkani y M. Sarih en [28], los
cuales constituyen, respectivamente, una generalizacion de los operadores de Fred-

holm, Browder y Weyl.

Definicién 1.23. Un operador T' € L(X) se dice superiormente (respectivamente,
inferiormente) semi B-Fredholm, si existe un n € N tal que R(7™) es cerrado en
X y T, es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-Fredholm. 7" es un

operador B-Fredholm, si R(T™) es cerrado y T,, es de Fredholm, para algin n € N.
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Las clases introducidas anteriormente se denotaran, respectivamente, como:
BF.(X), BF_(X)y BF(X). La clase de los operadores semi B-Fredholm se define
como BFy(X) = BF,(X)UBF_(X). Nétese que BF(X) = BF.(X)NBF_(X).

Observe que cada operador semi-Fredholm es semi B-Fredholm (este es el caso
donde n = 0). Puesto que las proyecciones continuas y los operadores nilpotentes, son
operadores semi B-Fredholm que no son semi-Fredholm, entonces BFy(X) contiene

propiamente a la clase ®L(X), de los operadores de semi-Fredholm en X.

Observacion 1.5. Si T}, es un operador semi-Fredholm, entonces 7, es semi-Fredholm
e ind(7,,) = ind(7T,), para todo m > n (véase [28, Proposition 2.1]). Asi, el indice
de un operador 7" semi B-Fredholm, es definido como ind(7") = ind(7},), donde T,,
es una restricciéon de T sobre cualquier R(7T™) cerrado, que sea semi-Fredholm. Por

otra parte, para un operador 7" € L(X) se tienen las siguientes equivalencias:

R(T™) cerrado < R(T*") cerrado,
T,€d (X)) Tred (X),
T, € d_(X) & TF € 0, (X).
En consecuencia
T € BF{(X)< T* € BF_(X),
T € BF_(X) & T* € BF.(X),
T € BF(X) & T* € BF(X).
Ademés, si T' € BFy(X) entonces ind(T*) = —ind(7T)).

El siguiente resultado exhibe la relacién existente entre los operadores semi

B-Fredholm y los operadores cuasi-Fredholm.

Teorema 1.25. Sea T € L(X). T es un operador superiormente (respectivamente,
inferiormente) semi B-Fredholm si y solo si T € QF(X) y N(T) N R(T?) (respec-
tivamente, N(T) N R(T%)) es de dimension (respectivamente, codimension) finita,

para algin d € N.
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Demostracion. Véase [28, Proposition 2.5]. O

De acuerdo con el resultado anterior, se tienen las siguiente implicaciones:
Ted (X)=TeBF(X)=TecQF(X)

La clase BF(X) de todos los operadores B-Fredholm fue ampliamente estu-
diada por M. Berkani en [18]. En este trabajo el autor demostré que un operador
T € L(X) es B-Fredholm si y solo si T' = T & 11, donde Tj es un operador de
Fredholm y T} es un operador nilpotente (véase [18, Theorem 2.7]). En este sentido,
M. Berkani y M. Sarih [28], demostraron que si H es un espacio de Hilbert, enton-
ces T € L(H) es superiormente semi B-Fredholm (respectivamente, inferiormente
semi B-Fredholm) si y solo si T' = Ty @ 17, donde Ty es un operador superiormente
semi-Fredholm (respectivamente, inferiormente semi-Fredholm) y 7} es un operador

nilpotente (véase [28, Theorem 2.6]).

Lema 1.16. Sea T' € L(X). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) T es superiormente semi B-Fredholm y o(T) < oo si y solo si T € &, (X).

(2) T es inferiormente semi B-Fredholm y B(T) < oo si y solo si T € &_(X).
Demostracion. Véase [5, Lemma 2.4]. O

Como una extensién del Lema 1.16, se tiene el siguiente resultado (véase [72,

Lemma 1.2]).
Lema 1.17. Sea T' € L(X). Entonces, los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) M — T es superiormente semi-Fredholm si y solo si existe n € N tal que R(T™)

es cerrado, NI — T, es superiormente semi B-Fredholm y a(\ —T) < o0.

(2) M — T es inferiormente semi-Fredholm si y solo si existe n € N tal que R(T™)

es cerrado, NI — T, es inferiormente semi B-Fredholm y 5(A —T) < oo.
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Ahora, se introducen los espectros correspondiente a los operadores semi B-

Fredholm.

Definicién 1.24. Sea X un espacio de Banach complejo.

ouwf(T) ={A€C: A -T ¢ BF(X)},
ous(T) = {\eC: A —T ¢ BF_(X)},
oaf(T)={ e C: A\ -T ¢ BF,(X)},

(
o (T) ={\ e C: A\ - T ¢ BF(X)},

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi B-Fredholm, inferior-

mente semi B-Fredholm, semi B-Fredholm y B-Fredholm de T

Claramente,
ospf(T) = oups (1) N owyp(T)
opf(T) = oups(T) U oy (T)

A continuacién se generaliza la clase de los operadores semi-Browder y se da una

caracterizacion para esta clase de operadores.

Definicién 1.25. Un operador T € L(X), se dice superiormente (respectivamente,
inferiormente) semi B-Browder, denotado 7' € B(X), si existe un n € N tal que
R(T™) es cerrado en X y T, es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi-
Browder. T es un operador B-Browder (respectivamente, semi B-Browder), si R(7T™)

es cerrado y T,, es de Browder (respectivamente, semi-Browder), para algin n € N.

Se denotan, respectivamente, por BB, (X), BB_(X) a las clases de los ope-

radores superiormente semi B-Browder e inferiormente semi B-Browder. Ademas,

BB(X) = BB, (X)NBB_(X),
BBi(X)= BB, (X)UBB_(X).
De la Definicion 1.25 y los Lemas 1.7 y 1.8, se obtiene la siguiente caracteri-

zacion para los operadores semi B-Browder.
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Teorema 1.26. Un operador T € L(X), es superiormente (respectivamente, infe-
riormente) semi B-Browder, si y solo existe un n € N tal que R(T™) es cerrado y

p(T) < oo (respectivamente, q(T) < o).
Demostracion. Véase [67, Theorem 2.2.7]. O

Las distintas clases de operadores definidas y estudiadas anteriormente moti-
van, de manera natural, la definicién de ciertos espectros asociados respectivamente

a cada uno estos, los cuales se introducen a continuacion.

Definicién 1.26. Sea X un espacio de Banach complejo.

oun(T) ={\€C: A\ - T ¢ BB,(X)},
ow(T) ={\e€ C: A\ -T ¢ BB_(X)},
ow(T) ={\€ C: N\ -T ¢ BB(X)},

{
{

definen, respectivamente, los espectros: superiormente semi B-Browder, inferiormen-

te semi B-Browder y B-Browder de T'.

Claramente,

(1) = oun(T) U o (1)

Del siguiente resultado, debido a M. Berkani, se deriva la compacidad del

espectro B-Browder de un operador.

Teorema 1.27. Para cada operador T' € L(X), el espectro B-Browder, ow(T) es

cerrado.
Demostracion. Véase [19, Corollary 3.10]. O

La nocién de indice mencionada en la Observacién 1.5 permite la siguiente

generalizacién de los operadores de Weyl, debida a M. Berkani y M. Sarih [28].

Definicién 1.27. Un operador T" € L(X) se dice un operador B-Weyl, si T es
B-Fredholm e ind 7' = 0.
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Note que 7" B-Weyl justamente significa que existe un n € N tal que R(T™)

es cerrado, T, es Fredholm e ind 7}, = 0.

Definicién 1.28. Un operador T' € L(X) se dice superiormente (respectivamente,
inferiormente) semi B-Weyl, si existe un n € N tal que R(T") es cerrado en X y
T es superiormente (respectivamente, inferiormente) semi B-Fredholm e ind 7" < 0

(respectivamente, ind 7' > 0).

Se denotan, respectivamente, por BW,(X) y BW_(X) a las clases de los

operadores superiormente semi B-Weyl e inferiormente semi B-Weyl. Ademas,

BW(X) = BW,(X)n BW_(X),

denota la clase de los operadores B-Weyl.
Como toda proyecciéon continua es un operador B-Weyl y no es de Weyl, la

clase BW (X)) contiene propiamente a la clase de los operadores de Weyl.

Definicién 1.29. El espectro B-Weyl de un operador 7' € L(X), se define como
sigue:

opw(T) = {\ e C: A\ — T ¢ BW(X)}.
Mas ain, también se tienen las inclusiones siguientes:
ou(T) € opw(T) S ow(T).
Tsbf(T) C ouwpf(T) C oun(T) C op(T).
st (1) C owp(T) C ouwp(T) C ow(T).

En la siguiente definicion se generalizan las nociones de los espectros aproxi-

mado puntual y sobreyectivo de Weyl.

Definicién 1.30. Para un operador 7" € L(X), se definen:
ospr () ={A € C: Al =T ¢ BW,(X)},

Tsppt(T) ={\€C: X[ - T ¢ BW_(X)}.
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Note que
opw(T) = OsBF; (T)Uogpp+(T).

Ademas, de la Observacion 1.5, se tienen las siguientes igualdades:
OsBF; (T) = Ospr+ (T7), OsBF+ (T) = 9sBF; (T7%) y opw(T) = opw(T7).

Teorema 1.28. Sea T' € L(X) y sea F' € L(X) un operador que conmuta con T' tal

que F" tiene rango finito para algin n € N. Entonces, opw(T) = opw (T + F).
Demostracion. Vésase [46, Theorem 3.2]. O

A continuacion se introducen algunas generalizaciones de la nocién de pseu-
doinvertibilidad, debida a M. P. Drazin [38], en el dlgebra de operadores L(X), tales
generalizaciones son las nociones de operadores Drazin invertibles a izquierda y Dra-
zin invertibles a derecha, asi como también se presentan algunos resultados relativos

a estas generalizaciones, los cuales seran utilizados en el resto del trabajo.

Definicion 1.31. Sea A un algebra. Un elemento x € A se dice invertible de grado

k segin Drazin, si existe un elemento y € A tal que

ahyr = 2F yry = y, 2y = yx.

En el caso particular del dlgebra de Banach L(X), se tiene que T" es Drazin
invertible si y solo si p(T) = ¢(T') < oo, lo cual también es equivalente a que T =
To @ Ti, donde Tj es un operador invertible y 77 es un operador nilpotente (véase
[54, Proposition A] y [57, Corollary 2.2]). Puesto que cada operador B-Fredholm T
admite la representacion T' = Ty @ T3, donde Ty es Fredholm y T} es nilpotente,
entonces cada operador Drazin invertible es B-Fredholm. En la siguiente definicion

se introducen generalizaciones de la nocién de Drazin invertible en el dlgebra L(X).

Definicién 1.32. Un operador 7' € L(X) se dice Drazin invertible a izquierda,
sip:=p(T) < ooy R(TP™) es cerrado, mientras que 7' € L(X) se dice Drazin
invertible a derecha, si ¢ := ¢(T") < oo y R(T7) es cerrado.



38

Es importante senalar que la condicién ¢ = ¢(T") < oo no implica que T7(X)
sea cerrado. Claramente, T' € L(X) es Drazin invertible a izquierda y a derecha si
y solo si T es Drazin invertible. En efecto, si 0 < p := p(T') = q(T") < oo, entonces
R(T?) = R(T?*!) es el nucleo de la proyeccién espectral Py asociada al subconjunto

espectral {0} (véase [51, Proposition 50.2]).

A continuacién se dan algunas caracterizaciones espectrales para los operado-
res semi B-Browder y B-Browder, las cuales extienden para esta clase de operadores

generalizados los resultados obtenidos por P. Aiena y C. Carpintero en [8].

Teorema 1.29. Para un operador T' € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) Aol — T es Drazin invertible a izquierda;

(2) Mol —T es superiormente semi B-Browder;

(3) Aol — T es cuasi-Fredholm y tiene ascent finito;

(4) Mol — T es cuasi-Fredholm y T tiene la SVEP en ).

Demostracion. Véase [67, Theorem 2.3.3]. O
De manera similar se tiene a continuacién un resultado dual.

Teorema 1.30. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:
1. X\oI — T es Drazin invertible a derecha;
2. Ml — T es inferiormente semi B-Browder;
3. Al — T es cuasi-Fredholm y tiene descent finito;

4. Xl —T es cuasi-Fredholm y T* tiene la SVEP en \g.
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Demostracion. Véase [67, Theorem 2.3.4]. O

Como consecuencia inmediata de los dos teoremas anteriores, se tiene el si-

guiente resultado.

Corolario 1.1. Sea T € L(X). Entonces, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. X\oI — T es Drazin invertible;
2. oI — T es B-Browder;
3. Al =T es cuasi-Fredholm y ambos T', T tienen SVEP en ).

Demostracion. Véase [67, Corollary 2.3.2]. O

En la siguiente definiciéon se introducen los espectros derivados de la nocion

de Drazin invertibilidad.

Definicién 1.33. Sea X un espacio de Banach complejo y T' € L(X).
orp(T) ={\ € C: A\ — T no es drazin invertible a izquierda},

orp(T) ={X € C: A\ — T no es drazin invertible a derecha},
op(T) ={X € C: A\ — T no es drazin invertible},

definen, respectivamente, los espectros: Drazin invertible a izquierda, Drazin inver-

tible a derecha y Drazin invertible de T

Claramente, op(T) = orp(T) U orp(T). Ademds, de los resultados antes

mostrados, se tiene que
O'LD(T) C Ua(T), ORD<T) C (Tsu(T>,

oun(T) = op(T), ow(T) = orp(T), ow(T) =op(T),
O'LD(T) = O'RD(T*), O'RD(T) = O'LD(T*), UD(T) = O‘D(T*).

Por lo cual, O'bb(T) = O'bb(T*), Uubb<T) = O'lbb(T*), Ulbb(T) = Uubb(T*)-
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Lema 1.18. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados se satisfacen:
(1) ou(T) = ow(T) siy solo si o,(T) =o(T).

(2) 04(T) =0(T) siy solo si opp(T) = op(T).

(3) ou(T) = ow(T) si y solo si os(T) = o(T).

(4) 05(T) = o(T) si y solo si opp(T) = op(T).

Demostracion. Véase [15, Lemma 2.1]. O

1.5. Teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En esta seccién, para un operador 7' € L(X) se introducen los conjuntos
E°(T), EXT), E(T), E,(T), 0%T), O%T), I(T), TY(T), el cual son necesarios
para definir los teoremas tipo Weyl y tipo Browder. También se dan las nociones
de operadores isoloides, polaroides, a-polaroides, polaroides a izquierda, polaroides a
derecha, hereditariamente polaroides y las relaciones existentes entre ellos. Ademas,
se dan caracterizaciones del teorema generalizado de Weyl y el teorema generalizado

de a-Weyl y se presentan algunas relaciones entre estos teoremas.

Definicién 1.34. Para T' € L(X) se definen los siguientes conjuntos:

0

S|

T)={A€isoo(T): 0 < a(A —T) < o0},
T)={\€isoo,(T):0 < a(A —T) < o0},
E(T)={ €isoo(T):0< (M -T)},
E(T)={ €isoo,(T): 0 < a(X —T)},

(
(

S|

0
a

donde iso K denota el conjunto de todos los puntos aislados de K C C. También, se

definen

I(T) = o(T) \ oo(T), o(T) = 0u(T) \ ow(T),
H(T> = 0<T) \ 0D (T)7 Ha(T> - Ua<T) \ LD (T)

Observe que, en general, se satisfacen las inclusiones
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(T) CTI%(T) CIL,(T) C E,(T),
(T') € a(T) C Eu(T),
o(T) € EQ(T) € Eu(T),
I(T) € E(T) € Ed(T),
%(T) C E%T) C E(T) C E,(T),
E%T) C EJ(T) C Eu(T).

Definicién 1.35. Un operador T € L(X) se dice que satisface:

(1) El teorema de Browder, denotado (B), si o(T) \ ow (T) = I°(T).

(2) El teorema generalizado de Browder, denotado (gB), si o(T) \ opw (T) = II(T).
(3) El teorema de a-Browder, denotado (aB), si 04(T) \ ogp-(T) = o(7).

(4) El teorema generalizado de a-Browder, denotado (gaB3), si 0,(T") \ o4z o (T) =
I1,(T).

El teorema de Browder (respectivamente, el teorema generalizado de Brow-
der) para T y el teorema de Browder (respectivamente, el teorema generalizado de
Browder) para 7™ son equivalentes, puesto que ow (1) = ow (T%) v 0u(T) = 0p(T*)
(respectivamente, oy (T) = opw (T*) v ow(T) = ow(T*)).

Teorema 1.31. Para un operador T' € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T satisface el teorema de Browder;

(2) T satisface el teorema generalizado de Browder;
(3) T tiene la SVEP en cada \ ¢ opw(T);

(4) T* tiene la SVEP en cada A ¢ opw(T);

(5) T* satisface el teorema generalizado de Browder.
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Demostracion. La equivalencia (1) < (2) fue demostrada en [6], mientras que las

equivalencias (2) < (3) < (4) < (5) fueron demostradas en [10]. O

Observe que segin el Teorema 1.31, se tiene que:
Si T o T* tiene la SVEP, entonces T' y T™* satisfacen el teorema de Browder.
Similar al teorema anterior, a continuacion se dan algunas equivalencias del

teorema generalizado de a-Browder.

Teorema 1.32. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:

(1) T satisface el teorema de a-Browder;

(2) T satisface el teorema generalizado de a-Browder;
(3) T tiene la SVEP en cada \ ¢ O'SF;(T),'

(4) T tiene la SVEP en cada \ ¢ OsBE; (T).

Demostracion. La equivalencia (1) < (2) fue demostrada en [6]. Para las equivalen-

cias (1) & (3) y (2) & (4) véase [9] y [12]. O

Otras caracterizaciones del teorema generalizado de a-Browder se pueden en-
contrar en [12]. En particular, del Teorema 1.32, se sigue que si T tiene la SVEP,
entonces 1T satisface el teorema de a-Browder, o equivalentemente satisface el teore-
ma generalizado de a-Browder. Note que también la SVEP para T™ implica ambos

teoremas de a-Browder (véase [12, Theorem 2.9)).

Teorema 1.33. Si T € L(X) satisface el teorema de a-Browder y R es un operador

de Riesz que conmuta con T, entonces T + R satisface el teorema de a-Browder.
Demostracion. Véase [60, Corollary 2.3]. O
Definicién 1.36. Un operador 7' € L(X) se dice que satisface:

(1) El teorema de Weyl, denotado (W), si o(T) \ ow (T) = E*(T).
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(2) El teorema generalizado de Weyl, denotado (¢W), si o(T') \ opw(T') = E(T).
(3) El teorema de a-Weyl, denotado (aW), si 04(T) \ ogp-(T) = EX(T).

(4) El teorema generalizado de a-Weyl, denotado (gaW), si o,(T) \USBF;(T) =
E.(T).

A continuacién se da una caracterizacion del teorema de Weyl para un opera-

dor T' € L(X), mediante la SVEP.

Teorema 1.34. Para un operador T € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:
(1) T satisface el teorema de Weyl;
(2) T tiene la SVEP para cada \ & ow (T) y E°(T) = T1°(T).

En particular, si'T" o T* tiene la SVEP, entonces T satisface el teorema de Weyl si

y solo si E°(T) = T1°(T).
Demostracion. Véase [2, Theorem 3.1]. O

A continuacién se da una caracterizacion del teorema generalizado de a-Weyl

para un operador 7' € L(X), mediante la SVEP.

Teorema 1.35. Un operador T € L(X) satisface el teorema generalizado de a-
Weyl si y solo si, T tiene la SVEP en cada A & ogpp-(T) y EXT) = T%T). En
consecuencia, 1" satisface el teorema generalizado de a-Weyl si y solo si T satisface

el teorema generalizado de a-Browder y E%(T) = 11°(T).
Demostracion. Véase [67, Theorem 4.2.2]. O
Definicién 1.37. Un operador T' € L(X) se dice:

(1) Isoloide, si cada punto aislado del espectro de T es un autovalor de T', es decir,

isoo(T) = E(T).
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(2) Finitamente isoloide, si cada punto aislado del espectro de T es un autovalor de

T que tiene multiplicidad finita, es decir, isoo(T) = E%(T).

A continuacion, se da un ejemplo de un operador que es isoloide y finitamente

isoloide.

Ejemplo 1.1. Considere T' € L(I*(N)) definido por

T(Il,l'g,xg, ) = (172 3 )

37 E’ cee
Puesto que isoo(T) = E(T) = E°(T) = {0}, se tiene que T es isoloide y finitamente

isoloide.

Todo operador finitamente isoloide es un operador isoloide, pero el reciproco,

en general, no es cierto, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2. Considere T" € ¢*(N) definido por T' = 0. Puesto que isoc(T) =
E(T) = {0} y E°(T) = 0, se tiene que T es un operador isoloide pero no finitamente

isoloide.

En el siguiente resultado se evidencia la estabilidad del teorema generalizado

de Weyl bajo perturbaciones de rango finito que conmutan con operadores isoloides.

Teorema 1.36. Sean T' € L(X) un operador isoloide y F' € L(X) un operador de
rango finito que conmuta con T. Si T satisface el teorema generalizado de Weyl,

entonces T'+ F' satisface el teorema generalizado de Weyl.
Demostracion. Véase [22, Theorem 3.4]. O

Definicién 1.38. Un operador T' € L(X) se dice que es polaroide, si isoo(T) =
(7).

Observacion 1.6. Cada operador polaroide es isoloide, es decir cada punto aislado
de o(T') es un autovalor de T'. La condicién de ser polaroide se puede caracterizar
mediante la parte cuasi-nilpotente de la siguiente manera: T" es polaroide si y solo si
existe p := p(Al —T) € N tal que Hy(A —T) = N(A —T)? para todo A € isoo(T)

(véase [7, Teorema 2.9]).
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Definicién 1.39. Un operador 7' € L(X) se dice que es a-polaroide, si iso o, (T) =
(7).

Observe que isoo(T) C 0,(T) para cada T' € L(X), pues la frontera de o(T")
estd contenida en o, (7). De esto, se obtiene que: T es a-polaroide = T es polaroide.
Seguidamente se introducen las nociones de operadores polaroides a izquierda

y polaroides a derecha.

Definicién 1.40. Un operador T € L(X) se dice polaroide a izquierda, siisoo,(T) =
II,(T). T € L(X) se dice polaroide a derecha, si isoos(T) = I1,(T).

Teorema 1.37. Sean T € L(X) y K € L(X) un operador que conmuta con T tal
que K™ tiene dimension finita para algin n € N. Entonces, los siguientes enunciados

se satisfacen:
(1) Si T es polaroide, entonces T'+ K es polaroide.

(2) Si T es polaroide a izquierda (respectivamente polaroide a derecha), entonces

T + K es polaroide a izquierda (respectivamente polaroide a derecha).
(3) Si T es a-polaroide, entonces T + K es a-polaroide.
Demostracion. Véase [4, Theorem 4.24]. O

Sea H,.(o(T)) el conjunto de todas las funciones analiticas definidas sobre una
vecindad abierta de o(T') tal que f es no constante en cada una de las componentes
de su dominio. Para cada f € H,.(c(T)), se define f(T) mediante el clasico cdlculo

funcional.

Teorema 1.38. Para un operador T' € L(X), los siguientes enunciados son equiva-

lentes:
(1) T es polaroide;

(2) f(T) es polaroide para todo f € Hyue(o(T));
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(3) existe un polinomio no nulo p tal que p(T') es polaroide;
(4) eziste un f € Hpe(o(T)) tal que f(T) es polaroide.
Demostracion. Véase [4, Theorem 4.19)]. O

Definicién 1.41. Un operador 7' € L(X) se dice hereditariamente polaroide, si toda
parte de T es polaroide, donde una parte de T significa la restriccién de T a un

subespacio cerrado T-invariante.
Teorema 1.39. Todo operadorT € L(X) hereditariamente polaroide tiene la SVEP.

Demostracion. Véase [4, Theorem 4.31]. O

1.6. Propiedades algebraicas entre 7'y T,

En esta seccion se presentan algunos resultados debidos a C. Carpintero et al.
[33], en donde se establecen algunas propiedades algebraicas entre Ty T, con T,

visto como un operador del espacio R(T™) en si mismo.

Lema 1.19. Sea T € L(X) y T,,, n € N la restriccion del operador T sobre el
subespacio R(T™) = T™(X). Entonces para todo X\ # 0, se tiene que:

(1) N((M —T,)™) = N((\ — T)™), para cualquier m.
(2) R((M = T,)™) = R((M — T)™) 0 R(T™), para cualquier m.
(3) a(Al —T,) = a(\] = T).

(4) p(AI = T,,) = p(\I — T).

(5) BA —T) = BN = T).

(6) q(Al —T,) < 00 & q(A] — T)) < oo.

Demostracion. Véase [33, Lemma 2.1]. O



47

Lema 1.20. Si R(T") es cerrado en X y R((A —T,)™) es cerrado en R(T™) para
A # 0, entonces R((AM —T)™) es cerrado en X.

Demostracion. Véase [35, Lemma 1.5]. O

Lema 1.21. Sea T € L(X) y T,,, n € N la restriccion del operador T sobre el
subespacio R(T™). Si R(T") es cerrado, se tiene que:

(1) o(Th) S o(T) y 0u(Tn) € 0a(T).

(2) ow(T) C ow(T) y o5y (L) C oy (T).

(3) 8i0¢II(T), entonces o(T) = o(T}).

(4) i 0 ¢ IL,(T), entonces o4(T) = 04(T}).

Demostracién. Véase [33, Lemma 2.1] v [36, Lemma 1.5]. 0

Lema 1.22. Si 0 no es un polo del resolvente de T € L(X) y R(T™) es cerrado,
entonces E(T) C E(T,).

Demostracion. Véase [34, Lemma 2.3]. O

Lema 1.23. Si 0 no es un polo del resolvente de T € L(X) y R(T™) es cerrado,
entonces E,(T) C E.(T,).

Demostracion. Véase [34, Lemma 2.4]. O



Capitulo 2

Variaciones fuertes de teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En este capitulo, se introducen ciertas propiedades espectrales que son varia-
ciones de los teoremas tipo Weyl y tipo Browder, las cuales han sido estudiadas por
varios autores. Entre estas se tienen: la propiedad (gw), introducida por M. Amouch
et al. en [14]; la propiedad (w) introducida por V. Rakocevic en [61]; las propiedades
(Sw) y (Sb) introducidas por M. H. M. Rashid en [65]; las propiedades (v), (gv),
(Sab), (Saw), (Vi) v (Vi,), introducidas por J. Sanabria et al. en [68, 69, 70]; las
propiedades (Wg), (UWg), (UWEg,), (UWn), (UWn,) v (SBaw), introducidas por
M. Berkani et al. en [23, 24, 25]; las propiedades (z), (g2), (ah) y (Zg,) introduci-
das por H. Zariouh en [74, 75, 76]. Ademads, se estudian en este capitulo las nuevas
propiedades espectrales (Vg) v (Vg,), estableciendo sus relaciones existentes con las
propiedades espectrales antes mencionadas. Cabe senalar que la mayoria de los resul-
tados aqui detallados estéan recopilados en el articulo “On strong variations of Weyl

type theorems”, publicado en la revista Acta Mathematica Universitatis Comenianae

(2017), véase [71].

2.1. Variaciones de teoremas tipo Weyl y tipo Browder

En esta seccién, se introducen las definiciones de las propiedades espectrales
(gw)a (WE)a (UWE)7 (UWH)a (UWHa)a (SBCZU)), (w)7 (Sw>7 (Sb)? (VH), (VHa)7 (U)a
(gv), (Sab), (Saw), (2), (92), (ah), (Zg,) vy se dan teoremas que establecen relaciones

entre estas propiedades.

Definicién 2.1. Un operador T € L(X) satisface:

(1) La propiedad (gw) [14], si E(T) = 0,(T) \ aSBF;(T).
(2) La propiedad (Wg) [23], si E(T) = o(T) \ ow (7).

(3) La propiedad (UWg) [23], si E(T) = 0,(T) \ Tsrr (T).
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(4) La propiedad (UW,) [24], si Eo(T) = 04(T) \ 05— (T).
(5) La propiedad (UWir) [24], si I(T) = 04(T) \ 05— (7).
(6) La propiedad (UWiy,) [24], si (T) = 0u(T) \ o (T).
(7) La propiedad (SBaw) [25], si EY(T) = 04(T) \ 05— (T).
(8) La propiedad (w) [61], si E*(T) = 04(T) \ o (T).

(9) La propiedad (Sw) [65], si B(T) = o(T) \ oy (T).
(10) La propiedad (Sb) [65], si I°(T) = o(T) \ ogppp— (T).
(11) La propiedad (Vi) [68], si I(T) = o(T) \ ogye—(T).

(12) La propiedad (Vi,) [68], si IL(T) = o(T) \ o5 (T).
(13) La propiedad (v) [69], si E*(T) = o(T) \ g~ (T).

(14) La propiedad (gv) [69], si B(T) = o(T)\ 0gpp-(T).
(15) La propiedad (Sab) [70], si IY(T) = o(T) \ g (7).
(16) La propiedad (Saw) [70], si EY(T) = o(T) \ ogpp—(T).
(17) La propiedad (2) [74], si EY(T) = o(T) \ 05— (T).

(18) La propiedad (92) [74], si Eo(T) = o(T) \ 05 (T).
(19) La propiedad (ah) [75], si I°(T) = o(T) \ og—(T).
(20) La propiedad (Zg, ) [76], si E,(T) = o(T) \ ow (T).

Observacién 2.1. Si T' € L(X) satisface la propiedad (Sw), entonces T satisface el
teorema de Weyl (véase [65, Theorem 2.5]).

El resultado mencionado en la Observacién 2.1, es necesario para establecer
la relacion existente entre la propiedad (Sw) y la propiedad (Sb) como se muestra a

continuacion.
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Teorema 2.1. [65] Si T satisface la propiedad (Sw), entonces T satisface la propie-

dad (Sb).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Sw). Entonces, T' satisface el
teorema de Weyl. Por el Teorema 1.34, T' satisface el teorema de Weyl es equivalente
a T satisface el teorema de Browder y E°(T) = I%(T). Puesto que T satisface la
propiedad (Sw), se sigue que o(T) \ ogpp—(T) = E%T) y asi, o(T) \ ospr-(T) =
I%(T), por lo que T satisface la propiedad (Sb). O

El siguiente teorema establece la relacién entre la propiedad (Sab) y la pro-

piedad (SBaw).

Teorema 2.2. [70] Sea T € L(X). Entonces, T satisface la propiedad (Saw) si y
solo si T satisface la propiedad (SBaw) y o(T) = o,(T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Saw) y sea A € o,(T) \
OsBr; (T'). Puesto que a,(T) \ Osp- (T) Co(T)\ OsBr; (T) = EY(T), se tiene que
A€ EXT) y asi, 0,(T) \ ospr-(T) C E%(T). Sea A € E%(T), entonces A € 0,(T) y
como T satisface la propiedad (Saw), A € o(T) \ TsBE; (T) y A€ a,(T) \USBF; (T).
Por lo tanto, EX(T) C 0,(T) \ O'SBF;(T) y asi, T satisface la propiedad (SBaw).
De acuerdo con lo anterior, se tienen las igualdades o(7T) \ OsBE; (T) = EXT) y
oa(T) \ OsBF; (T') = EQ(T). Por lo tanto, o(T) \ 9sBF; (T') = 0a(T) \USBF; (T) y
o(T) = o,(T).

Reciprocamente, suponga que 71" satisface la propiedad (SBaw)y o(T) = 0,(T). En-
tonces, U(T)\USBF; (T) = Ua(T)\USBF; (T) = EQ(T). Asi, U(T)\JSBF; (T) = EQ(T)
y T satisface la propiedad (Saw). O
Observacion 2.2. Si T € L(X) satisface la propiedad (SBaw), entonces T satisface

el teorema de a-Weyl (véase [25, Theorem 2.12]). También, si T satisface el teorema

de a-Weyl, entonces T satisface el teorema de a-Browder y E(T) = (7).

Los resultados mencionados en la Observacion 2.2 junto con el Teorema 2.2,

son necesarios para establecer la relacién existente entre la propiedad (Sab) y la
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propiedad (Saw), como se muestra a continuacion.

Teorema 2.3. [70] Un operador T € L(X) satisface la propiedad (Saw) si y solo si
T satisface la propiedad (Sab) y EX(T) = T12(T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Saw). Por el Teorema 2.2,
T satisface la propiedad (SBaw). Como T satisface la propiedad (SBaw), se tiene
que T satisface el teorema de a-Weyl. Pero, T satisface el teorema de a-Weyl es
equivalente a T satisface el teorema de a-Browder y E°(T) = I1°(T). Puesto que T'
satisface la propiedad (Saw), se sigue que o(7T) \ USBF;(T) = EY(T) = OY%(T), por
lo que T satisface la propiedad (Sab).

Reciprocamente, suponga que 7' satisface la propiedad (Sab) y E%(T) =
19(T). Entonces, o(T) \ OsBr; (T) = I%(T) = EYT) y se tiene que T satisface
la propiedad (Saw). O

Observacién 2.3. Por el Teorema 2.3, la propiedad (Saw) implica la propiedad
(Sab), pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.1. Considere Q € ¢*(N) definido como

Q(z1, o, x3,...) = (

T2 T3 >
5 3

Entonces, 0(Q) = 0555~ (Q) = E%(Q) = {0} y IY(T) = (. De esta manera, 11(Q) =

o(Q) \O'SBF; (Q)y EY(Q) # 0(Q) \JSBF; (Q). Por lo tanto, T satisface la propiedad
(Sab), pero no satisface la propiedad (Saw).

El siguiente teorema establece la relacion existente entre la propiedad (UWg)

y la propiedad (Wg).

Teorema 2.4. [24] Un operador T € L(X) satisface la propiedad (UWEg) si y solo
si T satisface la propiedad propiedad (Wg) y ow (T) \ Osr; (T) =0o(T)\ 0,(7).
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Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (UWg) v sea A € ow (T) \
Osr; (T'). Entonces, AI — T es un operador superiormente semi-Fredholm, A € o(7),
a(M —T) < ooy R(T) es cerrado. Se afirma que a(A — T) = 0. En efecto, si
a(Al —T) > 0, entonces A € 0,(T) y como T satisface la propiedad (UWpg), se
tiene que A € E(T) y asi, A € iso o(T'). Luego, por los Teoremas 1.22 y 1.23, se
sigue que ind(A — T') = 0, contradiciendo el hecho que A € o (7T'). Por lo tanto
a M =T)=0, A€ a(T)\o(T)y ow(T) \ JSF;(T) C o(T) \ 04(T). Ahora, sea
A€ o(T)\ o,(T). Entonces, \ ¢ Tsp (T'). Se afirma que AI — T no es un operador
de Weyl. En efecto, si AI — T es un operador de Weyl, entonces del hecho que
a(A —T) = 0 se sigue que A\ — T es invertible, contradiciendo que A\ € o(T).
Por lo tanto, A € ow(T) \ Ospr (T) y o(T)\ 0,(T) C ow(T) \ Ospr (T'). De esta
manera, se concluye que oy (7T) \ Osr; (T) =0(T) \ 04(T). Ademas, como se tienen
las igualdades o (1) = (o(T') \ 0.(T)) U oo (T) y E(T) = 0,(T) \ Osr- (T), resulta
que E(T)Uogp-(T) = 0a(T) y o(T) = (0(T) \ 0a(T)) U 0a(T) = (o(T) \ 0a(T)) U
O'SF;(T) UE(T) = (ow(T) \ Tsp; (T)) U Tsp; (TYUE(T) = ow(T)U E(T). Por lo
tanto, E(T) = o(T) \ ow(T') y T satisface la propiedad (Wg).

Reciprocamente, si T" satisface la propiedad (Wg) y ow (T )\USF; (T) =o(T)\

0.(T), entonces o(T) = ow(T) U E(T) = (ow(T) \ Tsp: (T)) U Ospr (TYUE(T) =
(o(T) \ o,(T)) U Osr; (T) U E(T). Segin esto, 0,(T) = Osr; (TYUE(T)y E(T) =
o.(T) \ Osr; (T'). Por lo tanto, T satisface la propiedad (UWg). O

Observacién 2.4. Por el Teorema 2.4, la propiedad (UWpg) implica la propiedad
(Wg), pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.2. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre (*(N) y U € ¢*(N)
definido por

U(xl,ﬂﬁg,.fﬂg, ) = (O,QZQ,.CEg, )

Se define el operador T sobre X = ¢*(N) & ¢*(N) por T = R & U. Entonces, o(T) =
ow(T) = D(0,1), donde D(0,1) denota el disco unitario cerrado en C, ¢,(T) =
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ru{o}y Tsp: (T') =T, donde I' denota el circulo unitario en C. Ademas, F,(T') = {0}
y E(T) = (). Por lo tanto, o(T) \ ow(T) = E(T) y 0.(T) \ USF;(T) # E(T). Asi, T
satisface la propiedad (W), pero no satisface la propiedad (UWg).

Lema 2.1. [23] Si un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Wg), entonces
E%T) = E(T) = 1I(T).

Demostracion. En primer término, observe que la inclusién I1(7T') C E(T') siempre es
cierta. Ahora, suponga que T satisface la propiedad (Wg) y sea A € E(T). Entonces
A € isoo(T), por lo que T tiene la SVEP en A\. Como E(T) = o(T)\ow (T), \[ =T es
un operador de Weyl y por lo tanto, Al — T es superiormente semi-Fredholm. Por el
Teorema 1.8, p(AI —=T') < co. Puesto que o(T') = o(T™), también T* tiene la SVEP en
A, y por el Teorema 1.9, ¢(Al —T') < oco. Esto dice que AI —T es un operador Drazin
invertible y A € o(T") \ op(T) = II(T). De esta manera, se tiene que E(T) CII(T) y
II(T) = E(T). Adema&s, como Al — T es un operador superiormente semi-Fredholm,
a(M —T) < oo y se sigue que A € Ey(T). Por lo tanto, E(T) C E°T), y como
la igualdad E°(T) C E(T) siempre es cierta, se concluye que E°(T) = E(T). Esto
demuestra que E°(T) = E(T) = II(T). O

Observacion 2.5. Si T satisface el teorema generalizado de Weyl, entonces T' satis-
face el teorema de Weyl. Reciprocamente, si E(T) = II(T) y T satisface el teorema
de Weyl, entonces T satisface el teorema generalizado de Weyl (véase [21, Theorem

2.9)).

Los resultados mencionados en la Observacion 2.5 junto con el Lema 2.1, son
necesarios para establecer la relacién existente entre la propiedad (Wg) y el teorema

generalizado de Weyl como se muestra a continuacion.

Teorema 2.5. [24]. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Wg) si y solo si

T satisface el teorema generalizado de Weyl y opw (T) = ow (T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Wg). Entonces, o(T)\ow (1) =
E(T). Como T satisface la propiedad (Wg), por el Lema 2.1, se tiene que E°(T) =
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E(T)=1I(T). Ast, o(T) \ ow (T) = E°(T) y T satisface el teorema de Weyl. Puesto
que E(T) = II(T), se sigue que T satisface el teorema generalizado de Weyl. Por lo
tanto, o(T) \ opw(T) = E(T) = o(T) \ ow (T) y opw(T) = ow (T).
Reciprocamente, suponga que 7' satisface el teorema generalizado de Weyl y
opw(T) = ow(T), entonces o(T) \ ow (T) = o(T) \ opw(T) = E(T). Por lo tanto,
T satisface la propiedad (Wg). O

Observacion 2.6. Por el Teorema 2.5, la propiedad (Wg) implica el teorema gene-
ralizado de Weyl, pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.3. Sea X = (2(N) y B = {e;| (67)en, i € N} la base canénica de £%(N).
Sea E un subespacio de ¢*(N), generado por el conjunto {¢;| 1 <4 < n}. Sea P la
proyeccién ortogonal sobre E. Entonces o(P) = {0,1}, ow (P) = {0}, opw(P) =0y
E(P) ={0,1}. Luego, o(P) \ ow(P) # E(P), o(P)\ opw(P) = E(P) y P satisface

el teorema generalizado de Weyl, pero no satisface la propiedad (Wg).
Lema 2.2. [76] Si T € L(X) satisface la propiedad (Zg,), entonces
Eo(T) = EJ(T) = 1I,(T) = I,(T) = I(T) = T(T) = E*(T) = E(T).

Demostracién. Es suficiente mostrar que E,(T) C I1°(T'). Suponga que T satisface la
propiedad (Zg,) y sea A € E,(T). Entonces, A € isoo,(T') y esto implica que T" tiene
la SVEP en \. Puesto que E,(T) = o(T) \ ow(T'), A\l — T es un operador de Weyl y
asi, A\I — T es semi-Fredholm. Por el Teorema 1.8, p(Al — T') < co. Como A\ — T es
un operador de Weyl, se tiene que ind(Al —=T7) =0y a(A —T) = (M —T) < 0.
Por el Lema 1.4, g(A —T) = p(Al —T) < co. Segin esto, A\l — T es un operador
de Browder y A € o(T) \ 0(T) = TI°(T). Por lo tanto, E,(T) = EX(T) = T1%(T) =
I1,(T) = TI°(T) = TI(T) = E*(T) = E(T). O

El siguiente teorema muestra la relacion existente entre la propiedad (v) y la

propiedad (w). También, muestra la relacién entre la propiedad (gv) y la propiedad

(gw).
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Teorema 2.6. [69] Sea T € L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (v) si y solo si T satisface la propiedad (w) y o(T) =
o.(T).

(2) T satisface la propiedad (gv) si y solo si T satisface la propiedad (gw) y o(T) =
o.(T).

Demostracion.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (v) y sea A € g,(7T) \ Tsp; (T'). Dado que
0a(T)\ 0gp-(T) S o(T) \ 0gp-(T) = E°(T), se tiene que A € E°(T). Asi, 0,(T) \
osp-(T) € E°(T). Ahora, si A € E°(T), entonces A € isoo(T) y 0 < a(M —T) < oo.
Consecuentemente, Al —T" no es inyectivo y por lo tanto, no es acotado inferiormente.
Asi, XA € 0,(T). Como T satisface la propiedad (v) y A € E°(T), se sigue que A\ —T'
es superiormente semi-Weyl, por lo que A € 0,(T) \ og Py (T'). Esto demuestra que
E%(T) C o,(T) \ Or; (T) y T satisface la propiedad (w). Luego, o(T') \ Osr- (T) =
E%T) y 04(T) \O’SF; (T) = E°(T). Por lo tanto, o(T) \O’SF;<T) = 0,(7T) \O'SF; (T)
y o(T) = o,(T).

Reciprocamente, suponga que 7' satisface la propiedad (w) y o(T") = 04(T).
Entonces, O'(T)\O'SF; (T) = aa(T)\chFJ:(T) = E%(T). Por lo tanto, O'(T)\O'SFJ: (T) =
E°(T) y T satisface la propiedad (v).

(2). Suponga que T satisface la propiedad (gv) y sea A € 0,(T) \O'SBF; (T"). Dado
que o,(7T) \USBF; (T) C o(T) \USBF; (T') = E(T), se tiene que A € E(T). Asi,
aa(T)\JSBF; (T) C E(T). Ahora, si A € E(T'), entonces A € isoo(T)y 0 < a(A[-T).
Luego, AI — T no es inyectivo y por lo tanto, no es acotado inferiormente. Asi,
A € 04(T). Puesto que T satisface la propiedad (gv) y A € E(T), se sigue que
A — T es superiormente semi-B-Weyl, por lo que A € 0,(T) \ OsBEy (T'). Esto
demuestra que E(T) C 0,(T) \ OsBr; (T') y T satisface la propiedad (gw). Segun
esto, o(T') \JSBF; (T) = E(T) =0,(T) \ OSBF;(T) y se concluye que o(T") = o,(T).

Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (gw) y o(T) = 04(T).
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Entonces, o(T) \ O'SBF;(T) = og,(T) \ USBF;<T) = E(T). Por lo tanto, o(T) \
OsBE; (T') = E(T) y T satisface la propiedad (gv). O

Observaciéon 2.7. Si T € L(X) satisface la propiedad (z), entonces T satisface el
teorema de a-Weyl y o(T') = 0,(T). Andlogamente, si T satisface la propiedad (gz),
entonces T satisface el teorema de a-Weyl y o(T') = 0,(T) (véase [76, Theorem 2.4]).

Los resultados mencionados en la Observaciéon 2.7 junto con el Teorema 2.6,
son necesarios para establecer la equivalencia entre la propiedad (v) y la propiedad
(z) (respectivamente la propiedad (gv) y la propiedad (gz)), como se muestra a

continuacion.

Corolario 2.1. [69] Sea T € L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (v) si y solo si T satisface la propiedad (z).
(2) T satisface la propiedad (gv) si y solo si T satisface la propiedad (gz).

Demostracion.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (v). Por el Teorema 2.6, o(T) = o4(T).
Luego, o(T) \ 05— (T) = E°(T) = E%T) y T satisface la propiedad (z).
Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (z). Entonces, o(T') =
0a(T) y o(T) \ ogp-(T) = EX(T) = E°(T). Por lo tanto, T satisface la propiedad
(v).
(2). Suponga que T satisface la propiedad (gv). Por el Teorema 2.6, o(T") = 0,(T).
Asi, o(T) \ OsBr; (T') = E(T) = E,(T) y T satisface la propiedad (gz).
Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (gz). Entonces, o(7T) =
o.(T) y o(T) \ OsBF; (T) = E,(T) = E(T), por lo que T satisface la propiedad
(gv). O

Lema 2.3. [23] Si T € L(X) satisface la propiedad (UWg,), entonces I12(T) =
0(T) = E(T) = Eu(T).
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Demostracién. Es suficiente mostrar que E,(T) C I1%(T). Suponga que T' satisface
la propiedad (UWg,) y sea A € E,(T). Entonces, A € isoo,(T), y esto implica que
T tiene la SVEP en A. Como E,(T') = 0,(T) \ Tspr (T), X — T es un operador
superiormente semi-Fredholm. Por el Teorema 1.8, se tiene que p(A —T') < oo y asi,
A — T es un operador superiormente semi-Browder y A € 0,(T) \ 0,(T) = I12(T).
Puesto que la inclusién (7)) C E,(T) siempre es cierta, se concluye que I12(7") =

IL(T) = BY(T) = Eu(T). =

Observaciéon 2.8. Si T' € L(X) satisface el teorema generalizado de a-Weyl, en-
tonces T' satisface el teorema de a-Weyl. Reciprocamente, si E,(T) = IL,(T) y T
satisface el teorema de Weyl, entonces 1" satisface el teorema generalizado de Weyl

(véase [21, Theorem 2.10]).

Los resultados mencionados en la Observaciéon 2.8 junto con el Lema 2.3,
son necesarios para establecer la relacién existente entre la propiedad (UWg,) y el

teorema generalizado de a-Weyl, como se muestra a continuacion.

Teorema 2.7. [23] Sea T € L(X). Entonces, T satisface la propiedad (UWg,) si y

solo si T satisface el teorema generalizado de a-Weyl y TsBr; (T) = Tsp; (T).

Demostracion. Suponga que T' satisface la propiedad (UWpg,). Entonces, o,(T) \
JSF;(T) = E,(T). Por el Lema 2.3, IYT) = I,(T) = EXT) = E,(T). Lue-
go, a.(T) \ O’SF;(T) = EXT) y T satisface el teorema de a-Weyl. Puesto que
E(T) = II,(T), se sigue que T satisface el teorema generalizado de a-Weyl y
oa(T) \ OsBF; (T) = Eo(T) = 0a(T) \ OsF; (T)). Asf, OsBF; (T) = OsF; (T).
Reciprocamente, suponga que 7" satisface el teorema generalizado de a-Weyl
y USBF;(T) = USF;(T). Luego, o,(T) \ USF;(T) =0,(T) \ TsBr; (T') = E4(T). Por
lo tanto, o, (7T") \ Osr: (T") = E,(T) y T satisface la propiedad (UWg,). O

Observacién 2.9. Por el Teorema 2.4, la propiedad (UWpg,) implica el teorema
generalizado de a-Weyl, pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra

en el siguiente ejemplo.



28

Ejemplo 2.4. Considere T' € (?(N) definido como

1
T(l’l,ZL‘Q,ZL’g,, ) = <0, 51‘17 0, O, ) .

Entonces, 0,(T) = USF;(T) = FE.(T) = {0}. Como T es un operador nilpotente,
OSBFL (T) = 0. Luego, a4(T) \USFJ (T) # Eo(T), 0a(T) \ OsBF; (T)=E(T) y T

satisface el teorema generalizado de a-Weyl pero no satisface la propiedad (UWEg,).

Observacion 2.10. Si T' € L(X) satisface la propiedad (Sb), entonces T satisface
la propiedad (Bgb) y o(T') = 0,(T) (véase [65, Theorem 2.28]). Andlogamente, si T'
satisface la propiedad (Sw), entonces 7" satisface la propiedad (Bgw) y o(T") = 0,(T")
(véase [65, Theorem 2.25]).

Los resultados mencionados en la Observacion 2.10, son necesarios para esta-
blecer la relacién existente entre la propiedad (Saw) y la propiedad (Sw) (respecti-

vamente la propiedad (Sab) y la propiedad (Sb)), como se muestra a continuacion.
Corolario 2.2. [70] Sea T € L(X). Entonces:

(1) T satisface la propiedad (Saw) si y solo si T satisface la propiedad (Sw).

(2) T satisface la propiedad (Sab) si y solo si T satisface la propiedad (Sb).

Demostracion.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (Saw). Por el Teorema 2.2, o(T") = 0,(T).
Asi, o(T) \USBFJ: (T) = E%(T) = E°(T). Por lo tanto, T satisface la propiedad (Sw).
Reciprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Sw). Entonces, o(T") =

0a(T) y o(T) \ 0gpp-(T) = E°%(T) = EO(T). Asi, T satisface la propiedad (Saw).

(2). Suponga que T satisface la propiedad (Sab). Por el Teorema 2.2, o(T') = 0,(T).
Ast, o(T) \ ogpp-(T) = I1%(T) = TI°(T), por lo que T satisface la propiedad (Sb).
Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (Sb). Entonces, o(T') =
o.(T) y o(T) \ O'SBF;(T) = II°(T) = OY(T), por lo que T satisface la propiedad
(Sab). O
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El siguiente teorema, muestra la relacién existente entre la propiedad (v) y el

teorema a-Browder.

Teorema 2.8. [69] Un operador T € L(X) satisface la propiedad (v) si y solo si T
satisface el teorema de a-Browder y IIS.(T) = E°(T).

Demostracion. Se demostrard que T tiene la SVEP en cada A ¢ Tsr- (T). Para esto,
sea A ¢ og e (T'). Se tienen los siguientes dos casos:

Caso 1. Si A ¢ o(T'), entonces T tiene la SVEP en cada .

Caso 2. Si A € o(T), entonces A € o(T) \ Tsp; (T'). Puesto que T satisface
la propiedad (v), se tiene que A € E°(T). Luego, A € isoo(T) y por el inciso (7) de
la Observacion 1.3, T tiene la SVEP en cada \. Por el Teorema 1.32, T satisface el
teorema de a-Browder. Ahora, se muestra que II9 (7)) = E°(T'). En efecto, E°(T) =
o(T)\ Osp- (T) = o(T) \ ow(T) = IIS(T), pues T satisface la propiedad (v) y el
teorema de a-Browder.

Reciprocamente, si T satisface el teorema de a-Browder y II9(T) = E°(T),
entonces o(T') \ Osr - (T) = o(T) \ ow(T) = IS(T) = E°(T). En consecuencia, T
satisface la propiedad (v). O

Observacién 2.11. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vi) si y solo si
T satisface la propiedad (UWy) y o(T) = 0,(T") (véase [68, Theorem 2.5]). Tam-
bién, T satisface la propiedad (V1) si y solo si T satisface la propiedad (UWrp,)
y o(T) = 0,(T) (véase [68, Theorem 2.20]). Ademas, las propiedades (Vi1), (Sab)
y (Sb) son equivalentes (véase [68, Corollary 2.5]). Estos resultados previos, hacen
que las propiedades (Vi1,), (Vir), (Sab) y (Sb) sean equivalentes (véase [68, Corollary
2.21)).

Teorema 2.9. Si T satisface la propiedad (Vir), entonces OsBE; (T) = opw(T) =

0sp (T) = ow(T) = o1p(T) = 0p(T) = 0w (T) = 0o(T) y o(T) = 0u(T).

Demostracion. Véase [68, Theorem 2.27] O
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Observacién 2.12. SiT € L(X) es un operador polaroide y T" satisface la propiedad
(Vir), entonces T satisface la propiedad (w) (véase [15, Corollary 4.11]).

El resultado mencionado en la Observacion 2.12 junto con el Teorema 2.9, son
necesarios para establecer el siguiente resultado que relaciona a las propiedades (Vi)

y (w) usando la hipétesis de que el operador sea polaroide.

Teorema 2.10. [68] Sea T' € L(X) un operador polaroide. Entonces, T satisface la
propiedad (Vfy) si y solo si T satisface la propiedad (w) y orp(T) = ou(7T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Viy). Entonces, T' satisface la
propiedad (w), y por el Teorema 2.9, orp(T) = ou(T).

Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (w) y orp(T) = ou(T).
Entonces, la igualdad o,p(T) = 0,(T") implica que op(T) = 0,(T) = 0u(T) y por el
Lema 1.18, 0,4(T) = o(T). Luego, o(T)\o g~ (T) = 0a(T)\ogp-(T) = E°(T), y como
T es un operador polaroide, se sigue que E°(T) C II(T). Asi, o(T) \JSF; (T) CI(T).
Por otro lado, II(T) = o(T) \ op(T) = o(T) \ 0o(T) C o(T) \O'SF; (T'). Por lo tanto,
I(T)=0o(T)\ Tsp- (T') y T satisface la propiedad (Vir). O

2.2. Propiedades (Vi) y (Vg,)

En esta seccién, se introducen dos nuevas propiedades espectrales, denomina-
das (Vg) vy (Vg,), las cuales son el principal foco de estudio en esta tesis doctoral.
Especificamente, se presentan algunos teoremas y ejemplos que establecen las rela-
ciones precisas entre estas propiedades espectrales y las definidas previamente.

A continuacién, se introduce la propiedad (Vg) y posteriormente, se muestra

que esta es equivalente a la propiedad (Vg,).

Definicién 2.2. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vg), si E(T) =
o(T)\ o5 (T).

A continuacion, se dan ejemplos de operadores que satisfacen la propiedad

(VE).
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Ejemplo 2.5. Sea L el operador desplazamiento a izquierda en ¢?(N). Es conocido
que o(L) = OSF;<L) = D(0,1), donde D(0, 1) es el disco unitario cerrado en C y
E(L) = 0. Por lo tanto, o(L) \USF; (L) = E(L) y asi, L satisface la propiedad (Vg).

Ejemplo 2.6. Considere el operador de Volterra T sobre el espacio de Banach C/0, 1]
definido por T'(f)(z / f(t)dt. Note que T es inyectivo y cuasi-nilpotente. Asi,
o(T) = {0}, a(T) = 0 y por lo tanto, E(T) = {\ €isoo(T) : 0 < a(A\[ = T)} =
{Ae {0} :0 < aAl—T)} = 0. Como el rango R(T) no es cerrado, se tiene que
O‘SF;(T) = {0}. Por lo tanto, o(T") \ Tsr; (T') = E(T) y T satisface la propiedad
(V).

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la propiedad (Vi) y

las propiedades (UWg) y (UWEg,).

Teorema 2.11. Sea T € L(X). Entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) T satisface la propiedad (Vg);

(2) T satisface la propiedad (UWg) y o(T) = 0,(T);

(3) T satisface la propiedad (UWg,) y o(T) = 04(T).

Demostracion.

(1) = (2). Suponga que T satisface la propiedad (Vi) y A € o,(T) \ Tsp; (7).
Como o,(7T) \ O'SF;<T) Co(T)\ O'SF;(T) = E(T), se tiene que A € E(T) y asi,
0a(T) \ 055 (T) € E(T).

Para mostrar la inclusién opuesta E(T) C o,(T) \ Ospr (T), sea A € E(T).
Entonces, A € isoo(T) y (A —T) > 0, por lo que AI — T es acotado inferiormente
y A € 0,(T). Como T satisface la propiedad (V) y A € E(T), se sigue que A\I — T es
superiormente semi-Weyl. Luego, A € 0,(T) \O’SF; (7). Asi, E(T) C 0'a<T)\O'SFJ: (T)
y T satisface la propiedad (UWpg). En consecuencia, o(T") \ Tsp- (T) = E(T) vy
o.(T) \O’SF; (T') = E(T). Por lo tanto, o(T") \O'SF; (T) = 04(T) \O’SF;(T) yo(T) =
o.(T).
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(2) = (1). Suponga que T satisface la propiedad (UWg) y o(T) = 0,(T"). Entonces,
O'(T)\O'SF; (T) = aa(T)\aSF; (T) = E(T). Asi, U(T)\USF;(T) = E(T) y T satisface
la propiedad (Vg).

(2) < (3). Puesto que la igualdad o(T") = 0,(T) implica la igualdad E(T) = E,(T),
la prueba sigue de las definiciones de las propiedades (UWg) y (UWg,). O

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la propiedad (UWg,) no implica

la propiedad (V).

Ejemplo 2.7. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre (*(N) y U € (*(N)
definido por

U([Bl,iﬁg,.’ﬂg, ) = (O,.CEQ,.Tg, )

Se define un operador T sobre X = (*(N) ¢ (*(N) por T = R @ U. Entonces,
o(T) = D(0, 1), el disco unitario cerrado sobre C, o,(T) =T'U {0} y JSF;(T) =T,
donde T" denota el circulo unitario en C. Ademsds, E,(T) = {0} y E(T) = (). Por
lo tanto, o,(T) \ Osp: (T) = E.(T) y o(T) \ O'SF;(T) # E(T). Asi, T satisface la
propiedad (UWg,) pero no satisface la propiedad (Vg).

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la propiedad (UWg) no implica

la propiedad (Vg).

Ejemplo 2.8. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre ¢*(N). Se define
el operador T sobre X = (*(N) @ (*(N) por T'= R & 0. Entonces, o(T) = D(0, 1),
o.(T) = JSF;(T) =T U{0} y E(T) = 0. Por lo tanto, 0,(T) \ Osr; (T)=E(T)y
a(T)\ Or - (T) # E(T). Asi, T satisface la propiedad (UWg) pero no satisface la
propiedad (Vg).

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la propiedad (Vg) y

la propiedad (Wg).

Teorema 2.12. Un operador T € L(X) satisface la propiedad (Vi) si y solo si T
satisface la propiedad (Wg) y Tsp- (T) = ow (T).
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Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Vg). Por el Teorema 2.11, T
satisface la propiedad (UWg) y por el Teorema 2.4, la propiedad (UWpg) implica que
T satisface la propiedad (Wg). Asi, o(T) \USF; (T)=E(T)yo(T)\ow(T) = E(T),
por lo que Ospr (T) = ow(T).

Reciprocamente, suponga que 7' satisface la propiedad (Wg) y Osr; (T) =
ow (T'). Entonces, o(T) \ Ogr; (T) = o(T)\ ow(T) = E(T) y asi, T satisface la
propiedad (Vg). O

En el siguiente ejemplo se muestra que, en general, la propiedad (Wg) no

implica la propiedad (V).

Ejemplo 2.9. Sea @ definido sobre ¢*(N) por
Q(T1, 2,23, .o T, -..) = (0, 121, Q2Ta, ooy A1 Tp—1, -2,

donde «; es una sucesién de nimeros complejos tal que 0 < o] <1y > a; < o0,

Por [26, Example 3.12], se sigue que

RQ™ £ R(Q"), n=1,2,...

Se define el operador T sobre X = (*(N) & (*(N) & (*(N) por T = R& 06 Q, donde
R es el operador desplazamiento a derecha. Entonces, o(T') = ow (T) = D(0,1),
o5p-(T) =T U{0} y E(T) =0, por lo que

o(T)\ow(T) = E(T) vy o(T)\ogp(T)# E(T).
Por lo tanto, T satisface la propiedad (Wg) pero no satisface la propiedad (Vg).

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la propiedad (Vi) y

el teorema generalizado de Weyl.

Teorema 2.13. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vi) si y solo si T

satisface el teorema generalizado de Weyl y ogp- (T) = opw(T).
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Demostracion. Suponga que T satisface propiedad (Vg). Por el Teorema 2.12, T
satisface la la propiedad (Wg). Por el Teorema 2.5, la propiedad (Wg) implica que
T satisface el teorema generalizado de Weyl. Asi, o(T) \ o4 e (T)=E(T) yo(T)\
opw(T) = E(T). Por lo tanto, Osr- (T) = opw(T).

Reciprocamente, suponga que T satisface el teorema generalizado de Weyl y
Osr; (T) = opw(T). Entonces, o(T) \ Osr; (T) =0(T)\ opw(T) = E(T) y asi, T

satisface la propiedad (V). O

El reciproco del Teorema 2.13, en general, no es cierto. Para ver esto, considere
el operador T" dado en el Ejemplo 2.9. Puesto que T satisface la propiedad (Wg), se

tiene que T satisface el teorema generalizado de Weyl, pero no satisface la propiedad
(V).

El siguiente resultado muestra que la propiedad (V) implica a la propiedad

(ZE,)-

Teorema 2.14. Suponga que T € L(X) satisface la propiedad (Vg). Entonces:
(1) T satisface la propiedad (Zg,).

(2) Eu(T) = E)(T) = II3(T) = I,(T) = I(T) = I(T") = E°(T) = E(T).
Demostracion.

(1). Suponga que T satisface la propiedad (Vg). Por el Teorema 2.11, se tiene que
04(T) = o(T) y también por el Teorema 2.12, se sigue que Osr; (T) = ow(T). Por
lo tanto, o(T) \ ow (T) = o(T) \JSF; (T) = E(T) = E,(T) y asi, T satisface la
propiedad (Zg,).

2). Sigue del inciso (1 el Lema 2.2. O]
(2). Sig y

En el siguiente ejemplo se muestra que, en general, la propiedad (Zg,) no

implica la propiedad (Vg).

Ejemplo 2.10. Sea R el operador desplazamiento a derecha sobre ¢?(N). Como
o(R) = ow(R) = D(0,1), E(R) = E,(R) =0y O'SF;(R) =T, se tiene que o(R) \
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ow(R)=0=FE,R)yc(R)\ USF;(R) # E(R), por lo que R satisface la propiedad
(Zg,) pero no satisface la propiedad (V).

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre las propiedades (V)

y (VH)'

Teorema 2.15. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vi) si y solo si T
satisface la propiedad (Vi) y E(T) = II(T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (V). Entonces, O'(T)\O’SFJ: (T) =
E(T). Por el Teorema 2.14, se tiene que E(T') = II(T"). Asi, T satisface la propiedad
(Vi) y B(T) = T(T).

Reciprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Vi1) y E(T) = II(T).
Entonces, o(T) \ Ogr; (T) =1I(T) = E(T) y T satisface la propiedad (Vg). O

Observacién 2.13. Por el Teorema 2.15, la propiedad (Vg) implica la propiedad
(Vi1), pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en el siguiente

ejemplo.

Ejemplo 2.11. Considere T € (*(N) definido como

T(l’1,$2,$3, ) = («IQ 3 >

5 g
Puesto que o(T) = O'SF;(T) = {0} y II(T) = 0, se tiene que o(T') \USF; (T) =IKT).
Por lo tanto, T satisface la propiedad (V1) y como E(T') = {0}, se sigue que 7' no
satisface la propiedad (V).

Teorema 2.16. Sea T' € L(X) un operador polaroide. Entonces, T satisface la

propiedad (Vi) si y solo si T satisface la propiedad (Viy).

Demostracion. Si T satisface la propiedad (Vg), entonces o(7T) \ Ogr- (T) = E(T).
Como T es un operador polaroide, se tiene que E(7) = II(T'). Luego, o(T) \
Osr; (T) =1I(T) y T satisface la propiedad (V).

Reciprocamente, si T" satisface la propiedad (Vi1), entonces o(7') \ Tsp: (T) =IK(T).
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Como T es un operador polaroide, se tiene que E(T) = II(T). Luego, o(T) \
Osr; (T') = E(T) y T satisface la propiedad (Vg). O

El siguiente resultado muestra la relacion existente entre la propiedad (Vg) y

las propiedades (v), (2), (gv) y (92).

Teorema 2.17. Para T € L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) T satisface la propiedad (Vg);

(2) T satisface la propiedad (v) y E°(T) = E(T);

(3) T satisface la propiedad (2) y E°(T) = E(T);

(4) T satisface la propiedad (gv) y Osr; (T) = OsBE; (T),

(5) T satisface la propiedad (gz) y Osrr (T) = Ospr; (7).

Demostracion.

(1) = (2). Suponga que T satisface la propiedad (V). Entonces, por el Teorema 2.14,
E%T)=E(T)y o(T) \ogp-(T) = E(T) = E°(T). Asi, T satisface la propiedad (v).
(2) = (1). Si T satisface la propiedad (v) y E°(T) = E(T'), entonces O’(T)\JSF; (T) =
E°T) = E(T) y T satisface la propiedad (Vg).

(2) & (3). Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (v) y (2)

establecida en el Corolario 2.1.

(1) = (4). Asuma que T satisface la propiedad (V). Por Teorema 2.11, T satisface la
propiedad (UWEg, ). Por Teorema 2.7, la propiedad (UWpg,) implica que T satisface el
teorema generalizado de a-Weyl y o~ (T) = ogp e (T'). En consecuencia, E(T) =

o(T)\ JSF;(T) =o(T)\ OsBF; (T') y T satisface la propiedad (gv).

(4) = (1). Suponga que T satisface la propiedad (gv) y Osr; (T) = OsBr; (T).
Entonces, o(T) \ Ospr (T) =o(T) \USBF; (T') = E(T) y por lo tanto, T satisface la
propiedad (Vg).
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(4) < (5). Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (gv) y (g2)

establecida en el Corolario 2.1. O

Observacién 2.14. Por el Teorema 2.17, la propiedad (V) implica las propiedades
(v), (2), (gv) y (gz), pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en

el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.12. Considere el operador T" = 0 definido sobre el espacio de Hilbert
(*(N). Entonces, o(T) = 05p-(T) = {0}, ogpp-(T) = 0y E(T) = {0}. Por lo
tanto, o(7T) \(TSF; (T') # E(T) y asi, T no satisface la propiedad (V). Por otro lado,
o(T)\ogp o (T') = E(T), por lo que T satisface la propiedad (gv), y en consecuencia
T también satisface la propiedad (v).

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la propiedades (Vg),

(Sw) y (Saw).

Teorema 2.18. Para T € L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) T satisface la propiedad (Vg);

(2) T satisface la propiedad (Sw) y E°(T) = E(T);

(3) T satisface la propiedad (Saw) y E°(T) = E(T).

Demostracion.

(1) = (2). Asuma que T satisface la propiedad (Vg). Entonces, por el Teorema
_ g0 _

2.14, E(T) = E°(T), y por el Teorema 2.17, Tsp; (T) = USBF;(T). Por lo tanto,

o(T)\ OSBF;(T) = o(T)\ Osr: (T) = E(T) = E%T), por lo que T satisface la

propiedad (Sw).

(2) = (1). Si T satisface la propiedad (Sw) y E°(T) = E(T), entonces o(T) \

05 (T) C 0(T)\ 05 (T) = EXT) = B(T). Asi, o(T) \ o5 (T) € B(T).
Para mostrar la inclusién opuesta E(T) C o(T) \ Osp- (T), sea X € E(T).
Como E(T) = E%T), se tiene que A € E°(T) = o(T) \ oggp-(T). Asi, \I — T es
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un operador superiormente semi-B-Fredholm y «(A] — T') < oo. Por el Lema 1.16,
Al — T es superiormente semi-Fredholm, por lo que Al — T' es superiormente semi-
Weyl. Luego, A € o(T) \ Tspr (T) y asi, o(T) \ Osr: (T') = E(T). Por lo tanto, T'
satisface la propiedad (V).

(2) < (3) Sigue inmediatamente de la equivalencia entre las propiedades (Sw) y

(Saw) establecida en el Corolario 2.2. O

Observacién 2.15. Por el Teorema 2.18, la propiedad (V) implica las propiedades
(Sw) y (Saw), pero el reciproco, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.13. Considere el operador () del Ejemplo 2.9 y defina un operador T'
sobre X = I'(N) @' (N) por T = Q & 0. Entonces, N(T) = {0} & [}(N), o(T) = {0},
E(T) = {0}, E°(T) = (. Puesto que R(T") = R(Q") & {0}, R(T™) no es cerrado
para cualquier n € N; luego 7' no es un operador superiormente semi B-weyl ni

superiormente semi-Weyl y ogpp- (T) = Osp- (T') = {0}. Asi, se tiene que

oT)\ o (T) = E°(T),  o(T)\ oy (T) # E(T).
Por lo tanto, T" satisface la propiedad (Sw) pero no satisface la propiedad (V).

El siguiente resultado muestra la relacién existente entre la propiedad (Vg) y

el teorema de Weyl.

Teorema 2.19. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vi) si y solo si T
satisface el teorema de Weyl y ow (T) \ Tspr (T)= E(T)\ E°(T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (V). Entonces, por el Teorema
2.13, T satisface el teorema generalizado de Weyl y por lo tanto, satisface el teorema
de Weyl. De esta manera, es suficiente mostrar que ow (7) \O'SF; (T) = E(T)\EYT).
Por los Teoremas 2.12'y 2.14, 04 (T) = ow(T) y E(T) = E°(T), respectivamente.
Por lo tanto, ow (1) \ 05— (T) = 0= E(T)\ E°T).
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Reciprocamente, suponga que T satisface el teorema de Weyl y ow (T') \
Osr; (T) = E(T) \ E°T). Puesto que o(T) \ ow(T) = E°(T), se tiene que o(T) =
EYT)Uow(T) y E%T) Now(T) = 0. Asf,

o(T)\0gp-(T) = [E(T) Uow(T)]\ ogp-(T)
= E°T)Ulow(T) \ ogp- ()]
= EYT)U[E(T)\ EY(T)] = E(T)

y por lo tanto, T" satisface la propiedad (V). ]

Observacién 2.16. Por el Teorema 2.19, la propiedad (Vg) implica el teorema
de Weyl, pero el reciproco, en general, no es cierto. Considere el operador T del
Ejemplo 2.9. Como T satisface el teorema generalizado de Weyl, T' también satisface

el teorema de Weyl, pero no satisface la propiedad (V).

Definicién 2.3. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vg,), si E,(T) =
o(1)\ ogp- (1)

Teorema 2.20. Un operador T € L(X) satisface la propiedad (Vg,) si y solo si T
satisface la propiedad (UWg,) y o(T) = o,(T).

Demostracion. Asuma que T satisface la propiedad (V, ). Entonces, JQ(T)\USF; (T) C
o)\ 0 (T) = Ba(T).

Para mostrar que E,(T) C o,(T) \ Ogr; (T), sea A € E,(T). Entonces, A €
iso 0,(T') y por lo tanto, A € 0,(T). Puesto que T satisface la propiedad (Vg,) y A €
E,(T), se sigue que AI — T es superiormente semi-Weyl. Luego, A € o,(T) \O'SF; (T)
y asi, E,(T) C o,(T) \USF; (T') y T satisface la propiedad (UWpg,). Segun esto,
o(T) \O'SF; (T) = E,(T)y 0.T) \USF; (T) = E,(T). Por lo tanto, o(T) \O'SFJ: (T) =
0(T)\ G (T) ¥ o(T) = u(T).

Reciprocamente, suponga que T satisface la propiedad (UWg,) v o(T) =
0.(T). Entonces, o(T) \USF; (T) = 04(T) \USF;(T) = E,(T), por lo que T satisface
la propiedad (Vg,). O
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Corolario 2.3. Un operador T' € L(X) satisface la propiedad (Vg,) si y solo si T
satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Vg,). Por el Teorema 2.20,
o(T) = o,(T), por lo que o(T) \USF; (T') = E,(T) = E(T). Por lo tanto, T satisface
la propiedad (Vg).

Reciprocamente, suponga que 7" satisface la propiedad (Vg). Por el Teorema
211, 0(T) = 0,(T) y asi, o(T) \O'SF; (T) = E(T) = E4(T). Por lo tanto, T" satisface
la propiedad (Vg,). O

El siguiente teorema muestra la relacién existente entre la propiedad (Vg,) y

la propiedad (Zg,).

Teorema 2.21. Un operador T € L(X) satisface la propiedad (Vg,) si y solo si T
satisface la propiedad (Zg,) y JSF;(T) =ow(T).

Demostracion. Asuma que T satisface la propiedad (Vg,). Por el Corolario 2.3,
la propiedad (Vg,) es equivalente a la propiedad (Vg), y por el Teorema 2.12, la
propiedad (Vi) implica que O'SF;(T) = ow(T). En consecuencia, o(T) \ ow(T) =
a(T)\ USF;(T) = FE,(T). Por lo tanto, T satisface la propiedad (Zg,).
Reciprocamente, suponga que T satisface la propiedad (Zg,) y Osr- (T) =
ow (T). Entonces, o(T) \ Osr; (T) =0o(T) \ ow(T) = E.(T), por lo que T satisface
la propiedad (Vg, ). O

Similar al Teorema 2.21, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 2.22. Un operador T € L(X) satisface la propiedad (Vg,) si y solo si T
satisface la propiedad (gaw) y Ogr; (T) = opw(T).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Vg,). Por el Corolario 2.3,
la propiedad (Vg,) es equivalente a la propiedad (Vg), y por el Teorema 2.13, la
propiedad (Vg) implica que Tsr; (T) = opw(T). Luego, o(T) \ opw(T) = o(T) \
Osr; (T') = E,(T) y asi, T satisface la propiedad (gaw).
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Reciprocamente, asuma que T satisface la propiedad (gaw) y O'SF;(T) =
opw(T). Entonces, o(T) \ USF;<T) = o(T)\ opw(T) = E.(T), por lo que T sa-
tisface la propiedad (Vg,). O

Observaciéon 2.17. Por el Teorema 1.32, los teoremas de a-Browder y generalizado
de a-Browder son equivalentes. Ademas, el teorema de a-Browder para T implica el
teorema de Browder para 7T'. También, por el Teorema 1.31, el teorema de Browder

para T’ es equivalente al teorema generalizado de Browder para T'.

Para un operador T' € L(X), se define IIS (T") = o(T) \ ouw(T). El siguiente
teorema describe la relacién existente entre el teorema de a-Browder y la propiedad

(Ve).

Teorema 2.23. Para T € L(X), los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) T satisface la propiedad (Vg).

(2) T satisface el teorema de a-Browder y 115 (T') = E(T).

Demostracion.

(1) = (2). Suponga que T satisface la propiedad (V). Entonces, por los Teoremas
2.14 y 2.17, E(T) = E°T) y T satisface la propiedad (v), respectivamente. Por
el Teorema 2.8, la propiedad (v) implica que T satisface el teorema de a-Browder y

IT%(T) = E°(T). Ast, T satisface el teorema de a-Browder y I (T') = E°(T) = E(T)).

(2) = (1). Si T satisface el teorema de a-Browder y II%(T) = E(T), entonces
o(T) \ Osp; (T) = o(T) \ ow(T) = NY(T) = E(T). Por lo tanto, T satisface la
propiedad (Vg). O

Observacién 2.18. Por el Teorema 2.23, la propiedad (V) implica el teorema de
a-Browder. Sin embargo, el reciproco en general no es cierto. En efecto, el operador T'
definido en el Ejemplo 2.13, no satisface la propiedad (Vg), pero o(T') = Ospr (T) =
{0} y TI%(T') = 0, por lo que T satisface el teorema de a-Browder.
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Corolario 2.4. Si T tiene la SVEP en cada \ ¢ O’SF;<T), entonces T satisface la
propiedad (V) si y solo si E(T) =1I9(T).

Demostracion. Por Teorema 1.32, la hipdtesis T tiene la SVEP en cada A ¢ Osr- (T)
es equivalente a T satisface el teorema de a-Browder. Luego, si E(T) = II°(T),

entonces o(T') \ Or; (T) =o(T)\ ouw(T) =T1%(T) = E(T). O

Observacién 2.19. Si 7™ tiene la SVEP en cada \ ¢ Osr; (T"), entonces Osr; (T) =
ow(T) y 04(T) = o(T). De manera analoga, si T tiene la SVEP en cada A ¢ o g5+ (T),
entonces o (T*) = ow (T*) y 0,(T*) = o(T*). Segun esto, claramente se tiene que
si T* tiene la SVEP en cada A ¢ o4 Py (T'), entonces las propiedades (Wg), (UWg),
(UWg,), (Zg,), (Vi) v (Vg,) son equivalentes para 7. También, si T tiene la SVEP

en cada A ¢ o4+ (T), entonces estas propiedades son equivalentes para T™.

En la siguiente tabla se resume el significado de varios teoremas y propiedades

que estan relacionado con la propiedad (V).



(We) 23] | o(@)\ow(I)=E(T) | (Wn)[24) | o(T)\ow(T)=1LT)
W [37] o(T)\ ow(T) = E°(T) B [50] o(T)\ ow(T) =T1°(T)
(25,) [16) | o(T)\ow(T) = ET) | (Zn) [76] | o(T)\ow(T) = 1(T)
(aw) B1] | o(T)\ow(T) = EAT) | (ab) Bl | o(T)\ow(T) =1T)
W26 | oM \osw(T)=ET) | o826 | o(T)\osw(T)=TI(T)
(Bw) 48] | o(T)\opw(T) = E°T) | (Bb)[64] | ofT)\opw(T)=1"(1)
(gaw) B1) | o(1)\opw(T) = Eu(T) | (gab) 31] | o(T)\ opw(T) = IL(T)
(Baw) [77) | o(T)\osw(T) = ENT) || (Bab) [17) | o(T)\ osw(T) = IU(T)
(v) 69 | o(T)\ogp (1) =ENT) | (ah) [73] | o(T)\ogp (T) =1(T)
() [ | o(T)\oge () =EUT) | (a2) [14] | o(T)\ogp (T) =TUT)
(90) 69 | o(T)\ogpp(T) = E(T) || (gah) [73] | o(T)\ogyp-(T)=TI(T)
(Sw) [65] | o(T)\ ogpp (T) = E°T) || (Sb) [65] | o(T)\ ogpp (T) = (D)
(92) [14] | o(T)\ogpp (T) = Bu(T) || (ga2) [14] | o(T)\ 0gpp. (T) = TL(T)
(Saw) [10] | o)\ oo (T) = EXT) | (Sab) [10] | o(T)\ ogpp () = IUT)
(UWp) 4] | 0u(T)\ogp (T) = B(T) | (UWa) [24] | 0u(T)\ 0gp (T) = TI(T)
() [61] | 0u(T)\ogp- (T) = EAT) | () B0] | 0ulT)\ ogp(T) = I°(T)
(UWe,) 23] | 0u(T)\0gp(T) = E(T) | (UWn,) [24] | 0u(T) \ 05 (T) = IL,(T)
W [62) | 0ul1)\ogp (T) = EXT) | aB 0] | 0u(T)\ ogp (T) = II(T)
(gw) [14] | 0u(T)\ogp (T) = E(T) | (gb) B0] | 0u(T)\ 0y (T) = IN(T)
(Bgw) [64] | 0u(T) \ ogpp (T) = E°(T) || (Bgb) [64] | 0u(T)\ oy (T) = (T)
gaW [26] | 0u(T)\ 05 (T) = Eu(T) | 9aB [26] | 00(T)\ 05 (T) = (T)
(SBaw) [25) | 0u(T)\ ogpp (T) = EXT) || (SBab) [25] | 0u(T) \ oy (T) = II(T)
(Ve) [T | o(T)\ogp () = Eu(T) | (Vi) [68] | o(T)\ogp (T) = I(T)

Tabla 2.1: Propiedades espectrales relacionadas con la propiedad (V).

Teorema 2.24. Suponga que T € L(X) satisface la propiedad (Vg). Entonces:

(1) ospp(T) = ow(T) = 05p-(T) = ow(T) = oLp(T) = op(T) = ow(T) =
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oo(T) y o(T) = a,(T).

(2) Todas las propiedades de la Tabla 2.1 son equivalentes, y T satisface cada una

de estas propiedades.

Demostracion.

(1). Por el Teorema 2.11, se satisface la igualdad o(T) = 0,(T). Las igualdades
OsBE; (T) = Tpwr (T) = USF;(T) = ow(T') siguen de los Teoremas 2.12, 2.13 y 2.17.
Puesto que las inclusiones OsBr; (T) C op(T) C ow(T) C op(T) y OsBr; (T) C
orp(T) C op(T) C 0,(T) siempre se satisfacen, es suficiente probar que OsBF; (T) =
op(T'). En efecto, como T satisface la propiedad (Vg), por el Teorema 2.23, T satisface
el teorema generalizado de a-Browder o equivalentemente el teorema de a-Browder.
Puesto que el teorema de a-Browder implica el teorema de Browder, se concluye que
o5 (T) = ow(T) = oy(T).

(2). Por el Teorema 2.11, T satisface la propiedad (UWEg) y la equivalencia entre las
propiedades de la Tabla 2.1 sigue del inciso (1) y el Teorema 2.21. O

El reciproco del Teorema 2.24, en general, no es cierto como se muestra en el

siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.14. Considere el operador ) del Ejemplo 2.9. Se define el operador T’
sobre X = (1(N)@¢*(N) por T = Q0. Entonces, ospr- (1) = opw (1) = 0gp—(T) =
ow(T) = orp(T) = op(T) = ow(T) = o(T) = {0}, o(T) = 04(T) = E(T) = {0}.
Observe que se cumplen las condiciones del inciso (1) del Teorema 2.24, pero T' no

satisface la propiedad (V).

2.3. Propiedad (Vg) a través de la SVEP localizada

En esta seccién, se dan algunos resultados relativos a la propiedad (Vg) para
un operador 1" que tiene la SVEP en cada punto que no pertenece a su espectro infe-

riormente semi-Weyl y is0 0,(7) = (). De manera andloga, se dan algunos resultados
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de la propiedad (V) para el operador T* en cada punto que no pertenece al espectro

superiormente semi-Weyl de T'.

Teorema 2.25. Sea T' € L(X). Si T* tiene la SVEP en cada \ ¢ O’SF;(T) Yy
is00,(T) =0, entonces T satisface la propiedad (V).

Demostraciéon. La hipdtesis iso o, (T) = () implica que E(T) = (). Asi, es suficiente
mostrar que o(1") = Osr; (T). Suponga que A € o(T) y A ¢ Osr; (7). Como T™ tiene
la SVEP en A, entonces g(Al —T) < ooy A ¢ Tspr (T), también p(A\ —T') < 0.
Por lo tanto, A € isoc(T') y se sigue que A € isoo,(T), lo cual es imposible. Asi, se

concluye que o(T) = Osp- (T') y T satisface la propiedad (Vg). [

Corolario 2.5. Sea T € L(X). Si T* tiene la SVEP y isoo,(T) = 0, entonces T
satisface la propiedad (Vi).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.25. O

Corolario 2.6. Sea T € L(X). Si Int(0(T) \ 055~ (T)) = iso04(T') = 0, entonces T
satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Sea A ¢ Osp- (T). Si A ¢ o(T), entonces es claro que T™ tiene
la SVEP en M. Si A € o(T), entonces A € o(T) \ Tsp (T') y como el conjunto
de todos los operadores superiormente semi-Weyl es abierto en L(X), la hipdtesis
Int(a(T) \ Ogr; (T)) = 0 implica que A € do(T'). Por lo tanto, T* tiene la SVEP en
A nuevamente. Ahora, por el Teorema 2.25, se concluye que T satisface la propiedad

(VE). O

Teorema 2.26. Sea T € L(X). Si T tiene la SVEP en cada \ ¢ USF;(T) Y
iso0,(T) = 0, entonces T* satisface la propiedad (V).

Demostracion. La hip6tesis isoo,(T) = 0 implica que E(T*) = (. Es suficiente
mostrar que o(T%) = Tsp; (T*). Suponga que A € o(T*) y A\ ¢ Tsp (T™*). Puesto que
T tiene la SVEP en A, se tiene que p(Al —T) < 0o y como A\ ¢ Osr; (T"), también
q(AM —T) < oo. Por lo tanto, A € isoo(T) y se sigue que A € isoo,(T), lo que
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contradice el hecho que isoo,(T) = ). Asi, se concluye que o(T*) = Tsr: (T*)y T
satisface la propiedad (V). O

Corolario 2.7. Sea T € L(X). Si T tiene la SVEP y isoo,(T) = 0, entonces T*
satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 2.26. OJ



Capitulo 3

Estabilidad bajo sumas directas y restricciones

En este capitulo, se estudia la estabilidad bajo sumas directas y restricciones
de las propiedades (Sab), (Sb), (Vi), (Vi,), (Saw), (Sw) y (Vg). Para esto, se consi-
deran operadores T'y S (definidos sobre un espacio de Banach) que satisfacen estas
propiedades y se dan condiciones apropiadas para que ellas se puedan transmitir a la
suma directa T'@® S. De igual manera, para un operador T' € L(X) tal que 0 ¢ TI(T),
se caracterizan estas propiedades en términos de sus restricciones 7T, con n € N.
Cabe destacar que estos resultados estan resenados en el articulo “Strong variations
of Weyl and Browder type theorems for direct sums and restrictions”, publicado en

la revista Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2 (2019), véase [72].

3.1. Variaciones fuertes para sumas directas

En esta seccién, se muestra que si 7'y S son operadores (definidos sobre un
espacio de Banach) que satisfacen las propiedades (Sab), (Saw), (Vg), entonces su
suma directa (ortogonal) 7' & S no necesariamente satisface las propiedades (Sab),
(Saw), (Vg), respectivamente. Ademds, se exploran algunas condiciones suficientes
para asegurar que estas propiedades se transmitan desde los sumandos directos Ty
S a la suma directa T'@ S. En lo que sigue, para un operador 7' € L(X) se denota

0

por o, (T') al conjunto de todos los autovalores de T' de multiplicidad finita y por

pa(T) = C\ 0,(T) al conjunto resolvente aproximado puntual de 7.

Teorema 3.1. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que TI2(T) N p,(S) = M°(S) N
pa(T) =10. SiT y S satisfacen la propiedad (Sab), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) TSBF; (Tes)= TSBFy (T)u USBF;(S);

(2) T & S satisface la propiedad (Sab).
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Demostracion.

(1) = (2). Suponga que JSBF;(T ®9) = USBF;(T) U USBF;(S). Puesto que el
espectro superiormente semi-Browder de una suma directa es la unién de los espectros
superiormente semi-Browder de sus componentes, esto es, o,,(T & S) = ou(T) U

ouw(S), se tiene que

I(T®S) = 0, (T®S)\ ow(T®9)
= [0a(T) Uoa(S)]\ [0w(T) U oup(5)]
= [I(T) N pa(S)] U [I5(S) N pu(T)] U [I5(T) N IT5(S))-

La hipétesis I12(T) N po(S) = T1°(S) N po(T) = O implica que IY(T' & S) = 1%(T) N
19(.S). Por otro lado, como Ty S satisfacen la propiedad (Sab), se tiene que

[o(T)Uo(S)\lospp: (T)Jospp-(S)] = M (T)Np(S)]U[Te(S)Np(T) V[T (T)NITL(S))].
Puesto que TI2(T") N p(S) = T2(S) N p(T) = 0, se tiene que
(0(T) Ua(S)]\ [rsg (T) Uorgpp ()] = TI(T) ATIE(S)

y por lo tanto, [J(T)UJ(S)]\[JSBFJ: (T)UO’SBF; (9)] = IM°(T®S). Como por hipdtesis,
OsBr; (ToS) = OsBr; (T)u O'SBF;(S), se obtiene que o(T @ S) \ USBF;(T ®S) =
9T @ S) y asi, T @& S satisface la propiedad (Sab).

(2) = (1). Si T@® S satisface la propiedad (Sab), entonces Ospry (T®S)=0,(TDS)
(véase [70, Teorema 2.31]). Puesto que siempre se tiene la igualdad o,(7 & S) =
op(T) U 03,(S), se sigue que OsBE; (T) U TsBE; (S) Cap(T)Uap(S) =ap(T®S) =
ospr- (T ® S5) y por lo tanto, 045 (T) U ogpp-(5) S ogpp-(T @ S). Dado que
OsBr; (Te S) C USBF;(T) U O'SBF;(S) (véase [32, Lema 2.2]), se concluye que
OsBF; (T'®S) = 9sBF; (T)yu USBF;(S)- 0

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la suma directa de dos ope-
radores que satisfacen la propiedad (Sab) no necesariamente satisface la propiedad

(Sab).



79

Ejemplo 3.1. Sea ) € L(Z) un operador nilpotente, con Z cualquier espacio de
Banach de dimensién infinita. Considere el operador T' = V @& I definido sobre X @Y
donde V' : X — X es un operador inyectivo cuasi-nilpotente que no es nilpotente y Y’
es un espacio de Banach de dimensién finita no nulo. Entonces, 0(Q) = 0,(Q) = {0},
OsBF; (Q) =0y IR(Q) = {0} . Asi, 0(Q) \ OSBF;(Q) = {0}\ 0 = {0} =II3(Q) ¥
@ satisface la propiedad (Sab). Ademas, o(T') = 0,(T) = {0,1}, OsBE; (T)={0}y
Y(T) = {1}. Asi, o(T) \ ospr-(T) = {0,1}\ {0} = {1} = %(T) y T satisface la
propiedad (Sab). Pero la suma directa Q@7 sobre el espacio de Banach Z& X @Y no
satisface la propiedad (Sab), pues c(Q&T) =1Y(Q&T) = {0,1} y USBF;<Q@T> =
{0}, 1o que implica que 7(Q® )\ g (QT) = {0, 11\ {0} = {1} £ Q& T).
Observe que g (QET) = gp(Q) Uagp (T), pero I8(T) N pu(T) = {1} # 0.

Los siguientes tres corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 3.1,

debido a que las propiedades (Sab), (Sb), (Vi) y (Vir,) son equivalentes.

Corolario 3.1. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que I%(T) N p,(S) = T2(S) N
pa(T)=10. SiT y S satisfacen la propiedad (Sb), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) TSBF} (Tes) = TSBFy (T)u USBF;(S);
(2) T & S satisface la propiedad (Sb).

Corolario 3.2. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que I2(T) N pa(S) = Y(S) N
pa(T)=10. SiT y S satisfacen la propiedad (Vi1), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) OsBF; (T®S) = OsBF; (T)u USBF;(S)!
(2) T & S satisface la propiedad (Vir).

Corolario 3.3. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que I2(T) N p,(S) = IY(S) N
pa(T)=0.SiT y S satisfacen la propiedad (Viy,), entonces los siguientes enunciados

son equivalentes:
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(1) 0spp (T ®S) = 0gpp-(T) Uogpp-(5);
(2) T @ S satisface la propiedad (Vi,).

Similar al Teorema 3.1, en el caso de la propiedad (Saw), se tiene el siguiente

resultado.

Teorema 3.2. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que o)(T) = 0p(S). SiT y S

p

satisfacen la propiedad (Saw), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) OsBF; (T®s)= OsBF; (T)u USBF;<S);'
(2) T & S satisface la propiedad (Saw).

Demostracion.

(1) = (2). Suponga que O'SBF;(T ®S) = O'SBF;(T) U USBF;(S). Como T y S

satisfacen la propiedad (Saw),

o(T®S)\ USBF;(T ®©S) = [o(T)Ua(9)]\ [USBF; (T)yu OsBF; (9]
[Eo(T) N p(S)] U[EL(S) N p(T)] U [E(T) N EQ(S)].

Ahora, la hipétesis o)(T') = o9(S) implica que Ey(T) N p(S) = EL(S) N p(T) = 0.

Asi, o(T @ S) \ O'SBF;(T © S) = EJ(T) N EY(S). Puesto que op(T @ 5) = {\ €
o(T)Ua)(S) - a(M —T) 4+ a(A — S) < oo}, se tiene que

EJT®S) = isoce(T®S)Noy (T S)
= is0[0a(T) Uo,(S)] Nap(S)
= [E(T) N pa(S)] U [EZ(S) N pa(T)] U [EL(T) N EG(S))-
Como EX(T)Npa(S) = EX(S)Npa(T) = 0, se sigue que EY(T'® S) = EX(T)NEY(S).

Por lo tanto, o(T' & 5) \ USBF;(T ®&S)=ENT®S)yT®a S satisface la propiedad
(Saw).
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(2) = (1). Si T'& S satisface la propiedad (Saw), entonces por el Teorema 2.3, T' & S
satisface la propiedad (Sab). Por lo tanto, la igualdad de los espectros o4 o (T®S)
Y Ospr; (T)U TsBry (S) sigue del Teorema 2.9 y la prueba “(2) = (1)” del Teorema
3.1. [

El siguiente ejemplo muestra que, en general, la suma directa de dos opera-
dores que satisfacen la propiedad (Saw) no necesariamente satisface la propiedad

(Saw).

Ejemplo 3.2. Sea ) € L(Z) un operador nilpotente con Z un espacio de Banach
de dimensién infinita. Sea T' € (*(N) definido por S(zy,x2,23,...) = (0, %, %, ...).
Entonces o(Q) = {0}, OsBF; Q) =0y E;(Q) = {0}. Asf, o(Q) \ OsBF; (@) = {0} \
0 = {0} = EX(Q) y Q satisface la propiedad (Saw). Ademés, o(T) = ospp-(T) =
{0} y EXT) = 0. Ast, o(T) \ USBF;<T) = () = EXT) y T satisface la propiedad
(Saw). Pero la suma directa Q @ T definida sobre el espacio de Banach Z & ¢?(N) no
satisface la propiedad (Saw), pues 0(Q @ T) = 035,-(Q D T) = EY Qe T)={0},
lo que implica que 0(Q & T) \ 7gpp (@& T) = {0} \ {0} = 0 £ {0} = BAQ & T).
Note que g5 (T © S) = 05— (T) U ogpp-(5), pero op(Q) = {0} #0 = a)(T).

Corolario 3.4. Sean T € L(X) y S € L(Y) tales que 0,(T) = 0,(S). SiT y S

satisfacen la propiedad (Sw), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:
(1) o055 (T ®S) = 055 (T) Uogpp-(5);
(2) T & S satisface la propiedad (Sw).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.2, debido a que las propie-

dades (Saw) y (Sw) son equivalentes por el Corolario 2.2. O

Teorema 3.3. Sean T' € L(X) y S € L(Y) tales que 0,(T) = 0,(5). St T y S

satisfacen la propiedad (Vg), entonces los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) Osrk; (Te®S)= Osk; (T)u USF;(S);
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(2) T & S satisface la propiedad (Vg).

Demostracion.

(1) = (2). Suponga que Tspr (TeS)= Tspr (T)U Ospr (S). Como Ty S satisfacen
la propiedad (Vg),

o(T®©S\ogp-(T®S) = [o(T)Va(S)]\[ogp-(T) Uogp-(S)]
= [E(T)Np(S)IUES) N p(T)] U [E(T) N E(S)].

Ahora, la hipétesis, 0,(T) = 0,(S) implica que E(T)Np(S) = E(S)Np(T) = 0. Asi,
O’(T@S)\O’SF; (T®S) = E(T)NE(S). Puesto que Tspr (TeS) = Osr; (T)UO’SF;<S),

se tiene que

E(T®S) = isoo(T@S)Nno,(T®S)
= iso[o(T) Ua(S)] Noy(S)

= [E@) N p(SIUIES) N p(T)] U E(T) N E(S)].

Como E(T)Np(S) = E(S)Np(T) =0, se sigue que E(T @ S) = E(T) N E(S). Asi,
o(T®S5)\ Tgr- (T®S)=E(T®S)yTo S satisface la propiedad (V).

(2) = (1). Si T @ S satisface la propiedad (Vg), entonces por Teorema 2.15, '@ S
satisface la propiedad (Vfy). Por lo tanto, la igualdad de los espectros USFJ:(T @ S)
Y Osk; (T) U Osr; (S) sigue del Teorema 2.9 y la prueba “(2) = (1)” del Teorema
3.1. [

Observacion 3.1. En general, la suma directa de dos operadores que satisfacen la
propiedad (Vg) no necesariamente satisface la propiedad (V). En efecto, considere
los operadores ) v T definidos en el Ejemplo 3.2. Entonces, ) y T satisfacen la
propiedad (Vi), pues o(Q) \ o5 (Q) = {0} \ 0 = {0} = E(Q) ¥ o(T)\ oy (T) =
{0} \ {0} = 0 = E(T). Pero la suma directa @ & T no satisface la propiedad (Vg),
pues 0(Q & T) \ ogp-(Q & T) = {0} \ {0} = 0 # {0} = E(Q & T). Note que
oer (Q&T) = oy (Q) Uosp (1), pero 0,(Q) = {0} # 0 = 0,(T).
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3.2. Variaciones fuertes para restricciones

En esta seccidn, se consideran operadores T € L(X) tales que 0 ¢ II(T'), y se
buscan algunas condiciones para que estos operadores satisfagan la propiedad (V)
o la propiedad (Vf1) en término de sus restricciones. Para esto, se introducen los

siguientes dos lemas que seran fundamentales para obtener los resultados deseados.

Lema 3.1. Suponga que T € L(X) y existe un n € N tal que R(T™) es cerrado.

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:
(1) Si0¢I(T), entonces U*(T) = TUXT,) y II(T) = TI(T,,).
(2) Si0 ¢, (T), entonces UA(T) =TT, y U (T) = 11,(T},).

Demostracion.

(1). Sea A € II(T"). Entonces, 0 < p(A —T) = q(AM —T) < oo. Como 0 ¢ II(T), se
tiene que A # 0. Por el Lema 1.19,0 < p(AI—T,,) = p(A[=T) < 0oy q(AI-T,,) < 0.
Por lo tanto, 0 < p(A — T,,) = q(AM —T,) < oo y se sigue que A € II(7},). En
consecuencia, II(T) C II(7},). Sea A € II(T,). Entonces A € o(T,,) y 0 < p(Al —
T,) = q(A\ —T,) < oo. Por los Lemas 1.7y 1.8, p(Al —=T) = g\ —T) < 0.
Suponga que p(Al —T) = ¢g(AM — T) = 0. Entonces, A\ ¢ o(T) y por el Lema
1.21, se sigue que A ¢ o(T,), lo que conduce a una contradiccién. Por lo tanto,
0<pM —=T)=qM\ —-T)<ooyXell(T). Asi, II(7,,) CII(T) y se concluye que
I(T) = TI(T,,). La hip6tesis 0 ¢ II(T) implica que 0 ¢ I1°(T'), pues II%(T) C II(T).
Suponga que 0 € II%T,). Entonces, 0 € II(7,). Puesto que II(T) = II(T,), se
tiene que 0 € II(T), lo cual es contradictorio. Polo tanto, 0 ¢ I1°(T;,). Para el caso
A # 0,se tiene que (A —T') = a(AI — T,,) por el inciso (3) del Lema 1.19. Puesto
que II(T) = {\ € T(T) : (M —T) < oo} and I(T) = TI(T},), se concluye que
n%(7) \ {0} = 01°%T,,) \ {0} y por lo tanto, I1°(T) = I1(T,,).

(2). Sea A € I1,(T). Entonces, A € iso 0, (T), p(M —T) < 0oy R(A—T)PAM=T1+1) eg
cerrado. Por el Lema 1.21, se tiene que A € 0,(T") = 0,(7},). La hipdtesis 0 ¢ I1,(7T")
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implica que A # 0. Por el Lema 1.19, p(Al —T},,) = p(AMl —T) < ooy R((A —
T,)PAM=T)+y = R((AI — T)PAN =T+ 0 R(T™) = R((M — T)PXM=D+1) n R(T™)
es cerrado. Por lo tanto, A € I1,(T,) y asi, I1,(T) C II,(7,). Para mostrar que
I1,(T,,) C I, (T), sea A € I1,(T},). Aqui se consideran dos casos:

Caso 1. Si A # 0, entonces A € 0o(T},), p(M —T,,) < ooy R((A =T, )PP =Tn)+1)
es cerrado. Por el Lema 1.21, XA € 0,(T},) = 0,(T"). También, de los Lemas 1.19 y
1.20, se sigue que p(A — T},) = p(Al = T) < oo y R((A — T)PAN-1+1) = R((AI —
T)PM=Ta)+1) eg cerrado. Por lo tanto, A € IL,(T).

Caso 2. Si A = 0, entonces 0 € I1,(7,) = 04(T,,) \ op(T},). Como orp(T,) =
owb(Th), T, es superiormente semi B-Browder, por lo que existe un m € N tal que
R(T") = R(T™*™) es cerrado y Ty es superiormente semi-Browder, donde T,y
denota la restriccién de T sobre R(T™"™). Asi, T es superiormente semi B-Browder
y 0 & oun(T,) = orp(T},). Por el Lema 1.21, se tiene que 0 € 0,(T,,) = 0,(T) y asi,
0€ 0,(T)\ oLp(T) =11,(T). Por lo tanto, I1,(7,,) C I1,(T).

Asi, en ambos casos, I1,(7,) C I1,(T), por lo que se concluye que I1,(7},) =
I1,(T).

La hipétesis 0 ¢ T1,(7T') implica que 0 ¢ T1(T), pues I1°(T) C T1,(T). Suponga
que 0 € 1I%(T,,). Entonces, 0 € I1,(T},). Puesto que I1,(T) = I1,(T;,), se tiene que
0 € I,(T), lo cual es contradictorio. Por lo tanto, 0 ¢ T12(T;,). Para el caso A # 0,
se tiene que (A — T},) = a(A — T') por el inciso (3) del Lema 1.19. Puesto que
HUT) = {\ € I(T) : a(M —T) < oo} and I1,(T) = I1,(T,), se concluye que
ao(T)\ {0} = 11%(T;,) \ {0} y por lo tanto, I1(T") = I1%(T;,). O

Lema 3.2. Suponga que T € L(X) y existe un n € N tal que R(T™) es cerrado.

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:
1. Si0¢1II(T), entonces E°(T) C E°(T,) y E(T) = E(T,,).
2. 8i0¢T1,(T), entonces EX(T) C EXT,) y E.(T) = Eu(T},).

Demostracion.
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(1). Sea A € E(T,,). Entonces, A € isoo(T,,) y 0 < a(N — T,,). Por el Lema 1.21,
se tiene que A € isoo(T},) = isoo(T) y como N(A —T,) C N(A —T), se sigue
que 0 < a(M —T,) < a(A =T). Asi, A € E(T) y por lo tanto, E(T,,) C E(T).
Por el Lema 1.22, se tiene que E(T) C E(T,). De esta manera, se concluye que
E(T) = E(T,).

Sea A € EY(T). Entonces, A € isoo(T) y 0 < a(M —T) < oo. Por el Lema 1.21,
A €isoo(T) =isoo(T},). Aqui se consideran dos casos:

Caso 1. Si A # 0, entonces por el Lema 1.19, 0 < a(AM—T,,) = a(AM—-T) < o0,
por lo que A € E°(T,,).

Caso 2. Si A = 0, entonces se afirma que «(7,) > 0. Suponga que «(7},) = 0.
Entonces, p(T,) = 0y, por el Lema 1.7, p(T) < oo. También, o(T") < oo, pues
a(T) < oo. Como R(T™) es cerrado, se tiene que T™ es un operador superiormente
semi-Fredholm. Por el Teorema 1.2, T" es un operador superiormente semi-Fredholm
y por el Teorema 1.3, 7" es un operador superiormente semi-Fredholm. Por lo
tanto, R(T,) = R(T™"') es cerrado. Segun esto, T, es acotado superiormente y asi,
T es un operador semi-Fredholm. Por el hecho que 0 € isoo(7},), T} tiene la SVEP en
0. Asi, por el Teorema 1.9, ¢(T,,) < oo y por el Lema 1.8, ¢(T') < oo. De esta manera,
se tiene que 0 < p(T') = ¢(T) < oo, lo que contradice la hipétesis que 0 ¢ II(T"). Por
lo tanto, a(7},) > 0. Por otro lado, como N(7},) C N(T) y a(T) < oo, se tiene que
a(T,) < oo. Luego, 0 < a(T},) < oo y asi, A € E%(T,,), por lo que E°(T) C E°(T},).
Asi, en ambos casos, E°(T) C E°(T,,), por lo que se concluye que E°(T) = E°(T,,).

(2). Por el Lema 1.23, E,(T) C E,(T,). Para probar la inclusion E,(T},) C E.(T),
sea A € E,(T,). Entonces, A € isoo,(T,) y 0 < a(A — T,). Por el Lema 1.21,
A € i800,(T,,) = is004(T"). También, como N(A —T,,) € N(A —T), se tiene que
0 < aM —T,) < aM —T). Asi, X € E,(T) y por lo tanto, E,(T,) C E,(T).
Esto demuestra que F,(T) = E,(T;). Sea A € E%(T). Entonces A\ € isoc,(T) y
0<a(M —T) < oo. Como 0 ¢ I1,(T), por el Lema 1.21, A € iso,(T,,) = isoo,(T).
Aqui se consideran dos casos:

Caso 1. Si A # 0, entonces por el Lema 1.19, 0 < a(A—T,,) = a(AM =T < cc.
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Asi, A € EXT,).

Caso 2. Si A = 0, entonces se afirma que a(7},) > 0. Suponga que «(7T;,) = 0.
Entonces, p(T,) = 0y, por el Lema 1.7, p(T) < oo. También, o(T™) < oo, pues
a(T) < oco. Como por hipétesis R(T™) es cerrado, se tiene que T™ es un operador
superiormente semi-Fredholm. Por el Teorema 1.2, T" es un operador superiormente
semi-Fredholm y por el Teorema 1.3, T"*! es es un operador superiormente semi-
Fredholm. Por lo tanto, R(T},) = R(T™") es cerrado. Segin esto, T;, es acotado
superiormente, por lo que 0 ¢ 0,(7},), lo que es una contradiccién. Por lo tanto,
a(T,) > 0. Por otro lado, como N(T,,) C N(T) y o(T) < o0, se tiene que a(T},) < oc.
Luego, 0 < a(T},) < ooy asi, A € E%(T},), por lo que EX(T) C E°(T,,). Asi, en ambos
casos, E2(T) C EY(T,), por lo que se concluye que EX(T) = EY(T,,). O

Teorema 3.4. Sea T € L(X) tal que 0 ¢ II(T"). Entonces, T satisface la propiedad

(Vi) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface la propiedad
(Ve).

Demostracion. Asuma que existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface la
propiedad (V). Sea A € E(T). Por Lema 3.2, se tiene que A € E(T},) y por el Teorema
2.17, la propiedad (V) implica que T, satisface la propiedad (v) y E(T,) = E°(T},),
por lo que A € E%T;,) = o(T,,) \ Tsp; (T},). Se afirma que A # 0. En efecto, suponga
que A = 0. Entonces, T,, es un operador semi-Fredholm y 0 € iso o (75,), luego por el
Teorema 1.4, T}, es un operador de Browder y por lo tanto, 0 € T1°(T},), lo que implica
por el Lema 3.1, que 0 € I1%(T) C II(T), contradiciendo el hecho que 0 ¢ TI(T). Asi,
se concluye que A # 0. Ahora, como A € E°(T,), por el Lema 1.19, se sigue que
0 < a(M —T) < oco. Puesto que Al — T}, es un operador superiormente semi-
B-Fredholm y R(A — T,,) es cerrado, por el Lema 1.17, se tiene que A\ — T es
un operador superiormente semi-Fredholm. Como A € isoo(7), nuevamente por el
Teorema 1.4, A\I — T es un operador de Browder y por lo tanto, de Weyl. Asi,
Al —T es superiormente semi-Weyl y A € o(T') \ Osr; (T'). Esto muestra que E(T') C

o(T)\ Osr- (T'). Para mostrar la inclusién opuesta o(T) \ Osr: (T") € E(T), observe
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que bajo la hipdtesis que T, satisface la propiedad (Vg), por los Lemas 1.20 y 3.2, se
tiene que (1) \ o5y (T) = o(T1) \ 05y (1) € 0(T) \ 0 (1) = B(T,) = B(T) y
asi, o(T) \USF; (T') C E(T). Por lo tanto, o(T) \USF; (T) = E(T) y T satisface la
propiedad (Vg).

Reciprocamente, asuma que 7T satisface la propiedad (Vg). Entonces, para

n =0, R(T°) = X es cerrado y Ty = T satisface la propiedad (Vg). O

Observacion 3.2. Si T € L(X) satisface la propiedad (Vi1), entonces T' satisface la
propiedad (ah) y Ospr (T) = Tspry (T) (véase [68, Theorem 2.13]). También, si T'
satisface la propiedad (V41), entonces II(T) = I1°(T) (véase [68, Theorem 2.10]).

Los resultados mencionados en la Observacion 3.2, son necesarios para carac-
terizar la propiedad (Vi) de un operador 7" € L(X) en términos de una restricciéon

T, como se muestra a continuacion.

Teorema 3.5. Sea T' € L(X) tal que 0 ¢ II(T"). Entonces, T' satisface la propiedad
(V1) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface la propiedad

(V).

Demostracion. Suponga que existe n € N tal que R(T") es cerrado y T,, satisface
la propiedad (Vi7). Entonces, T, satisface la propiedad (ah) y II(T,,) = I1°(T},). Sea
A € I(T). Por el Lema 3.1, A € II(T;,) = I%T,,), por lo que X € TI°%(T},) = o(T;,) \
O'SF;(TH). Asi; A — T, es un operador superiormente semi-Fredholm y 0 < p(Al —
T,) = q(AI —T,) < co. Por los Lemas 1.4, 1.7 y 1.8, se tiene que 0 < p(Al —T) =
q(AM —T) < ooy por lo tanto, A € o(T') \ 0,(T") C o(T') \GSF; (T'). Esto prueba que
IT) Co(T)\ Tsr: (T'). Para mostrar la inclusién opuesta o(T) \ Osrr (T) CIT),
observe que bajo la hipétesis que T, satisface la propiedad (Vf1), por los Lemas 1.20
y 3.1, se tiene que o(7") \JSF; (T) =o(T)) \USF; (T) Co(T),) \O’SF; (T,) =1(T,) =
I(T) y asi, o(T) \ O'SFJ:(T> C TI(T). Por lo tanto, o(T) \ JSF;(T) =1(T)y T
satisface la propiedad (Vir).

Reciprocamente, asuma que 7' satisface la propiedad (Vi1). Entonces, para

n =0, R(T°) = X es cerrado y Ty = T satisface la propiedad (Vi). O
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Los siguientes tres corolarios son consecuencia inmediata del Teorema 3.5,

debido a que las propiedades (Sab), (Sb), (Vi1) v (Vi1,) son equivalentes.

Corolario 3.5. Sea T € L(X) tal que 0 ¢ II(T"). Entonces, T satisface la propiedad

(Vi) si y solo si existe n € N tal que R(T") es cerrado y T, satisface la propiedad
(VHa>'

Corolario 3.6. Sea T € L(X) tal que 0 ¢ II(T'). Entonces, T satisface la propiedad
(Sb) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface la propiedad
(Sb).

Corolario 3.7. Sea T € L(X) tal que 0 ¢ II(T'). Entonces, T satisface la propiedad
(Sab) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T, satisface la propiedad
(Sab).

Teorema 3.6. Sea T € L(X) tal que 0 ¢ TI(T"). Entonces, T satisface la propiedad
(Sw) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T, satisface la propiedad
(Sw).

Demostracion. Asuma que existe n € N tal que R(T") es cerrado y T, satisface
la propiedad (Sw). Sea A € E°(T). Entonces, por el Lema 3.2, se tiene que A\ €
E%T,) = o(T}) \ OsBr; (T..), pues T, satisface la propiedad (Sw). Asi, \[ — T,
es un operador superiormente semi B-Fredholm y por lo tanto, cuasi-Fredholm. Se
afirma que A # 0. En efecto, suponga que A = 0. Entonces, T,, es cuasi-Fredholm y
0 € o(T,) =o(T)), por lo que T,, es un operador cuasi-Fredholm y ambos operadores
T,y T tienen la SVEP en 0. Luego, por el Corolario 1.1, 7}, es Drazin invertible y por
lo tanto, 0 € o(T},) \ op(T},) = II(T,), lo que implica, por el Lema 3.1, que 0 € II(T),
contradiciendo el hecho que 0 ¢ TI(T"). Asi, se concluye que A # 0. Ahora, procediendo
como en el Teorema 3.4, se obtiene que Al — T es superiormente semi-Weyl y por lo
tanto, superiormente semi B-Weyl. Por lo tanto, A € o(7) \O’SBF; (T) y asi, E%(T) C
o(T)\ OsBF; (T"). Para mostrar la inclusién opuesta o(7) \ OsBE; (T) € E°T),

observe que bajo la hipétesis que T, satisface la propiedad (Sw), por el Teorema 2.1
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y el Corolario 3.6, T" satisface la propiedad (Sb). Por lo tanto, o(7T) \ OsBF; (T) =
I%T) € E%T). Esto demuestra que o(7T) \ ospr-(T) = E°T) y T satisface la
propiedad (Sw).

Reciprocamente, si T satisface la la propiedad (Sw), entonces 0 es un nimero

natural tal que R(T°) = X es cerrado y T, = T satisface la propiedad (Sw). O

Corolario 3.8. Sea T' € L(X) tal que 0 ¢ II(T'). Entonces, T satisface la propiedad
(Saw) si y solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface la propiedad
(Saw).

Demostracion. Es consecuencia inmediata del Teorema 3.6, debido que las propie-

dades (Saw) y la propiedad (Sw) son equivalentes por el Corolario 2.2. O

El siguiente ejemplo ilustra el comportamiento de un operador 7'y su restric-

cién T,,, cuando 0 € TI(T).

Ejemplo 3.3. Sea X un espacio de Banach y suponga que Y y Z son subespacios
cerrados propios de X con X =Y @ Z. Sea T la proyeccion de X sobre Y que es cero
sobre Z. Como T? = T, se tiene que p(T) = q(T) < oo, por lo que o(T) = {0,1} y
0 € I(T'). Note que T,, = T'|g(r,) es el operador identidad sobre Y para todo n > 1.
Asuma que ni Y ni Z son espacios de dimensién finita. Entonces, Ty T,, satisfacen
las propiedades (Vg), (Vi) v (Sw). Ahora, si Y es un espacio de dimensién infinita
y Z es un espacio de dimensién finita, entonces 7,, satisface la propiedad (Vg), la
propiedad (V1) y la propiedad (Sw) para todo n > 1. Pero T no satisface ninguna
de las propiedades (Vg), (Vi) y (Sw).



Capitulo 4

Estabilidad de la propiedad (Vg) bajo perturbaciones

En este capitulo, se estudia la estabilidad de la propiedad (V) para un ope-
rador T' € L(X) bajo perturbaciones por operadores que son de rangos finitos, nil-
potentes, cuasi-nilpotentes, compactos, de Riesz, algebraicos y hereditariamente po-
laroides, que conmutan con 7'. También, para dos operadores T' € L(X)y S € L(Y)
se estudia la estabilidad de la propiedad (V) bajo el producto tensorial, dando
condiciones suficientes que permitan transferir la propiedad (Vg) desde los factores
tensoriales T' y S al producto tensorial T'® S. Cabe destacar que estos resultados
estan resenados en el articulo “Perturbation theory for property (Vi) and tensor

product”, publicado en la revista Mathematics (2021), véase [16].

4.1. Propiedad (Vg) bajo perturbaciones que conmutan

En esta seccidn, se estudia la estabilidad de la propiedad (Vg) para un ope-
rador 7" € L(X) bajo perturbaciones por operadores no nulos que conmutan con
T. Para esto, se dan ciertas condiciones a un operador T que satisface la propie-
dad (Vi) de modo que al perturbarlo por operadores de rangos finitos, nilpotentes,
cuasi-nilpotentes, compactos, de Riesz, algebraicos y hereditariamente polaroides, la

referida propiedad se preserve.

Teorema 4.1. Sea T' € L(X) un operador isoloide y sea F' € L(X) un operador de
rango finito que conmuta con T. Si T satisface la propiedad (Vi), entonces T + F

satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Vg). Por el Teorema 2.13,
T satisface el teorema generalizado de Weyl y Osp- (T) = opw(T). Puesto que T
es isoloide, por el Teorema 1.36, T' + F' satisface el teorema generalizado de Weyl.
Ademads, como F" es de rango finito, por el Teorema 1.17, 4y (T) = Tspr (I'+ F)

y por el Teorema 1.28, opw(T) = opw(T + F). Por lo tanto, USFJ:(T + F) =
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opw (T + F). Asi, T + F satisface el teorema generalizado de Weyl y Tsp; (T+F)=
opw (T + F). Nuevamente, por el Teorema 2.13, se concluye que T + F satisface la

propiedad (Vg). O

Corolario 4.1. Sea T' € L(X) un operador cuasi-nilpotente tal que 0 es un autovalor
de T y sea F € L(X) un operador de rango finito que conmuta con T. Si T satisface
la propiedad (Vg), entonces T + F satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. La hipotesis implica que T es isoloide. Por lo tanto, la prueba sigue

del Teorema 4.1. O

Teorema 4.2. Sea T € L(X) y F € L(X) un operador de rango finito que conmu-
ta con T. Si T satisface la propiedad (VEg), entonces los siquientes enunciados son

equivalentes:

(1) T + F satisface la propiedad (Vg);
(2) E(T + F) =T + F);

(3) E(T + F)no(T) C (7).

Demostracion. (1) < (2). Suponga que 1"+ F' satisface la propiedad (V). Por el
Teorema 2.23, se tiene que E(T + F) = H?r(T + F'). Reciprocamente, suponga que
E(T+F)=15(T+F). Como T satisface la propiedad (Vg), por el Teorema 2.23, T
satisface el teorema de a-Browder, esto es, o4, (T) = ow(T). Ahora, como F' es un
operador de rango finito, por el Teorema 1.17(1), se sigue que o (T) = Tspr (T+F)
y como F' conmuta con T, por el Teorema 1.17(2), se tiene que 0,4(T") = 0up(T + F).
Asi, O’SF;(T + F) = ow(T + F) y por lo tanto, T + F satisface el teorema de a-
Browder. Puesto que por hipétesis, E(T + F) = II%(T + F), nuevamente por el
Teorema 2.23, se concluye que T+ F satisface la propiedad (V).

(2) < (3). Suponga que E(T + F) =11 (T + F). Sea A € E(T + F)no(T).
Entonces, A € IIY(T + F) No(T) y asi A ¢ ou,(T + F). Por el Teorema 1.17(2),

se tiene que oy(T) = ouw(T + F) y por lo tanto, A € II%(T). Esto muestra que
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E(T+ F)No(T) C II%(T). Para la prueba del reciproco, observe que la inclusién
I (T + F) C E(T + F) siempre es cierta. Asi, es suficiente mostrar que E(T + F') C
(T + F). Sea A € E(T + F). Se tienen los siguientes dos casos:

Caso 1. A ¢ o(T).

Caso 2. A € (7).

En el Caso 1, A ¢ 0,4(T) = 0u(T + F) y por lo tanto, A € II% (T'+ F). En el
Caso 2, se tiene que A € E(T+ F)No(T) CIY(T) y asi, A ¢ 0u(T) = ow(T + F),
por lo que A € IS (T'+ F') nuevamente. Asf, en ambos casos, se tiene que E(T+ F) C
(T + F) y por lo tanto, E(T + F) =1%(T + F). O

Observacién 4.1. La equivalencia (1) < (2) del Teorema 4.2 se satisface si se

reemplaza F' por un operador compacto K € L(X) que conmuta con 7.

Corolario 4.2. Sea T € L(X) un operador que tiene la SVEP en cada \ ¢ O'SFJ:(T)
y F' € L(X) un operador de rango finito que conmuta con T. Entonces, T satisface

la propiedad (Vg) siy solo si T + F satisface la propiedad (V).

Demostracion. Puesto que T satisface la propiedad (Vg), por el Teorema 2.23, se tie-
ne que E(T) = II%(T). Asi, E(T)No(T) C II%(T). Por el Lema 1.15, X € isoo(T) <
A € isoo(T+F), porloque E(T) = E(T+F). Por lo tanto, E(T+F)No(T) C 1I(T)
y por el Teorema 4.2, T + F satisface la propiedad (Vg). Reciprocamente, si 7' + F
satisface la propiedad (Vg), entonces por simetria, se tiene que 7' = (T + F) — F

satisface la propiedad (V). O

Observacion 4.2. SiT € L(X)y N € L(X) es un operador nilpotente que conmuta
con T, entonces o(T) = o(T+ N)y E(T) = E(T + N) (véase [78, Ecuaciones (3.1)

y (3.4)]). De acuerdo con esto, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3. Sea T € L(X) y sea N € L(X) un operador nilpotente que conmuta
conT. Entonces, T satisface la propiedad (Vi) si y solo si T+N satisface la propiedad

(VE).
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Demostracion. Suponga que T satisface la propiedad (Vg). Por el Teorema 1.18,
O'SF;(T—F N) = O'SF;(T). Como o(T) = o(T'+ N) y E(T) = E(T + N), se sigue
que o(T'+ N)\ Tsr; (I'+ N)=E(T'+ N) y asi, T+ N satisface la propiedad (V).
Reciprocamente, si T'+ N satisface la propiedad (Vg), entonces por simetria, se tiene

que T'= (T + N) — N satisface la propiedad (Vg). O

El siguiente ejemplo muestra que la hipdtesis de conmutatividad no puede ser

omitida en el Teorema 4.3.

Ejemplo 4.1. Sean T'y N definidos sobre [*(N) por

T T -
T(xy,2,...) = (O, é,g,) y N(zq,29,...) = (0,71,0,0, ) .

Observe que N es un operador nilpotente que no conmuta con 7. Como o(T) =
{0} = O’SF;<T) y E(T) =0, se tiene que T satisface la propiedad (Vg). Pero T+ N
no satisface la propiedad (Vg), pues o(T' + N) = Osr; (T'+N)={0}=E(T'+ N).

Corolario 4.3. Sea T' € L(X) un operador cuasi-nilpotente tal que 0 no es un
autovalor de T y sea F € L(X) un operador de rango finito que conmuta con T.

Entonces, T satisface la propiedad (Vi) si y solo si T + F satisface la propiedad
(V).

Demostracion. La hipdtesis sobre T'y F implica que F' es nilpotente. En efecto, si 0
no es un autovalor de T', entonces T es inyectivo. Como F' conmuta con el operador
cuasi-nilpotente T, T'F es un operador de rango finito cuasi-nilpotente. Asi, TF es
un operador nilpotente, y como T es inyectivo, se tiene que F' es nilpotente. Asi, por

el Teorema 4.3, se concluye que T + F' satisface la propiedad (Vg). [

La estabilidad de la propiedad (V) dada en el Teorema 4.3 no pueden ser
extendida a operadores cuasi-nilpotentes o compactos que conmutan con 7', como se

puede ver en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.2. Sean T'y S definidos sobre ¢?(N) & ¢?(N) por

T=00QyS=Q®0,
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T T3

57 g0
un operador compacto cuasi-nilpotente y T'S = ST = 0. Por otro lado, T satisface
la propiedad (Vg), pues o(T) = {0} = Osp- (T)y E(T) =0. Pero, T+ S =Q & Q

no satisface la propiedad (Vg), pues o(T + S) = Osr; (T'+S)=E(T+5)={0}.

donde Q es definido sobre £?(N) como Q(1, s, ...) = ( > Observe que S es

Teorema 4.4. Si T € L(X) es tal que Int(o(T) \ JSF;(T)) = is00,(T) = 0 y
Q € L(X) es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con T, entonces T + Q

satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Por el Teorema 1.19, se tiene que 0,(T + Q) = 0,(T) y o(T + Q) =
o(T). Como @ es un operador cuasi-nilpotente, se sigue que @ es un operador de
Riesz y por el Teorema 1.21, se obtiene que ogp- (T+Q) = Osr- (T). Asi, Int(o(T +
Q) \O'SF; (T+Q)) =isoc,(T+ Q) =0y por el Corolario 2.6, se concluye que T+ Q
satisface la propiedad (V). ]

Corolario 4.4. Suponga que T, K € L(X) conmutan y K" es un operador de rango
finito para algin n € N. Si Int(o(T) \ Tsp- (1) =isoo,(T) = 0, entonces T + K

satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Por el Lema 1.14, 0,(T + K) = 0,(T) y por el Teorema 1.16, o(T +
K) = o(T). Puesto que K es un operador de Riesz, el resto de la prueba sigue como

la demostracién del Teorema 4.4. O

Observacién 4.3. Un operador R € L(X) satisface o,4(T) = ow(T + R) para
todo operador T € L(X) tal que RT = TR si y solo si R es un operador de Riesz
(véase [63, Theorem 7]). También, o,(T) = o,(T + R) (véase [63, Corollary 7]).
En el caso que T satisfaga la propiedad (Vg), se tiene que ou(7) = 0u(T) y asi,
ow(T + R) = 0,(T + R). En particular, estos resultados se satisfacen si R es un

operador de rango finito.

Teorema 4.5. Sea T € L(X) un operador finitamente isoloide que satisface la pro-
piedad (Vi) y K un operador de Riesz que conmuta con T tal que o(T) = o(T + K).
Entonces, T + K satisface la propiedad (Vi) si y solo si E(T) = E(T + K).
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Demostracion. La prueba sigue de la hipdtesis que o(T') = o(T + K) y el hecho que
Osr; (T) = Osr- (T'+ K) por el Teorema 1.21. O

Teorema 4.6. Sea T' € L(X) un operador que satisface la propiedad (Vg) y K €
L(X) un operador de Riesz que conmuta con T. Entonces, T + K satisface la pro-

piedad (Vi) si y solo si E(T + K) =1I9(T + K).

Demostracion. Suponga que T'+ K satisface la propiedad (V). Por el Teorema 2.23,
se tiene que E(T + K) = II% (T + K). Reciprocamente, suponga que E(T + K) =
IS (T + K). Como T satisface la propiedad (Vg), entonces por el Teorema 2.23,
T satisface el teorema de a-Browder. Asi, por el Teorema 1.33, T+ K satisface el
teorema de a-Browder. Puesto que E(T + K) = II%(T + K), nuevamente por el
Teorema 2.23, T' + K satisface la propiedad (Vg). m

Teorema 4.7. Sea T € L(X) un operador finitamente isoloide que satisface la pro-
piedad (Vg). Si K un operador de Riesz que conmuta con T y o(T) = o(T + K),
entonces T + K satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Si K un operador de Riesz que conmuta con 7T, entonces por el Teo-
rema 1.21, se tiene que JSF;(T) = USF;(T + K). Sea A € E(T). Puesto que T
satisface la propiedad (Vg), A ¢ Tspr (T'+ K) y asi, ROM — T — K) es cerrado.
También, se tiene que A € isoo(T) = isoo(T + K) C isoo,(T + K), por lo que
a(Ml =T —K)>0yasi, A\ € E(T+ K). Por lo tanto, E(T) C E(T + K) y se sigue
que o(T + K) \O'SF; (I'+K)C E(T+K), pues 0(T) = o(T + K). Por otro lado, si
A € E(T + K), entonces A € isoo(T + K) = isoo(T) y como T es isoloide, se tiene
que (A —T) >0y A € E(T). Consecuentemente, \ ¢ Tsp; (T'+ K) y por lo tanto,
A€ o(T+ K)\ aSF;(T + K). Asi, E(T+ K) C o(T+ K) \ aSF;(T + K). Esto
demuestra que E(T'+ K) = o(T+ K) \ sk (T'+ K) y T+ K satisface la propiedad
(Ve). O

Para T' € L(X), se denota H (o (7)) al conjunto de todas las funciones analiti-

cas definidas sobre un entorno abierto de o(T).
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Teorema 4.8. Sea T € L(X), K un operador algebraico que conmuta con T y

f € H(o(T + K)). Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) SiT* tiene la SVEP yisoo,(T+K) = 0, entonces f(T+K) satisface la propiedad
(Ve).-

(2) Si T tiene la SVEP y isoo,(T + K) = 0, entonces f(T* + K*) satisface la

propiedad (Vg).

Demostracion.

(1). Suponga que K es un operador algebraico. Entonces, K* es algebraico y como
T* tiene la SVEP, por el Teorema 1.13, se sigue que T* + K* = (T + K)* tiene
la SVEP. Luego, por el Teorema 1.12, se tiene que f((T + K)*) tiene la SVEP, y
como iso o, (T + K) = (), por el Corolario 2.5, se concluye que f(T + K) satisface la
propiedad (Vg).

(2). Asuma que K es un operador algebraico. Como T tiene la SVEP, por el Teorema
1.13, se sigue que 7'+ K tiene la SVEP. Luego, por el Teorema 1.12, se tiene que
f(T + K) tiene la SVEP, y puesto que isoo,(T + K) = (), por el Corolario 2.7, se
deduce que f(T* + K*) satisface la propiedad (V). O

Teorema 4.9. Sea T € L(X) un operador que tiene la SVEP y f € H(o(T)).

Entonces los siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si @ es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con T yisoo,(T) =0, enton-

ces f(T) + Q" y f(T* + Q") satisfacen la propiedad (Vg).

(2) Si K es un operador algebraico que conmuta con T y isoo,(f(T) + K) = 0,
entonces f(T)* + K* satisface la propiedad (Vg).

(3) Si R es un operador de Riesz que conmuta conT yisoo,(f(T)+R) = 0, entonces
f(T)* + R* satisface la propiedad (Vg).

Demostracion.
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(1). Si T tiene la SVEP, entonces por el Teorema 1.12, f(T) tiene la SVEP. Como @
es un operador cuasi-nilpotente que conmuta con 7T', por el Teorema 1.20, se sigue que
T+Qy f(T)+Q tienen la SVEP. Por el Teorema 1.19, se tiene que o(T'+Q) = o(7T)
y por lo tanto, f(T + Q) tiene la SVEP. Observe que iso o, (f(T)) = (). Nuevamente,
por el Teorema 1.19, se tiene que 0,(T 4+ Q) = 0,(T) v 0. (f(T) + Q) = 0.(f(T)),
por lo que iso o, (f(T)+ Q) =0 y asi, isoo,(f(T + Q)) = isoo,(f(T) + Q) = 0. Por
el Corolario 2.7, se concluye que f(T)* + Q* y f(T* + Q*) satisfacen la propiedad
(V).

(2). Como K es un operador algebraico que conmuta con 7'y f(T') tiene la SVEP,

por el Teorema 1.14, se sigue que f(T') + K tiene la SVEP. Asi, por el Corolario 2.7,
se deduce que f(T)* + K* satisface la propiedad (Vg).

(3). Puesto que R es un operador de Riesz que conmuta con T'y f(7') tiene la SVEP,
por el Teorema 1.15, se sigue que f(7T') + R tiene la SVEP. Asi, por el Corolario 2.7,
se concluye que f(T)* + R* satisface la propiedad (V). O

Observacién 4.4. Para un operador T € L(X) y f € Hupe(o(T)). Si T* tiene
la SVEP, entonces las propiedades (w) y (gw) se satisfacen para f(T"). Si T tiene

la SVEP, entonces las propiedades (w) y (gw) se satisfacen para f(T™) (véase [5,
Theorem 3.12]).

Los resultados mencionados en la Observacién 4.4, son necesarios para la de-

mostracion del siguiente teorema.

Teorema 4.10. Suponga que K € L(X) es un operador algebraico que conmuta con
TeL(X)ysea f€Hplo(T+K)). Si T+ K es finitamente isoloide, entonces los

siguientes enunciados se satisfacen:

(1) Si T* es hereditariamente polaroide, entonces f(T + K) satisface la propiedad
(Ve).

(2) Si T es hereditariamente polaroide, entonces f(T* + K*) satisface la propiedad
(V).
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Demostracion.

(1). Puesto que T™ un operador hereditariamente polaroide, por el Teorema 1.39, T*
tiene la SVEP y como K* es algebraico, por el Teorema 1.13, se sigue que T+ K* =
(T+K)* tiene la SVEP. También, T* es polaroide, o equivalentemente, 7" es polaroide,
lo que implica por el Teorema 1.37, que 1"+ K es polaroide, o equivalentemente,
f(T + K) es polaroide, por el Teorema 1.38. Ahora, como T+ K es polaroide y
(T'+ K)* tiene la SVEP, por la Observacion 4.4, se tiene que f(T + K) satisface
la propiedades (w) y (gw). Puesto que T'+ K es finitamente isoloide y polaroide,
op(T + K) = 0,(T + K) y por lo tanto, orp(f(T + K)) = f(op(T + K)) =
floo(T+ K)) = o(f(T + K)). Pero, como f(T + K) es polaroide, por el Teorema
2.10, se obtiene que f(T + K) satisface la propiedad (Vf1), y por el Teorema 2.16, se
concluye que f(T + K) satisface la propiedad (V).

(2). Dado que T un operador hereditariamente polaroide, por el Teorema 1.39, T
tiene la SVEP y como K es algebraico, por el Teorema 1.13, se sigue que 7'+ K tiene
la SVEP. Ademés, T es polaroide, o equivalentemente, T™ es polaroide, lo que implica
por el Teorema 1.37, que T + K* es polaroide, o equivalentemente, f(T* 4+ K*) es
polaroide, por el Teorema 1.38. Ahora, puesto que T+ K* es polaroide y T+ K tiene
la SVEP, por la Observacién 4.4, se tiene que f(T*+ K*) satisface la propiedades (w)
y (gw). Como T*+K* es finitamente isoloide y polaroide, op(T*+K*) = op(T*+K*)
yvasl, opp(f(T*+K*)) = f(orp(T*+K*)) = f(op(T*+K*)) = op(f(T*+ K*)). Pero,
como f(T*+ K*) es polaroide, por el Teorema 2.10, se tiene que f(7T*+ K*) satisface
la propiedad (Vi1), y por el Teorema 2.16, se concluye que f(T* 4+ K*) satisface la
propiedad (Vg). O

Teorema 4.11. Suponga que K € L(X) es un operador algebraico que conmuta con
TelL(X)y Osry (TYNo(K) =0. Si T satisface la propiedad (Vg), iso o, (T+ K) = ()
Y Osp; (T) = Ogr; (T + K), entonces T + K satisface la propiedad (Vg).

Demostracion. Si T satisface la propiedad (Vg), entonces T tiene la SVEP en \ ¢
O'SF;(T>. Como K es algebraico y O'SF;(T> No(K) =0, por el Lema 1.13, se sigue
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que T* + K* = (T + K)* tiene la SVEP en \ ¢ Osp (T + K). Asi, por el Teorema
2.25, T 4+ K satisface la propiedad (Vg). [

Similar al Teorema 2.26, se tiene el siguiente resultado.
Teorema 4.12. Suponga que K € L(X) es un operador algebraico que conmuta con
T e L(X)yogpt(T)No(K) = 0. 8i T* satisface la propiedad (Vg), iso o (T+K) = )
Yy ogpt(T) = ogpr (T + K), entonces T* + K* satisface la propiedad (V).
Demostracion. Si T* satisface la propiedad (Vg), entonces T tiene la SVEP en A\ ¢
ogp+(T). Como K es algebraico y ogp+ (T) No(K) = (), por el Lema 1.13, se sigue

que 7'+ K tiene la SVEP en A ¢ ogp+ (T + K). Asi, por el Teorema 2.26, T* 4+ K*
satisface la propiedad (V). O

4.2. Propiedad (Vi) bajo el producto tensorial

Sean X y Y dos espacios de Banach y X ® Y la completacién algebraica (en
alguna norma tensorial razonable) del producto tensorial de X y Y. El producto
tensorial de T" € L(X) y S € L(Y) sobre X ® Y es el operador definido como
(TS ,zi®y)=>,Tr;® Sy, paracada >, 7, ®y; € X Y. En esta seccidn,
se analizan algunas condiciones que permiten que la propiedad (V) se transmita de
los factores tensoriales 7'y S al producto tensorial (7T'® S) y viceversa. Para ello, se

consideran los siguientes seis lemas.

Lema 4.1. SiT € L(X) y S € L(Y) satisfacen el teorema de Browder, entonces los

siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T ® S satisface el teorema de Browder;

(2) ow(T®S) =0(T)ow(S)Uaow(T)o(S5).

Demostracion. Véase [42, Theorem 3]. O
Lema 4.2. SiT € L(X) y S € L(Y), entonces

IsF; (T®S) < OsF; (T)oa(S) U USF;(S)%(T)-
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Demostracion. Véase [42, Lemma 5. O
Lema 4.3. SiT € L(X) y S € L(Y), entonces

ap(T ®S) = 0u,(T)o(S)Uay(S)o(T).
Demostracion. Véase [52, Theorem 4.2]. O

Lema 4.4. Sean T € L(X) y S € L(Y). Entonces, los siguientes enunciados se

satisfacen:

(1) Siisoo(T) # 0 yisoo(S) # 0, entonces isoo(T @ S) G isoo(T)isoo(S).

(2) Siisoo(T) =0 oisoo(S) =0, entonces isoo(T ® S) S {0}.

(3) Siisoo(T' ®S) = {0}, entonces 0 € isoc(T") Uisoo(S).

(4) Siisoo(T) =isoa(S) =0, entonces isoo(T ® S) = 0.

Demostracion. Véase [55, Proposition 3. O

Lema 4.5. SiT € L(X) y S € L(Y), entonces

USF;(T®S) C USF;(T)U(S)UUSF;(S)U(T)

C op(T)o(S)Uap(S)o(T) = op(T ® S).

Demostracion. Puesto que o,(R) C o(R) y USF;(R) C o,(R) para cualquier ope-
rador R, por los Lemas 4.2 y 4.3, se concluye que o (T®S) C Osr; (T)ou.(S)U
Ospr (S)ou(T) C Or- (T)o(S) U Ospr (S)o(T) C op(T)o(S) Uap(S)o(T) = op(T @
S). O

En lo que sigue, para un operador 7" € L(X) se denota por o,(T) al conjunto

de todos los autovalores de T'.

Lema 4.6. SiT € L(X) yS € L(Y) son operadores isoloides tales que 0 ¢ 0,(T'®.S),
entonces

E(T ® S) C E(T)E(S).
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Demostracion. Puesto que T € L(X) y S € L(Y') son operadores isoloides, T'® S es
un operador isoloide. Segun esto, se tiene que E(T) = isoo(T), E(S) = isoo(S) y
E(T®S)=iso0o(T®S). Suponga que isoo (1) C {0} o isoc(S) C {0}. Por el Lema
4.4, is00(T ® S) C {0} y como 0 ¢ 0,(T ® S), se sigue que E(T'® S) =0y por lo
tanto, E(T ® S) C E(T)E(S). Ahora, suponga que isoo(T) € {0} y isoo(S) € {0}.
Entonces, por el inciso (1) del Lema 4.4, se concluye que E(T'®S) C E(T)E(S). O

Teorema 4.13. Suponga que T € L(X) y S € L(Y) satisfacen la propiedad (Sb).

Entonces, T ® S satisface la propiedad (Sb) si y solo si
9sBFT (T®S) = U(T)USBF;<S) U OSBFL (T)o ().

Demostracion. Por el Teorema 2.11, se tiene que las propiedades (Sb) y (Vi) son
equivalentes. También, por el Teorema 2.9, la propiedad (V1) implica la igualdad
entre los espectros de Browder y superiormente semi B-Weyl. Asi, la prueba es una
consecuencia inmediata de la igualdad o,(T' ® S) = o(T")oy(S) U 0p(T)o(S) dada en
el Lema 4.3. [

Teorema 4.14. Suponga que T' € L(X) y S € L(Y') son dos operadores isoloides que
satisfacen la propiedad (Vi) y 0 ¢ 0,(T ®S). Entonces, T ® S satisface la propiedad
(Vi) si y solo si

Oop (T ® S) = 0(T)ogp(S) Uogp (T)o(S).

Demostracion. Por el Teorema 2.24, la propiedad (Vg) implica la igualdad entre los
espectros de Browder y superiormente semi-Weyl. Por lo tanto, la implicacion directa

es inmediata por el Lema 4.3. Reciprocamente, suponga que la identidad
IsFy (T®Ss)= U(T)USF; (S)u OsF; (T)a(S)
se satisface. Entonces, nuevamente por el Teorema 2.24, se tiene que

Osr; (T®S)=0c(T)op(S)Uap(T)o(S) = op(T ® S).
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Asi, se concluye que O'(T@S)\O‘SF; (T®S)=1YT®S) C E(T®S). Por otra parte,
se tiene que E(T'®S) C J(T@S)\O’SF; (T'®S). En efecto, si A € E(T'®S) entonces,
por el Lema 4.6, A € E(T)E(S). Por lo tanto, si A = uv con p € o(T) y v € o(5),
entonces p € o(7T) \ O'SF;(T) yv e oS\ O'SF;(S). Puesto que O'SF;(T ®S) =
J(T)USF;(S) Uogp- (T)o(S), se obtiene que A € o(T ® S) \ Osr; (T'® S). Por lo
tanto, 7' ® S satisface la propiedad (V). ]

Observacion 4.5. Si Q; € L(X) y Q2 € L(Y') son operadores cuasi-nilpotentes que

conmutan con 7' € L(X) y S € L(Y), respectivamente, entonces
(T+Q1)®(S+Q2) =(T®S)+Q,
donde Q =Q1RS+TRQ2+ Q1 Q2 € L(X ®Y) es un operador cuasi-nilpotente.

Teorema 4.15. Sean Q1 € L(X) y Qo € L(Y) operadores cuasi-nilpotentes que
conmutan con T € L(X) y S € L(Y), respectivamente. Si T @ S es un operador
isoloide que satisface la propiedad (Vg), entonces (T + Q1) ® (S + Q2) satisface la
propiedad (V).

Demostracion. Es conocido que

o((T+Q)®(S+Q2) = o(T®S),

Tor (T +Q1) @ (S + Q) = ogp (TE5).

Ademas, se tiene que un operador satisface la SVEP si y solo si cualquier perturbacién
de él, por un operador cuasi-nilpotente que conmuta tiene la SVEP. Suponga que

T ® S satisface la propiedad (Vg). Entonces,

E(T®S) = 0(T®S)\USF;(T®S)
= o((T+ Q1) ®(5+ Q) \ogp (T + Q1) © (5 + @2)).

Se demostrarda que E(T®S) = E((T+ Q1) ® (S+Q2)). Para esto, sea A € E(T®YS5).
Entonces, A € U((T—I—Ql)®<S+Q2))\O'SF;((T+Q1)®(S+Q2)) yA€isoo(T®S9).
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Puesto que A € isoo (T ® S), implica que (T* + Q) ® (S* + Q3) tiene la SVEP en A,
se sigue que A ¢ ow (T + Q1) ® (S+Q2)) vy asi, A € isoo((T'+ Q1) ® (S + Q2)). Por
lo tanto, A € E((T+Q1)®(S+Q2)) y asi, E(T®S) C E(T+Q1)®(S+Q2)). Para
probar la inclusién E((T+Q1)®(S+Q2)) C E(T®S),sea XA € E((T+Q1)®(S+Q2)).
Entonces, A € isoo(T'® S) y como T'® S es isoloide, A € E(T ® S). Por lo tanto,
E(T+Q1)®(S+Q2) C E(T®S)y se concluye que (T'+ Q1) ® (S + Q2) satisface
la propiedad (Vg). O

El siguiente lema, muestra la estabilidad del teorema de a-Browder bajo el

producto tensorial para dos operadores T' € L(X) y S € L(Y).

Lema 4.7. SiT € L(X) y S € L(Y) satisfacen el teorema de a-Browder, entonces

los siguientes enunciados son equivalentes:

(1) T® S satisface el teorema de a-Browder;

(2) Osk; (T'®S) = Ua(T)USF;(S) Uosp: (T)oa(S).

Demostracion. Véase [41, Lema 1]. O

Teorema 4.16. Sean T € L(X) y S € L(Y) dos operadores isoloides que satisfacen
la propiedad (Vi) y sean Ry € L(X) y Ry € L(Y) dos operadores de Riesz que
conmutan con Ty S, respectivamente. Suponga que o(T' + Ry) = o(T), 0(S+ Ry) =
o(S) y T ® S satisface la propiedad (Vg). Entonces, los siguientes enunciados son

equivalentes:

(1) El teorema de a-Browder se transfiere desde T + Ry y S + Ry a su producto

tensorial;
(2) (T + Ry) ® (S + R2) satisface la propiedad (V).

Demostracion. Por el Teorema 4.7, se tiene que T + Ry vy S + Ry satisfacen la

propiedad (Vg), por lo que o(T + Ry) = 04(T + Ry), 0(S + Rs) = 04(S + Rs),
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O'SF;(T +R) =0T+ Ry)y O'SF;(S + Ry) = 0(S + Ry). Ademds, como T, S'y
T ® S satisfacen la propiedad (Vg), se obtiene que

05 (T®S) = oy(T®S) = 0y(T)o(S) Uon(S)o(T)
= 0(T)ogp-(S) Uogp (T)a(S)
= o(T+ Ri)ogp-(S+ Ra) Uogp- (T + R1)o(S + Ry).

Ahora, se demostrara la equivalencia requerida en el teorema.

(1) = (2). Suponga que el teorema de a-Browder se transfiere desde T+ Ry y S+ R
a (T + Ry) ® (S + R»). Entonces, por Lema 4.7 y lo mencionado anteriormente, se

tiene que

OsF; (T®S) = oT+ Rl)USF; (S+R)U Osr; (T + R1)o (S + Ry)
= 0a(T + R1)ogp-(S + Ra) Uogp-(T'+ R1)oa(S + Ra)

= g (T+R)® (S + Ry))

E(T®S) =o(T'+ B1) @ (S+ R)) \ 0gp- (T + R1) © (S + Ry)).

Asi, para concluir esta parte de la demostracién solo falta ver que E(T ® S) =
E((T + R1) ® (S + Ry)). Para esto, sea A € E(T ® S). Entonces, existe u € o(T +
Ry)\ USF;(T +Ry)yv e oS+ Rs)\ USF;(S + Ry) tales que A = uv. Puesto
que T'+ Ry y S + R, satisfacen la propiedad (Vg), se sigue que p € E(T + Ry) y
v e E(S+Ry). Asi, A = v € 0,(T + R1)0,(S + Ra) C 0,((T + R1) ® (S + Ry))
y usando el hecho que A € o(T' ® S) = o((T + R1) ® (S + Ry)), se concluye que
A€ E((T+R;)®(S+ Ry)). Reciprocamente, si A € E((T'+ R;) ® (S+ Ry)), entonces
A€isoo((T+R1)®(S+Ry)) y como o((T+R1)®(S+Rs)) = o(T®S), se tiene que
A €isoo(T®S). Ademas, dado que Ty S son operadores isoloides, T'® S es isoloide
y se sigue que A € E(T ® S). Por lo tanto, E((T'+ R1) ® (S+ Ry)) = E(T® S) =
o((T+ Ry) ® (S+ Ry)) \ aSF;((T + R1)®(S+ Ry)) yasi, (T+ Ry) ®(S+ Ry)
satisface la propiedad (V).
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(2) = (1). Puesto que la propiedad (Vg) implica el teorema de a-Browder, se tiene
que (T'+ Ry) ® (S + Ry) satisface el teorema de a-Browder. Como T+ Ry y S+ R; sa-
tisfacen la propiedad (Vg), esto significa que el teorema de a-Browder es transmitido

desde T'+ Ry y S + Ry al producto tensorial (T + R;) ® (S + Ra). O
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CONCLUSIONES

En este trabajo, el objetivo principal se centraba en introducir y estudiar
una nueva propiedad espectral como una variacion de los teoremas tipo Weyl y de
Browder para operadores lineales acotados, la cual se denominé propiedad (Vg). Para
esto, se dieron caracterizaciones de esta propiedad y se establecio su relacién con las
propiedades mencionadas en la Seccion 2.1 del Capitulo 2. Luego, se demostrd que la
propiedad (V) implica cada una de estas propiedades espectrales, inclusive al cldsico
teorema de Weyl, por lo que la hace una propiedad mas fuerte en un cierto sentido.
Seguidamente, se estudié la estabilidad de la propiedad (Vg) bajo la suma directa de
dos operadores T € L(X) y S € L(Y). En este caso, se dié una condicién de igualdad
entre el espectro puntual de T'y el espectro puntual de S para que la propiedad (V)
se transmitiera desde los operadores Ty S a la suma directa 7'+ S. También, se
caracterizé la propiedad (Vg) para un operador T' en términos de su restriccién T,
con n € N. En este sentido, se formulo la hipdtesis que 0 no sea un polo del resolvente
para garantizar que su restriccion 7T, satisface la propiedad (Vi) cuando T satisface la
propiedad (Vg). Posteriormente, se estudié la estabilidad de la propiedad (Vg) bajo
perturbaciones, dando algunas condiciones necesarias para garantizar la estabilidad
de la referida propiedad. En este caso, se probé que la propiedad (Vg) es estable bajo
perturbaciones que conmutan por operadores nilpotentes, de rango finito cuando
el operador es isoloide, de Riesz cuando el operador es isoloide y el espectro del
operador coincide con el espectro de la suma del operador con la perturbacién de
Riesz, y algebraico cuando el operador tiene la SVEP en cada punto del espectro
de la perturbacién algebraica. Por ultimo, se estudié la estabilidad de la propiedad
(VE) bajo el producto tensorial, es decir, dados dos operadores T' € L(X), S € L(Y),
se dieron condiciones suficientes a estos operadores para que la propiedad (V) se
transfiriera desde ellos a su producto tensorial. Como producto de esta investigacion
realizada, se publicaron tres articulos en revistas especializadas en el area (véase [16,

71, 72]), los cuales sirvieron como base fundamental en la elaboracién de esta tesis.
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Cabe destacar que cada uno de los objetivos especificos planteados en el proyecto

de investigacién se cumplieron como se establecié en un principio. Entre los aportes

principales que destacaron durante el desarrollo de este trabajo de investigacion

tenemos:

(1)

(2)

La caracterizacién de la propiedad (Vg): Si T tiene SVEP en cada A ¢ Tsp; (T),

entonces 7' satisface la propiedad (V) siy solo si E(T) = IIS(T).

La caracterizacién de la propiedad (Vg) en términos de suma directa: Las si-

guientes propiedades son equivalentes:

(a) OsF; (T®S)= OsF; (T)u USF;(S)-

(b) T & S satisface la propiedad (Vg),
cualesquiera sean 7' € L(X) y S € L(Y') tales que 0,(T) = 0,(95).

La caracterizacién de la propiedad (V) para un operador T' € L(X) en término
de su restriccién: Para un operador 7' € L(X) tal que 0 ¢ II(T"), T satisface la
propiedad (V) siy solo si existe n € N tal que R(T™) es cerrado y T,, satisface
la propiedad (Vg).

La estabilidad de la propiedad (Vi) dado un operador T" € L(X):

(a) Para ' € L(X) un operador de rango finito que conmuta con 7'. Si T' tiene
la SVEP en cada A ¢ USF;(T), entonces T satisface la propiedad (Vg) siy
solo si T + F satisface la propiedad (Vg).

(b) Para K € L(X) un operador compacto que conmuta con 7. Si T satisface
la propiedad (Vg), entonces T+ K satisface la propiedad (V) si y solo si
E(T+K)=1I%T + K).

(c) Para N € L(X) un operador nilpotente que conmuta con 7. T' satisface la

propiedad (Vg) siy solo si 7'+ N satisface la propiedad (Vg).

(d) Para K € L(X) un operador algebraico que conmuta con 7.
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(1) Si T* tiene SVEP con iso o, (T + K) = (), entonces f(T + K) satisface
la propiedad (V).
(11) Si T tiene SVEP con iso o, (T + K) = (), entonces f(T* + K*) satisface
la propiedad (Vg).
(e) Para K € L(X) un operador algebraico que conmuta con 7"y JSF;(T) N
o(K) = (. Si T satisface la propiedad (Vg) con isoo,(T + K) = 0 y
Osr; (T) = Osr; (T + K), entonces T + K satisface la propiedad (Vg).

(5) La estabilidad de la propiedad (V) bajo el producto tensorial para operadores
T e LX)y SeL(Y)SiTy S son dos operadores isoloid que satisfacen la
propiedad (Vg) con 0 ¢ 0,(T ® S), entonces T’ ® S satisface la propiedad (Vi)
si y solo si

USF;(T ®S) = U(T)USF;(S) U USF;(T)U(S)-
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ON STRONG VARIATIONS OF WEYL TYPE THEOREMS

J. SANABRIA, L. VASQUEZ, C. CARPINTERO, E. ROSAS AND O. GARC{A

ABSTRACT. An operator T acting on a Banach space X satisfies the property
(UWE) if 0a(T) N\ 04— (T) = E(T), where 04(T) is the aproximate point spec-
+
trum of T, o g~ (T) is the upper semi-Weyl spectrum of 7" and E(T) is the set
+
of all eigenvalues of T' that are isolated in the spectrum o(7T') of T. In this paper,
we introduce and study two new spectral properties, namely (Vg) and (Vg, ), in
connection with Weyl type theorems. Among other results, we have that 7" satisfies
property (Vg) if and only if T satisfies property (UWg) and o(T') = o4(T).

1. INTRODUCTION AND PRELIMINARIES

Throughout this paper, L(X) denotes the algebra of all bounded linear operators
acting on an infinite-dimensional complex Banach space X. We refer to [25] for
details about notations and terminologies. However, we give the following notations
that will be useful in the sequel:

Browder spectrum: o,(T)

Weyl spectrum: ow (T)

Upper semi-Browder spectrum: o, (7")
Upper semi-Weyl spectrum: Oskr (T)

Drazin invertible spectrum: op(7T')
B-Weyl spectrum: opw (T')

Left Drazin invertible spectrum: oz,p(T)
Upper semi-B-Weyl spectrum: ogp Fr (T)

approximate point spectrum: o,(T)
e surjectivity spectrum: o4(T")

In this paper, we introduce two new spectral properties of type Weyl theorems,
namely, the properties (Vg) and (Vg, ), respectively. In addition, we establish the
precise relationships between these properties and other variants of Weyl’s theorem
recently introduced in [8], [9], [24], [25], [26], [27] and [29].
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Recall that an operator T' € L(X) is said to have the single valued extension
property at Ao € C (abbreviated SVEP at \¢) if for every open disc D), C C
centered at Ao, the only analytic function f : Dy, — X which satisfies the equation

A =T)f(A\) =0 for all A € Dy,

is f =0 on Dy, (see [17]). The operator T is said to have SVEP if it has SVEP
at every point A € C. Evidently, every T' € L(X) has SVEP at each point of
the resolvent set p(T") := C \ o(T). Moreover, T has SVEP at every point of the
boundary 9o (T) of the spectrum. In particular, T has SVEP at every isolated
point of the spectrum. Note that (see [1, Theorem 3.8])

(1) p(Ml —T)<oo = T has SVEP at},

and dually,

(2) gM —T)<oco = T" has SVEP at \.

It is easily seen from definition of localized SVEP that

(3) A¢acco,(I) = T has SVEP at J,

where acc K means the set of all accumulation points of K C C, and
(4) Adaccos(T) == T" has SVEP at \.

Remark 1.1. If \] — T is a semi B-Fredholm operator, then the implications
(1)—(4) are equivalences (see [2]).

Lemma 1.2. ([3, Lemma 2.4]) Let T € L(X). Then

(i) T is upper semi B-Fredholm and a(T) < oo if and only if T € ®(X).

(ii) T is lower semi B-Fredholm and B(T) < oo if and only if T € ®_(X).
Denote by iso K, the set of all isolated points of K C C. If T' € L(X), define
EYT)={\€isoa(T):0< a(M\ - T) < oo},

EXUT) ={\€is00,(T): 0 < a(M - T) < oo},
E(T)={\€isoo(T):0<a(AX[-T)},
E(T)={A€isoo,(T): 0 < a(AX[ - T)}.
Also, define
I°(T) = o(T) \ 0w(T), I(T) = 0a(T) \ ou(T),
I(T) = o(T) \ on(T), o(T) = 0a(T) \ oLp(T).

Let T € L(X). Following Coburn [15], T is said to satisfy Weyl’s theorem, in
symbols (W), if o(T) \ ow (T) = E°(T). Following Rakocevié¢ [21], T is said to
satisfy a- Weyl’s theorem, in symbols (aW), if 04(T) N\ 04— (T) = E2(T). Accord-

+
ing to Berkani and Koliha [11], T is said to satisfy generalized Weyl’s theorem, in
symbols (gW), if o(T)~opw (T) = E(T). Similarly, T is said to satisfy generalized
a-Weyl’s theorem, in symbol (gaW), if 0o(T) \ ogpp- (T') = Eo(T).
+

Now, we describe several spectral properties introduced recently in [14], [24],
[25], [26] and [27].
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Definition 1.3. An operator T' € L(X) is said to have:

(i) property (gaw) [14] if o(T) N\ opw (T) = Ea(T).
(i) property (z) [27] if o(T) Tor- (T) = EX(T).

(iii) property (gz) [27] if o(T) N ogpp- (T) = Eo(T).
(iv) property (v) [25] if o(T) \ Tsr; (T) = E%T).

(v) property (gv) [25] if o(T") N Ospr; (T) = E(T).
(vi) property (Sw) [24] f o(T) \ 0y (T) = EO(T).
(vii) property (Saw) [26] if o(T') TsBr; (T) = EX(T).

Property (gv) (resp., (v)) is also called property (gt) (resp., (¢)) in [22], and
property (gh) (resp., (h)) in [28]. It was proved in [25, Corollary 2.12], that prop-
erty (gv) (resp., (v)) is equivalent to property (gz) (resp., (z)). Also, it was proved
in [26, Corollary 2.9], that properties (Sw) and (Saw) are equivalent.

2. PROPERTIES (Vg) AND (Vg,).

According to [8], T € L(X) has property (Wg) (resp., property (UWg,)) if
o(T) ~ ow(T) = E(T) (resp. 04(T) Tsr; (T) = E.(T)). It was shown in [8,
Theorem 2.3] (resp., [8, Theorem 3.5]) that property (Wg) (resp. (UWg,)) implies
generalized Weyl’s theorem (resp., property (Wg)) but not conversely. Following
to [9], an operator T € L(X) is said to have property (UWg) if 0, (T) NOgp- (T) =
E(T). It was shown in [9, Theorem 3.5] that property (UWpg) implies property
(Wg) but not conversely. Also in [9], it is shown that properties (UWg,) and
(UWEg) are independient. According to [29], T € L(X) has property (Zg,) if
o(T)\ ow (T) = Eo(T). It was proved in [29, Corollary 2.5] that property (Zg,)
also implies property (Wg). In this section, we introduce and study two equiv-
alent spectral properties that are stronger than the properties (UWg,), (UWEg)
and (Zg,).

Definition 2.1. An operator T € L(X) is said to have property (Vg) if
o(T) ~ Isk; (T) = E(T).

Example 2.2. 1. Let L be the unilateral left shift operator on £2(N). It is well
known that o(L) = Tsr; (L) = D(0,1), the closed unit disc on C and E(L) = 0.
Therefore, o(L) \ Tsp: (L) = E(L), and so L satisfies property (Vg).

2 Consider the Volterra operator V' on the Banach space C[0,1] defined by
fo f(t)dt for all f € C[0,1]. Note that V is injective and quasinilpo-

tent Thus o(V ) = {0}, a(V) = 0 and hence E(V) = (. Since the range R(V) is
not closed, then Tsp- (V) = {0}. Therefore, (V) NOspr (V) = E(V), that means

V has property (Vg).
Theorem 2.3. For T € L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (Vg),
(ii) T has property (UWEg) and o(T) = o4(T),
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(iil) T has property (UWg,) and o(T) = 04(T).

Proof. (i) = (ii). Suppose that T satisfies property (V) and let A € 0,(T) \

Tsk; (T). Since 04(T) ~ Tsk; (T) Co(T)Nogp-(T) = E(T), we have A € E(T)
+
and so, 0,(T) Isk; (T) C E(T).

To show the opposite inclusion F(T) C 04(T) Tsp- (T), let A € E(T). Then,
A € isoo(T) and a(A —T) > 0, so Al — T is not bounded below and hence,
A € 04(T). As T satisfies property (Vg) and A € E(T), it follows that \XI — T is
upper semi-Weyl. Therefore, A € O’a(T)\O'SFJ: (T). Thus, E(T) C O'E(T)\O'SFJ: (T)
and T satisfies property (UWg). Consequently, o(T) ~ Tor- (T) = E(T) and
aa(T) ~ Tsp: (T') = E(T). Therefore, o(T) ~ Tsrr (T) = 0o(T) ~ Tor- (T") and
o(T) = o,(T).

(ii) = (i). Suppose that T satisfies property (UWg) and o(T) = 04 (T'). Then,
o(T)~ IsF; (T) = 0a(T) ~ Tsr; (T) = E(T). Thus, o(T) \ TsF; (T) = E(T) and
T satisfies property (Vg).

(ii) < (iii). Obvious. O

The next example shows that, in general, property (UWpg,) does not imply
property (Vg).

Example 2.4. Let R be the unilateral right shift operator on ¢*(N) and U €
L(¢*(N)) be defined by

Uz, 22,23, ++) = (0,22, 23, ).

Define an operator T on X = (2(N) @ ¢2(N) by T'= R@®U. Then, o(T) = D(0, 1),
the closed unit disc on C, 0,(T) = I' U {0}, where I' denotes the unit circle
of C and Top: (T) = I'. Moreover, E,(T) = {0} and E(T) = 0. Therefore,

ca(T) N Tsr; (T) = E,(T) and o(T) Tsr; (T) # E(T). Thus, T satisfies prop-
erties (UWg, ), but T' does not satisfy property (Vg).

The next example shows that, in general, property (UWg) does not imply
property (Vg).

Example 2.5. Let R be the unilateral right shift operator on ¢£2(N). Define
an operator T on X = (2(N) @ /2(N) by T = R ® 0. Then, ¢(T) = D(0,1),
0q(T) = Tsr; (T) =T U {0} and E(T) = 0. Therefore, o,(T) ~ Tsk; (T)=E(T)
and o(T) \ Tsr; (T) # E(T). Thus, T satisfies property (UWg), but T' does not
satisfy property (Vg).

The next result gives the relationship between the properties (Vg) and (Wg).

Theorem 2.6. Let T € L(X). Then T has property (Vi) if and only if T has
property (Wg) and Tsr; (T) = ow(T).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (Vg ), then by Theorem 2.3,
T satisfies property (UWg). Property (UWg) implies by [9, Theorem 3.2] that
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T satisfies property (Wg). Consequently, o(T) \ Tsp- (T) = E(T) and o(T) ~
ow (T) = E(T). Therefore, Tsp: (T) = ow (T).

Necessity: Suppose that T satisfies property (Wg) and Tsr; (T) = ow(T).
Then, o(T) Tsk; (T) = o(T) N ow(T) = E(T), and so T satisfies property
(VE). O

The next example shows that, in general, property (Wg) does not imply prop-
erty (Vg).

Example 2.7. Let Q be defined on ¢}(N) by
Qz1, 22,23, ., Ty, ... ) = (0,121, 02T, . ., k1 T—15 - - - ),

where (a;) is a sequence of complex numbers such that 0 < |a;| < 1and > 02 a; <
o0. It follows from [11, Example 3.12], that

RQD4RQ"Y), n=12...
Define the operator T'on X = (2(N)@&/2(N)@/! (N) by T = RPODQ, where R is the
unilateral right shift operator. Then, o(T') = ow (T') = D(0, 1), Tsr- (T) =TuU{o0}
and E(T) = 0. We then have,
o(T)~ ow(T) = E(T), a(T) ~ Tsr; (T) # E(T).
Hence, T satisfies property (Wg), but T does not satisfy property (Vg).

The next result gives the relationship between the property (Vz) and generalized
Weyl’s theorem.

Theorem 2.8. Let T € L(X). Then T has property (Vi) if and only if T
satisfies generalized Weyl’s theorem and Tsr; (T) =opw(T).

Proof. Sufficiency: Property (Vg) implies by Theorem 2.6, that T satisfies pro-
perty (Wg), and property (Wg) implies by [8, Theorem 2.3], that T satisfies
generalized Weyl’s theorem. Consequently, o(T") ~ Tsp; (T) = E(T) and o(T) \
opw (T) = E(T). Therefore, Tsr; (T) =opw(T).

Necessity: Assume that 7T satisfies generalized Weyl’'s theorem and
Tsr; (T) = opw(T). Then, o(T) \ Tsr; (T) = o(T) ~ opw(T) = E(T), that
means T satisfies property (Vg). O

Remark 2.9. From Theorem 2.8, property (V) implies generalized Weyl’s
theorem. However, the converse is not true in general. Consider the operator T’
in Example 2.7, since T satisfies property (Wg), then it also satisfies generalized
Weyl’s theorem, but does not satisfy property (Vg).

Theorem 2.10. Suppose that T € L(X) has property (Vg). Then:

(i) T has property (Zg,),
(i) Eo(T) = Eg(T) = TI)(T) = I,(T) = I(T) = I(T) = E°(T) = E(T).
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Proof. (i) Property (Vg) implies by Theorem 2.3, that o(T) = 0,(T), and
also implies by Theorem 2.6 that Tsr; (T) = ow(T). Hence, o(T) \ ow(T) =
o(T) ~ Tsr- (T) = E(T) = E,(T) and so T satisfies property (Zg, ).

(ii) Follows from (i) and [29, Lemma 2.3]. O

Example 2.11. Let R be the unilateral right shift operator defined on ¢?(N).
Since o(R) = ow (R) = D(0,1), E(R) = E.(R) = 0 and Tk (R) =T, then R
satisfies property (Zg, ), but does not satisfy property (Vg).

Theorem 2.12. For T € L(X), the following statements are equivalent:

(i) T has property (Vg),
(ii) T has property (v) and E°(T) = E(T),
(ili) T has property (z) and E°(T) = E(T),
)
)

1

(iv) T has property (gv) and Tor- (T) = TsBr; (7).
gz) and Tsp- (T) = TsBr; (T).

o~ —

(v) T has property

Proof. (i) = (ii). Suppose that T satisfies property (Vg). Then by Theorem
2.10, E°(T) = E(T), and hence o(T) ~ Tsr; (T) = E(T) = E°(T), that means T
has property (v).

(ii) = (i). If T satisfies property (v) and E°(T) = E(T), then o(T) NOgp: (T) =
E%T) = E(T) and T satisfies property (V).

(ii) < (iii). The equivalence between the properties (z) and (v) have been proved
in [25, Corollary 2.12].

(i) = (iv). Assume that T satisfies property (V). By Theorem 2.3, T satisfies
property (UWg,). Property (UWg,) implies by [8, Theorem 3.2] that T satisfies
generalized a-Weyl’s theorem and og Py (T) =o0g4p Py (T). Consequently, E(T) =
o(T) ~ Tsk; (T)=0(T) TsBr; (T), and hence T satisfies property (gv).

(iv) = (i). Suppose that T satisfies property (gv) and Tsr; (T) = Tspr; (T).
Then o(T) NOsp- (T) =0o(T) NOspr: (T) = E(T), and hence T satisfies property
(Vi)-

(iv) © (v). The equivalence between the properties (¢gz) and (gv) have been
proved in [25, Corollary 2.12]. O

The following example shows that, in general, property (gv) (resp. (v)) does
not imply property (Vg).

Example 2.13. Consider the operator 7' = 0 defined on the Hilbert space
2(N). Then, o(T) = Tsr; (T) = {0}, Tspr; (T) = 0 and E(T) = {0}. Therefore,
o(T) NOsp- (T) # E(T) and T does not satisfy property (Vg). On the other hand,
o(T) ~ Tspr; (T) = E(T), that means T satisfies property (gv), in consequence
T also satisfies property (v).

The next result gives the relationship between the properties (Vg) and (Sw).
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Theorem 2.14. For T € L(X), the following statements are equivalent:
(i) T has property (Vg),

(ii) T has property (Sw) and E°(T) = E(T),

(iii) T has property (Saw) and E°(T) = E(T).

Proof. (i) = (ii). Assume that T satisfies property (Vg). Then by Theorem

2.10, E(T) = E°%T), and by Theorem 2.12, Tsp: (1) = TsBr; (T). Therefore

- — ) :
o(T) \ Tspr- (T) = o(T) ~ Tsr- (T) = E(T) = E°(T), that means T satisfies
property (Sw).

(ii) = (i). If T satisfies property (Sw) and E(T) = E°(T), then o(T) ~

_ R0y :
Tsr; (T) C o(T) N TsBF; (T) = E°(T) = E(T). This shows o(T) \ Tsr; (T) C
E(T).

To show the opposite inclusion F(T) C o(T) \ Tsp (T), let X € E(T). Since
E(T) = E°(T), then A\ € E%(T) = o(T) TsBr; (T). Thus A\I — T is an upper
semi B-Fredholm operator and a(AM —T') < co. By Lemma 1.2, A\J — T is upper
semi-Fredholm, and hence upper semi-Weyl. Therefore, A € o(T) \ o4 Py (T) and
consequently o(T) \ Tspo (T) = E(T).

(ii) < (iii). The equivalence between the properties (z) and (v) have been proved
in [26, Corollary 2.9]. O

The following example shows that, in general, property (Sw) does not imply
property (Vg).

Example 2.15. Consider the operator ) defined in Example 2.7 and define
an operator T on X = /1(N) @ ¢}(N) by T = Q @ 0. Then, N(T) = {0} @ £*(N),
a(T) = {0}, E(T) = {0}, E%(T) = 0. Since R(T™) = R(Q™) ® {0}, R(T™) is not
closed for any n € N; in consequence T is not an upper semi B-Weyl (resp. upper
semi-Weyl) operator and TsBr; (T) = {0} (resp. Tspr (T') = {0}). Then, we have

o(T) N ogpp-(T) = EYT), o(T)~ ogp-(T) # E(T).
Hence, T satisfies property (Sw), but T does not satisfy property (Vg).

The next result gives the relationship between property (Vg) and Weyl’s theo-
rem.

Theorem 2.16. Let T € L(X). Then T has property (Vg) if and only if T
satisfies Weyl’s theorem and ow (T) \ Tsr; (T) = E(T) ~ E%(T).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (Vg). It follows by The-
orem 2.8, T satisfies generalized Weyl’s theorem. Since generalized Weyl’s the-
orem implies Weyl’s theorem, it is enough to show that ow (T) ~ Tsk; (T) =
E(T)~ E°(T). By Theorems 2.6 and 2.10, Tsk; (T) = ow(T) and E(T) = E%(T),
respectively. Thus, we conclude that ow (T) \ o4 Fr (T)=0=E(T)\ E°(T).
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Necessity: Assume that T satisfies Weyl’s theorem and ow (T') \ og Py (T) =
E(T)~ E°(T). Since o(T) ~ow (T) = E%(T), o(T) = E°(T)Uow (T) and E°(T)N
ow (T) = 0. Thus,

o(T) ~ IsF; (T) = [E°(T) Uow (T)] ~ OsF; (T)

= E"(T) U [ow(T) ~ Tsp: ()]
= E%T)U[E(T)~ E°(T)] = E(T)
and hence T satisfies property (Vg). O

Remark 2.17. By Theorem 2.16, property (V) implies Weyl’s theorem. How-
ever, the converse is not true in general. Consider the operator 7' in Remark 2.9,
since T satisfies generalized Weyl’s theorem, then it also satisfies Weyl’s theorem,
but does not satisfy property (Vg).

Definition 2.18. An operator T € L(X) is said to have property (Vg,) if
o(T) ~ Tsr: (T) = Eq(T).

Theorem 2.19. Let T € L(X). Then T has property (Vg,) if and only if T
has property (UWg,) and o(T) = 0,(T).

Proof. Sufficiency: Assume that T satisfies property (Vg,). Then
0a(T) N Tsk; (T) Co(T)~ TsFr (T) = Eo(T) and so oq(T) N IsF; (T) C Eq(T).

To show the opposite inclusion E,(T) C 04(T) ~ Tsrr (1), let A € Eq(T).
Then, A € isoo,(T) and hence A\ € 0,(T). As T satisfies property (Vg,) and
A € E,(T), it follows that AI — T is upper semi-Weyl. Therefore, A € 0,(T) ~
Tsrr (T). Thus, E.(T) C 04(T) ~ Tsr- (T') and T satisfies property (UWg, ).
Consequently, U(T)\O’SF; (T) = Eq(T) and O'Q(T)\O'SF; (T') = E4(T). Therefore,
o(T) ~ Tsk; (T) = 0o(T) ~ Tsr; (T) and o(T) = 0q(T).

Necessity: Suppose that T satisfies property (UWg,) and o(T) = 04(T). Then,
o(T)~ Tsr; (T) =0a(T)~ Tsr: (T') = E4(T), in consequence T satisfies property
(VE.)- 0

Corollary 2.20. Let T € L(X). Then T has property (Vg,) if and only if T
has property (Vi).

Proof. Sufficiency: Suppose that T satisfies property (Vg,). By Theorem 2.19,
o(T) = 04(T), it follows that o(T) \ Tsp; (T) = E.(T) = E(T), hence T satisfies
property (Vg).

Necessity: Assume that T satisfies property (Vg). By Theorem 2.3, o(T) =
0a(T) and so, o(T) ~ Tsp- (T) = E(T) = E,(T). Therefore, T satisfies property
(Vg,)- O

The next result gives the relationship between property (Vz,) (or equivalently
(Vg)) and property (Zg,).
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Theorem 2.21. Let T € L(X). Then T has property (Vg,) if and only if T
has property (Zg,) and Tsr: (T) = ow (T).

Proof. Sufficiency: Assume that T satisfies property (Vg,). By Corollary 2.20,
property (Vg,) is equivalent to property (Vg), and by Theorem 2.6, property (Vg)
implies that oy, (T) = ow (T'). Consequently, o(T)~ow (T') = o(T)~ogp- (T) =

+ +
E,(T). Therefore, T satisfies property (Zg, ).

Necessity: Assume that T satisfies property (Zg,) and Tsr; (T) = ow(T).
Then, o(T) \ Tor- (T) =0(T)Now(T) = E,(T), that means T satisfies property
(Vg,)- O

Similar to Theorem 2.21, we have the following result.

Theorem 2.22. Let T € L(X). Then T has property (Vg,) if and only if T
has property (gaw) and Tsr: (T) =opw(T).

Recall that T' € L(X) is said to satisfy a-Browder’s theorem (resp., generalized
a-Browder’s theorem) if o,(T) \ Tsr; (T) = 0%T) (resp., 0o(T) ~ ISBF; (T) =
I1,(T)). From [7, Theorem 2.2] (see also [4, Theorem 3.2(ii)]), a-Browder’s the-
orem and generalized a-Browder’s theorem are equivalent. It is well known that
a-Browder’s theorem for T implies Browder’s theorem for T, i.e., o(T) N ow (T) =
%(T). Also by [7, Theorem 2.1], Browder’s theorem for T is equivalent to gener-
alized Browder’s theorem for T, i.e. o(T) \ opw (T) = II(T).

For T € L(X), define IIS(T') = o(T") \ 0(T). The following theorem describes
the relationship between a-Browder’s theorem and property (Vg).

Theorem 2.23. For T € L(X), the following statements are equivalent:
(i) T has property (Vg),
(ii) T satisfies a-Browder’s theorem and 119 (T) = E(T).

Proof. (i) = (ii) Assume that T satisfies property (V). Then E(T) = E°(T)
and T satisfies property (v) by Theorems 2.10 and 2.12, respectively. Property (v)
implies by [25, Theorem 2.17] that 7" satisfies a-Browder’s theorem and 119 (T) =
EY(T). Consequently, T satisfies a-Browder’s theorem and IIS(T') = E°(T) =
E(T).

(ii) = (i) If T satisfies a-Browder’s theorem and II%(T) = E(T), then
U(T)\JSF; (T) = o(T)~0w(T) =11%(T) = E(T). Therefore, T satisfies property
(VE). O

Remark 2.24. By Theorem 2.23, property (Vi) implies a-Browder’s theorem.

However, the converse is not true in general. Indeed, the operator T' defined in
Example 2.15 does not satisfy property (Vg), but 0,(T) = Tspr (T) = {0} and

%(T) = 0, it follows that T satisfies a-Browder’s theorem.
Corollary 2.25. If T € L(X) has SVEP at each \ ¢ Tsk; (T), then T has
property (Vi) if and only if E(T) =119 (T).
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Proof. By Theorem [5, Teorema 2.3], the hypothesis 7" has SVEP at each
Adog Py (T) is equivalent to T satisfies a-Browder’s theorem. Therefore, if E(T) =

19.(T), then o(T) Osr; (1) =0(T) \ ouw(T) =T19(T) = E(T). O

Remark 2.26. It was proved in [12, Lemma 2.1], that if 7* has SVEP at every
¢ Tsrr (T) (vesp., T has SVEP at every A ¢ ogp+ (7)), then ow (T) = Tsrr (T)
and 0,(T) = o(T) (resp., ow (T*) = Tsr; (T*) and 0 (T*) = o(T*)). Under the
above results, clearly we have that if 7% has SVEP at every A ¢ og Fr (T') (resp.
T has SVEP at every A ¢ ogp+(T)), then the properties (Wg), (UWEg), (UWE,),
(Zg,), (Vg) and (Vg,) are eq&ivalent for T' (vesp. for T*).

In the following table summarizes the meaning of various theorems and prop-
erties that are related with property (Vg).

(Wg) [8] o(T) ~ ow (T) = E(T) (W) [9] o(T) N ow (T) = I(T)
W (15] a(T) ~ ow(T) = E%(T) B [19] o(T) N ow (T) =T1°(T)
(Zs,) [29] o(T) N ow (T) = Ea(T) (Zn,) [29] o(T) ~ ow (T) =Ta(T)
(aw) [14] o(T) ~ ow (T) = BEQ(T) (ab) [14] a(T) ~ ow (T) = IY(T)
gw [11] o(T) ~ opw (T) = E(T) gB [11] o(T) N opw (T) =1K(T)
(Bw) [18] o(T) ~ opw (T) = E°(T) (Bb) [23] a(T) N opw (T) =I(T)
(gaw) [14] o(T) ~ opw (T) = Ea(T) (gab) [14] o(T) ~ opw (T) = I1a(T)
(Baw) [30] o(T) N opw (T) = EQ(T) (Bab) [30] o(T) ~ opw (T) = I3(T)
(v) [25] o(T) ~ OsFD (T) = E%T) | (ah) [28] o(T) ~ 9sFL (T) =1%(T)
(2) [27] o(T) ~ Tsr; (T) = EXT) || (a2) [27] o(T) ~ Tsry (T) =1(T)
(gv) [25] o(T) ~ TsBrT (T) = E(T) || (gah) [28] o(T) ~ TsBrT (T) = T(T)
(Sw) [24] a(T) ~ Tspr; (T) = E°(T) || (Sb) [24] a(T) ~ Tspr; (T) =1%T)
(92) [27] o(T) ~ OsBr; (T) = Ea(T) || (9az) [27] o(T) ~ Tspr; (T) =T1a(T)
(Saw) [26] o(T) ~ OsBFT (T) = EQ(T) || (Sab) [26] o(T) ~ TsBFT (T) =1(T)
(UWE) [9] oa(T) ~ Tsr; (T)=E(T) | (UWn) [9] oa(T) ~ Tsr; (T) =1K(T)
(w) [20] oa(T) ~ Tsr; (T) = E%T) || (b) [13] oa(T) ~ Tsm; (T) =1%T)
(UWg,) 8] | 0a(T)~ Osrp (T) = Eo(T) || (UWn,) 9] | oa(T) IsrL (T) = a(T)
aWw [21] oa(T) O'SF; (T) = EX(T) || aB [16] oa(T) O'SF; (T) = 19(T)
(gw) [6] oa(T) ~ OsBFT (T) = E(T) || (9b) [13] oa(T) ~ OsBFT (T) =T(T)
(Bgw) [23] | 0a(T) ~ ISBFT (T) = E%T) || (Bgb) [23] | oa(T) TSBFT (T) =11%(T)
gaw [11] oa(T) Tspry (T) = Eo(T) || gaB [11] oa(T) Tspry (T) = o (T)
(§Baw) [10] | oa(T) ~ TsBFT (T) = EX(T) || (SBab) [10] | 0a(T) ~ IsBFT (T) = (T

Table 1.
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Theorem 2.27. Suppose that T € L(X) has property (Vg). Then:
(1) ogpp-(T) = opw(T) = 05 (T) = ow(T) = o1p(T) = op(T) = 0w (T) =

ou(T) and o(T) = o,(T).

(it) All properties given in Table 1 are equivalent, and T satisfies each of these

properties.

Proof. (i) By Theorem 2.3, the equality o(T') = 0,(T) holds. The equalities
Tspr; (T) = opw(T) = Tsr; (T) = ow(T) follows from Theorems 2.6, 2.8
and 2.12. Since the inclusions TsBr; (T) € op(T) C ow(T) C 0p(T) and
TsBr; (T) Corp(T) Cop(T) C op(T) hold, it is sufficient to prove TsBr; (T) =
ou(T). Indeed, since T has property (Vg), by Theorem 2.23, T satisfies general-
ized a-Browder’s theorem or equivalently a-Browder’s theorem. As a-Browder’s
theorem implies Browder’s theorem, it follows that Tspr; (T) =ow(T) = ou(T),

(ii) By Theorem 2.3, T satisfies property (UWg), and the equivalence between

all properties follows from (i) and Theorem 2.10. O
REFERENCES
1. Aiena P., Fredholm and Local Spectral Theory, with Applications to Multipliers, Kluwer,
2004.
2. Aiena P., Quasi-Fredholm operators and localized SVEP, Acta Sci. Math. (Szeged) 73
(2007), 251-263.
3. Aiena P., Aponte E. and Balzan E., Weyl type Theorems for left and right polaroid oper-
ators, Integr. Equ. Oper. Theory 66 (2010), 1-20.
4. Aiena P., Biondi M. T. and Carpintero C., On Drazin invertibility, Proc. Amer. Math. Soc.
136 (2008), 2839-2848.
5. Aijena P., Carpintero C. and Rosas E., Some characterization of operators satisfying a-
Browder’s theorem, J. Math. Anal. Appl. 311 (2005), 530-544.
6. M. Amouch and M. Berkani, On the property (gw), Mediterr. J. Math. 5 (2008), 371-378.
7. Amouch M. and Zguitti H., On the equivalence of Browder’s theorem and generalized
Browder’s theorem, Glasgow Math. J. 48 (2006), 179-185.
8. Berkani M. and Kachad M., New Weyl-type Theorems - I, Funct. Anal. Approx. Comput.
4(2) (2012), 41-47.
9. Berkani M. and Kachad M., New Browder and Weyl type theorems, Bull. Korean Math.
Soc. 52(2) (2015), 439-452.
10. Berkani M., Kachad M., Zariouh H. and Zguitti H., Variations on a-Browder-type theorems,
Sarajevo J. Math. 9 (2013), 271-281.
11. Berkani M. and Koliha J., Weyl type theorems for bounded linear operators, Acta Sci.
Math. (Szeged) 69 (2003), 359-376.
12. Berkani M., Sarih M. and Zariouh H., Browder-type theorems and SVEP, Mediterr. J.
Math. 8 (2011), 399-409.
13. Berkani M. and Zariouh H., Extended Weyl type theorems, Math. Bohemica 134 (2009),
369-378.
14. Berkani M. and Zariouh H., New extended Weyl type theorems, Mat. Vesnik 62 (2010),
145-154.
15. Coburn L. A., Weyl’s theorem for nonnormal operators, Michigan Math. J. 13 (1966),
285-288.
16. Djordjevi¢ S. V. and Han Y. M., Browder’s theorems and spectral continuity, Glasgow

Math. J. 42 (2000), 479-486.



356

17.

18.

19.

20.
21.

22.

23.

24.

25

26.
27.
28.
29.

30.

J. SANABRIA, L. VASQUEZ, C. CARPINTERO, E. ROSAS, AND O. GARCIA

Finch J. K., The single valued extension property on a Banach space, Pacific J. Math. 58
(1975), 61-69.

A. Gupta and N. Kashayap, Property (Bw) and Weyl type theorems, Bull. Math. Anal.
Appl. 3 (2011), 1-7.

Harte R. and Lee W. Y., Another note on Weyls theorem, Trans. Amer. Math. Soc. 349
(1997), 2115-2124.

Rakocevi¢ V., On a class of operators, Mat. Vesnik 37 (1985), 423-426.

Rakocevié¢ V., Operators obeying a- Weyl’s theorem, Rev. Roumaine Math. Pures Appl. 34
(1989), 915-919.

Rashid M. H. M., Properties (t) and (gt) for bounded linear operators, Mediterr. J. Math.
11 (2014), 729-744.

Rashid M. H. M. and Prasad T., Variations of Weyl type theorems, Ann Funct. Anal.
Math. 4 (2013), 40-52.

Rashid M. H. M. and Prasad T., Property (Sw) for bounded linear operators, Asia-
European J. Math. 8 (2015), 14 pages.

. Sanabria J., Carpintero C., Rosas E. and Garcia O., On generalized property (v) for bounded

linear operators, Studia Math. 212 (2012), 141-154.

Sanabria J., Carpintero C., Rosas E. and Garcia O., On property (Saw) and other spectral
properties type Weyl-Browder theorems, Submitted.

Zariouh H., Property (gz) for bounded linear operators, Mat. Vesnik 65 (2013), 94-103.
Zariouh H., New version of property (az), Mat. Vesnik 66 (2014), 317-322.

Zariouh H., On the property (Zg,), Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser 65(2) (2016)
323-331.

Zariouh H. and Zguitti H., Variations on Browder’s theorem, Acta Math. Univ. Comeni-
anae 81 (2012), 255-264.

J. Sanabria, L. Vasquez, C. Carpintero, E. Rosas and O. Garcia, Departamento de Matemaéticas,

Escuela de Ciencias, Universidad de Oriente, Cumand, Venezuela, e-mail: jesanabri@gmail.com

(José Sanabria), eligiovm85@gmail.com (Luis Vasquez), carpintero.carlos@gmail.com

(Carlos Carpintero), ennisrafael@gmail.com (Ennis Rosas), ogarciam554@gmail.com

(Orlando Garcia)



Anexo 2

Articulo: Strong variations of Weyl and Browder type theorems for direct sums and
restrictions.

Revista: Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo.

Volumen: 68.

Niumero: 1.

Ano: 2019.

Paginas: 153-161.

Autores: José Sanabria, Luis Vasquez, Carlos Carpintero, Ennis Rosas y Orlando

Garcia.



Rend. Circ. Mat. Palermo, II. Ser @ CrossMark
https://doi.org/10.1007/s12215-018-0348-8

Strong variations of Weyl and Browder type theorems
for direct sums and restrictions

J. Sanabrial2 . L. Vasquez! - C. Carpintero!-3 -

E. Rosas!* . O. Garcial'$

Received: 23 August 2017 / Accepted: 27 April 2018
© Springer-Verlag Italia S.r.1., part of Springer Nature 2018

Abstract In this paper, we study the stability under direct sums and restrictions of some
strong variations of Weyl and Browder type theorems recently introduced in Rashid
and Prasad (Asia-Eur J Math 8:14, 2015. https://doi.org/10.1142/S1793557115500126),
Sanabria et al. (Rev Colomb Mat 51(2):153-171, 2017a, Acta Math Univ Comen (NS)
86(2):345-356, 2017b, Open Math 16(1):289-297, 2018).

Keywords Semi-Fredholm operator - Property (Vg) - Direct sums - Restrictions

Mathematics Subject Classification Primary 47A10 - 47A11; Secondary 47A53 - 47A55

Research Partially Suported by Consejo de Investigacion UDO.

& J. Sanabria
jesanabri@gmail.com

L. Vasquez
eligiovm85 @gmail.com

C. Carpintero
carpintero.carlos @ gmail.com

E. Rosas
ennisrafael @ gmail.com; erosas @cuc.edu.co

O. Garcia
ogarciam554 @gmail.com

Departamento de Matematicas, Universidad de Oriente, Cumand, Venezuela

2 Facultad de Ciencias Basicas, Universidad del Atlantico, Barranquilla, Colombia

3 Vicerrectorfa de Investigacion, Universidad Auténoma del Caribe, Barranquilla, Colombia

4 Departamento de Ciencias Naturales y Exactas, Universidad de la Costa, Barranquilla, Colombia
5

Departamento de Ciencias Basicas, Ingenieria y Arquitectura, Corporacion Universitaria del Caribe-
CECAR, Sincelejo, Colombia

Published online: 07 May 2018 &\ Springer



J. Sanabria et al.

1 Introduction and preliminaries

Throughout this paper, L (X) denotes the algebra of all bounded linear operators acting on an
infinite-dimensional complex Banach space X. Given n € N, we denote by 7;, the restriction
of T € L(X) on the subspace R(T") = T"(X). The study of the Weyl and Browder type
theorems for the orthogonal direct sum 7" @ S, where T, S € L(X), have been considered by
several authors, among which we can mention Duggal and Kubrusly [14], Berkani et al. [7,8],
Gupta and Kashyap [16], Arroud and Zariouh [4], Liu [18]. On the other hand, the study of
the existent relations between the Weyl and Browder type theorems for 7" and the respective
theorems for 7, were initiated by Carpintero et al. in the papers [9] and [11]. Recently, the
study of these classes, have been extended by Carpintero et al. [12] and, Chen and Su [13],
involving new spectral properties. This work continues in the same line of investigation of the
authors mentioned above, but in our case, we consider some spectral properties introduced
recently by Rashid and Prasad [19] and Sanabria et al. [21-23].

We refer to [20] for details about notations and terminologies. However, we give the
following notations that will be useful in the sequel:

e Browder spectrum: o (7")
Upper semi-Browder spectrum: o,,,(T)
Upper semi-Weyl spectrum: o Fr (T)

Drazin invertible spectrum: op (T')
Left Drazin invertible spectrum: oz p(7T)
Upper semi B-Weyl spectrum: o Fr (T)

approximate point spectrum: o, (7)

We denote also by O'S(T) the set of all eigenvalues of T of finite multiplicity and by p, (T) =
C\o,(T) the approximate point resolvent set of 7'.

A class of operators related with semi B-Fredholm operators is the class of quasi-Fredholm
operators defined in the sequel. Previously, we consider the following set:

A(T) :={neN:m>nmeN= T"(X)NN(T) C T"(X) N N(T)}.

The degree of stable iteration is defined as dis(7") := inf A(T) if A(T) # @, while dis(T') =
oo if A(T) = 4.

Definition 1.1 7 € L(X) is said to be quasi-Fredholm of degree d, if there exists d € N
such that:

(a) dis(T) =d,
(b) T"(X) is aclosed subspace of X for eachn > d,
(c) T(X)+ N(T?9) is a closed subspace of X.

It should be noted that by Proposition 2.5 of [5] every semi B-Fredholm operator is quasi-
Fredholm. For further informations on quasi-Fredholm operators we refer to [6] and [2].

Now, we introduce an important property in local spectral theory. The localized version of
this property has been introduced by Finch [15], and in the framework of Fredholm theory,
this property has been characterized in several ways, see Chapter 3 of [1]. A bounded operator
T € L(X) is said to have the single valued extension property at Ao € C (abbreviated, SVEP
at Ap), if for every open disc D, € C centered at Ao the only analytic function f : D;, — X
which satisfies the equation

(A =T)f(A) =0 forall » € Dy,,

@ Springer
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is the function f = Oon D, . The operator T is said to have SVEPif T has the SVEP at every
point A € C.Evidently, T € L(X)hasSVEP atevery pointof theresolvent p(T") := C\o (T).
Moreover, from the identity theorem for analytic functions it is easily seen that 7 has SVEP
at every point of the boundary do (T) of the spectrum. In particular, 7 has SVEP at every
isolated point of the spectrum. (See [1] for more details about this concept.)

The following lemmas will be used in the sequel.

Lemma 1.2 Let T € L(X). Then we have:

(1) AL — T is upper semi-Fredholm if and only if there exists n € N such that R(T") is
closed, A\l — T, is upper semi B-Fredholm and a (A — T) < oo.

(ii) M — T is lower semi-Fredholm if and only if there exists n € N such that R(T") is
closed, A\l — T, is lower semi B-Fredholm and B(AI — T) < oc.

Remark 1.3 Note that the above result is a trivial extension of [3, Lemma 2.4], because for
the case in which n = 0 and A = 0, we obtain the mentioned lemma.

Denote by iso K, the set of all isolated points of K C C. If T € L(X), define

ENT)={reisoo(T):0 <a(I —T) < oo},
EXT) = (A €iso0,(T) : 0 < a(Al — T) < 00},
E(T)={reisoo(T):0<all—T)},
E,(T)={)r€isoo,(T):0 <a(Al —T)}.
Also, define

n%(T) = o(T\op(T), TY(T) = 6a(T)\oup(T),

I(T) = o(T)\op(T), a(T) = 0a(T)\orLp(T).
Observe that I1(T') (resp. n%(T), M, (T), Hg(T)) is the set of all poles of the resolvent

of T (resp. poles of the resolvent of T of finite rank, left poles of 7', left poles of T of finite
rank).

Lemma 1.4 Suppose that T € L(X) and there exists n € N such that R(T") is closed. Then
the following statements hold:

() If0 ¢ TI(T), then N°(T) = N°(T,) and T(T) = TI(T,),

(i) If0 ¢ My (T), then IY(T) = NY(T,) and To(T) = Mo (T).

Proof (i) The equalities [1°(7") = M1°(7},) and T1(T") = T1(T},) were proved in [13, Lemma
2.10] and [13, Lemma 2.8], respectively.

(ii) The equalities [19(7) = MY(7},) and I1,(T) = I1,(T,) were proved in [13, Lemma
2.117] and [13, Lemma 2.9], respectively. O

Lemma 1.5 Suppose that T € L(X) and there exists n € N such that R(T") is closed. Then
the following statements hold:

() If0 & TI(T), then E%(T) € E°(T},) and E(T) = E(T,),
(i) If0 ¢ My (T), then EQ(T) € EJ(T,) and Eo(T) = Eq(Ty).

Proof (i) The inclusion EO(T) < E°(T,,) was shown in [12, Lemma 2.2]. The equality
E(T) = E(T,) easily follows from [11, Lemma 2.3] and [13, Theorem 2.3].

(i1) The inclusion ES(T) - E2(Tn) was shown in [12, Lemma 2.2]. Since 0 ¢ T1,(T)
implies that O ¢ T1(T), the equality E,(T) = E,(T},) easily follows from [11, Lemma 2.4]
and [13, Theorem 2.4]. O
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Let T € L(X). Following Zariouh [24] (resp. Sanabria et al. [20]), we say that T satisfies
property (ah) (resp. (v)) if o (T)\ogp—(T) = 1%(T) (resp. o(T\ogp-(T) = EO(T)).
According to Rashid and Prasad [19], we say that T satisfies property (Sw) (resp. (Sb))
if o(T)\ogpp-(T) = E%(T) (resp. o(T)\ogpp-(T) = 1%(7)). In [19, Theorem 2.7],
it is shown that property (Sw) implies property (Sb), but the converse is not true in gen-
eral. Following Sanabria et al. [21], we say that T satisfies property (Saw) (resp. (Sab)) if
o(T)\ogpp-(T) = EXNT) (resp. o (T)\ogp p-(T) = 119(7)). In [21, Corollary 2.9], it is
shown that property (Saw) (resp. (Sab)) is equivalent to property (Sw) (resp. (Sb)).

According to [22], an operator T € L(X) is said to satisty property (V) (resp. (VE,))
if O’(T)\O’SF;(T) = E(T) (resp. U(T)\O'SF; (T) = E4(T)). In [22, Corollary 2.20], it is
shown that property (Vg) is equivalent to property (Vg,) and it is proved in [22, Theorem
2.12] that an operator T € L(X) satisfies property (V) if and only if T satisfies property (v)
and EQ(T) = E(T). Following [23], we say that T € L(X) satisfies property (V) (resp.
(Vn,)) if O‘(T)\O‘SFJ: (T) = TI(T) (resp. G(T)\GSF; (T) = T,(T)). In [23, Theorem 2.3],
it is shown that property (Vg) implies property (Vy), but the converse is not true in general.
Also, in [23, Corollary 2.21], it is shown that property (V) is equivalent to properties (Vr,),
(Sb) and (Sab).

2 Strong variations for direct sums

In this section, we show that if 7 and S are operators (defined on Banach spaces) which
satisfy the property (Sab) (resp. (Saw), (Vg)), then not necessarily its (orthogonal) direct
sum T @ § satisfies the property (Sab) (resp. (Saw), (Vg)). Moreover, we explore some
sufficient conditions to ensure that these properties are transmitted from the direct summands
T and S to the direct sum 7 & S.

Theorem 2.1 LetT € L(X)and S € L(Y) be suchthat TI2(T)N py (S) = TI0(S)Np, (T) =
@. If both T and S satisfies property (Sab), then the following statements are equivalent:

(1) OSBF; (TS = OSBF; (T)u OSBF; (S).
(ii) T & S satisfies property (Sab).

Proof (1)=(ii) Assume that OSBF; (ToS) = OSBF; (Tyu JSBF;(S). ‘We know that the
upper semi-Browder spectrum of a direct sum is the union of the upper semi-Browder spectra
of its components, that is, 0, (T @ S) = 0,p(T) U 0,5 (S), then

n%r e S)
= 0,(T ® SH\ouw,(T & S)
= [04(T) U 06 ($)\[oup(T) U 00 (5)]
= [MI2(T) N pa($)] U [TIA(S) N pa(T)] U [TIS(T) N TIL(S)].

By hypothesis, T19(7) N pa(S) = MY(S) N p,(T) = ¢, it follows that (T @ §) =
l'[g(T) N HS(S). On the other hand, as 7 and S both satisfies property (Sab), then

[0(T) Ua ($)\oggp-(T) Uogpp(S)]
= [TY(T) N p(S)]UM(S) N p(T)] U [TI9(T) N TIY(S)].
Since IY(T) N p(S) = T19(S) N p(T) = ¥, it follows that
[0(T) U o ($)\ogpp—(T) Uogpp—(S)] = Tg(T) N TIH(S)
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and hence [0 (T) U U(S)]\[USBF;(T) U OSBF; 8] = Hg(T @ §). Since by hypothesis,
OSBF; (THS) = OsBF; (T) UO’SBF; (S), theno (T & S)\O’SBF_: (THS) = I'IS(T @ S) and
T @ S satisfies property (Sab).

(i1)=(@1) If T @ S satisfies property (Sab), then OSBF; (TeS) = op(THS)by[21, Theorem
2.31]. Always, we have 03, (T @ S) = 0p(T)Uop(S), then OsBF; (T) UUSBF; (S) Cop(THU
op(S) =ap(THS) = USBF;(T @ S) and hence USBF;(T) U OSBF; S C oSBF;(T ®9).
Because by [81, ](;enilma 2.2] the inclusion OsBF; (TeS) C OsBr; (THu OsBF; (S) is always
true, we conclude that O'SBFJ: ToS = O‘SBFJ:(T) U O’SBF;(S). O

The following example shows that, in general, the direct sum of two operators satisfying
property (Sab) does not necessarily satisfy property (Sab).

Example 2.2 Let Q € L(Z) be a nilpotent operator, with Z be any infinite-dimensional
Banach space. Consider the operator 7 = V @ [ definedon X @ Y, where V : X — X
is an injective quasi-nilpotent operator which is not nilpotent and Y is a non-zero finite-
dimensional Banach space. Then, o (Q) = 0,(Q) = {0}, (ISBF;(Q) = @ and HS(Q) = {0}.

Thus,cr(Q)\oSBF;(Q) = {0}\¥ = {0} = Hg(Q) and Q satisfies property (Sab). Moreover,
o(T) = o,(T) = {0, 1}, aSBF;(T) = {0} and HS(T) = {1}. Thus, O'(T)\(TSBF;(T) =

{0, I}\{0} = {1} = l'[g(T) and T satisfies property (Sab). But the direct sum Q @ T defined
on the Banach space Z @ X @ Y does not satisfy property (Sab), because 0 (Q & T) =
Hg(Q @ T)=1{0,1}and aSBF;(Q @ T) = {0}, which implies that o (Q & T)\aSBF;(Q ®

T) = {0, 1)\{0} = {1} # {0, 1} = IH(Q@®T). Observe that 055 p— (QBT) = 055 p~ (AU
Tspr (1), Ut TIR(T) N pa(Q) = {1} # 0. o

Corollary 2.3 LetT € L(X)and S € L(Y) be suchthatT12(T)Np,(S) = ()N p,(T) =
@. If both T and S satisfies property (Sb) (resp. (Vn), (Vn,)), then the following statements
are equivalent:

(i) GSBFJ: (T®S) = GSBF; (T)yu USBF; (),
(ii) T @ S satisfies property (Sb) (resp. (Vr1), (Vi1,)).

Similarly to Theorem 2.1, in the case of property (Saw), we have the following result.

Theorem 2.4 Let T € L(X) and S € L(Y) be such that 6(T) = o(S). If both T and S
satisfies property (Saw), then the following statements are equivalent:

() USBFJ: (Tes) = GSBF; (ryu USBF; (),
(i) T & S satisfies property (Saw).

Proof (1)=(ii) Assume that OsBr; (TS = OsBF; (THu OsBr; (S). Since T and S both
satisfies property (Saw), then
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o (T ® S\ogpp (T ®S)
=lo(T) Vo (S)Nlogpp (T)Uogpp-(S)]
= [EQ(T) N p(HTUIENS) N p(T)IUIEJ(T) N EJ(S)].
Now, the hypothesis, 00(T) = o)(S) implies that, EJ(T) N p(S) = EJ(S) N p(T) = 0.
Thus, o (T & S)\aSBF; (TaS) = ES(T) N E2(S). Because we know that US(T ®S) =
(A eop(T)Ua)(S) : @M —T) +a(rl — S) < oo}, then

ENT @ 5)

=is00,(T@®S) No(T®S)

=50 [03(T) U0 (S)1 N0 (S)

= [EQ(T) N pa($HIUEJ(S) N pa(T)I U [EJ(T) N EJ(S)].
Since EQ(T) N p,(S) = EV(S) N pu(T) = 9, it follows that EX(T @ S) = EX(T) N EX(S).
Therefore, o (T @ S)\O'SBF; (TS = Eg(T @ S)and T & S satisfies property (Saw).

(i)=(@) If T & S satisfies property (Saw), then T @ S satisfies property (Sab) by [21,

Theorem 2.18]. Hence the equality of the spectra ospr- (T ®S) and ospr (T Vogpp—(S)
follows from the proof of “(ii))=(i)”” of Theorem 2.1. O

The following example shows that, in general, the direct sum of two operators satisfying
property (Saw) does not necessarily satisfy property (Saw).
Example 2.5 Let Q € L(Z) be a nilpotent operator, with Z be any infinite-dimensional
Banach space. Let 7 € L(¢*(N)) be defined by S(x1, x2,x3,...) = (0, %, %, ...). Then,
0(Q) = {0}, ogpp-(Q) = ¥ and EQ(Q) = {0}. Thus, o (QN\ogpp-(Q) = {0N\V = {0} =
Eg(Q) and Q satisfies property (Saw). Moreover,o (T) = OsBF; (T) = {0}and E2(T) =0.
Thus, o(T)\aSBF; (Ty=0= ES(T) and 7 satisfies property (Saw). Butdirectsum Q@ T

defined on the Banach space Z®¢%(N) does not satisfy property (Saw), because 6 (QDT) =
O'SBF;(Q eT) = ES(Q @ T) = {0}, which implies that o (Q & T)\CISBF;(Q eT) =

{01\{0} = @ # {0} = E2(Q & T). Note that Ospr (QOT) = 0gpp—(Q) Uogpp—(T), but
op(Q) = {0} # ¥ = o )(T). O

Corollary 2.6 Let T € L(X) and S € L(Y) be such that cr[(,)(T) = GI(,)(S). Ifboth T and S
satisfies property (Sw), then the following statements are equivalent:

(1) GSBF;(T ®S) = (ISBF;(T) U (ISBF;(S),
(ii) T & S satisfies property (Sw).

Theorem 2.7 Let T € L(X) and S € L(Y) be such that o,(T) = 0,(S). If both T and S
satisfies property (Vg), then the following statements are equivalent:

(1) Osr; (Tes = Osr- (Tyu oSF;(S),
(i) T & S satisfies property (Vg).

Proof (1)=(ii) Assume that OSF;(T ®S) = Osr; (T) U OsF; (S). Since T and S both
satisfies property (Vg), then
o(T & S)\JSF; (TS
= [o(T) Vo (S)Nlogp (T) Uogp-(S)]
= [ET) NpSITUILES) N p(T)TULET) NE(S)].
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Now, the hypothesis o, (T') = 0,(S) implies that E(T) N p(S) = E(S) N p(T) = @. Thus,
o(T & S)\O'SF;(T @ S)=E(T)NE(S).Since 0,(T & S5) = 0,(T) Uo,(S), then

E(T®S)
=is00(T®S)Nop(THS)
=iso[o(T) Uo(S)]INop(S)
=[ETM) N pOIULES) Np(THIU[E(T) N E(S)].

Since E(T)Np(S) = E(S)Np(T) = @,itfollowsthat E(T & S) = E(T)NE(S). Therefore,
o(T & S)\O‘SFJ: (T®S)=ET ®S)and T @ S satisfies property (V).

(i)=(@1) If T @ S satisfies property (Vg), then T @ S satisfies property (Vi) by [23,
Theorem 2.3]. Hence the equality of the spectra O'SF;(T @ §) and OsF; (T) U OsF; (S,
follows from [23, Theorem 2.27] and the proof of “(ii)=(i)”” of Theorem 2.1. |

Remark 2.8 Observe that, in general, the direct sum of two operators satisfying property
(VE) does not necessarily satisfy property (V). Indeed, if we consider the operators Q
and T defined in Example 2.5, then Q and T satisfy property (Vg), since o (Q)\oy Fr Q) =
{O)\0@ = {0} = E(Q) anda(T)\aSF; (T) = {O}\{0} = ¥ = E(T).Butthedirectsum QDT
does not satisfy property (Vg), because o (Q & T)\USF; (O T)={0}\{0} =0 # {0} =

E(Q®T).Note that o (0&T) = g, (Q)Uog (), but o, (Q) = {0} # 0 = 0,(T).
]

3 Strong Variations for restrictions

In this section we consider operators 7' € L(X) for which 0 ¢ TI(T'), and we look for some
conditions which imply that these operator satisfy property (Vg) or property (Vy), in terms
of its restrictions.

Theorem 3.1 Let T € L(X) be such that 0 ¢ T1(T). Then, T satisfies property (Vi) if and
only if there exists n € N such that R(T") is closed and T, satisfies property (V).

Proof Sufficiency: Assume that there exists n € N such that R(7T") is closed and 7}, satisfies
property (Vg).Let A € E(T), then by Lemma 1.5, we have A € E(T,,) and as property (Vg)
implies by [22, Theorem 2.12] that 7,, satisfies property (v) and E(T;,) = E%(T;,), it then
follows that » € E(T),) = a(Tn)\aSF; (T,,). We assert that . # 0. Indeed, suppose that
A = 0. Then T, is a semi-Fredholm operator and O € iso o (Ty), so by [1, Theorem 3.77], T,
is a Browder operator and hence 0 € 1%7,,), which implies by Lemma 1.4 thatO € n%r c
[1(T), contradicting that O ¢ TT1(7). Thus, we conclude that A 7 0. Now, since A € ENT),
by [11, Lemma 2.1] it follows that 0 < «(Al — T') < oo and as Al — T}, is an upper semi B-
Fredholm operator and R(AI —T},) is closed, then by Lemma 1.2, we have LI — T is an upper
semi-Fredholm operator. Since A € iso o (T), again by [1, Theorem 3.77], .1 — T is Browder
and hence Weyl. Therefore, Al — T is upper semi-Weyl and so A € o (T)\og F;(T). This
shows that E(T) C O’(T)\O'SF; (T). To show opposite inclusion O’(T)\O’SFJ: (T) € E(T),
observe that under the hypothesis that 7), satisfies property (Vg), by [12, Lemma 1.5] and
Lemma 1.5, we have o(T)\oSF; (T) = U(Tn)\(ISF; (T) C o(Tn)\(rSF; (T,) = E(T,) =
E(T) and so, O‘(T)\USFJ: (T) € E(T). Therefore, U(T)\USF; (T) = E(T) and T satisfies
property (VEg).
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Necessity: Assume that 7" satisfies property (Vg). Then forn = 0, R (T9 = X is closed
and Ty = T satisfies property (VEg). O

Theorem 3.2 Let T € L(X) be such that O ¢ T1(T). Then, T satisfies property (Vi) if and
only if there exists n € N such that R(T") is closed and T, satisfies property (V).

Proof Sufficiency: Suppose that there exists n € N such that R(T") is closed and T}, satisfies
property (Vrr). Let A € TI(T), then by Lemma 1.4, we have A € I1(7;) and as property
(Vrr) implies by [23, Theorem 2.13] that 7,, satisfies property (ah) and implies by [23,
Theorem 2.10] that T1(7,,) = I19(7},), it follows that A € 1%(7},) = o (T)\ogp= (T).
Thus, Al — T, is an upper semi-Fredholm operator and 0 < p(Al — T;,) = g0l — T,) <
oo. By [10, Lemmas 2 and 3] and [17, Proposition 38.6], we have 0 < p(Al — T) =
gl —T) < oo and hence A € o(T)\op(T) C O'(T)\(TSF;(T). This shows that IT(T) C
O’(T)\O‘SF;(T). To show the opposite inclusion O‘(T)\O'SFJ:(T) C TI(T), observe that,
since T, satisfies (V11), by [12, Lemma 1.5] and Lemma 1.4, we have a(T)\aSF; (T) =
U(Tn)\USF;(T) c U(Tn)\USF;(Zz) = I(T,) = TI(T) and so, U(T)\USF;(T) C (7).
Therefore, U(T)\O’SF; (T) =TI(T) and T satisfies property (V7).

Necessity: Assume that 7 satisfies property (Vrg). Then for n = 0, R(T?) = X is closed
and Ty = T satisfies property (V). O

Corollary 3.3 Let T € L(X) be such that 0 ¢ TI(T). Then, T satisfies property (V)
(resp. (Sb), (Sab)) if and only if there exists n € N such that R(T"™) is closed and T, satisfies
property (V) (resp. (Sb), (Sab)).

Theorem 3.4 Let T € L(X) be such that O ¢ TI(T). Then, T satisfies property (Sw) if and
only if there exists n € N such that R(T"™) is closed and T,, satisfies property (Sw).

Proof Sufficiency: Assume that there exists n € N such that R(T") is closed and T,
satisfies property (Sw). Let A € EY(T). Then, by Lemma 1.5, we have A € ENT,) =
O’(T”)\O'SBF;(T,,) because 7, satisfies property (Sw). Thus LI — T,, is an upper semi B-
Fredholm operator and hence, it is quasi-Fredholm. We assert that A # 0. Indeed, suppose
that A = 0. Then 7, is quasi-Fredholm and 0 € isoo (T,) = isoo (T}), so T, is a quasi-
Fredholm operator and both 7,, and 7, have SVEP in 0, so, by [10, Corollary 1], T, is
Drazin invertible and hence 0 € o (7,)\op(7,) = I1(T,), which implies, by Lemma 1.4,
that O € I1(T), contradicting that 0 ¢ IT1(7T). Thus, we conclude that & # 0. Now, proceed-
ing as in Theorem 3.1, we obtain that A/ — T is upper semi-Weyl and hence upper semi
B-Weyl. Therefore, A € a(T)\aSBF;(T) and so E%(T) C a(T)\aSBF;(T). To show the
opposite inclusion o (T)\ogp Fr (T) € E%T), observe that under the hypothesis that 7},
satisfies property (Sw), by [19, Theorem 2.7], we have T), satisfies property (Sb) and, by
Corollary 3.3, T satisfies property (Sb). Therefore, a(T)\oSBF; (T) = I%T) < ENT)
and T satisfies property (Sw).

Necessity: Assume that T satisfies property (Sw). Then for n = 0, R(T°) = X is closed
and Ty = T satisfies property (Sw). O

Corollary 3.5 Let T € L(X) be such that 0 ¢ T1(T). Then, T satisfies property (Saw) if
and only if there exists n € N such that R(T"™) is closed and T, satisfies property (Saw).

We given an illustrative example for the behavior of an operator 7" and its restrictions 7,
when 0 € T1(T).
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Example 3.6 Let X be an Banach space, and suppose that Y and Z are proper closed subspaces
of X with X = Y @ Z. Let T be the projection of X on Y which is zero on Z. Since 7> = T,
then p(T) = q(T) < oo, follows that o (T') = {0, 1} and O € TI(T'). Note that 7,, = T'|r(r,)
is the identity operator on Y for all n > 1. Thus o (7,,) = {1} for all n > 1. Assuming that
neither Y nor Z are finite dimensional, then both T and 7, satisfies the properties (Vg), (V1)
and (Sw). Now, if Y is infinite dimensional and Z is finite dimensional, then T, satisfies the
properties (Vg), (V1) and (Sw), for all n > 1. But T does not satisfy the properties (Vg),
(Vn) and (Sw).
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Abstract: Given a complex Banach space X, we investigate the stable character of the property (V)
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algebraic and hereditarily polaroid. We also analyze sufficient conditions that allow the transfer of
property (Vg) from the tensorial factors 7 and S to its tensor product.
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1. Introduction

In 1900, E. Fredholm published his famous article On a new method for the solution of
Dirichlet’s problem, which changed the study of the solution of integral equations. This
article served as inspiration for F. Riesz, in 1918, to establish Fredholm’s abstract methods
in the form of compact operators, thereby initiating what is now known as Fredholm theory
for operators. In this theory, there are two classes of operators that play a fundamental
role; these are the so-called Browder operators (also classically known as Riez-Schauder
operators) and the Weyl operators, which have been the subject of a range of studies.
In the last decades, numerous investigations have been developed on Fredholm theory,
where some authors have introduced and studied several spectral properties similar to
Weyl’s theorem formulated by L. Coburn in [1]. The study of the spectra of the semi
B-Fredholm and B-Weyl operators allowed M. Berkani and J. Koliha [2] to introduce two
properties known as the generalized Weyl’s and generalized a-Weyl’s theorems, which are
generalizations of the classical versions of the Weyl’s and a-Weyl's theorems, respectively.
Recently, other properties have been introduced and studied involving the different spectra
of the Fredholm and B-Fredholm theories (started by M. Berkani), which together with
the classical properties are known today as Weyl-type theorems. The stability of strong
variations of Weyl-type theorems under direct sums and restrictions has been studied, as
well as the transmission of spectral properties between a Drazin invertible operator and
its Drazin inverse; for example, see [3,4]. In addition, the study of Weyl-type theorems
under commuting perturbations has been considered by several authors, among which
we can mention Oudghiri [5,6], Berkani et al. [7,8], Aiena and Triolo [9]. Elsewhere, the
stability of Weyl’s theorem under the tensor product has been studied by Kubrusly and
Duggal in [10]. Subsequently, studies in this direction have been expanded by Duggal [11],
Rashid [12] and Rashid and Prasad [13], involving new Weyl-type theorems. This article
follows the same line of research as the works referenced above, but now we consider a
strong variation of the Weyl-type theorems that was introduced by Sanabria et al. [3,14],
namely property (Vg). According to [14], if an operator T satisfies property (Vg), then T
satisfies equivalently another forty-four spectral properties, among which are Weyl-type
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theorems such as the properties (Vy1) and (gaz) recently studied in [15,16], respectively.
This arouses the interest of studying property (Vi) from different points of view. In this
paper, we focus our interest on obtaining conditions so that the property (Vi) remains
stable under perturbations that are commutative and tensor products for some classes of
operators.

2. Preliminaries

Let £L(X) = {T : X — X|T is abounded linear operator}, where X is a complex
Banach space. For T € L(X), let T*, T(X) and N(T) be the dual operator, the range
and the kernel of T, respectively. We will use the following spectra of 7: ¢(T) (classical),
02(T) (approximate point), 05 (7) (surjectivity), o, (T) (point), o (T") (essential), osp, (T)
(upper semi-Fredholm), osp (7) (lower semi-Fredholm), o3,(7) (Browder), 0,,(7) (upper
semi-Browder), 03, (7) (lower semi-Browder), ow (T) (Weyl), oy E; (T) (upper semi-Weyl),
ogp+(T) (lower semi-Weyl), ogr(7) (B-Fredholm), osgr, (7) (upper semi B-Fredholm),
ospr_(T) (lower semi B-Fredholm), op(7T) (Drazin invertible), 0. p(7) (left Drazin in-
vertible), ogp (T) (right Drazin invertible), opw (7)) (B-Weyl) and o Er (T) (upper semi
B-Weyl). See [17,18] for definitions and other details.

For T € L(X),let B(T) be the codimension of 7 (X'), a(7) the dimension of N(7),
p(T) the ascent of T and q(7T) the descent of 7. The resolvent set of 7 is denoted by
o(T) and the quasi-nilpotent part of 7 by Ho(T) := {x € X : limy_e | T"x[|*/" = 0}. In
addition, we put:

A(T) = {n e N: T"(X) " N(T) € T"(X) "\N(T) if m > n}

" EAT), iEA(T) £
. [ InfA(T), ifA @
dis(7) := { oo, it A(T) = @.
Definition 1. An operator T € L(X) is quasi-Fredholm (of degree k) if for some k € N:
1. dis(T) =k,

2. Foranyn >k, T"(X)isa closed subspace of X,
3. T(X)4 N(T¥) is a closed subspace of X.

In [19], Finch introduced the following property. An operator 7 € L£(X') checks the
single valued extension property at yg € C (briefly, SVEP at py), if for each open disc D, € C
with center at g the unique analytic function f : D, — &', which satisfies the equation

(uI=T)f(n) =0 foreach u € Dy,

is f = 0 on D,,,. We say that T satisfies SVEP if T satisfies SVEP at each point € C.
We put
L(X,u) :={T € L(X) : T satisfies SVEP at y},
(X, A):={T € L(X) : T satisfies SVEP ateach A € A}
and
(X)) :={T € L(X) : T satisfies SVEP}.

Obviously, T € %(X,p(T)). In addition, T € Z(X,Fro(T)), where Fro(T) is the
frontier of ¢(T). Note that, T € £(X,u) and T* € Z(X*, ) for all y being an isolated
point of the spectrum of 7. We also have

p(ul —T)is finite = T € (X, p) )

and dually,
g(ul —T)is finite = T € (X", ), (2
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see [17] (Theorem 3.8). Furthermore,
pis not a limit point of 0, (7) = T € Z(X, ), 3)
and dually,
pis not a limit point of 05(7) = T* € Z(X*, n). )

Observe that, in general, Hy(7') is not necessarily closed, and by [17] (Theorem 2.31),
Ho(ul —T) isclosed = T € (X, ). (5)

Remark 1. It is well known that if uI — 7 is quasi-Fredholm, the implications (1)—(5)
become equivalences; in particular, this happens when ul — 7 is a semi B-Fredholm
operator [20].

Let IsoD := {yu € C|puisanisolated point of D}. For T € L(X), we consider the
following sets:
ENT):={u€lsoa(T): 0 <a(ul —T) < oo},

E(T):={peclsoo(T): 0 <a(ul—T)}

We also define
I(T) = 0a(T) \ 0 (T), TIE(T) 1= o(T) \ (T,

(T := o(T)\ oy(T), TT):=0o(T)\op(T).

According to [21], T € L(X) has the a-Browder’s theorem if o (T) \ Ty (T) =119(T).
Following [2], T has the generalized Weyl's theorem if o(T) \ ogw (T) = E(T). Following [22]
(resp. [23]), T is said to satisfy property (w) (resp. property (gw))if oo (T) \ og - (T) =E%T)
(resp. 04 (T) \‘TSBF; (T)=E(T)).

3. Perturbation Theory for Property (Vg)

For T € L(X), put A (T) := o(T) \(TSF; (T). Following [14], T satisfies property
(VE) if Ay (T) = E(T). Next, we establish several results related to property (V) for an
operator 7 (resp. T ) satisfying SVEP at each point that does not belong to the lower
(resp. upper) semi-Weyl spectrum of 7 and such that Iso o, (7") = @. Later, these results
will be useful to analyze the stability of property (Vg) for certain perturbations. Let
VE(X) :={T € L(X) : T satisfies property (Vg)}.

Theorem 1. Let T € L(X) withIsoo,(T) = @. If T* € L(X*, ) for each u ¢ k- (7)),
then T € Vg(X).

Proof. As E(T) = @ whenever Isoo,(7) = @, it remains to show that o(7) = k- (7).
Now, if y € o(T) and p ¢ Tsp- (T), then g(ul — T) < oo (since T* € L(X*, 1)) and as
U TsE; (T), also p(ul — T) < oo. Hence, u € Isoc(T), so then y € Isoo,(T), which is
not possible. Thus, 0(7) = 5o (T)and hence T € Vg(X). O

Corollary 1. T € VE(X) whenever Int (AT (T)) =Iso0,(T) = @.

Proof. Let u ¢ ‘TSF;(T)~ If u ¢ o(T), obviously T* € L(X*,u). If y € o(T), then
p € AT(T) and since the set of all upper semi-Weyl operators is open in £(X'), from
hypothesis Int (AT (7)) = @ it follows that 4 € Fro(T). Hence, T* € (X*, u) again.
Now, by Theorem 1, 7 € Vg(X). O

The following example points out that the converse of the previous theorem is not true.
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Example 1. Let 7 be the Volterra operator on C[0,1] given by T (g)(z) := /Z g(w)dw
for each g € C[0,1]. Observe that 7 is quasinilpotent and injective. So, 0‘(70') = {0},
a(T) = 0and hence E(T) = @. As R(T) is not closed, we have 0,(7) = Tk (T) = {0}
and o(T) \‘TSP; (T) = E(T), i.e, T € Vg(X). However, Isoo,(T) # @. Note that
T* € Z(X*), because it is quasinilpotent.

Theorem 2. If T € X(X, ) for each p & ogp+ (T) andIso0a(T) = @, then T* € Vg(X™).

Proof. Clearly, since Isoo,(7T) = @, we have E(T*) = @. Assume that u € o(T*)
and u ¢ Tsp- (T). According to this, u € o(T) and p & ogp+(T). As T € Z(X,u),
p(ul —T) < coand since p & ogp+(T), (] — T) < o0. Thus, p € Isoo(T ) and therefore
i € Isooy(T), contradicting that Iso 04(T) = @. Therefore, o(T*) = Tk, (7*) and we
conclude that 7* € Vg(X*). O

Corollary 2. For T € L(X) such that Iso 0,(T) = @, we have:

1. IfT € £(X), then T* € Vg(X*).
2. IfT*eX(X*), then T € Vg(X).

Corollary 3. If T € L(X, ) for each u ¢ osp, (T) and Isoo,(T) = @, then we have the
following equalities: osp, (T) = 0e(T) = ow(T) = 05+ (T) = 0p(T) = 0p(T) = o(T) =

0a(T) = op(T) = 0spr, (T) = 0r(T) = g (T) = oaw(T) = o1p(T) = orp(T) =
o (T) = 05p(T) = o5p_(T).

Proof. The equalities before = are followed by [24] (Corollary 2.18). By hypothesis and
Theorem 2, T* € Vg(X*), so from [24] (Theorem 2.10), s (7) = 0.(T). Hence, we

deduce that equalities after £ are valid (see [14] (Theorem 2.27)). O

The exploration of the perturbations is very important in the spectral theory of the
linear operators, because through them is studied the behavior of the spectral properties
when the operators undergo a small change. This topic has occupied a place in applied
mathematics, and over time has evolved into a self-interested mathematical discipline. An
outstanding aspect of conducting studies of operators under commuting perturbations is
that these could be used in harmonic analysis; for example, concerning the Wiener-Pitt
phenomenon. In what follows, we mainly analyze the stable character of property (Vg)
through a perturbation that commutes with the operator and is of finite range (resp. Riesz,
compact, algebraic). We say that 7 € L(X) is isoloid if each y € Iso (T ) is an eigenvalue
of 7; while T is called finitely isoloid if each y € Isoo (7)) is an eigenvalue of 7 with
finite multiplicity.

Theorem 3. If T € Vg (X) is isoloid and F is a finite rank operator such that TF = FT, then
T+ Fe€ VE (X)

Proof. By hypothesis and [14] (Theorem 2.8), T has the generalized Weyl’s theorem and
TsE- (T) = opw(T). Since T is isoloid, by [25] (Theorem 3.4), T + F has the generalized

Weyl’s theorem. Moreover, as F is of finite rank, by [17] (Theorem 3.39), o¢ Fr (T+F)=
sk (T), and by [26] (Theorem 3.2), we get that oy (7)) = 0w (T + F). Thus, Tk, (T +
F) = opw (T + F), and again, by [14] (Theorem 2.8), we deduce that 7 + F € Vg(X). O

Corollary 4. If T € Vg(X) is quasi-nilpotent, which has 0 as an eigenvalue, and F is of finite
rank such that TF = FT,then T + F € Vg(X).

Proof. From hypothesis 7 is isoloid, so the proof is completed using Theorem 3. [
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According to [27] (Theorem 7), R € L(X) satisfies 0,,(T +R) = 0,,(7T) for each
T € L(X) such that RT = TR if and only if R is a Riesz operator. In addition, o;,(7 +
R) = 0(T) by [27] (Corollary 7). In the case that T € V(X), 0,,(T) = 03(T) and
(T + R) = 0p(T + R). In particular, these results hold for finite rank operators.

Theorem 4. Let T € Vg(X) and F be of finite rank such that TF = FT. The following
are equivalent:

1. T+ F € Vg(X).
2. E(T+F)=1%T +7).
3. E(T+F)na(T) C19(T).

Proof. (1)(2) Since 7 € Vg(X) if and only if E(T) = I1%.(7) and e (T) = ow(T)
(see [14] (Theorem 2.23)), the proof is completed using the fact that for finite rank operators,
Ogp- (T+F)= Tsp- (T), see [17] (Theorem 3.39).

(2)<(3) Assume that E(T + F) = II%(T + F). If u € E(T + F)No(T), thenp €
(T + F) No(T), whereby p ¢ 0,,(T + F). However, we have 0, (T + F) = 0,5(T),
so p € IT9.(T). Therefore, E(T + F) N (T) C IT%(T). Reciprocally, since T € Vg(X),
ouw(T +F) = 0(T + F) and hence, IT%. (T + F) = II%(T + F) C E(T + F). Thus, it
remains to show that E(T + F) C II%.(T + F). If u € E(T + F), then y € o(T + F).
First, we note that F is Riesz, and this way 0,,,(T) = 0,,,(7 + F). Now, we consider two
cases.

Casel: u ¢ o(T).

Case2: y € o(T).

For Case 1, obviously y ¢ 0,3(T) = 0,(T + F), whereby u € I1%. (T + F). For
Case 2, we have u € E(T + F)No(T) C T%(T) and so, u & 0p(T) = o,p(T + F),
which implies that € II% (7 + F) again. Thus, by both cases, if 4 € E(T + F) then
# € TI%. (T + F) and hence, we deduce that E(T + F) =II9.(T + F). O

Remark 2. The equivalence (1)<(2) of Theorem 4 holds if we replace F by K € L(X)
being compact and commuting with 7.

Corollary 5. Let T € (X, ) for each p ¢ TsE- (T) and F be of finite rank commuting with T
Then, T € Vg(X) is equivalent to T + F € Vg(X).

Proof. Since 7 € Vg(X), E(T) =11%.(T), thus E(T) No(T) C I1§ (7). By [28] (Lemma
21),u €lIsoo(T) © p € Isoo(T + F), which implies that E(7) = E(T + F). Therefore,
E(T+F)No(T) C T1%(T), and by Theorem 4, T + F € Vg(X). Reciprocally, assume
that 7+ F € Vg(X). So, using symmetry, we have T = (T + F) — F € Vg(X). O

It is well known that if AV is a nilpotent operator that commutes with 7 € £(X), we
have o(T + N) = ¢(T) and E(T +N') = E(T), see [29]. According to this, we establish
the next result.

Theorem 5. Assume that N' € L(X) is nilpotent and commutes with T. Then, T € Vg(X) is
equivalent to T + N € Vg(X).

Proof. Assume that 7 € Vg(X). By [30] (Theorem 2.13), TsEr (T+N)= Tskr (T). Since
o(T+N)=0(T)and E(T + N) = E(T), then o(T + N) \USF;(T—O—N) =E(T+N)
and hence, T + N € VE(X). The converse is obtained by symmetry. O

In the following example we show that the hypothesis of commutativity cannot be
omitted from Theorem 5.
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Example 2. Let 7,V € L({*(N)) be defined as

T(ay,ag,...) = (0,%1,%2,...) and N'(ay,a,...) = (0,%‘“,0,0,...).
Obviously NV is nilpotentand N'T # TN. Aso(T) = {0} = osp (T)and E(T)=9,
we have T € Vi(X). However, o(T + N) = USF;(T+N) = {0} and E(T +N) = {0},
whereby T+ N ¢ Vi (X).

Corollary 6. Let F € L(X) be of finite rank and commuting with a quasi-nilpotent operator T
such that 0 & o (T). Then, T € VE(X) is equivalent to T + F € Vg (X).

Proof. The hypothesis about 7" and F implies that F is nilpotent. Indeed, 7 is injective
because 0 ¢ 0,(7). As FT = TF and T is quasi-nilpotent, 7 F is quasi-nilpotent and
of finite rank. Thus, 7 F is nilpotent, and as 7 is injective, we have that F is nilpotent.
Therefore, the proof is completed using Theorem 5. [J

The stable character of property (V) seen in Theorem 5 does not hold for compact or
quasi-nilpotent operators.

Example 3. Let us consider the operators 7 and K on £?(N) @ ¢?(N) given by
T=0®S and K=S&0,

with S defined on (2(N) as S(ay,a2,...) = (%,%,...). Note that K is a compact quasi-

nilpotent operator and 7K = K7 = 0. On the other hand, 7 € Vg(X), because o(7) =
{0} = Ts; (T)and E(T) = @. However, T+ K =5S& S ¢ Vg(X), because o(T + K) =

Oop (T +K) = E(T +K) = {0}.

Theorem 6. If Q € L(X) is quasi-nilpotent and commutes with the operator T such that
Int (A (T)) =Iso0,(T) = D, then T + Q € Vg (X).

Proof. By [31] (Corollary 3.24), 0,(T + Q) = 04(7T) and o(T + Q) = o(T). Since Q
is quasi-nilpotent, it follows that Q is of Riesz, and from [31] (Corollary 3.18), we get
that o (T+9Q) = Tspr (T). Thus, Int (AL(T + Q)) = Isoo,(T + Q) = @ and by
Corollary 1, T+ Q € Vg(X). O

Corollary 7. Let S € L(X) commute with T and suppose that there exists k € N such that S* is
an operator of finite rank. If Int (A (T)) =Is00,(T) =@, then T + S € Vg(X).

Proof. We have 0,(7 + S) = 0,(T) by [31] (Lemma 5.106), and (7 + S) = o(T) by [31]
(Theorem 3.27). Since S is a Riesz operator, the remainder of the proof follows as the proof
of Theorem 6. [J

The proof of the following theorem is obtained using the stability of og E; (7) under
Riesz commuting perturbations, see [31] (Corollary 3.18).

Theorem 7. Let T € Vi (X) be finitely isoloid and let S be a Riesz operator such that TS = ST
and o(T) =0 (T +S). Then, T + S € Vg(X) is equivalent to E(T) = E(T + S).

Theorem 8. Let T € V(X)) and let S be a Riesz operator such that TS = ST. Then, T + S €
VE(X) is equivalent to E(T + 8) = TI9.(T + S).

Proof. If T+ S € Vg(X), then E(T + S) = I19.(T + S). For the converse, suppose that
E(T+8) =T1%T +S). As T € Vg(&), it has the a-Browder’s theorem, so from [5]
(Corollary 2.3), T + S has the a-Browder’s theorem. Consequently, 7+ S € Vg(X). O
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Theorem 9. If T € Vg(X) is isoloid and S is a Riesz operator such that TS = ST and
o(T)=0o(T+S8), then T + 8 € Vg(X).

Proof. If S is Riesz, then from [31] (Corollary 3.18), we have o5 (T) = TSk (T +38).
Letu € E(T). AsT € Vg(X), u ¢ USF;(T"' S)and so, (I — T — S)(X) is closed. We
also have y € Isoo(T) = Isoo (T +S) C Isoo,(T + S), whereby a(ul — 7 —S) > 0,
so E(T) C E(T +S) and hence o(7 + S) \ Ts; (T+S) CE(TH+S), because o(T) =
(T + S). For the other inclusion, let u € E(T +8). Then u € Isoo(T +8) = Isoo(T)
and as 7 is isoloid, a(uI —7) > 0 and p € E(T). Consequently, y ¢ sk~ (T +8) and
hence, y € o(T +S) \ Tk (T +S8). Thus, E(T +S8) Co(T+S5)\ Tk (T+S). O

Recall that T € L(X) is algebraic [31] (Section 3.5) if p(T) = 0 for some complex
nontrivial polynomial p. Obviously, each nilpotent operator is algebraic. According to [31]
(Theorem 3.72), if T is an algebraic operator and a(p(7")) < oo for each polynomial p, then
there exists k € N such that 7* has finite rank and hence, 7 is Riesz. In addition, 7 being
algebraic is equivalent to 7 * being algebraic. Given 7 € £L(X’) and an open subset O of C,
we put

H(o(T)) :={f: O — C| f is a analytic function and o (7)) C O}.

Theorem 10. Suppose that T € L(X), S is algebraic such that ST = TS and f € H(o(T +
S)). Then:

1. IFT7T*eX(X*)andIsoo,(T +S) =D, then f(T +S) € Veg(X).

2. IfT €eX(X)andIsoo,(T +S8) =@, then f(T* +S*) € Vg(X*).

Proof. (1) Suppose that S is an algebraic operator. Then, S* is algebraic and since 7* €
X (X*), by [32] (Theorem 2.3) it follows that 7* + S* = (T + S)* € Z(X™*). Thus, by [17]
(Theorem 2.40), we have f(7* + S*) € 2(X*), and as Iso 0, (T + S) = @, by Corollary 2,
we get that f(7T +S) € Vg(X).

(2) Can be proved similarly to (1). O

Theorem 11. Let T € X(X) and f € H(o(T)). Then:

1. Iflso0,(T) = @ and Q is quasi-nilpotent such that QT = T Q, then both f(T)* + Q*
and f(T* + Q*) belong to Vg (X*).

2. Iflsooy(f(T)+S)=Dand S is algebraic (or Riesz) such that ST = TS, then f(T)* +
S* belongs to Vg (X*).

Proof. (1) If T € X(X), then f(T) € X(X), by [17] (Theorem 2.40). Since Q is quasi-
nilpotent and commutes with 7, from [17] (Corollary 2.12), we have that both 7 + Q and
f(T) + Qbelong to £(X). By [31] (Corollary 3.24), o (T + Q) = o(T) and so f(T + Q) €
%(X). Observe that Isoo,(f(T)) = @. Again, by using [31] (Corollary 3.24), we have
0a(T+ Q) =0u(T)and 0, (f(T) + Q) = 0a(f(T)), which implies that Iso 0, (T + Q) = @
and hence, Iso 0 (f (T + Q)) = Iso0a(f(T) + Q) = @. By Corollary 2, we conclude that
both f(7)* 4+ Q* and f(T* + Q*) belong to Vg (X™).

(2) Since S is algebraic (resp. Riesz) commuting with 7 and f(7) € X(X), by [33]
(Theorem 2.14) (resp. [31] (Theorem 2.129)) we get that f(7") + S belongs to £(X). Thus,
by Corollary 2, f(7)* + S* belongs to Vg(X*). O

We say that 7 € L(X) is called polaroid if Isoo(T) = II(T); while T is called
hereditary polaroid if each part of 7 is polaroid, where a part of 7 means the restriction of 7
to a closed T -invariant subspace. Let Hc(0(T)) := {f € H(c(T)) : f is non-constant on
each component of its domain.
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Theorem 12. Suppose that T € L(X), S is algebraic commuting with T and f € Huc(o(T +
). If T + K is finitely isoloid, then we have:

1. If T* is hereditarily polaroid, then f(T + K) € Vg (X).

2. If T is hereditarily polaroid, then f(T* 4+ K*) € Vg(X™*).

Proof. (1) Since 7 * is hereditarily polaroid, 7* € L(X*) by [31] (Theorem 4.31), and as K*
is algebraic, by [32] (Theorem 2.3), we get that 7* + £* = (T + K)* € Z(X*). In addition,
T* is polaroid, which is equivalent to saying that 7 is polaroid, which implies, by [31]
(Theorem 4.24), that 7 + K is polaroid, or equivalently, f(7 + K) is polaroid, by [31]
(Theorem 4.19). Now, T + K polaroid and (7 + K)* € Z(X™*) entails that f(7 + K)
satisties properties (w) and (gw), by [34] (Theorem 3.12). Since T + K is finitely isoloid
and polaroid, o7p(7 + K) = 0,(T + K) and hence, o p (f(T + K)) = f(oup(T +K)) =
flo(T +K)) = o (f(T + K)). However, f(T + K) polaroid implies, by [15] (Theorem
4.12), that f(T + K) satisfies property (Viy), or equivalently, f(7 + K) € Vg(X), by [15]
(Theorem 4.5).
(2) This is proved similar to (1). [

Following the proof of [32] (Theorem 2.3) we can get:

Lemmal. Let S, T € L(X) besuch that TS = ST. If S is algebraic, we have:
1. Ifueo(S)and T* € Z(X*, ), then T* + S* € Z(X*, p).
2. Ifuco(S)and T € Z(X,u), then T+ S € Z(X, ).

Theorem 13. Suppose that T € L(X), S is algebraic such that ST = TS and Tk (TN
o(S) = Q. If T € Vg(X) with Isoo,(T +8) = @ and USF;(T) = USF;(TJrS), then
T+S8 e Ve(X).

Proof. If T € Vg(X), then T* satisfies SVEP at y ¢ 5o (T). Since S is algebraic and
TsE- (T)No(S) =D, from Lemma 1 it follows that 7* + §* = (7 + S)* satisfies SVEP at
W& osp- (T + S). Thus, by Theorem 1, we conclude that 7 + S satisfies property (Vg). O

Theorem 14. Suppose that T € L(X), S is algebraic such that ST = TS and o4+ (T)N
o(8) =@ If T* € Veg(&") withIs00,(T +S) = @ and o5+ (T) = o5+ (T + S), then
T+Se VE(X).

4. Property (Vg) under Tensor Products

Let X and Y be two Banach spaces and X’ ® ) be the algebraic completion (in some
reasonable uniform cross norm) of the tensor product of X and ). The tensor product
of T € L(X)and S € L(Y) on X ® Y is the operator defined as (T ® S)(L;x; ®y;) =
YiTxi®Sy;foreach y;x; ®y; € X ® Y. In this section, we analyze some conditions
that allow property (Vg) to be transmitted from the tensor factors 7 and S to the tensor
product 7 ® S and vice versa. For this, we consider the following three lemmas.

Lemma 2 ([35], Theorem 3). If T € L(X) and S € L(Y) have the Browder’s theorem, then the
following statements are equivalent:

1. T ® S has the Browder’s theorem.
2 ow(T ®8) = o(Tow(S) Uow(T)a(S).

Lemma3. If T € L(X)and S € L(Y), then

(TSF;(T(X)S) C g (T)o(S) Uoge- (8)o(T)
op(T)o(S)Uop(S)o(T) = 0p(T ® S).

N
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Proof. By virtue of [35] (Lemma 5), Tsp- (T®S) C TsE- (T)oa(S)U TsE- (8)0u(T). Thus,
the proof follows from the facts that 0;(R) € ¢(R) and oy E; (R) C 03(R) for every
operator R. [

Lemmad4. If T € L(X)and S € L(Y) are isoloid and 0 & 0,(T ® S), then
E(T ®S8) C E(T)E(S).

Proof. Since T € L(X) and S € L(Y) are isoloid, then 7 ® S is an isoloid operator.
According to this, we have E(T) = Isoo(T), E(S) = Isoo(S) and E(T ® S) =Isoo (T ®
S).

Suppose that Isoc(7) C {0} or Isoo(S) C {0}. By [36] (Proposition 3), Isoo (T ®
S§) € {0},and as 0 ¢ 0,(T ® S), whereby E(T ® §) = @,and so E(T ® S) C E(T)E(S)
holds. Now, suppose that Isoo (7)) € {0} and Isoo(7) € {0}. Then, by [36] (Proposition
3(a)), E(T ® S) CE(T)E(S). O

The following Theorem was proved in [13], but here we give a simpler proof.

Theorem 15. Let T € L(X) and S € L(Y) satisfy property (Sb). Then, T ® S satisfies
property (Sb), which is equivalent to

Tspp (T ®8) = 0(T)ospp (S) Uspp(T)o(S).

Proof. It is well known that properties (Sb) and (Vi) are equivalent (see [3] (Corollary
2.5)). In addition, property (Vi7) implies the equality of the Browder spectrum and the
upper semi B-Weyl spectrum (see [3] (Theorem 2.27)). Thus, the proof follows from the
identity 0,(T ® S) = (T )0,(S) Uy (T)o(S) (see [37] (Theorem 4.2(a))). O

Theorem 16. Let 7 € V(&) and S € Vg(Y) be two isoloid operators and 0 ¢ (T ® S).
Then, T ® S € Ve(X ® Y) is equivalent to

Oop (T ©8) = 035 (T)o(S) Ugp—(S)a(T).

Proof. Since property (V) implies the equality between upper semi-Weyl and Browder
spectra (see [3], Theorem 2.27), the direct sense is immediate from [37] (Theorem 3.5).
Conversely, suppose that the identity

(1) Tsp (T ®S) = 05p(T)o(S) Uogp(S)a(T)
holds. Then, again by [3] (Theorem 2.27), we get that
Tsp (T ©S) = 0p(T)o(S) Vay(S)o(T) = op(T ® S).

Thus, we obtain that A4 (T ® S) = IT°(T ® S) C E(T ® S). However, we will show
that E(T®S) CAL(T®S). Ifpy € E(T®S), then u € E(T)E(S) by Lemma 4. Hence, if
u=_¢vwithg € o(T)andv € 0(S), thené € o(T) \USF;(T) andv € ¢(S) \tTSF; (S),and
since the identity (1) holds, we get that y € AL (T ® §). Hence, T ® S € V(¥ ® Y). O

Recall that, if A; € £(X) and A, € L£(Y) are quasinilpotent commuting with 7 and
S, respectively, then
(TH+A)R(S+A)=(T®S)+ 9,

where Q=4 @85+ T ® A, + A1 ® Ay € L(X ® V) is quasinilpotent.

Theorem 17. Let Ay € L(X) and Ay € L(Y) be quasinilpotent commuting with T and S,
respectively. If T @ S € V(X ® V) is isoloid, then (T + A1) @ (S+ Az2) € VE(X ® ).
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Proof. We know that
c((T+A)R(S+A)) =0c(T®S),
(TSF;((T+ AR (S+Ay)) = TSk, (T®S).

We also have that an operator satisfies SVEP if and only if any perturbation of it by
a commuting quasinilpotent operator satisfies SVEP. Assume that 7T ® § € Vg(X ® V).
Then

E(T®S) = U(T®S)\USF;(T®S)
= a((T+A1)®(S+.A2))\USF;((T+A1)®(S+A2)).

We will show that E(T ® §) = E((T + A1) ® (S + Ap)). Indeed, if u € E(T ® S),
thenpy € o((T + A1) ® (S + A2)) \ USF;((T+ A1) @ (S+ Az)),and also p € Isoo (T ®
S). Since u € Isoo (7T ® S) implies that (7 + A}) ® (S* + A3) satisfies SVEP at y, if
follows that y ¢ ow ((T + A1) ® (S+ Az)) and p € Isoa((T + A1) ® (S + Az)). Hence,
neE(T+A)®(S+ Az))andso, E(T ® S) CE((T + A1) ® (S + Ay)). To show the
inclusion E((T + A1) ® (S+ A2)) C E(T ®S),letp € E((T + A1) ® (S + Ap)). Then
i€ Isoo(T®S), and as T ® S is isoloid, p € E(T ® S). Therefore, E((T + A1) ®
(§+ Az)) CE(T ®S) and consequently (T + A1) @ (S+A) € V(X ®Y). O

Theorem 18. Let T € Vg(X) and S € Vg(Y) be two isoloid operators and let By € L(X)
and By € L(Y) be two Riesz operators commuting with T and S, respectively. Suppose
that o(T +By) = o(T), o(S+B) = 0(S) and T®S € Vg(X ®Y). The following
are equivalent:

1. a-Browder’s theorem transfers from T + By and S + By to their tensor product.
2. (T+B1)®(S+B) € VE(X®Y).

Proof. First of all, let us observe that according to the hypothesis and Theorem 9, we
have that both 7 + By and S + B; satisfy property (Vg), which implies that o(7 + B;) =
0T +B1), 0(S + By) = 0u(S + Ba), Tsp (T +B1) = op(T + B1) and 05— (S + Ba) =
0y(S + By). In addition, as 7, S and 7 ® S satisfy property (Vg), we get that
Tsp (T®S) =0 (T @ 8) = o(T)op(S) Uy (T)a(S)
= ‘T(T)Usp; (S)u Usk; (T)e(S)
= (T + B1)ogp- (S + B2) Uogp (T + B1)o(S + By).
Now, we will prove the required equivalences in the theorem.
(1)= (2) Assume that a-Browder’s theorem transfers from 7 + B; and S + 5, to
(T 4+ B1) @ (S + By). Then, from the above and by [11] (Lemma 1), we have
Osp- (T ®8) = o(T + B1)ogp- (8 + B2) Uogp— (T + B1)o (S + By)
= 0a(T + B1)0gp (8 + By) Uogp (T + B1)ou(S + By)
= 05p-((T+B1) ® (S + B2))
and
E(T®S)=0c((T+B1)®(S+B2)) \(TSF; (T+B1)®(S+B)).

Thus, to conclude this part of the proof, we will show that E(7T ® S) =
E(T+B1)®(S+By)) holds. Let y € E(T ® S). Then, there exist { € o(T + B1) \
sk (T+B1) and v € o(S+ By) \O'SF; (S+ B;) with p = ¢v. As both T + B; and
S + B, satisfy property (Vg), it follows that § € E(T + B;) and v € E(S + B,). Thus,
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p=2Cv € op(T+B1)op(S+ B2) € op((T + By) @ (S + Bz)), and using the fact that
weoTasS) =c(T+B1)®(S+DBy)), wegetthat y € E(T +B1) ®(S+ Ba)).
Conversely, if 4 € E((T +B1) ® (S+ By)) then y € Isoo((T + B1) ® (S+ By)). Since
c(T+B1)®(S+8By))=0(T®S),wehave y € Isoc(T ®S),and as T ® S is isoloid
(because both 7 and S are isoloid), it follows that u € E(T ® S).

(2)= (1) As property (Vi) implies a-Browder’s theorem, (T + B1) ® (S + B;) has the
Browder'’s theorem. As both 7 + By and S + B, satisfy property (Vg), this tells us that
a-Browder’s theorem is transmitted from 7 + By and S+ By to (T + B1) ® (S+ B). O

Remark 3. Let X be a Banach space and M be a proper closed subspace of X'. We consider
the set P(X, M) = {T € L(X) : T(M) C M and there exists an integer k > 1 for which
Tk(X) C M}. Forevery T € P(X, M), let Ty be the restriction of 7 on M. According
to the results established in [38], if T € P(X, M) and 0 ¢ Isoc(T), then T € Vg(X) is
equivalent to Ty € Vg(M). Hence, if T € P(X, M) and 0 ¢ Isoc(T), then the results
given in this work can be preserved from 7 to 74 and reciprocally.

5. Conclusions

The spectral property (V) implies a range of spectral properties, including the classi-
cal Weyl’s theorems, so this property is somewhat strong. Some necessary conditions were
obtained that guarantee the stable character of property (Vg) under the classic perturba-
tions. Among other things, it was concluded that property (Vr) is stable under commuting
perturbations: nilpotent, of finite range “but the operator is isoloid”, of Riesz “but the
operator is isoloid and the spectrum of the operator coincides with the spectrum of the
sum of the operator with the Riesz perturbation”, and algebraic when the operator satisfies
SVEP at all points of the spectrum of the algebraic perturbation. Finally, the tensor product
between two operators that satisfy the property (Vr) was analyzed and we concluded
that under certain conditions it is stable for quasinilpotent (or Riesz) perturbations in the
factors.
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