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RESUMEN

En este trabajo, se presenta la derivacion de un modelo mateméatico para un flujo
centro-anular confinado en tuberias horizontales con surfactantes insolubles distribui-
dos uniformemente en la interfaz entre los dos fluidos con densidades distintas. Dicho
flujo se considera dependiente de la variable azimutal. Para modelar la evolucién de
la interfaz, se utilizan las ecuaciones de Navier-Stokes y de continuidad. Se requiere
la condicién de no deslizamiento en las paredes del tubo, la continuidad de veloci-
dades en la interfaz y la condicién cinematica. Ademas, se considera el balance de los
esfuerzos normales y el balance de los esfuerzos tangenciales. Para modelar la dis-
tribucion de surfactantes insolubles se considera la ecuacién de transporte. Usando
expansiones asintoticas, se deriva un sistema de dos ecuaciones integro-diferenciales

no lineales acopladas.
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INTRODUCCION

Un modelo matemaético, en términos generales, es una ecuacién o conjunto de
ecuaciones matematicas que dan solucién a un problema matematico especifico. Este
problema, en muchos casos es la idealizacién del problema fisico real planteado para
ser resuelto. La idealizacion es el proceso a través del cual se plantean suposiciones
para simplificar el problema a resolver; esto se hace porque no es facil dar con todas
las ecuaciones involucradas, para modelar dicho problema, desde un sélo intento y
de una sola vez.

Después de resolver el problema idealizado, se le anaden nuevas caracteris-
ticas, que se traducen en ecuaciones o condiciones, que forman parte del problema
original, y se procura encontrar su modelo. Una vez resuelto este nuevo problema,
se vuelve a anadir alguna otra condicion, y asi sucesivamente. Eventualmente, los
nuevos modelos arrojaran resultados mas cercanos a lo que se espera sea la realidad.
De ahi que, uno de los principios de la modelacién es ir de lo méas simple a los mas
complejo.

Al tratar las relaciones del flujo de un fluido, con bases matematicas o analiticas,
para obtener un modelo matematico del fenémeno, al fluido no se le trata como con-
formado por particulas sencillas, sino que se considera la estructura molecular real
como un medio continuo, conocido como el continuo [12, 25].

Actualmente, al modelar flujos estratificados se han considerado muchos regimenes
diferentes, entre los cuales estdn los flujos de dos fluidos. Especialmente, aquellos
de dos liquidos a través de un dominio de medio poroso [1], los cuales se clasifican
en miscibles e inmiscibles. También, estan los flujos de dos fluidos con configuracién
centro-anular. Son flujos de dos fluidos concéntricos, uno acumulado en el centro
y el otro ocupando la regiéon anular que envuelve al fluido central, y que estd en
contacto con la pared del cilindro. Este tipo de flujo consiste en que ambos fluidos

se encuentran viajando simultaneamente dentro del cilindro. La estabilidad de estos



flujos es de fundamental importancia practica y cientifica. Para el caso mas general
de flujos de dos fluidos con una configuracién centro-anular, la teoria de estabilidad
lineal fue estudiada por Hu [11], Joseph [13], Renardy y Kerchman [19], entre muchos
otros. Usando la teoria fuertemente no lineal Kerchman [19], modelé el problema
del petréleo en una regién anular; Por otro lado, Coward, Papageorgiou y Smyrlis
[0], examinaron el caso cuando el gradiente de presién se modula por oscilaciones
armoénicas en tiempo vy, la estratificacién de viscosidades y la tensién interfacial estan
presentes.

La interfaz definida entre dos fluidos puede llegar a ser inestable por muchos
mecanismos fisicos, uno de ellos es la tension interfacial. El término interfaz indica la
frontera entre dos fluidos inmiscibles. Para analizar la inestabilidad de estos proble-
mas fisicos se han estudiado casos de flujos centro-anulares en ausencia y presencia
de surfactantes insolubles [16, 17, 22]. Los surfactantes insolubles son moléculas
largas que poseen una estructura dipolar formada por un segmento hidréfobo y otro
hidréfilo; de esta manera, los surfactantes insolubles son distribuidos en interfaces que
separan fluidos inmiscibles como el agua y el petréleo. La mayoria de los surfactantes
reducen la tension interfacial; por otra parte, la presencia de un gradiente en la
concentracién del surfactante introduce la fuerza de Marangoni. Esta es una fuerza
a lo largo de la interfaz que se dirige desde las regiones de alta concentracién de
surfactante hacia las regiones de baja concentracion de surfactante.

Respecto a este tipo de problemas, figura el articulo de Papageorgiou, Mal-
darelli y Rumschitzki [22], quienes trabajaron en flujos centro-anulares con un gradi-
ente de presion constante analizando la estabilidad de la interfaz entre ambos fluidos;
ellos trabajaron en dicho problema inspirados en el trabajo de Hammond [10], quien
no consideré en su problema gradiente de presién externo, obteniendo una ecuacién
complicada en la que el término de mayor orden es no lineal.

En el ano 2004, Kas-Danouche, Papageorgiou y Siegel [17], desarrollaron un
nuevo modelo para un flujo de dos fluidos centro-anulares con surfactantes insolubles

en la interfaz entre ambos fluidos, con un gradiente de presién constante a través del



cual muestran que los surfactantes afectan la inestabilidad del problema.

Inspirado en este tltimo trabajo, Astudillo [1], desarrollé un modelo matema-
tico para un flujo centro-anular con surfactantes insolubles distribuidos no uniforme-
mente en la interfaz entre los dos fluidos. Los resultados obtenidos son equivalentes a
los obtenidos en [16]. Después, Lugo [21], estudia las rutas hacia el caos en el mismo
problema de flujo centro anular con surfactantes insolubles.

Por otro lado, en el ano 2007, Kas-Danouche [18], obtuvo un nuevo modelo
matemadtico tomando como base el modelo de Hammond [10], anadiendo surfactantes
insolubles en la interfaz, el resultado fue un sistema de dos ecuaciones acopladas
integro diferenciales parciales, pero altamente no lineales con el término de mayor
orden multiplicado por la funcién incoégnita elevada al cubo.

Para el ano 2011, Astudillo [2], desarrollé un nuevo modelo anadiendo surfac-
tantes solubles. Obtuvo un sistema de tres ecuaciones acopladas, dos de las cuales
son diferenciales parciales no lineales, y una de estas dos ltimas ecuaciones, con un
término integral. También desarrollé un esquema numérico para encontrar soluciones
aproximadas del modelo.

Es de mucho interés prestar atencién a los flujos centro-anulares a través de
tubos horizontales cuando las densidades de ambos fluidos son diferentes. Es por
ello, que en este trabajo, se pretende encontrar un modelo matematico similar a
los comentados anteriormente, que permita estudiar la influencia de surfactantes
insolubles en la interfaz entre los dos fluidos cuando las densidades de ambos fluidos
son diferentes. Los flujos considerados ya no son axisimétricos. Este modelo resulta
interesante desde un punto de vista practico y cientifico. Puede, por ejemplo, usarse
para transportar petréleo muy viscoso a través de una tuberia lubricada con agua.
Ademas, este nuevo modelo podria proporcionar un marco tedrico bastante claro
para estudiar la estabilidad del mismo problema bajo los efectos de un surfactante
soluble, lo que pudiera permitir extender resultados, ya conocidos.

Para una mejor compresion, este trabajo se ha desarrollado en 3 capitulos.

El Capitulo 1 consta de preliminares, definiciones béasicas para el desarrollo de este



trabajo. En el Capitulo 2 se desarrolla y se plantea de manera detallada el modelo
matematico o problema fisico. Ademads, se determinaron las ecuaciones gobernantes
y las condiciones de fronteras pertinentes al problema fisico. En el Capitulo 3 las
ecuaciones determinadas en el Capitulo 2 se llevaron a su forma no dimensional; se
buscé la solucion del estado basico y se realizé un analisis asintotico del modelo; en

donde finalmente se derivaron las ecuaciones de evolucién del sistema.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

En este capitulo se presentan resultados de caracter general que seran uti-
lizados a lo largo del trabajo. Aqui se introducen conceptos béasicos que han sido
desarrollados en otras disciplinas como la fisica, y que son necesarios para entender
el planteamiento y desarrollo del problema que se aborda en este trabajo. Ademas

se adopta la notacién que se usara a lo largo del trabajo.

1.1 Ecuaciones en Derivadas Parciales

Definicién 1.1.1 (Ecuacién en Derivadas Parciales,[7]). Una ecuacidn en derivadas
parciales (E.D.P.) es una ecuacion que involucra una funcion incégnita de dos o mds

variables y algunas de sus derivadas parciales.

La linealidad de estas ecuaciones se establece como sigue: si los coeficientes
dependen sélo de las variables independientes entonces a la ecuacién se le denomina
lineal. Siademas dependen de la propia funcién o de alguna de sus derivadas parciales
entonces la ecuacién es no lineal.

El orden de una E.D.P. es el de la derivada parcial de mayor orden que aparece
en ella.

La teoria de las Ecuaciones en Derivadas Parciales es una de las areas de
las matemaéticas mas extensas e importantes y es fundamental en la modelacién.
Una E.D.P. puede modelar distintos fenémenos fisicos. Existen varios métodos de
solucion para algunas de estas ecuaciones, pero es importante observar que no todas
las soluciones analiticas son funciones suaves, y existen un gran niimero de problemas
para los cuales es muy dificil o imposible encontrar una solucién analitica. En este
caso, se recurren a métodos numéricos para obtener soluciones aproximadas. Para

encontrar una solucién numérica a una E.D.P. existen varios métodos, entre los cudles



se pueden mencionar: el Método de Elementos Finitos y el Método de Diferencias
Finitas.

Por otra parte, las condiciones iniciales y de frontera juegan un papel im-
portante en la solucién del problema y en general en la modelacion de cualquier

fenémeno fisico. Este problema, se denomina problema de valor inicial o problema

de Cauchy.

1.2 Dinamica de fluidos y algunas definiciones basicas

La Dinamica es el estudio del movimiento de materia; ésta se puede dividir
en dos partes; la primera es la dinamica de cuerpos rigidos y la segunda la dindmica
de cuerpos no rigidos. En particular, la dindmica de fluidos tiene que ver con el

comportamiento de fluidos en movimientos.

Definicién 1.2.1 (Fluido, [8, 12]). Un fluido se define como una sustancia que sufre
una deformacion continua cuando se le aplica un esfuerzo cortante no importa que

tan pequeno sea éste.

En cambio, cuando se le aplica la accién de un esfuerzo cortante pequeno a
un soélido elastico no se deforma continuamente, sino que asume una configuracién

determinada fija.

Definicién 1.2.2 (Esfuerzo cortante). Un esfuerzo cortante es la componente de
fuerza tangente a una superficie [25]. Esta fuerza dividida por el drea de superficie
es el esfuerzo cortante promedio sobre dicha superficie. El esfuerzo cortante en un
punto es el valor limite de la fuerza por unidad de drea a medida que el drea se reduce

a un punto.

Definicién 1.2.3 (Flujo laminar,[15]). Se define como flujo laminar o flujo pura-

mente viscoso al flujo que fluye en laminas o capas.



1.3 Propiedades fisicas de los fluidos

En los fluidos se identifican algunas propiedades fisicas cuyos valores pueden
estar sujetos a cambios dependiendo de otras variables como: temperatura, presién,

ete.

Definicién 1.3.1 (Viscosidad,[15]). La viscosidad es una cantidad fisica con la cual
se mide la resistencia que el fluido ejerce a un esfuerzo cortante o fuerza tangencial

cuando éste se encuentra moviéndose.

Un fluido que no tenga viscosidad y que no fluye de una manera turbulenta
se denomina fluido ideal [I5]. En la realidad, ningtin fluido es ideal, pero algunos
fluidos en ciertas regiones de flujo se aproximan a condiciones ideales y se consideran

como flujos ideales.

Definicién 1.3.2 (Presion,[8]). La presion se define como la fuerza compresiva nor-

mal por unidad de drea (esfuerzo normal) que actia sobre una superficie inmersa en

el fluido.

Definicién 1.3.3 (Tensién superficial,[15]). La tension superficial es un término
que se usa para identificar el esfuerzo aparente que existe en la capa superficial de un
liquido, que actia como una membrana estirada, pudiendo generar una diferencia
de presiones a través de la superficie liquida curva. La tension superficial es una

energia asociada con cualquier interfaz fluido-fluido.

Definicién 1.3.4 (Densidad,[10]). La densidad, p, de un fluido se define como la
cantidad de masa de fluido por cada unidad de volumen de dicho fluido. Ademds,
es una propiedad termodindmica la cual depende del estado del fluido, de ahi la

factibilidad de expresarla como funcion de temperatura y presion.

Definicién 1.3.5 (Flujo estacionario,[15]). Es aquel en el cual las componentes de
velocidad y propiedades termodindmicas en cada punto del espacio no cambian con

el tiempo.



1.4 El fluido como un medio continuo

En la Fisica, la teoria de la dinamica de los fluidos es desarrollada bajo dos
puntos de vista: el microscopico y el macroscopico. En el nivel microscopico se
toma en cuenta la estructura molecular del medio y el movimiento unidimensional
de las particulas que lo forman. En el macroscépico en cambio, se consideran las
propiedades fisicas del medio.

Sin embargo, es importante notar que la materia no es continua, es decir que
a nivel microscépico la materia tiene espacios entre las moléculas que la componen y
a su vez éstas moléculas estan compuestas por atomos que también estan espaciados
y asi sucesivamente.

En un fluido no se trata con una particula simple; de alli que es necesario
al tratar las relaciones de flujo de un fluido con bases mateméticas o analiticas,
considerar la estructura molecular real como un medio continuo, conocido como la
hipétesis del Continuo [12, 25].

En esta hipdtesis se considera que el fluido es continuo a lo largo del espacio que
ocupa, ignorando por tanto su estructura molecular y las discontinuidades asociadas
a esta. Con esta hipétesis se puede considerar que las propiedades del fluido (presion,
densidad, temperatura, ...) son funciones continuas.

A medida que el tiempo transcurre, el fluido en algin punto del espacio
se sustituye constantemente por nuevo fluido; asi que no se mantiene registro de
cualquier particula individual del fluido sino de la historia en algiin punto en el es-
pacio sin importar qué porcién de fluido estda en dicho punto en cualquier tiempo
particular. Tal descripcién del fluido se llama una descripcion Euleriana. Cuando
se mantiene registro de una particula individual como en dindamica de cuerpos rigidos

se llama una descripcion Lagrangiana.

1.5 El niimero de Reynolds

La naturaleza de un flujo dado de un fluido incompresible se caracteriza por



su nimero de Reynolds. Determinar si el flujo es turbulento o laminar, o si tiene
una tendencia de turbulento a laminar o viceversa, dependera del valor que tome el
numero de Reynolds asociado a ese flujo.

El irlandés Osborne Reynolds (1842-1912) realizé notables contribuciones en
dindamica de fluidos, y a él es que se debe la existencia del nimero de Reynolds.
Estudié las condiciones en las que un fluido confinado en un cilindro circular cam-
biaba de su estado laminar al régimen turbulento. El ntimero de Reynolds lleg6 a
conocerse en 1883 cuando se publica su articulo An experimental investigation of the
circumstances which determine wheter the motion of water in parallel chanels shall
be direct or sinuous and of the law of resistance in parallel channels.

Reynolds llegd a la conclusién de que si se tienen dos problemas de flujo
geométricamente similares, éstos serian dinamicamente idénticos si ambos poseian
ecuaciones diferenciales generales equivalentes. He aqui donde el niimero de Reynolds
cobra importancia. Al re-escalar las unidades de longitud, de tiempo y de masa
usando cantidades caracteristicas del mismo problema dado, Reynolds obtuvo la
expresion adimensional ulp/p igual para ambos casos. La variable u es la velocidad
caracteristica que se describe usando la longitud y el tiempo caracteristico utilizados
para hacer el re-escalamiento, p es la densidad de masa y u es la viscosidad, ambas
dadas por el problema. Esta expresién adimensional es la que se conoce como niimero
de Reynolds (Re) y se expresa mediante la siguiente razén

_ulp
L

Re

Cuando Re toma valores grandes, significa que al menos uno de (podrian ser
todos) los términos del numerador tendria(n) que ser grande(s) en comparacién con el
valor del denominador. Interpretando lo dicho previamente, del numerador se tendria
una gran extension de fluido, altas velocidades y altas densidades; del denominador se
induce que las viscosidades son extremadamente pequenas, o combinaciones de tales
cantidades. Las variables del numerador estén relacionadas con las fuerzas inerciales,

éstas son causadas por la aceleracién o desaceleracién del fluido. La variable en el



denominador es el motivo de las fuerzas cortantes viscosas. De esta manera, el
numero de Reynolds puede considerarse como la relacién entre las fuerzas inerciales
y las viscosas.

En general, a medida que el nimero de Reynolds crece, la intensidad de la
turbulencia aumenta. Cuando los efectos inerciales como los de viscosidad son im-
portantes, el nimero de Reynolds (Re) toma valores intermedios. Por ejemplo, en
cilindros circulares (para otras configuraciones, lo que sigue varia) si Re < 2100 sig-
nifica que el flujo es laminar, si Re > 3000 significa que el flujo es turbulento. Para
valores de Re entre 2100 y 3000 se dice que el flujo estd en régimen de transicién,
las capas se van ondulando variablemente en el tiempo pero no se mezclan.

En conclusion, el nimero de Reynolds provee una medida usando los resulta-
dos experimentales obtenidos con cierto flujo, para pronosticar el comportamiento de
otros flujos de fluido. Sin embargo, todavia no se conoce a ciencia cierta el mecanismo

y los motivos por los cuales un flujo es laminar o turbulento.

1.6 Derivada material

Antes de escribir algunas ecuaciones que se usaran en este trabajo, es nece-
sario introducir un concepto clave que es el de derivada material (derivada total o
derivada sustancial). Para ello, se considera previamente una convencién de notacion,

conocida como el convenio de suma de Einstein.

1.6.1 Convenio de suma de Einstein

“Un indice repetido que aparezca como superindice y como subindice en una
expresion, implicard una suma sobre el rango de dicho indice.”
Asi por ejemplo,
n

i AB;=AB; Y i AFBL = AFBI.
=1

i=1 k=1
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Definicién 1.6.1 (Derivada material,[3]). Se define la derivada material o derivada

total o derivada sustancial como

b _o_ .9
Dt ot *ox,

en coordenadas cartesianas, donde el primer sumando del sequndo miembro se le

llama parte local, y el sequndo sumando se le llama parte convectiva.
Si u = (uq,us,us) entonces,

D _ 0, 1
Dt ot L UeRG

donde

q o Jd 0
grad = | —,—,—

ox 1 ' 8902 ’ 81‘3

Hay muchos problemas cuya configuracion geométrica no permite que se apliquen
las ecuaciones en representacion cartesiana; por ejemplo, es el caso de este trabajo,
en el que se involucran tuberias para lo cual se requiere que las ecuaciones estén ex-
presadas en coordenadas cilindricas. En términos de cordenadas cilindricas, (r,0, 2),

o 10 8

con u = (u,v,w) y grad = (E> S5 5); se tiene

D 0 0 v

bt oot ar TroeVor
Un caso especial de fluido y de gran importancia, es el fluido incompresible.

Este es definido a través de la derivada total, de la siguiente manera:

Definicién 1.6.2 (Fluido incompresible,[9]). Un fluido es incompresible si la derivada
D
sustancial o total de su densidad es nula; en este caso, FIZ = 0. FEs decir, es aquel

fluido cuya densidad siempre permanece constante con el tiempo.

Por otra parte se tiene, en términos generales, que un flujo de fluido es incom-
presible cuando su volumen no cambia en el tiempo; por ejemplo, los liquidos. Sin
embargo, los gases cuando estan expuestos a presién (posiblemente por la accién de
reducir la superficie del envase que los contiene), cambian su volumen (en este caso

se comprimen); por lo cual son compresibles.
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1.7 Transformacion de coordenadas y el tensor esfuerzo

Existen cantidades fisicas que se caracterizan solamente por la magnitud, tales
como la masa, longitud y temperatura; tales cantidades suelen llamarse escalares.
Hay otras cantidades fisicas méas generales no completamente especificas por una
magnitud; pero que requieren al menos de una direccion, tales cantidades suelen
llamarse vectores. A continuacién, se define lo que es una transformacién de coor-

denadas.

1.7.1 Transformacién de coordenadas

1 ,.2 1 52

Sean (z',2?% -+, 2") (denotado por (z*), 7 =1,---n)y (z',z* --- ,7") (deno-
tado por (z'), i = 1,---n) las coordenadas de un punto en dos diferentes marcos de
referencia. Se supone que existen n relaciones independientes entre las coordenadas

de los dos sistemas, con la forma

o= 7l 2? 2"
7 = 72, 2? , ")
FN Jrz(l, ,1'2, 7xn)

donde se supone que las funciones involucradas se evalian en un solo valor, son
continuas y tienen derivadas continuas. En estas condiciones, a cada conjunto de
coordenadas (z!,72,--- ,Z"), corresponderd un conjunto (z!,z? ---  2") de manera
que las siguientes relaciones definen las féormulas de transformacion de coordenadas

diferenciables.

(véase [21]).
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1.7.2 Vectores contravariante y covariante

Las siguientes definiciones fueron tomadas de [24].

Se supone que en un sistema de coordenadas (x!, 22, -+ ™) hay n cantidades
Al A% ... A" relacionadas con otras n cantidades A', A% ..., A" en otro sistema
de coordenadas (7', z%,--- ,Z") por las ecuaciones de transformacién
n
- oxP
Ap — Al p=1,2--.,n
amq ) ) Y
q=1

que segun las convenciones adoptadas podria escribirse como

_ ozP
AP = — A9,
0x4

Entonces, éstas se llaman componentes de un vector contravariante o tensor con-

travariante de primer rango o primer orden.

Por otro lado, se supone que en un sistema de coordenadas (z!,22,--- ,2")
hay n cantidades A;, Ao, - -+ , A, relacionadas con otras n cantidades A;, Ag,--- , A,
en otro sistema de coordenadas (z',z%,--- , ") mediante las ecuaciones de transfor-
maciéon
n
- 0x1
Ap: %Aq p:1,2,---,n
q=1
o bien
oz
Pzt

Entonces, éstas reciben el nombre de vector covariante o tensor covariante de primer
rango o primer orden.

Nétese que se usa un superindice para indicar las componentes contravariantes,
mientras que se emplea un subindice para denotar las componentes covariantes; una

excepcién a esto ocurre en la notacion para las coordenadas.

1.8 Sistemas de coordenadas: cartesianas y cilindricas

Existen diversos sistemas de coordenadas especiales que son importantes en el

analisis de fendmenos fisicos, especialmente, coordenadas cartesianas, coordenadas
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cilindricas, y coordenadas esféricas. En esta seccién se considerard el significado
en el contexto de estudio de fluidos de los sistemas de coordenadas cartesianas y

cilindricas lo cual fue tomado de [23].

1.8.1 Sistema de coordenadas cartesianas

El sistema de coordendas cartesianas tridimensional, (z,y, z), consiste de tres
ejes mutuamente ortogonales, como se ilustra en la Figura 1.1. Cada punto en el
espacio tiene un vector posiciéon asociado que inicia en el origen comun de los ejes
cartesianos y finaliza en el punto. El punto es identificado por los valores de z, y y
z, definidos como las proyecciones positivas o negativas del vector posicién sobre los

ejes correspondientes.

Figura 1.1: [Figura 1.3.1 de C. Pozrikidis, 2017, Springer| Tres ejes mutuamente
ortogonales definen un sistema de coordenadas cartesianas, (z,y, z). La flecha indica

el vector posicién correspondiente a un punto, .

En notacién de vectores, las coordenadas cartesianas son expresadas por una

tripleta ordenada

'/’i: = (x7 y? Z)?
donde z, y, y z toman valores en el rango (—oo,00). De acuerdo con esto, las co-
ordenadas cartesianas de un punto tienen una interpretacién dual: ellas representan

una entidad geométrica asociada con el vector posicién, y ellas también forman una

tripleta ordenada de ntimeros reales.
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Los tres vectores unitarios,
€z = (17070)7 6_{/: (0>1a0)7 € = (anal):

apuntan en las direcciones positivas de los ejes x, y, o z. Los puntos finales de estos
vectores estan en los ejes x, y, o z. Se dice que los tres vectores €z, €,, y €. son
vectores unitarios cartesianos mutuamente ortogonales.

Combinando estas definiciones, el vector posicién se expresa en la forma
T = xe; +ye, + ze..

En términos fisicos, esta ecuacién establece que para llegar al punto & par-
tiendo desde el origen, hay que moverse a lo largo de cada uno de los vectores unitarios
€, €, Y €2, por distancias respectivas iguales a z, y, y z unidades de longitud.

1.8.2 Sistema de coordenadas cilindricas

Un punto en el espacio puede identificarse por los valores de una tripleta ordenada

(r,0,z), como se ilustra en la Figura 1.2, donde

e 1 es la distancia de un punto de interés desde el eje z, tomando valores en el

rango [0, 00).

e O es el angulo azimutal medido alrededor del eje z, tomando valores en el rango
[0,27). El valor 8 = 0 corresponde al primer y segundo cuadrante del plano

zy, y el valor 6 = 7 corresponde al tercer y cuarto cuadrante.

e 2 es la proyeccién del vector posicién sobre la recta del eje z pasando a través

de un origen designado, tomando valores en el rango (—o0, 00).

Usando trigonometria elemental, se derivan relaciones entre las coordenadas

cartesianas y las coordenadas cilindricas asociadas,

y =1rcosb, x = rsiné.
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Figura 1.2: [Figura 1.3.2 de C. Pozrikidis, 2017, Springer|Ilustracién de las coor-
denadas cartesianas y cilindricas (7,0, z), definidas con respecto a las coordenadas

cartesianas, (z,y, z), donde r es la distancia desde el eje z.

Las relaciones inversas entre las coordenadas cilindricas y las coordenadas

cartesianas son

)
r=+z2+y>? r = arccos —.

r

Inmediatamente, se definen los vectores unitarios en este sistema. Se considera
un punto arbitrario en el espacio y se definen tres vectores unitarios, denotados por
€, €9, ¥ €., apuntando en la direccién del eje z, normal al eje z, y en la direccién
de variacion del angulo azimutal 6, respectivamente, como se muestra en la figura
(1.8.2). Notese que la orientacion de los vectores unitarios €, y €j cambia con la
posicion en el espacio, mientras que la orientacién del vector unitario €, es fija e
independiente de la posicion en el espacio.

En términos de los primeros dos vectores unitarios locales, €, y €., el vector
posicion es dado por

T =re + z€.. (1.1)

La dependencia del vector posicion con respecto al angulo azimutal, 6, es
mediada a través del vector unitario e, del lado derecho. La ausencia de ey del
lado derecho de (1.1) puede justificarse observando que la distancia desde el origen,

expresada por el vector posicion &, es perpendicular al tercer vector unitario, €.
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Usando trigonometria elemental, se derivan las relaciones entre los vectores

unitarios cartesianos y los cilindricos,
€, = cos e, + sin fe,, €p = —sin e, + cos Oe,.
Las relaciones inversas son

€y = cos fe; — sin feg, €, = sin e, + cos feyp.

1.9 Las ecuaciones de Navier-Stokes para flujos viscosos incompresibles

El tensor de esfuerzo es dado por T = —pl + 2uD (véase [11]) donde, para

—

V = (u,v,w), en coordenadas cilindricas, (r,0, z), es

ou 10v n U ow
(A = 67,7, = -, (& = e = —_—— -, e — ezz —
H or’ o0 T T 0z
r@(v)_{_l@u 18w+181)
(& - er - = - T [ = € = T —
12 "~ 90r \r 2r 00 23 0 om0 20z

10u 10w
€31 = €xr = T 5 S a0
31 20z  20r
Y €ij = €ji-
La condicion de incompresibilidad V - V= 0, conocida como la ecuaciéon de

continuidad, es
10 10v Ow
-2 427 0. 1.2
r@r(ru>+r86+8z 0 (1.2)
Las ecuaciones de movimiento de Navier-Stokes son
ov
Por = —V¢+2u(V-T),

donde

¢ =p+ pgrsind,

para el caso de cilindros horizontales, que es lo que nos interesa en este trabajo.
En este caso, t representa el tiempo, p la densidad, p la viscosidad y V=

(u,v,w) es el campo de velocidades.
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Ignorando los efectos de la gravedad, las ecuaciones, en notacion expandida,

vienen dadas por

DTt o L (g 2L
%—?:-I—V-Vw = _%%‘f‘%va,
(1.3)
donde ; 2
vegatia o) e V= (orara) 00

representan el laplaciano y el gradiente en coordenadas cilindricas, respectivamente.

1.10 Condiciones de frontera

Las ecuaciones gobernantes para los campos de velocidad y presién son ecua-
ciones en derivadas parciales que son aplicables en cada punto en un fluido que esta
siendo modelado como un continuo. Cuando ellas estan involucradas en cualquier
situacion dada, se espera ver funciones arbitrarias o apariciéon de constantes en la
solucién. Para evaluar esto, se necesitan establecimientos adicionales sobre el campo
de velocidad y posiblemente su gradiente en las fronteras naturales del dominio del
flujo. Tales establecimientos se conocen como condiciones de frontera. Siguiendo a
[23], antes de considerar estas condiciones de frontera, se hard una descripcién breve,
en el contexto de la cinematica, de los cuatro tipos principales de condiciones que se

pueden encontrar en el mundo real.

1. Limites solidos impermeables: los ejemplos incluyen la superficie de un cuerpo
solido rigido o flexible, como una antena de radio vibrante o un microorganismo

que nada.
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2. Limites solidos permeables: los ejemplos incluyen la superficie de un medio
poroso, como un lecho de roca o un tejido biolégico compuesto por células

separadas por huecos en los espacios intermedios.

3. Interfaces afiladas entre fluidos inmiscibles: los ejemplos incluyen la superficie
libre del océano y la interfaz entre el aceite y el vinagre en un aderezo italiano

para ensaladas.

4. Interfaces difusas entre los fluidos miscibles: los ejemplos incluyen el borde
borroso de un rio que desemboca en el océano y el borde ambiguo de un anillo

de humo que se eleva en el aire en calma.

Se imponen diferentes condiciones de frontera en cada una de estas superfi-
cies de acuerdo con el contexto fisico prevaleciente. En esta seccién se consideran

condiciones de frontera para un fluido en superficies sélidas y en la interfaz del fluido.

1.10.1 Superficies solidas

Uno de los tipos méas comunes de frontera a la que se expone una region de
fluido, se conoce como la pared rigida impermeable. La condicion de impermea-
bilidad de una pared indica que nada del fluido deberia atravesarla. Si la velocidad
con la cual se mueve la pared es U y la velocidad de una particula (del fluido) que

toca la pared es V' = (u, v, w), entonces esto significa que las componentes normales

de estas dos velocidades deben ser iguales; asi, se tiene que
Vi = U-#t (1.5)

donde n es el vector unitario normal a la superficie de la frontera.
A menudo se escoge un marco de referencia en el cual las fronteras quedan en

reposo, es decir, U = 0, entonces esta condicién de frontera se convierte en

V.i=0.



En coordenadas cartesianas con y normal a la pared y, x y z en el plano tangencial
local a la pared, se obtiene v = 0.

Otra condicion proviene de la condicién de no resbalamiento o condicion
de adherencia, que senala que en que no debe haber velocidad tangencial relativa

entre una pared rigida y el fluido que entra en contacto con ella. Formalmente,
Vxit = Uxi (1.6)

y cuando se escoge un marco de referencia para el cual la pared no se mueve; esto
es, U = 0, se tiene

Vxit 6 u=w=0.
Combinando las condiciones (1.5) y (1.6) resulta
V=U.

En coordenadas cartesianas y escogiendo un marco de referencia para el cual

la pared no se mueve, se obtiene
u=v=w=0. (1.7)

La condicién de frontera total se refiere a que no hay movimiento relativo

entre una pared y el fluido proximo a ella.

1.10.2 Interfaces de fluidos

Aqui se supondran superficies tridimensionales, z = ((x,y,t). Se consideran

las siguientes condiciones:

1. Cinematica: Si la interfaz, z = ((z,y,t), estd en movimiento, puede ser
descrita definiendo F(z,y, z,t) = 0, donde t representa el tiempo, y F' alguna
funcion de tiempo y posicién en coordenadas cartesianas, digase, F' = 2z —

((z,y,t). Como F = 0 en la interfaz para todos los tiempos, la derivada con
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respecto al tiempo siguiendo una particula material en la interfaz (la derivada

material) tiene que ser también cero. Por lo tanto,

DF  0F _ __
E - E‘FU'VF—O
ac —
= _g—i_u(_cwa_@ﬁl)
o o¢ o OC¢
ot ox 8y+ 0
Asi,
_oc, o6 oC
o Yor Yoy

La condicién cinematica indica que no hay formacion de cavidades en la interfaz

[14].

. Continuidad de las velocidades sobre (: La continuidad de las velocidades

en la interfaz entre dos fluidos se representa por
V= Th,
donde V; representa la velocidad de un fluido y Vs representa la velocidad del

otro fluido en la interfaz.

. Continuidad de los esfuerzos: La dimensién de esfuerzo es fuerza por
unidad de area; aqui se considera el balance del esfuerzo normal y el balance

del esfuerzo tangencial.

a) Balance del esfuerzo normal: El balance de los esfuerzos normales

viene dado por:

o equivalentemente

-0 -

S

1 1
2=~ <R_1 + R_2) sobre z = ((x,y,t)
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donde 7 es el coeficiente de tensién superficial, Ry y R, " son las curvatu-
ras principales; R; y Ry son los radios de las circunferencias circunscritas

a la interfaz y & es el tensor esfuerzo.

Los esfuerzos normales son las componentes normales de la fuerza super-
ficial que actia a través de un elemento de la superficie plana paralela a
los planos coordenados. El salto en los esfuerzos normales que atraviesan
la interfaz debe balancear la fuerza de curvatura por unidad de area. Se
observa que una superficie con curvatura no nula expone un salto en los

esfuerzos normales a través de la interfaz.

Balance del esfuerzo tangencial: El balance de los esfuerzos tangen-

ciales viene dado por

[f~ g- ﬁﬁ = V,o -t alo largo de la superficie,

donde ¢ es el tensor esfuerzo, V es el operador gradiente de superficie,

es el vector normal unitario y ¢ es el vector tangente unitario.

El lado izquierdo representa el salto en las componentes tangenciales del
esfuerzo hidrodindmico en la interfaz, tiene sélo gradientes de velocidad,
no hay presion; por lo cual si en el lado derecho se tiene un Vv no nulo
en la interfaz del fluido, esto conducira a movimiento. El lado derecho
representa los esfuerzos tangenciales asociados con gradientes en ~, como
podria resultar de gradientes en temperatura o composicion quimica en

la interfaz.

1.11 Surfactantes y sus efectos en la interfaz

“Surfactante” es un término utilizado para designar en forma abreviada los

compuestos con actividad interfacial. Quimicamente, los surfactantes se caracterizan
por tener una estructura molecular que contiene un grupo que posee poca atraccién, o

antipatia por el solvente, conocido como grupo liofébico, junto a otro grupo que tiene
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fuerte atraccién, o apetencia por el solvente, llamado el grupo liofilico. Si el solvente
es el agua, estos grupos se conocen como las porciones hidrofobias e hidrofilicas del
surfactante. Normalmente, el grupo hidrofébico es una cadena de carbonos lineal o
ramificada, mientras que la porcién hidrofilica es un grupo con cierto caracter polar.

Muchas situaciones frecuentes en el ambito industrial y la vida cotidiana, estan
gobernadas por la dindamica interfacial de peliculas liquidas. El flujo de fluidos en
medios porosos (procesos de recuperacién asistida de petréleo) y problemas asociados
con flujos biolégicos (cierre de vias aéreas pulmonares), son algunos ejemplos de
dichas situaciones.

Los surfactantes tienen ademas, un efecto estabilizante porque reducen la
velocidad de crecimiento de las perturbaciones y el tiempo de formacion de puentes
o tiempos de cierre.

De acuerdo a Rayleigh la inestabilidad es un fenémeno gobernado por fuerzas
de tension superficial, que produce el crecimiento de perturbaciones sobre interfases
y peliculas de liquido, que evolucionan hacia estructuras més estables. En el caso de
una pelicula anular depositada en la pared interior de un capilar cilindrico, se forman
collares o lentes liquidos, dependiendo del espesor inicial de la pelicula. Como en todo
fenémeno capilar, las sustancias que modifican la tension superficial de la interfaz
-surfactantes- tendran una enorme influencia sobre la evolucién de la inestabilidad.

La inestabilidad de Rayleigh es un proceso que provoca el crecimiento de
perturbaciones sobre la pelicula, ya que se generan gradientes de presion en el liquido
como consecuencia de las tensiones actuantes en la interfaz. De esta forma, la dife-
rencia o salto de presién normal, la interfaz se compensa por la tensién superficial y la
curvatura de la superficie, y los esfuerzos tangenciales por las tensiones de Marangoni
que aparecen si hay tensioactivos presentes (surfactantes).

El efecto de Marangoni fue inicialmente preconcebido en 1855 por James
Thomson cuando presenté un trabajo en una de las convenciones de la Asociacién
Britanica en Glasgow, describiendo sus observaciones acerca del comportamiento que

presenté el agua al colocarla en una gota de alcohol.
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No fue sino hasta 1865 que Carlo Marangoni defini6 este fenémeno en términos
de gradientes de tensién superficial, denominandose efecto de Marangoni.

Los surfactantes influyen en la dindmica interfacial de dos maneras; es decir, la
mayoria de los tipos de surfactantes reducen la tension interfacial y la presencia de un
gradiente en la concentracion del surfactante introduce la fuerza de Marangoni.
Esta es una fuerza a lo largo de la interfaz que se dirige de las regiones de alta
concentracion de surfactante (es decir, baja tensién superficial) a las regiones de
baja concentracion de surfactante (es decir, alta tensién superficial). En general, la
fuerza de Marangoni actiia para oponerse a cualquier flujo externo el cual promueve
aumento o exceso de surfactante en la interfaz.

Segun Hsin-Hsen la inestabilidad se produce debido a que los gradientes de
tension superficial pueden producir fuerzas perpendiculares a la superficie o interfaz
entre dos sustancias o fases provocando una inestabilidad que puede resultar en la
transferencia de masa entre dos fases. Segin Kaminsky la razoén fisica de la inesta-
bilidad es de presencia de fuerzas en la superficie o interfaz debido a los gradientes
de tensién superficial, en virtud de que estos gradientes dependen de un valor local
superficial de concentracion de materia transferida a través de la interfaz, sea sustan-
cias, calor, etc. Estas fuerzas superficiales son las responsables del establecimiento
de una dindmica de equilibrio entre la transferencia y los procesos hidrodinamicos.
Generalmente, este tipo de inestabilidad es resultado de la presencia de gradiente
de concentracion existentes entre las dos fases. A este fenémeno en particular se le

conoce como efecto de Marangoni por gradientes de concentracion.

1.12 Transformada de Fourier

Una serie de Fourier puede usarse algunas veces para representar una funcién
dentro un intervalo. Si una funcién esta definida sobre toda la recta real, puede ser
representarse con una serie Fourier si es periddica. Si no es periddica, entonces no

puede representarse con una serie Fourier para todo x. Aun en este caso es posible

24



representar la funciéon en términos de senos y cosenos, pero la serie de Fourier se

convierte en una integral de Fourier.

Definicién 1.12.1 (Transformada de Fourier,[6]). Una funcién F(w) se denomina

la transformada de Fourier de f(z), si:

[e.9]

F(w) = F{f(t)} ::/ e " f(t)dt

—00

existe.

Definicién 1.12.2 (Transformada de inversa de Fourier,[0]). La transformada in-

versa de Fourier de F(w) se define como:
1 [ .
FHF(w)} = — e F (t)dw
2m J_o
La transformada de Fourier de f es por lo tanto una funcién F{f(¢)} de una
nueva variable w. Esta funcién, evaluada en w, es F'(w). En este trabajo se denotara

la transformada de Fourier con el simbolo ~

1.13 Algunas propiedades de la transformada de Fourier

1. Linealidad: Si o, € C entonces:

Faft)+89t)} = oF{f(t)} +BF{g(t)} = af(t)+ Bg(t)
2. Derivada en tiempo: Sea n € N y asumiendo que f™ es continua a trozos
y suponga que limy_o f® (t) = lim,_,_o, f® = 0, entonces

FU™W®}) = (w)"f(w)

en particular

—

I} = iwf(w)

—

F{U = —w'f(w)
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1.14 La transformada de Fourier en varias variables

De acuerdo con [0], la teoria de las transformadas de Fourier en una variable
simple puede extenderse a funciones de varias variables. Asi, si f(z,y) es una funcién

de dos variables, la funcién F(&,n) definida por

F(&,n) = /_ /_ fa,y)e' W) dzdy (1.8)

es la transformada de Fourier bidimensional de f(z,y). Siempre que la transformada

inversa de Fourier en una variable simple pueda aplicarse dos veces, se tiene

fle.y) = ﬁ / } / F(Eme sy (1.9)

Una notacion elegante puede ser usada si las variables son componentes de un

vector; asi, para una funcién f(7) en n dimensiones, se escribe

PR = [ 10"

=\ 1 7 e—iE-F ni.
flr) = @) /F(k) d"k

Las siguientes propiedades para la transformada de Fourier en varias variables,
las cuales pueden derivarse a través de manipulaciones formales, son paralelas a las

de la transformada de Fourier de una variable.

[0f (2, y)]

F Tor | —1§F (&, n)
Yy 9 )
F __fg:; y>_ = —inF(&n)

proporcionando el importante resultado que,
F [V f(z,y)] = w*F(&n)

donde w? = €2 + n?.
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1.15 Aproximacién asintética

A continuacién se presentan varias definiciones, tomadas de [20], que son
utiles para presentar aproximaciones analiticas. Las funciones involucradas s y ¢

estdn definidas en un conjunto D tal que € = 0 es punto de acumulacién de D.

Definicién 1.15.1. Se dice que s(€) es una o chica de 6(€) cuando € tiende a cero y

se escribe
s(e) = o(d(e)) (e —0)

si y sdlo si para toda > 0 se cumple |s(€)| < p|d(€)| para todo € € D suficientemente

cerca de cero.

Definicién 1.15.2. Se dice que s(e) es despreciable frente a 6(€) cuando € tiende a

cero y se escribe
s(e) <« d0(e)  (e—0)

si y solo si s(e€) = o0(d(e)) (e — 0). Fquivalentemente se dice que 6(€) es dominante

frente a s(€) y se escribe
de) > s(e) (e—0)

Las ideas de desprecio y dominacion se refiere al comportamiento de la com-
binacién lineal ¢10(€) + cos(€) donde ¢; # 0y o son dos constante reales. Cuando
e tienda a cero, si s(€) = o(d(€)), esta combinacién se comporta esencialmente como

su primer término ¢;6(¢€), es decir, ¢;10(€) + ca5(€) =~ ¢16(€) cuando € tiende a cero.

Definicién 1.15.3. Se dice que s(€) es una O grande de §(€) cuando € tiende a cero

y se escribe
s(e) = O((e)) (e—0)

si y solo si existe una constante C' > 0 tal que |s(e)] < C|d(e)| para todo € € D

suficientemente cerca de cero.
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Definicién 1.15.4. Se dice que s(€) es estrictamente del orden de 6(€) cuando €

tiende a cero y se escribe
s(e) = O4(0(e)) (e—0)

si t solo si s(e) = O(0(€)) y s(e) # o(d(e)).

Definicién 1.15.5. Se dice que la sucesion de funciones {d,}, es una sucesion

asintotica cuando € tiende a cero si y solo si existe € > 0 tal que 6, # 0 para todo

e € (—€e\{0} y todo n, y

Ont1(€) = o(dn(e)) (e —0)

para todo n
Por ejemplo, € !,1,¢,€2,€%, -+ es una sucesién asintética cuando € tiende a

Ccero.

Definicién 1.15.6. Dadas una funcion s, una sucesion asintdtica {0,}, y una
sucesion numérica {x,},, se dice que Y x,0,(€) es una aprorimacion asintdtica

de s cuando € tienda a cero y se escribe
s(e) ~ E Tpon(€) (e = 0)
n
sty solo si
s(e) = E TpOn(€) + 0(0m(€)) (e — 0)
n<m

para todo m.

En lugar de “aproximacién asintética”, también se le llama “representacién
asintética” o “expansién asintoética”. Las funciones §,, de la sucesion asintotica se

llaman funciones de escala. Lo comin es usar aproximaciones asintoticas con muy

pocos términos.
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CAPITULO 2
MODELO FiSICO-MATEMATICO

El objetivo principal de este capitulo se fundamenté en presentar el modelo
fisico matematico y ademads se determinan las ecuaciones gobernantes y condiciones
de fronteras pertinentes a dicho modelo.

En esta investigacién, el problema consiste de una pelicula de fluido anular
(denominada fluido 2) alrededor de un fluido central (denominado fluido 1) en un
cilindro horizontal de longitud infinita, —oco < z < 400, con las siguientes carac-
teristicas: el fluido 1 tiene un espesor de radio R;, viscosidad p; y densidad pq,
mientras que el fluido 2 tiene viscosidad p9, densidad py y espesor Ry — Ry, donde Ry
es el radio del tubo. El flujo es inducido por un gradiente de presién constante a lo
largo del eje axial Vp = —Fé,, donde €, = (0,0,1) y F' = |Vp| > 0 es una constante.
En la interfaz entre los dos fluidos hay presencia de surfactantes insolubles y se
denota la concentracién de surfactantes (en unidades de masa de surfactantes por
unidad de drea interfacial) por I'*.

A continuacién se presentan las ecuaciones utilizadas para la solucién del

problema fluidodindmico en presencia de surfactantes insolubles.

2.1 Ecuaciones que rigen el problema matematico

Como se mencioné anteriormente, el objetivo de este trabajo consiste en de-
terminar las ecuaciones gobernantes de un flujo centro anular de espesor uniforme
en el estado no perturbado el cual se encuentra en el interior de un tubo cilindrico

rodeado de una pelicula de fluido anular.

Observacion 2.1.1. Todas las funciones que intervienen en este trabajo se suponen

tan regulares como sea necesario para que los resultados presentados sean validos.

Se usaran coordenadas cilindricas & = (1,6, z) con componentes de velocidad

asociada V| = (ug,v1,w;) para el fluido central y Vy = (ug, v, wy) para la pelicula



de fluido anular y se denotara la interfaz entre los fluidos por r = S(z,60,t). Cada

punto sobre la interfaz tiene como vector posicién
xr = Sé, + ze,

donde €, = (cosf,sinf,0), ¢y = (—sinb, cosh,0), e, = (0,0,1). Asi, el vector 7 se

puede escribir en coordenadas cilindricas como
7= (5,0,z).

Como condicién inicial que permita al sistema evolucionar a partir de su estado
no perturbado se considera también que la interfaz se encuentra afectada por una
perturbacién sinusoidal de amplitud § (adimensional) sobre la posicién de la interfaz
sin perturbar, que permita al sistema evolucionar a partir de su estado de equilibrio
y, se define H en funcién de la posicién de la interfaz, h = h(z,0,t), la cual se

encuentra parametrizada en funciéon de su distancia con respecto a la pared del
h(z,0,t)

1

tubo, de la siguiente manera H(z,t) = , entonces la interfaz dimensional

S(z,0,t) puede escribirse como
S(z,0,t) = Ri(1+0H) (2.1)

Por otro lado, como la presencia de surfactantes disminuye la tensiéon inter-
facial. Se desea buscar una relacion funcional entre la tension interfacial, o, y la
concentracion de surfactante insoluble, I', esta relaciéon viene dada por la ecuacién

de estado de superficie de la tensién interfacial
c=0l)=00+RITxIn(1-1), (2.2)

donde oy es la tension interfacial de la interfaz limpia (sin surfactantes), R es la
constante de los gases ideales, T' es la temperatura y I'y, es la maxima capacidad
de surfactantes que puede soportar la interfaz. La concentracion de surfactantes
insolubles adimensional estd dada por I' = FFTO

Para el analisis de los resultados sera 1til comprender céomo se relaciona la

ecuacién de estado (2.2) con su version linealizada. Realizando una expansiéon de
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In(1—T") en serie de McClaurin se obtiene la relacion lineal entre la tension interfacial

o y la concentracion de surfactantes I' expresada como sigue
o(T) = oy(1 — 1) (2.3)

donde g = %

Para la evolucion de la interfaz se comienza con las ecuaciones de Navier-

Stokes (1.3) y de continuidad para flujos viscosos e incompresibles (1.2):

v 9 u 2 v?
plus +uu, + —ug +wu,) = —p,+p|Vu——— v ) +p—
r r2 oo T
v v 2 uv
p(vy + uv, + —vg +wv,) = Doy i (VQU -+ —2u@> - p—
r r r2 oo r
v
p(w, + vw, + ;wg +ww,) = —p.+ puViw

1 1

—(ru)r + —vp+w: = 0

r r

con viscosidad pq, densidad p; y presion p; para el centro y viscosidad s, densidad

P2 Y presion py para la pelicula.

2.2 Condiciones de frontera para el problema fisico

Para completar el sistema de ecuaciones del modelo matematico se requiere
de la condicién de no deslizamiento en la pared del tubo (1.7), es decir, Vo = 0 para
r = R,, la continuidad de velocidad en la interfaz Vi = Vs cuando r = S(z,0,t) y
partiendo de la premisa de que el fluido no atraviesa la interfaz y ésta constituye una

superficie material; se impone la condicién cinemética en la interfaz r = S(z, 0, t)

D(r—S(z,0,t))

= 0.
Dt

Usando la definicién de derivada total se tiene

D(r — S(z,0,1)) ) 0 v o
— = o (1= 8(z.0,0) +uz (1= 5(2,0,1)) + — =5 (r = S(2.0,1))
+ w%(r — 5(z,60,1))

= —St—O—u—gSg—’wSz:O
r
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y por lo tanto,
v
u=_S;+ —Sp +wsS,. (2.4)
r
También se requiere un balance de los esfuerzos normales

[7i-

~

T-7]" = o(V,- ),

y balance de los esfuerzos tangenciales

£ 77" =—-V,o-t,
=""h

donde | - ]f = ()2 = ()1, L es el tensor esfuerzo, V; es el operador gradiente de
superficie, 77 es el vector normal unitario en cada punto sobre la regién 1 (centro) y
t es el vector tangente unitario.
Para la evolucién de la concentracion de surfactantes, se inicia a partir de la
ecuacién de difusién-conveccion de transporte de surfactantes ([27])
or or .
E—E-VSF—FVS- (FQS)—stzF—i‘F/@V'n:O,
donde 7 es el vector posicién de la interfaz, u, es la velocidad de la superficie en la
interfaz, D es la constante de difusién de surfactantes interfacial y x es la curvatura
de la interfaz.

El vector u, sobre el plano tangente de la superficie S se define de la siguiente

manera
u, = u't; + u’t, (2.5)

donde #; y t5 son vectores basicos contravariantes de 4. en cada punto de la superficie
Hs
y u' y u? son las componentes de u, en la direccién de ¢, y 5, respectivamente.

Los vectores t; y to vienen dados por las derivadas parciales del vector posicién

Z, esto es
{1(972) = % - S/é;' +e, = (5/707 1)7 con S' = g_i
- or  0(9¢, + zé, ~ .
t2(0,2) = a—z = % — So?, + 58 = (54, S, 0);
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por lo tanto,
_ 17 2r _ 1/ 2
u, = ut;+uty=u(5,0,1)+u*(SyS,0)
= (S'u' + Spu?, Su* ut).
Para encontrar un vector normal unitario, 77, se introducen las componentes

co-variantes, hi1, hig, hat, hog, ([20]) del tensor métrico de superficie simétrico

h— hll h12 7
h21 h22

definidas por
hll - tl : tl - (S/, 0, 1) . (SI,O, 1) == (S/)2 + 1
hl2 = h21 :t_)Qt_)l = (S@,S,O)'(S/,O,l) :SHS/
hgg = tg . t2 = (S@, S, 0) . (Sg, S, O) — S@Q + 52.

El determinante, |h|, del tensor métrico de superficie se determina usando la

raiz cuadrada de la norma del producto vectorial t X ty. Este tltimo conduce a
‘h‘ == h11h22 - <h12>2 - 52[(5')2 —+ 1] —+ Sg

Asi, se obtiene el vector unitario normal a la superficie

T ! (=8, Sy, SS). (2.6)

N VSRS 1]+ S

El vector tangente unitario a la superficie, en la direccién axial, es dado por

St

. t t 1
t = —— = — = (S/,O,l). (27)
|t1| \/tl . tl \/1 + (S,)2

A fin de calcular el operador gradiente de superficie, V, se definen los vectores
bésicos reciprocos, t' y t2, en términos de los vectores bédsicos contravariantes, t; y
to, como sigue

- _1 N — — — — 1 — - = — e =d
t = ——1x 9 = ——(tl X tg) X 19 = m[(tg . tg)tl — (tl . tg)tg]

B 1
S2[(S")2 4+ 1] + 55 (

S%8' —5555', 5% + 52)

33



(Véase [20])
De la parametrizacion de la superficie, el operador gradiente de superficie, Vi,

basado sobre vectores basicos reciprocos t! y t2, estd dado por

Asi, el gradiente de superficie de I' queda expresado como

($25',-5858". 5+ 53) a0 (Sp, SI(S)? + 1], —SsS") OT

I'= —. 2.
Vi ey ot oo o 2P
Se define un vector E (p,q) en su forma contravariante
£p.a) =& (p, Ot + £, )2 + E(p, @)
v la divergencia de & (p, q) viene dada por ([20])
- 1 |O(\/|h|EY)  O(\/|h|E?
VR Ip dq

donde k es el doble de la curvatura media de la interfaz. De (2.5), se tiene que

u,I' = ulT't; + u?Tty, entonces la divergencia de u, es

) - i [/ o) o0
y tomando el producto escalar de u " con 1, se obtiene
T =ult = 52[(9)22 Trsptt
= SQ[(S’)QS— T+ Sggs (528", —55p5",8* + S7)
= 52[(5/)21; 752 (SQSIU — 58yS"v + (S* + Sg)w).
(2.11)
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Analogamente, tomando el producto escalar de u,I" con t2, se tiene

r
T =yl ? = u, - 2

sustituyendo (2.11) y (2.12) en (2.10) se tiene

| 0 r v es o
Vo () = WS GEET <\/S2[(S’)2 = (25w - 55,8
2 2 6 N2
(84 5w)) o5 (¢S2[(S/)2F+ o (Sou+ SIS + 1Jo -

SoS'w) ) ] .

El vector posicion también satisface que

or oS
i (5;,0,0) donde S;= B

el cual combinado con (2.8) resulta

0 o (5.0,0 (525", —5SpS', S + S3) T . (S5, S[(S") + 1), =95S") T
ot T S2[(S)24+1]+ S5 02 S2[(S)24+1]+ S5 06
B S;5'5? or n St Sp or
OSSN+ 1]+ 8202 S2(S)2+ 1]+ SE 00
B S, ) NG
RN, {S 9- +5939}

En lo que sigue se calcula una expresiéon para V2T, la cual se obtiene us-

ando las definiciones de gradiente de superficie y divergencia de superficie, dadas
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anteriormente. Consecuentemente,

VI = V., (V)

= Ve {s 2[(9)2 +1]+52 [(Szg—f S(S/%_SGZF))
A )

(2.13)

y aplicando la definicién de divergencia (2.9) a (2.13) se tiene

2 _ 1 . 2 1\2 2 1
VI - e e VI U S e

(75— (5% -2 4 [y s

s S (% 93]

Finalmente, se obtiene una expresién para el Laplaciano de superficie, V2, de

la concentracién de surfactantes I', como

VI = ! o !
T /(9N + 1]+ 52 | 02 | /S2[(S)? + 1] + 52
0

ar or T 9
27" (il e
(S gz % <S 20 5z ))} |

¢52[(5f)21+ NS (gg e <S/g_g - SQZF»] }

La curvatura, k, dada en (2.9), es la divergencia de la superficie del vector

normal unitario, es decir, kK = V- 11; y es dada por

SSp[l + (S")?] + 55"(S2 + S3) — S2[1 + (5')?] — 252 — 255,5'(5")
([S% + 52 + 82(8)%*?

k =V, -n=

(2.14)

(véase [11]).
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A continuacion, se obtiene el tltimo término de la ecuacién de transporte de

surfactantes como una funcion de la variable de la interfaz, S, y las componentes de

velocidad, u, v y w.
oSSl ()] + 55"(S? + 57) — S+ (5)?] — 257 — 255,5'(S)g
([S% + 52 + 52(8)2*?
(—S,Sp,SS")

1

VS2[(8)? + 1]+ 57
1

—252 — 28855'(5")o] (—Su + Sgv + SG"w).

(u,v,w) -

Se introduce el tensor de esfuerzo para flujos incompresibles, 7' = T;; en una

version equivalente a la dada por ([14]) de la siguiente manera

T‘ij = —péij + 2,&61']‘, (215)
donde los e;; se definen como
ou 10v n U ow
e :€T7":_7 e :e = - — —’ e :€ZZ:_
1 or’ 0= o T T 0z
7’3(1})+13u 1(9w+1(9v
e :er = —_-— —_ —_’ e :eZ:__ —_
2 oor \r) 7 2r 00 BT 0000 T 20z
10u 10w
€31 =

“r=30: " 2or

y e; = €j;. La proyeccién de todos los [e;;] sobre el vector normal, 7, puede ser
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expresada de la siguiente manera

ou rod (v 10u 10u 10w ]
or 5o (F) 2% 30 T3
rd (v 1 Oou 10v U 1 Jw 10v
ey i = | 297 (%) + 55 prs7 B %00 T 20z
10u 10w 1 Ow 10v ow
29: T 3ar a8 T 202 o
_3
! S
VSR ++ 2|
S5

— 1 5@4_ EE(U) 4+ — 1 Ou Sy + 1@4_
T /SN2 1] + 52 or ' \20r 206 )7 T \20:T
10w , r 0 1 Ou 10v  w 1 ow
55)55‘(55(;>+5%>5 (rae+ )S”(—%*
10v , 10u 10w 1 ow 10v ,Ow
262)55 (m*m)“(%% 232)50 SS&)

La proyeccién aplicada al vector normal, 7, es [;;] - @ = 7. Tomando el

+

producto escalar entre el tensor esfuerzo (2.15) y el vector normal, considerando
ademés la expresién anterior de la proyeccién de todos los [e;;] sobre el vector nor-
mal, la proyeccion del tensor, T sobre el vector normal puede entonces ser escrita

explicitamente como

I~

B . 2/ ou r o (v 1 du 10u

= Tt \/32[(5/)2+1]+53<_58r * (28r<r) * 27’89)59 (282
1 0w , rd (v 1 Ou 10v wu 1ow 1
+§E>SS’_(§§<F>+§@>S+(M@ >59+(§@+5

ov , 10u 10w 1 ow 10v ,0w
aZ)SS (5@*55)“(5%*5&)5 Ssa)

(2.16)

Ahora se determinan las expresiones 77 - 1T -7 y t - T - 71 las cuales se obtienen
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tomando el producto escalar entre (2.6) con (2.16) y (2.7) con (2.16), respectiva-

mente. Esto es,

AT = i (—pi) + ¢52[<5/)22M+ e ¢52[(5f)21+ I SQ(—S, Sy, ")
(ot (s ) ) (32 120) s
(55 D)+ zag) 5+ (G 3) S0+ (55 1) 55
(35t +aar) 5+ (o 300) 9+ 555
- P 52[(3')22i 1] + 52 {52_ =255 (2 r U 21r gZ) -
T
+5%(5")? zﬂ
y
£T-i = & (—pit) + \/82[(8’)22M+ = \/(8’1)2 — 1(—S’,O, 1)
(st () ) (L ) s
(5o () o) 5+ Gt ) o (g +2) 55
(1) (1 o)
- e 2 (5 w) 5 (5 )
s (sl 0+ 12) (5 +2)]
Finalmente, como V, - 7i = k, usando la expresién de curvatura (2.14) sigue
que

o(I)
[S2[(5")2 + 1] + S5
S2((8")? + 1) =252 — 255,5"(5")9}

{SSp((S")? + 1) + SS"(5* + S5)—

oVs-n =
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y usando la definicién de gradiente de superficie (2.8) se obtiene

Vo f — (525’, —58,5", 8% + Sg) @ N (Sg, S[(S8")? + 1], —SgS’) 8_0
* N S2[(S")?+1]+S; 0z S2[(S")?+1]+S; 00
1
——(5",0,1)
(9?2 +1
1 Jo

(2.17)

Usando estos desarrollos se tiene que el balance de los esfuerzos normales es

ou r o /v 1 Ou 10u
277 A e et . 2qr| -7
o or 238@(2 8r<r> * 2r 89) 2575 <2 0z *

—p &+ 24
P s 1]+ 52

2
1 0w (10w 10v o(10v wu 9/ g OW
28r)+255€5 (mae +28z>+56(r80+r>+5 () 82]}1

B [52[(5/)2(13 + 52137 {5599((5,)2 +1) +55"(8% + 57) — S*((9')* + 1)
0

982 — 25595’(5’)9}

(2.18)

donde i = 1,2, y el balance de los esfuerzos tangenciales es

{ VS2(S)2 + 1]Mj- S /(S)2+1 {255’ (g_lzv - %) +5 (% + Z—f) (5% =1)

+S (S’ <7«2 (E) + 1%) + (la_w + @))} }2 = _;@
’ or \r r 00 rdf 0z 1 1+ (5202

(2.19)

donde i =1, 2.
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La ecuacién de transporte de surfactantes insolubles es

o~ SEE+U+S 07 0 T a0 T /o 1)+ 5
0 r
9z S2S"u — SSpS"v + (S + S3
[82 (x/SQ[(S’)2 +1] +5§( u= 5505+ e)w)>
00\ /ST 1]+5; '

1
\/52 52 +1] +

2

9 1 ( , 0T
210 /S92 + 1+ 55\~ 9z

S
)+ (o (5
00 \ \/S2[(S') + 1]+ 53 \ 0¥

r .
)} t e gy PR )]
+SS//(S2 + Se) - 52[1 —+ (S/)Z] o 2592 . 255031(5,)9}

0T
So (s%_sg

or

9z
,Or or

s (S%_S"a >

(—Su + Spv + SS'w) = 0. (2.20)
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CAPITULO 3
DERIVACION DE LAS ECUACIONES DE EVOLUCION

En este capitulo se presentan en su forma no dimensional las ecuaciones gober-
nantes del problema y las condiciones de frontera, que se determinaron en el capitulo
anterior. A partir de éstas se calcula la solucién del estado basico, se realiza un
analisis asintético del problema y se derivan las ecuaciones de evolucién de la inter-

faz y de transporte de surfactantes.

3.1 Variables adimensionales

Para estudiar en forma sistematica las ecuaciones que modelan el problema,
es necesario expresarlas en forma no dimensional. De este modo, la disparidad de
las escalas se manifiesta en la existencia de ntimeros no dimensionales pequenos o
grandes segtn el caso. Para ello, se selecciona como longitud caracteristica el radio
R;. Las velocidades se expresan en forma no dimensional considerando la velocidad
a lo largo del eje del cilindro Wy, el tiempo por R;/W, la tensién interfacial por la
tension interfacial og en ausencia de surfactantes (la cual se conoce como la tensién
interfacial ‘limpia’) y la presién por p;W¢ (donde p; es la densidad del fluido 1).

Ahora, se escriben las ecuaciones no dimensional del modelo. Para las ecua-
ciones de Navier-Stokes el proceso de adimensionalizacién introduce el nadmero de
Reynolds (Re;), i = 1 para el fluido del centro e i = 2 para la pelicula, definido

por Re; correspondiendo a la importancia relativa de las fuerzas inerciales

— piWoR;
i
y viscosas actuando por unidad de volumen del fluido 7. También aparece la razén
de densidad & = 22, La adimensionalizacién de la ecuacién de transporte de sur-
P
7
factantes produce el namero de Peclet Pe el cual define la razén de transporte

entre conveccion y difusién y es dado por Pe = En el balance de esfuer-

WoR1
Dy
zos normales, la adimensionalizacion da un parametro de tension superficial

J = ‘;?—1521. El ntimero capilar (Ca) y el radio de viscosidad m surgen en la adi-
1



mensionalizacion del balance de esfuerzos tangenciales. El ntimero capilar es dado
por Ca = /% Este mide la razén relativa entre la velocidad del flujo basico y

la velocidad capilar. La razén de viscosidad es dada por m = f la razén de la

viscosidad de la pelicula respecto a la viscosidad del fluido del centro. Note que el

nimero capilar puede ser expresado en términos de Re; y J como Ca = Rel y la
razén de viscosidad en términos de Re; y Rey como m = ;Tf;.

A menos que se diga lo contrario, se usard la misma notacién para variables
dimensionales y adimensionales. Las ecuaciones adimensionales de Navier-Stokes y

de continuidad vienen dadas por

(wi)e + ui(us)y + (o + wi(w).) = —€(pi)r+ =
1 9 u; 2
+ Rei <V U; — - T—2<U1>9) (3 1)
(e (o), + e+ wifo).) = g
1 VQ (4 2 3.9
b (T B Sn) 62)
(wide )+ 2w+ wi(w):) = ~E(po)s+ Rleiv%l (3.3)
%(rui>r + %(Ui>9 + (w;), = 0 (3.4)

donde ¢ = 1,2 corresponde al centro y a la pelicula, respectivamente.

Aplicando el mismo proceso y usando (2.3), se obtiene para el balance de los

esfuerzos normales (2.18),
2 ou r 0 1 Ou ,
{ —p{52[(5’)2 +1] + Sg} tere S 255@(55(‘) +5 ae> 2525
}2
1

1 1 1
(1%_}_1%) QSSQS’<_a_w+_@) +S@2(_av+u) +52(S/)2a_w
SSpa((S")? +1) 4+ SS"(S* + S2)

20z 2 0r 2r 00 20z 00 0z
J(1— BT) 1

Re? [S2(5)2 + 1] + 5311/2{

CS2((S)2 4 1) — 252 — 255,8'(S") 9}

(

3.5)
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donde J es el parametro de tensién superficial y C'a es el nimero Capilar.

Para el balance de los esfuerzos tangenciales (2.19), se tiene
ow Ou ou  Ow
. / - 7 /
{mZ[QSS (az 3T)+S(8 +ar)((S) 1)

,( O (v 10u 10w 0Ov RG] ;
+8y (s (ra () +;%) + (;%+5))}}1 == V(S + 1]+ 5

(3.6)
donde my =1, my=m;y m= % es la razén de las viscosidades.
La condicién cinematica (2.4) adimensionalizada, es
v
u=.S;+ -5y +wS., (3.7)
r

la condicion de no deslizamiento en las paredes del tubo queda expresada como:

Ry

U9 V2 Wo , en r R1 ( )
y la continuidad de velocidades como
{ul}i =0, {ul}i =0, {vl}i =0 sobre r=5(z,0,t). (3.9)

La ecuacién de transporte de surfactantes (2.20) en su forma no dimensional,

€s

o _ S
ot S2((S")2 + 1] + S?

0 I 2/ / 2 9

0 I /2 /
K (\/52[(5’)2 T S e =SS w))]
8

{S,Szar S@a } 1

d VS2((S)2 + 1] + SF

1 1 1 ( 5200
Pe \/S2[(S")? + 1] + S3 N AN

or or 0 1 or
So (S = — S + = + 5
9( 00 "0z ))) 06 <\/SQ[(S’)2+1]+53 (89
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(5% ~%5)))|* ey o+

+8S7(S? + S2) — S2[1 + (S')?] — 252 — 255,5'(S")s]
(—=Su+ Spv + SS'w) = 0. (3.10)

3.2 Solucién del estado basico

Para realizar un analisis de estabilidad se comienza por encontrar la solucién
del flujo en el estado bésico conducido por un gradiente de presién constante a lo
largo del eje axial del cilindro de izquierda a derecha, definido en el Capitulo 2

como Vp=—F¢,, donde €, =(0,0,1)y F =|Vp| > 0, cuya forma no dimensional

_FR
pIWg =

\79 =0, w;, # 0, la distribucién de surfactantes es constante I' = I'y y la interfaz no

es Vp = p, = En el estado bésico (estacionario) w;, = 0, u; = v; = 0,
dimensional es S = 1, es decir, sin perturbacion respecto del estado bésico.
Sustituyendo estas condiciones en las ecuaciénes de Navier-Stokes (3.1) y (3.2)
se tiene, respectivamente, de manera directa que —(p;), = 0y —(p;)g = 0. Por tanto
p; no es funcion ni de r ni de 6.
De la ecuacién de continuidad (3.4) (w;), = 0. Por otro lado, de la ecuacién

de Navier-Stokes (3.3) se desprende que

1
(pi): = E,Relvzwi. (3.11)

Ahora, de la ecuacion de transporte de surfactantes (3.10) como I' = I'y es una
constante, S = 1y con las condiciones dadas para el estado basico se tiene de manera
inmediata que I' satisface esta ecuacion yaque ', =Ty =1, =0y S = S5y =0. En
el balance de los esfuerzos tangenciales (3.6) como S =1, 8" = Sy =0, u; = v; =0,
(w;), =0, =Ty, I', =0 se tiene

MaWa, — MiW1, = 0.
r=1

Re
Comomy =1, my=m =2 = -
1 2 p1 - SaRey’

multiplicando por & Res, la expresion anterior
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se puede escribir como

R€1U)2T == ngeler (312)
r=1 r=
Sustituyendo p, = Fé?}g en (3.11), y considerando el laplaciano (V?) en

coordenadas cilindricas (1.4) se tiene

_p1W02 - flRez;E T@r

piWo Ry

%

pues, (w;), = (w;)g = 0. Sustituyendo Re; = en la expresién anterior e
integrando con respecto a r, luego, dividiendo por r e integrando nuevamente con

respecto a r, se obtiene

1 FR?

A;l + B, 1
4M1W0T + n(r) + B;, (3.13)

Ww; = —

donde 7 = 1 corresponde al centro e 1 = 2 a la pelicula.
Como la velocidad del centro, wy, debe ser acotada, cuando r se aproxima al

eje axial; es decir, cuando r — 0, y como la expresion

1 FR?

Al B
4,U,1WOT + 1H<)+ 1

wy = —

tiende a infinito cuando r — 0, debido a que lim,_,oInr = 0o, entonces A; = 0; y de

la ecuacion (3.12) obtenida del balance de los esfuerzos tangenciales se tiene que

1 FR2R€1 1 FR%&QR@Q
2 2Wo 2 mW

= A2R61

de ahi que A; = 0. Ahora, de la condicién de no deslizamiento en las paredes del

tubo (3.8); es decir, w2|r:a =0 cuando a = &2 resulta

Ry
1 FR? 1 FR?
= —14®*+B, — B a?
4 W 2 4 MzWO
y de la continuidad de la velocidad axial en la interfaz; es decir, wy| _, = wa| _, se
tiene
1 FR? 1 FR? 1 FR?
-1 4B = +———a,
4 1 Wo 4 peWo 4 paWy
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sigue que,
1 FR? 1 FR?
= - L_- ! (1 —a?).
4 Wy 4 peWy

Ahora, sustituyendo las expresiones encontradas para A;, Ay, By y Bs en

B

(3.13), se tiene que las velocidades w; y wq en forma explicita son

1 FR? 1 FR? ,
w = —= re—1) — - 1—a%), 3.14
' 4 1 W ) 4M2W0< ) (3.14)
1 FR? 9
= — —a’). 3.15
Wy VAT (r* —a”) (3.15)

Por otro lado, la velocidad de la interfaz w; evaluada en r = 0 es igual a la
velocidad central Wy, la cual se sabe de la adimensionalizacién que es wq(r = 0) = 1.
Por lo tanto,

1 FR? 1 FR? 1FR? 1FR?

1 e — —_ = 1 — a2 —— W == - 1 - a2
4 W 4M2W0( ) "4 M1 4 po ( )
FR? FR?
Wo = e — 1+ pa’] = —= [@_14‘@2] ;
Aplpg dpo [0
como m = % entonces, la expresion final para W, es
FR?
Wy = Lla®+m—1]. (3.16)

Apa

Sustituyendo W, dado en (3.16) en las expresiones (3.14) y (3.15) se tiene

—mr+m+a®—1 _a2+m—1—m7’2

a?+m—1 a2+ m-1

wp =

lo que se puede expresar como

= 1-———, 0<r<l1 3.17
wl a2+m_17 _r_ Y ( )
y
1 FR? 4pio 9 9 r? —a?
= — —a°) = ——5——— 3.18
b 4 o FRf[a2—|—m—1](r @) a2+m—1 (3.18)

R> H2
1 <r <a, donde a R YM=

Del balance de los esfuerzos normales (3.5) se encuentra la diferencia de pre-

siones
J(1 = BTy)
R€12 ’

donde p; y po son las presiones bésicas del centro y la pelicula, respectivamente.

—p2+p1=— (3.19)
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3.3 Derivacion de las ecuaciones de evolucion

En el proceso no dimensional del estado no perturbado, el valor del radio

Ry

central es uno, y la distancia de la pared a la interfaz es ¢ = a — 1 donde a = "

(ver figura 3.1). Se considera € < 1 y la distribucién de surfactantes I' = I'(z, 0, t).
Se permite que la interfaz se deforme a alturas de orden d, donde § < €. La interfaz

perturbada, entonces, viene dada por S(z,0,t) =1+ 0H(z,0,1).

R, Interfaz no
=5 perturbada
Ry
Interfaz
«— Eje
Fluido 1
R |1
R, S5(z,0,t)

Figura 3.1: Representacion esquematica de un corte transversal a lo largo del eje
axial en el angulo @, donde se muestran las variables en su forma no dimensional del

flujo en estudio.

Para que el sistema mantenga estabilidad, a continuacion, se presentan una
serie de deducciones para determinar cémo es el orden de la velocidad radial (del
fluido 2) con respecto a los érdenes de las velocidades axiales y azimutales (del fluido
2). Ademas, el orden de la presién que ejerce el fluido 2 con respecto al orden de
la presion del fluido 1. Para esto, se introduce una variable local en la region de la
pelicula dada por » = a — ey, donde y = 0 en la pared del tubo y 1 — gH(z, 0,t) en

la interfaz, luego

0 o 0y 10

Aplicando (3.20) a la ecuacién de continuidad para la pelicula (3.4) y susti-
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tuyendo r = a — €y, se obtiene

—;QW— Yug] + 1 Ov  Owp
e(a — ey) Ay €Yyt a—ey 00 0z

=0

y balanceando los términos para pequenos valores de € el orden de a —ey (en simbolos
O(a — ey)) es aproximadamente el orden de a (en simbolos O(a)), donde O denota

el orden, asi que
1
-0 <EU2) + O(v2) + O(we) = 0;

por lo tanto, O(ug) = €[O(ve) + O(wy)]. De igual forma, considerando la ecuacién
de continuidad en el centro, y suponiendo que r, 6 y z son de orden 1 (O4(1)), se
tiene que O(u;) = O(vy) + O(wy). Ahora, supéngase que p; = p; + Di, @ = 1,2 donde
D;, representan las presiones en el estado basico y p;, representan las perturbaciones.
Supdngase, ademads, que (p,), es de orden uno, entonces, de la ecuacién de Navier-
Stokes (3.3) para la pelicula, se tiene que

Opo 1
—=——0 . 3.21
375 §2R€262 <w2) ( )
De igual forma, para la ecuacién de Navier-Stokes (3.3) en el fluido del centro;
suponiendo que (), es de orden uno y que el nimero de Reynold Re; es tal que

R%l > % = O4(1) y como O(uy) = O(vy) + O(w;) resulta

De la continuidad de la velocidad axial en la interfaz; es decir, {wl}f =0 sobre r =
S(z,0,t), se tiene que w; = wy; luego para el caso cuando m es de orden uno

(m ~ O(1)) y considerando (3.21) se obtiene con € < 1 que

(9151 . 1 O(U)Q) B RGQO(w2> . O(wg) . 8}52
O ( Bz) N Ofws) < €2Re;  Rese?Re;  &yme?Res 0 0z )~

Ahora, se considera la condicién cinematica (3.7) usando las variables de la

pelicula, esto es,

(%
a— €y

us = Sy + %59 FwsS, = S, + Sy + (s + 109)8S., (3.22)
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donde wy y wy representan la velocidades de la pelicula en el estado basico y per-
turbado, respectivamente. Se trata de balancear todos los términos de la condicion
cinemdtica dada anteriormente. Previamente se dedujo que us es de orden €[O(vy) +
O(w9)]; ademas, Sy es de orden ¢ por el orden del tiempo de escala ¢, y el factor

(Ws + 1), es de O(ed), pues por (3.18) se tiene que
14+20H +6*H?* —a®  (2+€)e—20H — *°H*

r=1+H m + 2e + €2 m + 2e + €2 ’
luego,
_ (24 ¢€)e 20H
~ - = W, — wz; = O 3.23
2 r=1+6H m+2e+e€  m+ 2+ €2 W2, — W2, () ( )
donde
(2+€)e (24 ¢€)e
- ~ 3.24
o m + 2¢ + €2 m (3.24)

20H 20H
= — ~ — 3.25
w2 m + 2e + €2 m ( )

2 es despreciable

esto ocurre porque m = O,(1) y € < 1; es decir, el término 2¢ + €
con respecto a m.

Como wy ~ & Rese?py < €, retomando la condicién cinemdtica, queda
€O(vg) + O(€®) ~ O(t) - O(8) + O(vy) - O(8) + €O(6).

Se observa que hay balanceo si vo ~ O(€) y § = €. De este modo, O(uz) =
€[O(v2) +O(wy)] implica que uy = O(e?). Ademés, balanceando O(e?) con el orden §
por el orden de escala de tiempo ¢, es decir, O(€?) ~ O(§) - O(t), se define una nueva

variable 7 de tal forma que 7 = et. Luego,

0 0

Ahora, del balance de los esfuerzos normales (3.5), utilizando la diferencia

entre las presiones bdsicas (3.19) y considerando (2.1) adimensionalizada, es decir,

S(z,0,t) = 14+0H(z,0,t), ademas, siendo {\7}? = 0 sobre r = S(z,0,t) y suponiendo
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que tanto 0Hy y 0H, son de orden J se encuentra una expresién explicita para el

orden de (p3), que no depende de la velocidad ws; asi

Je

~Y 2 .
R€1

P2

Puesto que wy ~ & Reqe?ps, sigue de lo anterior que

Je e3J e3J
5 ~J Rel—Q = —_—
Rey Rey Rey

Wy £2R€262' < €. (327)

Para asegurar la continuidad de las velocidades en la interfaz, se debe con-
seguir la contribucion del fluido central en la interfaz. En tal caso, se evaltian las
velocidades basicas wy y ws en la interfaz perturbada, r =S = 1+ ¢H y se considera

su diferencia, esto es

| mr? N r? —a? (m—1)(1 —r?
Wy —wy =1— =
! 2 a2+m—-—1 a2+m-—1 a?+m-—1
y
(wy — wy) m -1 (—2¢H — € H?)
— = ———(—2eH — ¢ .
! lcirer  a24+m—1

Como m ~ O(1), a ~ O(1), H ~ O(8) = O(e), la expresion -2—— ~ O(1) y

a?+m—1
—2¢H — ¢2H? = O(€) se tiene que
(wr = w,) rmlbeH Ofe).
e3.J
De (3.27) se observa que wy ~ Rey < €,y como (wy — ws) T O(e), en-
r=1+e¢

tonces la contribucién del centro debe ser O(¢), para poder garantizar la continuidad
de las velocidades en la interfaz.

De acuerdo a lo anterior, se pueden considerar varios regimenes. Uno es
cuando la pelicula y el centro estan desacoplados; es decir, la contribucion de la
pelicula domina sobre la contribucién del centro. Otro es cuando la pelicula y el
centro estan acoplados; es decir, la contribucién de la pelicula y el centro estan
balanceadas. En este trabajo, s6lo se considerard el caso acoplado por considerarse

el mas interesante para este estudio.
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3.3.1 Pelicula y centro acoplados

Para lograr un balance entre las contribuciones del centro y la pelicula debe

ocurrir que wy, ~ ¢€; es decir, wq, representa la contribucién de la pelicula y €

representa la contribucién del centro y deben estar equilibradas. Pero wy. = —%wgy,
asi
1e3J
———— ~€¢ — ¢eJ ~ Rey. 3.28
€ R€1 ! ( )

Si se considera J = O4(1) y Re; = Og(€), al sustituir estas condiciones en (3.27) se

tiene que
Wo 62.

Falta ahora, determinar los 6rdenes de u; y v;. De la ecuaciéon de Navier-

Stokes azimutal para el centro, suponiendo (p7)g de orden 1, se deduce que
1
~ —O(vy).
b1 Re, (v1)

De esto ultimo y del hecho que (p1), ~ RLelO(wl) y wy ~ € sigue que O(vy) =
O(w) = e. Puesto que O(uy) = O(v1) + O(wy) se tiene finalmente que

O(u1) = O(v1) = O(wy) = e.

Luego el sistema para la pelicula viene dado por

uy = €y + O(e?) (3.29)
vy = by + O(e?) (3.30)
wy = Wy + iy + O(e) (3.31)
P2 = Py +]52+%Z52+"'N%252 (3.32)

y para el centro viene dado por

u; = ety + O(e) (3.33)
v, = e+ O(?) (3.34)
w, = W+ ey + O(e?) (3.35)
pro= pp+pLtepr+-ee, (3.36)
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donde w5 es la velocidad basica en la pelicula y w; es la velocidad basica en el centro.
Considerando las expresiones (3.23), (3.24), (3.25) y evaluando la velocidad

bésica Wy en la interfaz r = 1 + eH, resulta

2 2¢eH 2 2¢eH
. 2+ € (246 2 (3.37)
r=l+eH  MmA+2e+€  m+2e+ e m m
De (3.17) se obtiene que w; evaluado en la interfaz r = 1+ eH es
_ (2 + €)e — 2meH — O(€?)
w = ;
L r=1+eH m + 2e + 62 7
luego,
2 2meH 2
@ o @tge  2meH @24, 4 (3.38)
r=l+eH M+ 2e+€2  m+2+e m

Usando la condicién de continuidad de las velocidades axiales en la interfaz (3.9); es

decir, w; = wy, se tiene

w1 + ey + O() = Wy + 2y + O(%).
r=14+eH r=14+eH

Sustituyendo (3.37) y (3.38) en la ecuacion anterior, simplificando por € y cancelando

algunos términos, se tiene que

2H
—2H +w; + O(e) = - + €ws;

despreciando los términos de orden € y despejando w;, se obtiene que

1
i =2 (1- ).
m

Ahora, se considera la continuidad de las velocidades azimutales en la interfaz,

es decir, v = vy en r = 1 4+ eH. Por consiguiente
€1 +O(?) = el +0(?)) = 01+ O(e) =y + O(e)

y despreciando los términos de orden menor o igual a € se concluye que

V1 = V.
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Asimismo, se considera la continuidad de las velocidades radiales en la interfaz; es

decir, u; = uo, asi
ety + O(?) = iy + O(€®) = Ty + O(e) = ety + O(?)

y despreciando los términos de orden menor o igual a € se concluye que u; = 0. Por
lo tanto, de la continuidad de las velocidades axiales, {‘7}% = 0 en la interfaz r =1,

se concluye que

1

wl’rzl =2H (1 N E) ’ 61|r:1 - 62‘7‘:1 y al‘r:l =0. (339)

Ahora se busca la ecuaciéon de evolucion de la interfaz. Sustituyendo us, vo,
wy y pa dados en (3.29), (3.30), (3.31) y (3.32) respectivamente, en la ecuacién de
Navier-Stokes (3.3), se tiene

n ety + O(€?)

el CLR R C(C)

2+ s + O(E)) (T, + i, + () = ~EB, — &, — 2o,

(we)y — %(62112 + 0(63»(@% + €2w2y + O(€%))

1
+R—€2V2(m2 + 62@2)

considerando que Wy no depende ni de # ni de z y sustituyendo la ecuacién (3.11),

de la presién en el estado bésico, p,_, y simplificando algunos términos resulta

n ety + O(€?)

(ws)e — (€tiz + O(e")) (W, + €y, + O(c?)) (¢*i, + O(”))

a— ey
- - 1 _ o _
+(Wy + 0y + O(%)) (g, + = O(€%)) = =& V2, — Eopn, — 2o,
§aRey €
€ Wy 1. € ~ -
— VW [ _ v -
+R€2 wy + Res iy + e’LUzyy + (a — ey)2w299 + ews_,

multiplicando y dividiendo por Re; y utilizando el hecho de que 7 = et

N €ty + O(€?)

E(U)Q)T — (6712 + 0(62))(@% —+ Engy + 0(63)) (62’@26 + 0(63))

a— €y
+(@2 + 62@2 + 0(63))(52@22 + 0(53)) = &P, — £_62]522
i € Rel wa i 1 ~ n € B + i :|

- —w — W €W
Rey Rey a— €y € Zuy (a _ ey)2 200 2:2
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Re ;
Sea \ = Tl, como Re; = Og(€), entonces A = O4(1) y ademds como m = ﬁfo; =

Os(1) se tiene que
1

a— €y

6<w2)7— — €ﬁ2w2y — 6371211)% + (63172@29 + 0(64)) + GQWQIIJQZ + 0(63) =
’LZJQy 1 €
a — ey + ery‘” + (a — ey)?

y & . _ m B B
—&oP2. — :21% — Sa€P2, + fQX [ - Wa,, + €Wy,

ahora, como m y A son de orden O(1), entonces % es de orden O(1). También se
observa que el orden mas grande es O(%), luego las expresiones con orden menor que
% son despreciables; por lo tanto,

- m .
P2, = Wy, (3.40)

De la misma manera, sustituyendo ug, va, wy y pe dados en (3.29), (3.30), (3.31) y
(3.32), respectivamente, pero en la ecuacién de Navier-Stokes (3.1), resulta
P2, = 0.

Lo anterior expresa que p, no depende de y; despejando w,,, de (3.40) en integrando

dos veces con respecto a y se tiene

A1
iy == (Emzy + C(z,0,t)y + D(zﬁw‘)) :

Utilizando la condicién de no deslizamiento en las paredes del tubo (3.8); es decir,
Wy = 0 en r = a, la cual es equivalente a wy(z,0,t) = 0 en y = 0, pues r = a — €y,

se tiene

A1
OZE<§]322‘0+C(Z,9,t)~0—l—D(z,t9,t)) = D(z,0,t) =0;

por lo tanto,

A1,
Wy = (§p22y + C’(z,Q,t)y) : (3.41)

Nuevamente, como se procedié con las ecuaciones de Navier-Stokes (3.3) y

(3.1), se tiene para la variable azimutal que
’lNJny — O,
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lo que implica integrando dos veces con respecto a y que
Uy = E(z,0,t)y + F(z,0,t).

De nuevo, usando la condicién de no deslizamiento en las paredes del tubo (3.8); en

este caso, U = 0 en r = a, equivalente a 05(z,0,t) = 0 en y = 0, se obtiene
Uy = E(2,0,t)y (3.42)

Sustituyendo las velocidades uq, vo y wy expresadas en (3.29), (3.30) y (3.31)

respectivamente, en la ecuaciéon de continuidad (3.4), y considerando ws, = 0, resulta

2~ ~

€Uy . €V,
— E’LLQy +
a— ey a— €y

+ €y, + O(€®) = 0;

como a — ey ~ a = O4(1), se observa que el mayor orden es ¢, el cual se encuentra
en el segundo y tercer término; luego, las expresiones de érdenes mayores que € se

desprecian; de modo que se tiene

_ 1
Ug, = E’UQG.

Derivando 7, dada en (3.42) con respecto a 6, se consigue la siguiente expresion para
U/2y

= _'U29 =Y,
a a

1 Ey(z,0,t
ﬂQy 9(27 3 )

asi, integrando 1wy, con respecto a y, se obtiene

Ey(z,0,t
i = 220D e 0,0y

y utilizando la condicién de no deslizamiento en las paredes del tubo uy(z,60,t) =0

en y = 0, resulta

E0(27 97 t)
2a

0= 04+ G(z,0,t) = G(z,0,t) =0,

con lo cual se concluye que

. Ey(z,0,t
iy = %y? (3.43)
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Ahora, sustituyendo (3.29), (3.30), (3.31), (3.32), (3.33), (3.34), (3.35), (3.36)

y S =1+ ¢eH en el balance de los esfuerzos normales (3.5) se tiene

1 1
(—=Py — —P2 — P2) (1 + 2eH + O(e?)) + (1+2eH) - —=(%tiy,) — (14 eH)eHy
€ & Res € Y

1 U 24 1
< B _(673%) | €Dy N €U, ) — (1+ 2¢eH)eH, <621~L22 — —(wgy + 62@%)) +
€ a—ey a—ey €

2~

~ 2~
(1+ 6H)€H96H2< €W e@zz> v 62H92< T 4 €12 ) +(1+ 2eH)62H362w22]
a— ey a—ey a-—ey

+(P, +p1 +€ep1)(1+2eH + 0(62)— {(1 +2eH) -ety,) — (1 4+ eH)eHy

§1Rey

- €Uy €y, - _ -

<€U1T -+ —) — (14 2eH)eH (etiy, + Wy, + ey, ) + (1 + eH)eHgeH,
r r

- ~ = 2
(S b ) +emg (S + 22 4 1+ 2eH)62H,§ewlz} o[, + i

r T r Rey

J[l—ﬁl—‘] 2 1+€4H2 4 7727—1/2
_ =P ey eI L

Re” | Tyeq f ]

Como en casos anteriores, en vista de que € < 1, entonces 1 + €4H22 =1+
O(€*) ~ 1. También se considera la serie de Taylor de Hﬁ alrededor de H = 0,
como 1+ e¢2H=1—-H+e'H?+ - ~1—¢eH + O(e*) y ademés w,, = 0, luego
Pyt i+ e = [T HE = S Hom Py Hom Oty B+ |
—7, — €p1 + Riel[e%lzﬂf — €'ty H, — €W, H, + €1, + €1y, |
J[1 - pC,T]

2 (€H.. —1+€H+ 0(e")) . (3.44)
€1

Por otro lado, derivando (3.17) y (3.18) con respecto a r, se tiene

_ 2mr _ m__ 2mr
w, = ———- MWy, = —— Wy = —————;
b 2+tm—1" & e a’+m—1
asi,
m
——W,, — W, = 0. (3.45)
€

Re-arreglando algunos términos, de (3.44), considerando m = g—; = 0s(1), A =

Rey _ O4(1), (3.19) y suponiendo que SC, < € < 1; observando que los términos

€
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de orden € son despreciables ante los de orden uno, y utilizando (3.45) se concluye

que
_ J
P2 =3 (H..+ Hpg+ H) . (3.46)

Considerando ahora la ecuacién de continuidad para el centro (3.4), susti-
tuyendo (3.33), (3.34) y (3.35), y como w;, = 0, se obtiene luego de hacer un andlisis

de los 6rdenes,
1, 1. -
;(T’Ul)r + ;1)19 +w, = 0. (347)

De la condicién cinematica (3.22), sustituyendo (3.29), (3.30), (3.31) y ademés
tomando en cuenta que 7 = €t, resulta

vy + O(€?)

ety + O(€®) = €H, +
a— ey

eHy + (Wy + 2y + O(€®))eH..

Considerando (3.37); es decir, W, evaluado en la interfaz r = 1+¢eH, se obtiene

después de cancelar algunos términos despreciables y simplificando

] H, ©2HH,
Gy = Hy + 2Hy+ — — . (3.48)
a m m

Si ahora se sustituyen las expresiones (3.42) y (3.43) en (3.48) se obtiene

E 0.t E(z 0t H, 2HH,
M:HTJFMHNL__ _
2a a m m

la cual puede reescribirse como una ecuacion diferencial lineal de primer orden con

funcién incognita E(z,0,t) de la siguiente manera

H, 2HH,
Ey(z,0,t) —2HyE(z,0,t) = QCL(HT 42 >
m m
Resolviendo esta ecuacion se obtiene
H, 2HH,

27
E(Z, 9’ t) — 2a€2H(2,0,t) / (HT 4+ == — )€—2H(z,9,t)d9'
0 m

m

Con esto se tiene la ecuacién de evolucién de la interfaz.
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Por otro lado, a fin de encontrar el valor del parametro C(z,0,t), el cual se
encuentra presente en las expresiones de las velocidades y las presiones, se comienza
sustituyendo (3.29), (3.31), (3.32), (3.33), (3.35) y (3.36) en el balance de los esfuerzos
tangenciales en la interfaz r = S = 1; es decir, con y = 1, y aplicando (3.20) para la

pelicula, se tiene

1y, + €0y, + €y, (3.49)

pr,
Ca’

m
2 ~ — ~
—€“mug, -+ —Wa, + €mws, +
€

+ Elr + E’lz)lr — 6’[[]19 — E’Zflz =

Utilizando la expresién (3.45) y considerando los términos de orden €? despreciables,
la ecuacién (3.49) se reduce a

AT,
Ca’

EMWa, + €Uy, + €Uy, + €Wy, — €Wy, — €Uy, =

Derivando una sola vez con respecto a y a la ecuacién (3.41) y luego evaluando
ésta en y = 1, y por otro lado considerando (3.39), es decir, 07 = g en r = S = 1,

entonces la expresion anterior se transforma en

I,
A(P2, +C(2,0,t) + 1. (1,2,0,t) +0y,(1,2,0,t) — (1, 2,0,t) = BC’ . (3.50)
eCa
Ahora, se introduce una nueva funcién escalar, ¢, dada como
N 1 . . 1
Uy = _;<902 + 806') 5 U1 = @ — Py y w1 = ;(907" + 300)' (351)

Se puede observar que (3.51) satisface la ecuacién de continuidad (3.47). En efecto,

1, . 1. . 1 1 1 1 1 1
;(TUJ)T + U tw, = P T Pl + S Por = P + P + Spor = 0.

Ademas, si se le aplica la transformada de Fourier, (1.8), a (3.51), se obtiene

/ / e @) 4o = —(a + bY@
00 J —00 T

/ / e @) 4z d = — 5, + Z—@;
—o00 J —c0 r r
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luego,

= / / e —iaz+b9) 7 qp.
a+b

Evaluando ¢ y ¢, en la interfaz r = 1, y usando la condicién (3.39), se tiene

p(r=1) = jrb/ / | _ e " dzdf = 0
a —00 J —00 =

Sr(r=1) = / / |, e ") dz dg

= / / (1 — —) He@=H5) 0 d
—i(az+b0) 1 '
= 1—— He Vdzdo=2(1— =) H.
m m

Sustituyendo (3.51) en (3.50) y evaluado en y = r = 1 se tiene

AL

)‘pQZ + )‘0(27 9; t) — Oz — Doy — Pr — P9+ Opp — P9 = —7,
eCa

por (3.28), el niimero capilar es de orden e. Ahora, supéngase que Ca = eCa donde
Ca ~ O(1). Sustituyendo esto en lo anterior y omitiendo el simbolo ~, se tiene

AL

e (3.52)

)‘ﬁ% + )‘C<Z7 07 t) — Oz — Phr — Pr — g+ Opp — Yoo =

Para mantener los efectos de Marangoni la contribucién del centro (O(e)) debe
estar balanceada con el término del balance de los esfuerzos tangenciales, esto es,
con %; asi, € ~ % y como el nimero capilar es de orden ¢, se tiene que 8 ~ €2,
lo cual es consistente con (3.52). Considerando 3 = €243, y sustituyendo esto y la

derivada con respecto a z de (3.46) en (3.52), resulta

J r.
~ (Haz - Hyg + H), +AC(2,0.8) = 22 = 902 — P = 0 + P — 000 = B((;a '
Aplicando (1.8) a la expresion anterior, se tiene
ta.J R L. ta r
A(HZZ+H99+H)+AC+CL¢+ab¢+b¢+% by — ibp = gz |
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donde el simbolo ©~ denota a la transformada de Fourier.

Despejando C, se obtiene

A iaJ — a? ab b? 1 1 ib iaBol
C=—-——(H..+H H——¢p——0p——0— =P+ ~Or + — — .
Evaluando la expresion anterior en r = 1 queda
. iaJ —— 1. 2 1\ ~ iaBl
=——(H..+ H H - ¢+~ (1—— ) H- :
¢=-—%l oot H) =3¢ +)\( m) \Ca

Ahora, sustituyendo (3.33), (3.34), (3.35) y (3.36) en la ecuacién de Navier-
Stokes (3.1), teniendo en cuanta que p no es funcién de r y despreciando los términos

de 6rdenes menores o iguales a € resulta

i, 2 1 1 i 2

~ 2~ e~ S ~ i ~ It
)\plr - V ul - T2 T2U19 - Tul'r + U’l'r'r + T2u199 + ulzz TQ U19'

Derivando la ecuacién de continuidad (3.4) con respecto a r, da

up 1 . N N N
Y + —U, + Uy, — —2019 + —V1y, + Wy, = 0.
T T r T

De aqui que, la expresiéon para Ap;, se reduce a

R 1 _ 5 1 _ 1. .
ADL, = Sl + s, — 501, — 01, — U,

y derivando lo anterior con respecto a z, se obtiene

. - - L. 1. -
)\pl'rz - ﬁulﬂez + ulzzz - ﬁv19z - ;/Ulﬂrz — Wy (353)

zrz

Por otro lado, sustituyendo (3.33), (3.34), (3.35) y (3.36) en la ecuacién de
Navier-Stokes (3.3), y considerando que w;, = 0 y sustituyendo la presién en el
estado basico para el centro (3.11), simplificando y teniendo en cuenta que A = % =
Os(1); y despreciando los términos de 6rdenes menores e iguales a €, considerando el

Laplaciano de wq, resulta

1
~ 2 ~ ~ ~ ~ ~
Ap1, = V7w, = 7L +w,, + 7 Wloo + Wi,
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Se deriva la expresion anterior con respecto a r para obtener

1

)\ﬁlz'r = _ﬁwlr + ;wlrr + wlr'rr - 7,_311}190 + ﬁwlear + /(I)lzzr' (354)

Igualando (3.53) con (3.54)

1 1 1 1 2

ﬁu199z _'_ ulzzz - ﬁ’l}le - ;U197‘z - wlsz = _ﬁwlr _'_ ;wlrr + wlr'rr - ﬁw190

+ﬁw109r + wlzzr :

Luego, sustituyendo (3.51) en lo anterior conlleva a

1 2 3 3 2 2 1 1 1
—Prrrr _2907“7“7‘ + _3(;07‘7‘ - _4901” - _QSDTZZ + —Prrzz + —Pzzzz + —Prroz + _390992,2
r r r r r r r r r
1 1 1 1 1 1 1
+ _34;0999,2 + —P0z22 + —Prrro + _3907"7’09 + _3<;Dr999 + —Prbzz + _QQOTQZ
T T T T T T T
3 2 3 3 3 3

— P02z — —5Pr0 — —Pre0 — — P00 + —Pro — — 0o = 0.
’]”2 zZ ’]”2 Tr ’]”4 T ’]”4 ’]"3 T T4

Con la solucién de esta EDP lineal de cuarto orden se obtine la expresién para
C (z,0,t). (Buscar una solucién exacta de esta EDP queda como un problema abierto
para una futura investigacién). A futuro, para hacer un anélisis de estabilidad en la
parte numérica, se necesita tener una soluciéon de esta ecuacién, tal vez a través de
métodos numéricos, pero para el propdsito de este trabajo no es necesario hacerlo.

Para encontrar la ecuacién de evolucidén de la concentracién del surfactante

insoluble para el modelo de este trabajo, primero se reescribe la ecuacién (3.10) de
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la siguiente manera

o 11 ! F(l ! (s°r. -
PeS\/1+(S,)2+(59)2 0z S\/l+(5’)2+(59)2

S 5
, o (1 1 ,
S Serz))) "o (§ \/1 + (872 + (52)° fors
S
r
(S/FG — S@Fz))> + % T (S/)Q N (%)2)2 [%860[1 + (S/)Q]

1 2
+5 88+ )~ L+ (8] - 557 - 25595'(5')9]

(= Su+ Spv + SS'w) = 0. (3.55)

Luego, se sustituyen las ecuaciones (3.29), (3.30) y (3.31) en (3.55), usando el
hecho de que S(z,0,t) =1+ eH(z,0,t). De esta manera, se tiene

EHt

1+ eH2 + (11%?{)2 [

r, —

eH, T, +

€H9 ] 1 1

—1"9 +
1+eH)? 1+eH Ho \2
(1+eH) 1+ e + (2)
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[a ( 1 r ((1+6H)26HZ[62?12+O(63)] -

0z 1+6H\/1+€2H3+(1ﬁ‘}1)2

(1+ eH)eHpe H, [eDs + O(e2)] + ((1 FeH) + emg) [@s + 2z + 0(63)])>

0 ( ! : (6H9[€2112 + O] +

+_
89 1—|—€H \/1+€2HZ2+ (1if£9}1)2

(14 eH)[e2H? + 1][ety + O(e*)] — eHye H, [y + €10y + 0(63)])>]

11 1 2 1 1
P€1+€H\/1+62H3+(6H9)2 0z 1+6H\/1+62HZ2+(5H9)2

1+eH 14+eH
0 1 1
(1 +€eH)’T, — eHy (eH.Ty — eH,T,)) ) + =
00 1—|—6H eH 2
\/1 + € H? + (1+ei])
1 r
(Fe + EHZ (EHZFQ - EHQFZ))) + 2 9
(L+€H) (1+em2 + (1))
Hog[1l + € H? H.. (14 eH)*+ Hy) — 1+ H?] —
g HmlL+ CH e (L ) o @ H) — [+ @ H)
2
T H62H92 —2(1+ EH)EH@€HZ€HQZ:| < — (1 + eH)[e%ly + O(e*)] +
€

eHylets + O(e2)] + (1 + eH)eH. [ + s + 0(63)]) ~0.

Considerando la serie de MacClaurin de a +2H)2 NG +61H)2 hasta el orden ¢, se

1—2eH +---. Asi,

el término (1112%)2 es aproximadamente igual a 2 Hj(1 — 2¢H) = *H} — 2¢H Hj.
1 _ 27072 _ 2772

T+ H2 2 HZ 28 HHZ L —€eH; — e Hy +

2¢3HH; + -+ ylade L =1-1cH? — 1eH} + ¢ HH} + -+ - . Susti-
Jreenz ()

tuyendo esto en lo anterior conlleva a,

tiene, respectivamente, que ——= =1 —€eH +--- y

1 _
1+eH (1+eH)2 —

Por otra parte, la serie de MacClaurin de
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[, — eH(1—H? —EH)+ 0(e)) [EHZFZ + eHy(1 — 2eH + 0(62))F9:| +

1 1
(1 —eH +O(*))(1 — 562[{3 - §€2H92 + O(€%))

o :
&<(1 — el + O(€%))

(1 - 2H§

EH; + O(€%)) ((1 +2e¢H + € H?)eH, [*ty + O(€%)]

1
2

—(1+ EH)EQH H_[eDy + O(e*)] + <1 +2eH + & H? + €2H92> [y + ey
0

+O(e3)])) 50 ((1 —eH + O())I(1 — %EQHZQ — %62H92 + O(€%))
(eHg[ezﬂg +O()] + (1 + eH)[2H? + 1][ety + O(*)] — € HyH, [y + €1y

+o<e3>])) §<

(1—eH +O(2))(1 — 162]:12 - 1eQHg +O(€%))((1+ 2¢H + €H?)L,

1 1
- 562[{3 — 562H3 +O(*))

1 1
—H? — —Hp

—?HyH, Ty + 62H3F3)> + 3((1 —eH + O(*))(1 — € 12— 3

+O0(e*))(Ty + eH,(eH.Tg — eHoT,)) | + (1 — 2eH + O(e*))T(1 — 26> H?

—262Hj + O(e%)) {(1 —eH + O(6?))eHgg[1 + € H?] + (1 — eH + O(e?))
€H..(1+2eH + H” + €Hy) — 1+ €HZ| = 2(1 — eH + O(€°) ) Hy
—2(1+ EH)EngHzeHQZ] ( — (14 eH)[e%ty + O(€*)] + eHy[eDy + O(e?)] +
(1+ eH)eH, [wy + by + 0(63)]) = 0.
Debido a que € < 1, las expresiones 1 -2 H2 —e2 Hi+O(€*), 1—3€* H2— 3> H7 +O(?)
vy 1—2e2H? —2e?H} 4+ O(€?) son de orden uno, porque los términos e2H? y € Hj son
de O(é?), asi 1 —2H? — 2 H} + O(*) = 1+ O(*) ~ 1, 1 - 12H? — 12 H} + O(€%) =
1+0(e?) ~ 1y 1-2e2H2 -2 Hi +0(€*) = 1+0(e?) ~ 1. Con esto en consideracion,

se tiene que la ecuacion anterior queda
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I, — ¢H, [HZFZ + Hylg — QEHHQFQ)] +(1—eH)

0 _
Ep ((1 — eH)I'fw, + O(ﬁ)]))

—l—% ((1 — eH)T'[ety + O(€%)] + 0(62)) — %(1 —€H) [% <(1 —€H)
(T, + O(e))) + % <(1 —eH)(Ty + 0(62)) + (1 —2¢H)T

[eHgg +eH.. + 0(8)] (eﬁzwg + 0(8)) —0.

Despreciando los términos de orden mayor o igual que ¢, da

0

L+ =
t+6z

1
o] [ -
[w2 Pe + Lo 0

Sustituyendo la velocidad bésica w, evaluada en la interfaz r = S = 1+ €H, la

ecuacion anterior se transforma en

v (] L ]

Ahora, se supone que Pe ~ O(1/¢); asi Pe = %, donde Pe = O(1). Sustituyendo el
nimero de Peclet, omitiendo el simbolo ™y ademas, reescribiendo el segundo término

en esta ultima ecuacién y aplicando (3.26), se obtiene

2 2
( +€)€FZ——€(HI‘)Z— €

| —
et m Pe

[Fzz + F99:| = 0.

Por lo tanto, la ecuacién de evolucion de la concentracién de surfactantes es

2

m

2 1
I, — Z(HT), — — [PZZ + Fgg} — 0.
m

T,
+ Pe
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CONCLUSIONES

En este trabajo se abord¢ el problema de derivar un modelo matemético para
la resolucion de un flujo centro-anular confinado en tuberias horizontales con surfac-
tantes insolubles distribuidos uniformemente en la interfaz entre los dos fluidos con
densidades distintas. A partir de las ecuaciones de Navier-Stokes en tubos cilindricos,
el problema para dos fluidos no axisimétricos se formulé de modo general y para las
perturbaciones interfaciales no axisimétricas arbitrarias de orden €, donde € es el
grosor de la pelicula. Los surfactantes insolubles estan presentes en la interfaz afi-
lada que separa las dos fases, y el flujo es impulsado por un gradiente de presién
axial constante que produce un estado no perturbado de un ntcleo perfectamente
cilindrico lubricado por un anillo de espesor uniforme. En el estado base, la con-
centracién uniforme de surfactante, implico una tension superficial uniforme y esto
resulté en un flujo continuo de Poiseuille por partes.

También se introdujo un pequeno parametro, €, que es igual a la relaciéon entre
el grosor del anillo no perturbado y el radio del nticleo no perturbado. Se utilizaron
las expansiones asintéticas para derivar un sistema de ecuaciones diferenciales par-
ciales no lineales acopladas que, en términos escalados, representan la evolucion de
la amplitud interfacial que separa los fluidos del nucleo y la pelicula, y la evolucién

de la concentracion de surfactantes interfacial.
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tribucién de surfactantes insolubles se considera la ecuacién de transporte. Usando
expansiones asintéticas, se deriva un sistema de dos ecuaciones integro-diferenciales

no lineales acopladas.
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