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RESUMEN

L os problemas estudiados estan relacionados con las nociones de espacios con conexion afin H - equivalentes y de espacios
proyectivos. Se aplicaran los resultados obtenidos ala sol ucién de un sistemano holondmico con ciertas caracteristicas, tratado como
un sistema holonémico desconocido y se plantearan | as ecuaciones de campo de Einstein en un espacio distinto al Riemanniano.

PaLABRAS cLAVES: H - equivalentes, holondmico, pro-yectivos.
ABSTRACT

The problems studied here are related with the notions of H - equivalent spaces of affine connection and projective spaces. We
will apply the results presented in this work to solve a hon holonomic system with certain characteristics, treated as an unknown
holonomic system and wewill state Einstein’sfield equationsin aspace different from the Riemannian space.

KEey worbs: H - equivalent, holonomic, projective.

INTRODUCCION

dfeL) oL _( B }/,- .

Finalizando el siglo pasado, en € trabajo de Hertz a ﬁ _§ - gfj ANV
(1894), aparece por primeravez enlaMecanicaClésicael
concepto de “Enlace no Holonémico o no Integrable”, e
cual genera posteriormente una nueva ramade éstay que
hoy dia se denomina: Mecanica de los Sistemas No
Holondmicos o sencillamente Mecénica No Holondmica
(MNH).

1
dondeL = —g(v,v), B, sonlas componentes del
2

tensor de Chapliguin que cumple:

El nacimiento de la (MNH) tuvo lugar cuando €l for- B'+B =0
malismo de Euler - Lagrange fueineficaz paradescribir el kn nk !
comportamiento de problemas sencillos, como el proble-

madel deslizamiento sinfriccion deun cuerporigidoenel seexigeentonces, construir [afuncion 8 (factor genertriz)

plano.
Chapliguin (1948) fue uno de los primeros investiga- w=0v, 0C” (M )
dores de los Sistemas No Holondmicos que traté de des- dt = &ds

cribir el comportamiento de éstos como Sistemas

Holondmicos (sin enlaces); observo queenladescripcion  detal maneraque:
delosfendmenos en lanaturaleza, el tiempo juegaun pa-

pel fundamental y planted el siguiente problema:

“Sean dadas |as ecuaciones diferenciales de segundo
orden (Ecuacionesde Chapliguin):

donde L = ;ng(a),a))

Recibido: Diciembre 1998. Aprobado: Octubre del 2000.
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Cabe hacer notar que este problema fue resuelto por
Chapliguin parael caso en queladimension del espacio es
N = 2, sefialando la posibilidad de su generalizacién para
N > 2. Martinez (1991) logra esto con laintroduccion de
los Espacios H - equivalentes en su tesis doctoral.

Se propone entonces en este trabajo, plantear las
ecuaciones de campo de Einstein de |la teoria de la
relatividad, en un espacio distinto al Riemanniano como
unaaplicacién delosespaciosH - equivalentesy estudiar
el Problema de Chapliguin para el caso en que Bfn sea
simétrico.

Se designaran por medio de:

M;C (M) x (M);A(M);z (M);T(M)YT, (M)
alavariedad diferenciable con coordenadas locales en el

puntoX e M : {Xl,X2,...,XN}aIanillodetodaslas

funciones infinitamente diferenciablesen M; a dgebrade
Lie generada por todos los campos vectoriales C” sobre
M; al agebra de Grassman de todas las formas diferen-
ciablesexteriormente sobre M; a dgebradetodos|oscam-
postensoriales sobre M; al espacio tangente aM con base

WM, B M W ma\l\ﬁsp??io cotangente a M con base:
WL B AW, O EVTED,

x| {o]

Laaplicacion,
Vig(M)xx(M)—> x(M)
u,Vv)-> VUV,

gquees C” (M ) —lineal respecto aU;
aVy paralacua secumplelaigualdad

—lineal respecto

(1.1)

para toda f [IC*® (M ), se define como Derivada
Covariante.

Laformabilinea, I : x (M ) — X (M), tal que
TU,V)=V,V-UV
[;,0,) =T} (p)d,-0;0

(1.2)
jl pEMl
se define como conexion afin. Las funciones

I;'(p) eC”(M) sonlascomponentesde T
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De (1.2), evidentemente se deduce que entre I' y [
existe una relacion biunivoca, por lo tanto, se puede de
ahora en adelante llamar a 0 como unaconexion afin. La
pargjaA, = (M, [J) sellamaraEspacio Conexion Afin.

Seay laaplicacion:
y:[a,b] > M

7 (ab)>T(M), abew.

y sea tal que

(13) 7 () =V (),

paratodot [I &, b] . Entonces, V setraslada paral elamente
alolargodey, s

V =0,
7(t)

esto permite definir las Geodésicas del espacio con co-
nexion afin A = (M, D} por las ecuaciones:

.k _ K
(1.4) X =V

VyV = (VK4 TE () x" x™ 8, =0.

Laaplicacion, [UV]: C°(M) - C*(M),U;VRI( M),
definidapor:

(1.5) [U,V]f =U (V) =V(f),

define el Corchetede Lie. De (1.5) se deduce que:

(16 [U,V]=—V,U]

larelacion (1.6) es conocidacomo Laidentidad de Jacobi.

En el estudio delageometriadel espacio A, loscam-
posvectorialesde Torsion Sy CurvaturaK, juegan un pa-
pel fundamental. Estos se definen respectivamente por:

(L7 S(U,V) =VyV -VyU -[U,V]

KU VW =[Vy, Yy JW =V W,
paratodo U,V ,W € y(M).

(1.8)

Envistadeque A, =(M,J) no esun espacio métri-
o, entonces se introduce una métrica formal g, con €
objeto de subir y bajar indices en los componentes
tensoriales de un tensor dado, y tal que:
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gU,V)=g(V,U), fer(M)
9(6;9;) = g;; (X) eC”(M)
det(g; (x)) =|g/ # 0,

(1.9)

evidentemente, en laestructurageométricaresultante: pu =
(M, O), setiene en general, que la conexiéon O no es
concordante con lamétricag; es decir:

(Vy9)(V.W) =0,

paratodo U,V,\W, OX(M ), Esto, desde € punto devista
fisico, no es deseable seglin Shulin (1983). Martinez y
Ramirez (1989), construyen, en basead , unanueva co-

nexion O tal queenlaestructura 1 =(M,V,g) setenga,

(Vug)(V,W) =0,
esdecir, que y seaconcordantecong (v esuna"bue-
naconexion").

DEFINICIONESY RESULTADOS
PRELIMINARES

En lapresente secci6n se dardn algunas definicionesy
resultados preliminares basicos parael objetivo deestetra-
bajo. Todo versara sobre las estructuras H - equival entes.

Definicion 1. Sean u=(M,V,9)y = (M,V, g) defi-
nidas respectivamente por:

21 (LAY W)=AUVW)e C*(M)
SU,V)=V,V-vyU -[U,V]

22) (Vug)(V.W)=0
7 S(U,V)=VuV-WU -[U,V], UV,WeyM),

sediceque u esH - eguivalente a 4, S existe una
aplicacion
H:xy(M)xz(M) > x(M),
tal que:
(2.3)

VuV =V V+HU,V).
De inmediato se tienen las siguientes caracterizacio-

nes, las cuales estan demostradas en la tesis doctoral de
Martinez, (1991).

Lemal Sean x4 y u H -equivalentesy definidas por
(2.2) y (2.2) respectivamente, entonces:
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(24) g(HU,V)W)+g(V,HU,V)) = AU,V,W)

@25 SUV)=SUV)+HV,U)-HU.V)

(2.6) KU V)W = KU V)W +VyW — (Vy H)V, W) +
+H(S(V,U),W).

Como consecuencias de este |lema se tienen:
Consecuencia 1. S A(U,V,W) =0, entonces de (2.4) se
tiene como componentes para H:

HE =r(5"Q; - 9"g;Q,),
donde:
=Q(0;)eAM), Q=
=970, y rec” ().

Consecuencia 2. S §U,V) = 0, entonces de (2.5) se
tiene como componente para H:

(2.7) Hlf =le|5f +b291'5ié +b39ijQé +Bij?'
donde Bif son los componentes de un tensor simétrico

arbitrario B; (b, —b,) = r son C* (M).

Consecuencia 3. S secumple (2.7) con Bif =0, enton-
ces de (2.6) se deduce:

(2.8) Kifk zKi[jk +by(pj - pij)5|f +b2(pjk5If -
- pik5f) +b3(Gik Pjn — 9k Pn)g™
donde
29) P = ViQ; + (b —b)Q;.

Demostracién:
El supuesto cumplimiento de (2.7), implicaque:

(2.10) S(U,V)=H(U,V)-H(V,U),

y (2.6) enloscamposbase: U =0;, V=0;, W=0;,
Seexpresa:

donde
Kij = K(01,0))0k ¥ (ViH{)d, = (Vo H)(@:.0).

Ahora, usando la relacion (2.7) con Bif =0, resulta:
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+b2((viQk)5i{/ —(ViQk)5f)+
+03((V 91 Q") ~ (VigQ") + SiiH .

sustituyendo los campos baseen (2.10) y 1o queresultaen
larelacién anterior, se obtiene:

Kifk =Ki(jk +by(pji - pij)+b2(pjk5i“ - pikéf)+
+b3(9ik Pjn — 9k Pin) 9™ +{by (b, - b,)(Q;6" -
—Qi5?)5lf9n +b, (b _bz)[(Qié‘f __Qj5i[)Qk +
(967 — 578 ++bg (b ~b,) (93 —
_giij)Q[ +(Q;5 ~Qi0") g Q' 1}
después de ciertas manipulaciones, selogra que laexpre-

sion encerradaentre llaves, esnula. Se concluyeasi lare-
lacion (2.8).

Teoremal. Sea [ una estructura que cumple con larela-
cion (2.1), entonces existe una estructura p, que es H-
equivalente con .

Observacion 1: En base al Teorema 1, se puede afirmar
que €l hecho de que una conexién no sea concordante con
lameétrica, no representamayores dificultades; puessiem-
pre se puede definir una"buenaconexion”, paralacual se
cumple (2.2).

Definicion 2. Lasestructuras u, x4 y i definidas por:

R1)[(Vyg)(V,W) =20U)g(V,W),
SU,V)=0

Qe x(M)

{(Vu 9)V.W)=0

(212 SUV)=HU V)=HV,U);

(2.13) {(?“ 9.W) =0
SUV)=HU,V)-HV,U);

son conocidas como las estructuras de Weyl, deLyray de
Riemann, respectivamente.

Observacion 2: Si enlarelacion (2.1) sehace
AUV, W) =2QU)g(V,W),SU,V)=0

yenlarelacion (2.2)

S(U V) =r(QU)N -QV)U,
entonces por (2.4) y (2.5) del Lema 1, se deduce que:
HU,V)=QU)V;

y asi las estructuras de Weyl y de Lyra son H-equivalen-
tes. Analogamente, las estructuras de Lyra y de Riemann
también son H-equival entes.

Observacién 3: LaConsecuencia3, en realidad establece
larelacion existente entre las componentes de |as curva-
turas de Weyl y de Lyra.

Esta Ultimaobservacién, produce un resultado similar
paralas estructuras de Lyra 'y de Riemann.
Consecuencia 4. Si se cumple (2.7) con Bif =0, enton-

ces para los campos de curvatura de las estructuras de
Lyray de Riemann, setienelarelacién tensoria:

Kiﬁk =Kk +1(Pkd| = Pk; + i Pje — 9k Pi),

donde pj, = pjng""

Lapruebade estaconsecuenciaselograutilizando las
relacion (2.8) considerando losvalores:

b=0 by=r y by=-r.
ESPACIOSPROYECTIVOSH-EQUIVALENTES

En esta seccion se definen los espacios proyectivos
H-equivalentes, se enuncian agunas propiedadesimpor-
tantes que serviran de base paralograr unaviaparatrans-
formar un sistema no holondémico en un sistema
holondémico, para el caso en que el tensor de Chapliguin
sea simétrico.

Es conocido que un sistemamecénico sedefine por la
tripleta:

Gl u= [M L 9() = | L(x xtydt; 6 = deXk}

/4

donde M como variedad diferenciable, representa el es-
pacio defase con "N" grados de libertad; ¢ esunfuncio-

naly 8 e A(M). Si este sistemamecanico se describe por
laecuacion Lagrangiana:

(32) diaoL) o _q
dt| .° OX
oX
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entoncessediceque esun sistemaholondémico, y cuando
el lado derecho de (3.2) esno nulo, entonces el sistemase
denominano holonémico. Asi se puede enunciar el siguien-
te

Lema 2. Sea 1 un sistema mecanico definido por (3.1)
donde

F. =0, k=1,

1 . :
=29V.V), x=V=Vio;, F=

B

dt
Demostracién: El tensor "L" se puede expresar local-
mente por:

oL
ox

oL

juk =g(VyV,U), Ueg(M).
oxX

1 i n
LzagjnVJV y

luego,
(34) oL
vk
y de agqui se obtiene,

= gnkVn'

35)

Por otro lado.
oL 1 i
3 :Eak(gjn)v v,
se concluyede (3.4) y (3.5) que:

donde T3 == 9", () +0n(91) + 0 (gjn)} es 1a

conexion afin delavariedad M.

Comparando ahora la relacion (1.4), con larelacién
(3.6), se deduce larelacion (3.3).

Observacion 4: Larelacion (3.3) es muy importante, ya
gue si laexpresamos como:

(3.7 d
g(VwV,U) = { (

y teniendo en cuenta la relacion (2.2), se obtienen las
ecuaciones.

oL
VA

oL
ax

=m OL
~Sin——
ox™
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d( L) oL m oL ,
= Sin —V +g,HLVVT 4
dt(av j oxX ox™ 9z
(3.8) + AV, =F,,

dondey esun parametro arbitrario. Larelacion (3.8), des-
cribe cualquier sistemamecanico.

Observacién 5: El comportamiento del sistemamecanico
definido en el Lema 2, se puede interpretar como el com-
portamiento de una particula que se mueve por las
geodesicas del espacio A = (M, O); lo cual eslo mismo

decir que el sistema L es dindmico equivalente con g,
descrito por larelacion (3.8).

Lema3. Sean y u, lasestructurasde Weyl y deLyra
respectivamente. Entonces:

(i)

M se puede representar como un sistemamecanico
no holonémicosi | #-Q_ V™.

(i)

4, Sepuede representar como un sistema mecani-
co holonémicosi A =0.

Demostracion: Delarelacion (2.2) y la Observacion 2,
sededuce que
gkmﬂ =0y Hr”hn =Qm5rfiv

sustituyendo esto en larelacion (3.8) resulta:

puesA #—Q V™ Esto prueba entonces, que larelacion
(2.20) esequiva enteaun s stemamecani co no holonémico.

d

(5L
ovK

dt

oL

P I QO VNV ™+ 2V, =0,
X

Por otro lado, delarelacion (2.12) y la Consecuencia
1, setiene

Sk =1(Q 8" -Q,6M)
Hrz"ln = r(Qnérﬁfl_gsggans)!

sustituyendo estasrelaciones en (3.8), con A = 0, se dedu-

ce después de ciertas manipul aciones que:
d ( oL j oL _
dtlovk) oxk

Esto prueba entonces, que larelacion (2.12) es equi-
valente aun sistemamecanico holonémico.
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Definicion 3. LasestructurasH-equivalentes 1 y u 'y
sellaman proyectivas, s lasecuacionesde lasgeodésicas

de los espacios Ay =(M,V) y An =(M,V), tienen
|as mismas soluciones; es decir,

VOV =4V y VW = 4,1V,

donde & campo V cumple con la relacion (1.3).
Lema 4. Las estructuras de Weyl y de Lyra, son
proyectivas, s y solo si:
(3.9)
HU,V)+HV,U)=a(QU)V+Q\)U)

donde “a” esun parametro arbitrario.

Demostracion: Si las estructuras definidas por (2.11) y
(2.12) son proyectivas, entonces

VNV =40V y VW= 4,0V,

sesiguedel Lema2y laObservacion 4 que:

_(dfoL ) oL am AL ,n} ik

g(zi(t)v,U)-[ ) - Ju
_[df oL _ 0Lk
ooV, = o - 25 o~

ahora, por el Lema 3, se deduce:

) =aQ(V) y 4(t)=0, aeR.

Asi que

VyV =0y VW =aQ(V).
Como

HV,V)=VwW-V,V,
entonces se concl uye,

H(V.V) =aQ(V)V,
y de aquii,

H(U,V)+H(V,U)=a@QU)V +QV)U)

Reciprocamente, si H cumplecon (3.9) y si L1, = ,(1)V,
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entonces

() = A4(t) +aQ(V)
yasl 4 y u sonproyectivas.

RESULTADOS

|. Se considera un sistema mecanico no holonémico
M, €l cual se describe por las ecuaciones:

d(aLj oL ¢ w iy
|- = (g, BV IV,
k k fj Pkn
1) dtlov) ox
donde
Bl ~ B =0
L=2g(V.V)
—29 y il

entonces setiene el siguiente;

Teorema 2. Lasecuacionesdefinidaspor (4.1) sepue-
den expresar de la forma
j'_ oL _
oxX

d( oL
ds| owk

donde L=%®Zg(\N.W); W=0V, dt=0ds s y

Oy

(4.2)

solo s
¢ 1 [onor | pn o
94.3)
0 =0,ex ijB”dxf
OHIN+! T
(4.9

En base d Lema 3, se deduce que &l Teorema 2, se puede
plantear delasiguiente manera:

Teorema 3. Sean 1 y u estructurasparalascuales se
cumplen

(Vyo)(v,W)=20(n®)g(v
SUW)=0
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(Vug)(V,.W) =0

S(V,W) = B(W,V)-B(V,W)
seexigedeterminar lafuncion ®: M — R, detal mane-
ra gue estas estructuras sean proyectivas.

Observacién 6: Lasestructuras iy u, definidasen el
Teorema 3 son respectivamente |as estructuras de Weyl y
ladeLyra. Enefecto,s QQU)=U(In®), entonces p es
la estructura de Weyl. Si se usan larelacion (2.3) y la
Consecuencia 2, entonces

Sk = H jc—Hig = By ~ By =(0, ~b,)(Q6, ~0,5)),

gueeslatorsiéon de Lyra

Demostracion del Teorema 3: Puesto quelas estructuras

4 Y u, Sonproyectivas, entonces por el Lema4 setie-
ne:

¢ 1 ¢ ¢
(4.5) Bik =§(Qi5k +Qk51‘)

haciendo lacontraccion k = ¢ 'y sumando, resulta:

N+1 O - N+1

2
sustituyendo (4.6) en (4.5), se concluye larelacion (4.3).
Por otro lado, resolviendo (4.6), se concluye larelacion
(4.4).

(4.6) B, = 8,(In\),

Reciprocamente, si secumplenlasrelaciones(4.3) y (4.4),
entonces de (4.4) se deduce (4.6) y que al sustituirlaen la
(4.3) se obtiene:

1 / / /
Bk =E(915£+Qk5f)= Hy
como Bfk es simétrico, entonces
HW,V)+H(V,W)=QW)V +QV)W,

yasl 4 yu sonproyectivas.

Ejemplo Un cuerpo con dos ruedas se mueve en una su-
perficie plana. Como es conocido, las ecuaciones de mo-
vimiento paraeste sistema, se describe por las ecuaciones
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donde

c
2b?

m

’922:?b+

1 L] L]
L:E(911X2+ 922 ¥*)-U, gy =m+
+8T:3’ m+my +2m;, mg,mm;, /,byc

son ciertos pardmetros rel acionados con €l sistema.
Deacuerdo con larelacion (4.1), paraN = 2, seobtienen:

djoL| oL 10
dt{ .J aX—gllBIZXy
oX
d|oL | oL .
dtl e _EZQZZBélyX!
oy
donde x=x' y y=x2
De aqui se deduce,
My! 1 My!
BL = My gy - T
F2gub T T gp(20)?
sustituyendo las designacionesparag,, y 9,, resulta
Bl, = B},

asi las condiciones del Teorema 2 secumpleny

o 2

I1. Las ecuaciones

(4.7)

my!
30,P

Kij =29, i,j=LN,

donde IZi i esel tensor deRicci, €sunaconstan-

teuniversal y K = K;;g" , representan las ecuaciones de

campo de Einstein en presenciade materia, las cuales, como
esconaocido, fueron planteadas en un espacio Riemanniano
de dimension N=4. Soluciones de esta ecuacion han dado
origen a diversas teorias cosmolégicas y han generado
especulaciones sobrelaexpansiéon del universo.

Se pretende ahora, plantear estas ecuaciones en un es-
pacio distinto a Riemanniano, pero H-equivalente con €l
como lo es €l espacio de Lyra. En efecto: Usando la Con-

secuencia4 con Pjj = g;, resulta

(4.8)
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haciendo lacontraccion ¢ = j, y sumando, setiene,

(4.9) Kik = {EﬂL 2r(N —1)}9”( = pYix

gue son precisamente las ecuacionesde campo de Einstein
enun espacio deLyra, donde p=p+2r(N-1).

CONCLUSIONES

El estudio delos espacios proyectivos H-equiva
lentes, permite establ ecer |as siguientes conclusiones:

1. Relacionar sistemas mecanicos a través de la equi-
valenciadelas ecuacioneslagrangianas quelosdefinen, es
decir, las ecuaciones de |as geodésicas de estos espacios
tienen lasmismas soluciones.

2. Proporcionan un modelo matemético que permite
plantear y resolver ciertos problemas de la mecanica
lagrangianacomo €l que seplantedy resolvié enlosresul -
tados de este trabajo.
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3. En el segundo resultado del trabajo solo se plantea-
ron las ecuaciones de campo de Einstein en un espacio de
Lyra. Laposible solucion de estas ecuacionesen el citado
espacio sedesconocey esobjeto deinvestigacion en estos
momentos.
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