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PROPIEDADES DE ESTABILIDAD DE SOLUCIONES DE EQUILIBRIO
DE UN SISTEMA DEPREDADOR-PRESA
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RESUMEN:.

Este trabajo tiene que ver con las propiedades de estabilidad de las soluciones estacionarias constantes o

soluciones de equilibrio de un sistema de reaccion y difusién sujeto a condiciones de frontera de Neumann. Seguimos la teoria
dada en Casten y Holland (1977) y la aplicamos a un modelo depredador-presa con difusion propuestas en Cavani (990);
Cavani y Farkas (1994a) Cavanu y Farkas (1994b) a una solucién de equilibrio dada de coordenadas positivas. El resultado de
estabilidad se obtiene para coeficientes de difusion positivos e iguales.

PaLaBrAs cLAves: Difusion, Estabilidad, Modelo depredador-presa.

ABSTRACT: This study deals with stability properties in constant stationary solutions, or equilibrium solutions, in a
reaction-diffusion system subject to Neumann boundary conditions. We follow the theory presented in Caste y Cavani (1977)
and apply it to a diffusion predator-prey model proposed in Cavani 1990); Cavani and Farkas (1994a); Cavani and Farkas
(1994b) that has a given equilibrium solution of positive coordinates. Stability is obtained for positive and equal diffusion

coefficients.
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INTRODUCCION

En este trabajo estamos interesados en estudiar y apli-
car las propiedades de estabilidad de las soluciones de
equilibrio del sistema de reaccion y difusion:

ou

Zi-DAu + f
2t Au; + . (u) i—12K K w
U, (0,x) = ;(x)

donde u:[0+0)xR—>®*, RcR, f R —R con con-

diciones de frontera de Neumann

au, _
(a?j(t’ x) =0,

x < 0R (lafronterade R), 0<t<oo y resunvectoren
direccionnomaladR .

ou
— =DAu+ f(u
= O

(1.2)

(1.3)

Consideraremos la expresion (1.3) como una ecuacion en
un espacio de Banach dado por

X =TTX,
donde x,=clo,1] y lanormaen esta dada por
Iol= o)

Para cada i el operador B.=d, A u_definido en el dominio
D(B,) c X, dado por

D(B)={u, C,0.1]t c*[0,1]:Bu, eC,[0.1]}

Recibido: Julio 1999. Aprobado:
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Es conocido que bajo estas condiciones el problema
(1.1)-(1.2) posee soluciones blandas, las cuales son de
hecho soluciones clasicas del problema. De modo que las
formulaciones débiles, blandas y clasicas coinciden cuan-
do existen (Smith, 1995).

Nos ocuparemos de la estabilidad de las soluciones de
equilibrio de (1.3) en los casos:

a) Coeficientes de difusidn positivos e iguales, es
decir; D,>0y D=D, paratodo i =1,2...k.

b) Coeficientes de difusion positivos y desiguales,
estoes; D,>0y D, = D]., i,j=1,2,...k

A lo largo de todo el trabajo se supondra que las fun-
ciones f,eC*Q) paratodo i=1.2,..k, donde QeRx,

y ademas que f (0) =0, asi la solucién cero es una solu-
cién de equilibrio del sistema.

Fisicamente, la difusion es usualmente considerada
como un efecto suavizador; por lo que podriamos esperar
que las propiedades de la estabilidad de la solucion cero
de (1.3) fuesen las mismas propiedades de estabilidad de
la solucidn cero de la correspondiente ecuacion sin difu-
sién

du

M (14)

f (u).
En el caso de coeficientes de difusidn iguales se de-
muestra que esto es parcialmente cierto. En este caso la
estabilidad asintética de la solucién cero de (1.4) implica la
estabilidad asintética de la solucién cero de (1.3).
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Tendremos el siguiente resultado para el caso de coefi-
cientes de difusion positivos desiguales: Consideremos el
sistema linealizado de (1.3), con condiciones iniciales y de
frontera de Neumann, dado por

a—U=DAu+Au
ot

1.5
donde A es la matriz Jacobiana de f con respecto a u
evaluada en una solucion estacionaria 3 = B (x) de (1.3), es

. of - A
decir: A=E(ﬂ)- Con condiciones iniciales y de frontera

de Neumann. Entonces la solucion cero de (1.3) es

asintoticamente estable si la solucién cero de (1.5) es
asintéticamente estable.

Para esto seguimos el articulo de Casten-Holland,
SIAM (1977), tratando de dar una exposicién clara com-
pletando todos los detalles.

Aplicamos este resultado al siguiente modelo depre-
dador-presa con difusién introducido por Cavani (1990) y
Cavaniy Farkas (1994a, b):

2
N_g N 1 ) A
ot ox K) g+N
P _ P _yrP L, NP
ot tPoxt 1+P B+N’

donde, N = N(t,x) y P =P(t,x representan las densidades
de las poblaciones presa y depredadora, en el tiempo t y
lugar x de =[0,A], A>0;estas ecuaciones seran consi-
deradas con condiciones de frontera de Neumann. En
Cavani y Farkas (1994b) se estudi6 este modelo y se dedu-
jo la existencia de soluciones estacionarias no constantes.
En este trabajo centramos el énfasis en la estabilidad de
las soluciones de equilibrio.

La estructura del trabajo es la siguiente: en la si-
guiente seccion tratamos el caso de coeficientes de difu-
sion positivos iguales y desiguales con condiciones de
frontera de Neumann. En la seccion posterior damos
una aplicacion.

Coeficientes de Difusion positivos
Asumiremos que D, >0, i=12K k.
Siz=2(z,2,K,z) entonces |72 =z2+z2K +z2, YSi
g es una funcién definida sobre R entonces
l9(x)]=Sup|g(x)|.
xeR

Lasolucién para el sistema lineal (1.5) puede ser escri-
ta de laforma
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2(t0) = () exp(Al) 2,
donde 2.1)
Zon =_}£0! (X)¢n (X)dX
es un k-vector paralacondiciéninicial z (0,x) = (X), es
decir, z, define el vector coeficiente de la autofuncion ¢ ,
y los ¢, son autofunciones normalizadas correspondien-
tes a los autovalores A de la ecuacion de Laplace en R,
con condiciones de frontera de Neumann.

La ecuacion (2.1) define un semigrupo dado por

donde Ta(x) = z(t, x), 22)
T@)=T,:CY >C",
CW : Espacio de funciones ¢ :9%" — % con primeras deri-

vadas continuas.

Usando las siguientes estimaciones

2] <V el (24)
#,(x)<C4, paratodox en R (25)
A p<c'ns (2.6)

y el siguiente lema podemos mostrar el Teorema A.
Lema: Sea Q unrectangulo (0,T) » (a,b), dividimos la fron-
tera 0Q en tres partes
Q" ={(t,x):t=T;
Q% ={(t;x):t=0; a<x<b}
o0 :{(t,x):OstsT; Xx=a, X

a<x<b}

b}

Sea z(t,x):Qa %, tal que zeC°[0,]] con (t,x)eQ: conside-
remos el sistema z, -az, =0 y sea
M = max{z(t, X): (t,X) eﬁ}
m= max{z(t, X): (t,x) € 6Q° L Q! u@QT}
entonces, M =m y ademas existe un nimero K >0 tal que
M < K max{z(t,x)|: (t,x) e 0Q° .
TeoremaA ﬂ | }
(i) Lasolucion cero del sistema lineal (1.5) es global
asintéticamente estable si para cada entero no negativo n
los autovalores de A = A-2 D tienen parte real negativa.
Ademas existen constantes positivas K, tal que para
cualquiert>0
' 2.7
J2(t, 0] < K exp(-abjer(0] @7)
(i) La solucion cero de (1.5) es estable si para cada
entero no negativo n los autovalores de A tienen parte
real no positiva y aquellos con parte real cero tienen divi-
sores elementales simples.

(iii) Lasolucion cero de (1.5) es inestable si para algun
n existe un autovalor de A p con parte real positiva o
parte real cero con divisor elemental no simple.
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Demostracion:

() Essuficiente verificar el estimado (2.7).

Sea f=min[D,,D, K ,D,]>0; establecemos nuestro pri-
mer resultado preliminar lexp(A,t)| < exp[QA\—znﬂ)] donde
lexp(A D) es difundida porsupexp(At)z]:|2 =1}
Consideremos la ecuacion diferencial ordinaria

X'=AXx=(-4,D+A)x=-1 Dx+ Ax,
la cual tiene solucién

X(t) =exp(—=4 ,Dt)Xx o+ }exp(—i 2D(t—s)Ax(s))ds.
0

Definamos  w(t) =exp(4,)x(t). Como es una matriz dia-
gonal se tiene que |exp(-,Dt)| < exp(-4,4)

y en consecuencia |w() < W(o)\+jw\w(s)\ds.

Usando la desigualdad de Gronwall obtenemos:

e""‘”x(t)‘ <|x e
< el

por lo tanto,  [e*

Usando el Lema tenemos que existe K>0, t >0 tal que
it.lgguz(t, x)| < K]z(0, %) (2.8)

Ahora sea N un entero positivo y y> 0 tal que
|A-2,8<-7.
Existen constantes positivas K,,e,, tal que
‘e”“‘ <K, e ™

SVACTS

Zool

luego ‘i@(x)e‘“‘zon

¢, (0K ™ WV Jar(x)]

N
<3
n=0

<CK, WV C S e
n=0

()

=K. *|a(x)| paratodot >0,

donde K.CK,VCM y M =3n"Asi tenemos que:
-0

S a.00ev2,

<Ke a(x)

29

para todo ¢
Ahora estimamos la cola de lasuma (2.1).

ZOn

\iamw%
n=N+1

< 3[40
< Velato] 2 400" !

< Crre—ytHaH iine(w’inﬁﬁ)[
n=N+1
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para alguna constante C" .
Sea C'" su valor para t=t,, t,>0. Entonces

56,0962, < Kee () (210)

n

paratodo t=0, donde k,=c’c”.Los estimados (2.9) y
(2.10) combinados nos conducen a

\i;ﬁ"(x)e""‘zm <[54, 062, +| $4,00e%2,,
-0 -0 neN+L
<Ke a(x)]|+K.e"|a(x)|
<Ke™|a(x)],

luego |z(t,x)|<Ke™ para t>t, , asi
0

|2(t, x)| < Ke™|a(x)] para t>t,,

concluyendo de esta forma que la solucion cero de (1.5) es
asintéticamente estable.

(i) Sean N,y como en la parte (i) del teorema, es decir,
N es un entero positivoy y>otal que |[A-4,8<-.
Para los autovalores con parte real cero. Usando las su-
posiciones sobre A-4 D paran=1,2,...,N, uno tiene que

existe una constante K' tal queHa(X)H <elK'y

< K’Ha(X)H <& (2.12)

S a.00e2,

El estimado (2.11) conjuntamente con el estimado (2.8)
tomando s <&/K y (2.9) nos conducen a la estabilidad de
la solucion cero.

(iii) Sea tal que un autovalor de (A- 4 D) tiene parte
real positiva o parte real cero. Entonces el problema
dx

dt
es inestable y existe un k-vector p (arbitrario) tal que la

AX

solucién (general) ;U (t) de (ch)t(z Ax

es no acotada sobre [0,+0) para cualquier escalar > 0.
consecuencia lasolucién &g, (x)U, (t)« para el sistema line-
alizado (1.4) con condicién inicial

e¢ (U, Q) u =4, (X, U, (0)=1)
no sera acotadaen [0+w)x R, Y COMO consecuencia la so-

lucién cero de (1.5) es inestable. Lo que concluye la de-
mostracion del Teorema.

En el caso de coeficientes de difusion positivos igua-
les, tenemos el siguiente corolario para el teorema A
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Corolario
Supoéngas que D, =D, >0 para i=1,2K ,k. Entonces la so-

lucion cero de (1.5) es global asintéticamente estable o
estable si los autovalores de tienen parte real negativa o
parte real no positiva y aquellos con parte real cero tienen
divisores elementales simples, respectivamente, y es ines-
table si existe un autovalor con parte real positiva o un
autovalor con parte real cero con un divisor elemental no
simple.

Demostracion:

Si D es una matriz escalar, D = D1, entonces la difu-
sion no puede desestabilizar la solucidn cero del sistema
lineal, ya que si | es un autovalor de A , entonces

#,=u~2,D; esunautovalorde A . Si <0 con 4,D,>0,

entonces ux-A,D,<0 asi el auto valor conserva su estruc-
tura algebraica. Lo que completa la demostracion.

El corolario no es correcto en el caso de coeficientes
de difusion desiguales.

TeoremaB

Si la solucion cero del problema linealizado (1.5) es
asintoticamente estable, entonces la solucion cero de (1.3)
es asintéticamente estable con condiciones de frontera de
Neumann.

Demostracion:
Tenemos que T'(t) define un semigrupo dado por

T(Ma(x) =24, (9e" 2,
donde
z,, = [, a(x)¢, (x)dx
y la solucion del sistema lineal es dada por
z(t,x) =T (t)z(0,x) =T (t)a(x)
la solucién del sistema no lineal satisface

2(t, X) =T () (X) +j(T (t—s)f(z(s,x)))ds 212

existe una constante y >0 tal que|g(2)|<(o/2K)Z cuando
donde|z < 2y, son como en la parte (i) del Teorema A.

Para [z(t,x)
0<t<T.
Entonces en [0,T] tenemos

<2, existe untiempo T tal que |4 <2y, para

J2,0] < Ke “[ar(0] + K [ g @)

<g ~o(t-s)

a(x)H+I%e 2(s, %)

Definiendo R(t) =|z(t, x)|e” tenemos
R(t) < Kle(x)| +j§ R(s)d,

aplicando la desigualdad de Gronwall se tiene

R(t) < KHa(x)Hexp{%t},

asi
R(t) < RO)K exp[%t}
luego
latt 0l <[a(0]K exp(gt}
por lo tanto

l2(t, )] < yexp(fgtj. (2.14)

Como el lado derecho es menor que 2 para cualquier
t>0, entonces (2.14) es valido para cualquier t >1. (2.14)
conduce a la conclusion deseada.

APLICACION AUN MODELO
DEPREDADOR-PRESA CON DIFUSION

El modelo viene dado por las siguientes ecuaciones:

NGO N N
ot ox’ L+N
P 0°P }/+éPP NP ’ (3.1)

donde, N= N (t, x) y P=P(¢t, x) representan las densida-
des de las poblaciones presa y depredadora, en el tiempo
t ylugar x de @=[0,A], A>0; las difusividades de Ny de
P se representan respectivamente por d, y d,>0. £ >0 es
la tasa especifica de crecimiento de la presa en ausencia de
depredacidn y sin limitaciones ambientales; en ausencia
de depredadores la poblacion presa crece logisticamente
con capacidad de carga (o constante de saturacién am-
biental) K > 0.

El efecto de interaccion entre depredador y presa se
mide por la expresion funcional

N

1+lN
B

V(N) =

en este caso el depredador se "sacia" en el proceso de
devoramiento de la presay (8 > 0; cantidad limite de con-
sumo de presa por unidad de depredador); B es considera-
da como la tasa de conversion de presa en depredadores.
La mortalidad de la poblacion depredadora en ausencia de
presa es variable y viene dada por la funcion:

2.13)
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_y+oP

s (32)

M(P):

»>0:mortalidad inicial o minima mortalidad de la pobla-
cion, &> 0: mortalidad limite o maxima mortalidad.

Ademas se asumen las siguientes condiciones de fron-
tera

ON ON
E(t,O) = E(t, N =0, 33)

oP oP
S 0= =0,

La ecuacion de reaccion asociada a (3.1) viene dada
__AP

por:
N:m(l—ﬁ)
K) B+N

=—y+5PP+ NP ,
1+P L+N

(34)

Esta ecuacion ha sido estudiada en detalle en Cavani
(1990) y en Lizanay Nifio (1997). En la frontera del cua-
drante positivo, el sistema tiene dos puntos de equilibrio:

(0,0) que siempre es inestable y (K,0) que es

asintéticamente estable si > (ﬂ{KK) e inestable si
K
y < .
(B+K)

Los otros puntos de equilibrio son soluciones
U =N, p delsistemano lineal

1)

K) B+N

_7+(ﬂ°+ p
1+P  g+N

Es decir, los puntos de equilibrio son puntos de intersec-
cién de la parabola

P= Hl(N):=ﬁ(K—N)(ﬁ+ N)

y la hipérbola
p= HZ(N):: (ﬁ_y)N _ﬁ}/
(6-PIN+05y
Queda claramente establecido en Lizanay Nifio (1997) las

condiciones bajo las cuales ocurre uno, dos o tres solu-
ciones de equilibrio.

Se asegura en Cavani (1990) que las siguientes hipéte-
sis sobre los parametros

y<pss, (35)

Y
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B<K, (3.6)
A
TS heK 37

son razonables y naturales para que el sistema posea un
punto de equilibrio de coordenadas positivas.

Denotando por (N,P) auno de los puntos de equilibrio
con coordenadas positivas, éstas satisfacen la identidad

P=H,(N)=H,(N).

—

K-8
2
Figura 3.1. Isoclina cero de la presa P=H (N), e isoclina cero del

depredador P=H,(N) bajo las hipdtesis (3.5)-(3.6). Aqui hay solo
un punto de equilibrio.

La linealizacion del sistema (3.1) en el puntoy tomala
forma
N _pov

o o~ (3.8)

+ AV

oF (@)
o

donde Vv =col(V,,V,)=(N-N,P-P) y A=

viene dada por la expresion

6{1—2E)_ ﬂzp 2 - A
A= K) (B+N) (B+N)
PP _}/+26P+6P2+ M
(B+N) @+pPy (B+N)

Para el sistema linealizado mantenemos las condiciones de
frontera

v Y
50’0) :50,9») =0. (39

Utilizando las notaciones

n=elKB, 6,=pNIB+N), 6,=K-p-2N,

0,=(K-N)I(B+N), 0,=(5-BN+p5f I(5-7),
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puede comprobarse facilmente que

n6.6,

_91
{nﬂ ‘0,

- 770394

Lasolucion del problema de frontera (3.8) y (3.9) es:
VX =X(a,y, +a,Y, Joos(jm/2) (3.10)

donde a (i=12; j=012K) estan determinados por la con-
dicién inicial v (0,x)del problema. Asi, por ejemplo, si

y,,(0)=col(1,0), y,,(0)=col(01) para j=012K €ntonces

M

En lo que sigue utilizaremos las siguientes notaciones

(3.11)

1

e

2]

2k

2

A

. [V (0, x) cos(kzx / )dx,

[V (0, x)dx, {

B(4)=A-AD, B,=B()=A-D.

Para los valores fijos de los parametros determinados los
autovalores de la matriz B(1)= A- 4D, donde

d 0
D=
)
B(ﬂ)= ’7'91922—“1 _01
77,3 63 _77939A _ﬂ'dz
Entonces
ﬂ_ﬂ0102+wi 91
P(u) =det(ul — g(1)) =
G =deu —p=""" e,

luego

P() =12 +{TH(A+A(0, +d,))u+dd, + 21000, -90,d,) +detg)

donde Tr (A): Traza de lamatriz A.

OBSERVACIONES:

1Sig. k;ﬂ entonces , o Y por lo tanto 1)~ 0

y  det(A) > 0.

2.Si 44 0, entonce P, (x)=det(ul ~B(0))= det(ul — A)
y en este caso se sabe de Cavani (1990) y Cavani y Farkas
(19944, b) que Re(y,)<0, j=12.

3.Si A=4, i=12K, P (u)=det(2l -B(4)) tiene raices
dadas por

—Tr(A) - A(d, +d,) £ /(Tr(A) + A(d, +,)] —4C
N 2

1,2

(R)
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donde C=#dd,+170,0,d,-66,d,)+det(A). Como el tér-
mino independiente de término independiente de P,
es positivo, ambas raices tienen el mismo signo, de la
formula, (R) se deduce que ambas son negativas. Asi
U, <0 (i=12K, j=12).

De estas observaciones se desprende el siguiente teo-
rema:

TeoremaC

Si los parametros del sistema no lineal son tales que
sean validas las desigualdades (3.5), (3.6) y (3.7) y ademas

W>k7’8
2

, entonces el equilibrio de coordenadas positi-

vas (N,p) es asintoticamente estable para la ecuacion
linealizada (3.8).

Corolario 2

Con las condiciones dadas en el teorema 3.1 la solu-
cién de equilibrio (N, P) es asintoticamente estable para el
problemano lineal (3.1).
Demostracion: Se desprende del Teorema C
Observacion
N< k-p

2

del efecto Allee, esta es una region ubicada a la izquierda

Si , lasolucién de equilibrio se ubicaen laregion

del vértice de la pardbola P =H:(N) izﬁ(K ~-N)(B+N) |

Esta regidn se caracteriza porque un incremento de la po-

blacidn depredadora resulta beneficiosa para la presa ver
Cavani y Farkas (1994b). En esta region tenemos, > 0.En
este caso, es posible encontrar valoresde d, y d,, d, Su-
ficientemente grande tal que para algin A.

/’l'izdle + /1i77(6394d1 - HlHZdZ) + 770163(ﬂ2 - 770264) < O'

En tal caso la raiz del polinomio P, (W) tendra parte real
positiva y se produce la inestabilidad del equilibrio(N, P)
Este fendmeno se conoce como la difusién conduce a ines-
tabilidad. Esta idea fue originalmente introducida por Turing
(1952) por tal razén se le llama inestabilidad de Turing.
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