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Part 1
Resumen

En este trabajo extendemos los resultados obtenidos por Castillo René, Leén
Ramon y Trousselot Eduard [5], especialmente, se caracteriza el acotamiento
del operador multiplicacién M, en términos del acotamiento de la funcién w
que lo induce. Se caracteriza la compacidad del operador M, en términos de la
dimension de L, ,) restringido al subespacio A.(u) = {z € X : |u(z)| > ¢}, para
€ > 0 y se establecen las condiciones bajo las cuales el operador multiplicacién
M, es de rango cerrado.



Part 1
Introduccion

La teoria de reordenamiento decreciente de funciones fué introducida por Hardy
y Littlewood [6] como consecuencia de una teorfa similar para series. En la lit-
eratura, encontramos varias definiciones de reordenamiento decreciente de fun-
ciones equivalentes entre si. La definicién que adoptaremos en la presente inves-
tigacién se obtiene a partir de la funcién distribucién, la cual se adapta "mejor" a
espacios de medida general. En tal sentido, supondremos que (X, A, ) es un es-
pacio de medida y que F (X, A) es el conjunto de todas las funciones p—medibles
sobre X, entonces para A > 0, la funcién distribucién Dy de una funcién f en
F(X,A), estd dada por Dy (N\) = p({z € X : |f(z)] > A}). Para f € F (X, A),
el reordenamiento decreciente de f se denota por f* y estd definido en [0, 00]
por f*(t) =inf{A > 0: Ds(A\) <t}, (t>0), donde inf &= oo.

Los espacios de Lorentz L, ) son familias biparamétricas de funciones que
generalizan los espacios de Lebesgue L,,. Los espacios L, 4) fueron introducidos
por G. Lorentz en [10] y [11]. Para cualquier f € F (X, A) y nimeros reales
arbitrarios p y ¢ en el conjunto [0, 00] consideremos:

(/oo [tl/Pf**(t)]q dt> 1/q o
£ s qg < oo

0
supt! /P f**(t), si 1<p<oo, gq=o0,
t>0

1£1lpg =

¢
donde f**(t) = %/ f*(s)ds. Entonces, los espacios de Lorentz se definen
0

como el conjunto de todas las funciones f € F (X, A) para las cuales || f|,,, < oc.
Los espacios de Lorentz, han sido estudiados por diversos autores, entre ellos
Hunt [8], Kato [9] y Maligranda [12].

En el presente trabajo estudiaremos los reordenamientos decrecientes de fun-
ciones junto a algunas de sus propiedades como una base fundamental para es-
tudiar los espacios de Lorentz. Definiremos los espacios de Lorentz y estudiare-
mos algunas de sus propiedades més importantes y finalmente, estableceremos
algunas de las propiedades de los operadores multiplicacién en los espacios de
Lorentz.

Consideremos la funcién u : X — C; tal que u - f € F(X,A). Si f €
F (X, A), entonces la transformacién f — u - f sobre F (X, A) se denota por
M, y en caso de ser continuo, diremos que M, es el operador multiplicacién
inducido por w.

El estudio del operador multiplicacién en diferentes espacios de funciones
ha sido de interés para diversos investigadores entre los que podemos citar:
Abrahamese [3], Abramovich, Aliprantis y Burkinshaw [4], Hudzik H., Kumar
Rajeev and Kumar Romesh [7], Arora S., Datt G. and Verma S. [1] y [2].



Recientemente, Castillo René, Leén Ramén y Trousselot Eduard [5], carac-
terizaron aquellos operadores multiplicacién que son acotados y compactos en
los espacios PreLorentz L, -

Aunque los espacios de Lebesgue Ly, (1 < p < 00), juegan un papel primor-
dial en muchas dreas del andlisis matematico, existen otras clases de espacios
de Banach de funciones medibles que también son de interés, tales como: los
espacios de Orlicz L, y los espacios de Lorentz L, .. A pesar de la existen-
cia de una literatura considerable que trata sobre cada uno de estos espacios,
hemos querido realizar un trabajo que introduzca al lector, de manera "sencilla"
pero sin perder el rigor matematico, en el estudio particular de los espacios de
Lorentz; tratando en ellos muchas de las propiedades conocidas de los espa-
cios de Lebesgue, que al fin y al cabo caracterizan de manera general la teoria
de los espacios de Banach de funciones y en estos espacios establecer algunas
caracterizaciones del operador multiplicacién M,,.

En lo que concierne al operador multiplicacién, nuestra propuesta estéd fun-
damentada en los resultados obtenidos en [5]. Donde, especificamente, se car-
acteriza el acotamiento del operador multiplicacién M, en términos del aco-
tamiento de la funcién u que lo induce. Se caracteriza la compacidad del
operador M, en términos de la dimensiéon de L, ) restringido al subespacio
A (u) = {x € X : Ju(z)| > €}, para € > 0 y se establacen condiciones bajo las
cuales el operador multiplicacién M,, es de rango cerrado.

Es necesario destacar que en el presente trabajo utilizamos la palabra decre-
ciente en el sentido amplio de la misma, es decir, una funcién f serd decreciente
si y solo si para todos z,y en el dominio de f, con x < y se cumple que

f(x) > fy).



Part 1
Capitulo 1

1 Resultados Generales

En este capitulo enunciaremos algunas definiciones y Teoremas clasicos, con el
fin de hacer el presente trabajo auto contenido. Remitimos al lector interesado
consultar la literatura.

1.1 Analisis Funcional

Definicién 1.1
Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Se dice
que el operador T' es acotado si y sélo si existe ¢ > 0 tal que

[Tz|| < cllz]|

para todo x € X.
Una férmula para la norma de T' es

|T|| = sup [|T=| .
reX
lizli=1
Ademas
|Tz|| < T |||l

para todo = € X.

Teorema 1.1

Sean X e Y espacios normadosy T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es continuo si y sélo si T es acotado.

Teorema 1.2

Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es continuo si y sélo si para toda sucesion {xy}, .y C X tal que lim z, =z

n—oo

se cumple que lim Tx, = Tx.

n—oo
Definicién 1.2
Sean X e Y espacios normados y T': X — Y un operador lineal. Se dice
que el operador T es acotado inferiormente si y sélo si existe k > 0 tal que

k] < [Tz



para todo = € X.

Teorema 1.3

Sean X e Y espacios normados y T': X — Y un operador lineal. Entonces
las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) T-': R(T) CY — X existe y es acotado en R(T).
b) T es acotado inferiormente.

Ademds, si Y es Banach, entonces (a) o (b) implica que R(T) es cerrado en
Y (rango cerrado).

Definicién 1.3

Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Se dice
que el operador T es compacto (completamente continuo) si y sélo si para todo
subconjunto acotado M de X, la imagen T (M) es relativamente compacta en
Y, esto es T(M) es compacta.

Teorema 1.4

Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Entonces
T es compacto si y sélo si aplica toda sucesién acotada {z,} en X en una
sucesion {Tx,} en Y que tiene una subsucesién convergente.

Teorema 1.5

Sean S, T operadores lineales en un espacio normado X. Si S es acotado y
T es compacto,entonces ST y T'S son compactos.

Definicién 1.4

Sean X e Y espacios normados y T': X — Y un operador lineal. Se dice
que T es un operador de rango finito si y sélo si dim R(T") < oo.

Teorema 1.6

Sean X e Y espacios normados y T : X — Y un operador lineal. Si T es
acotado y de rango finito, entonces T' es compacto.

Teorema 1.7

El operador identidad en un espacio normado X es compacto si y sélo si
dim (X) < oc.

Teorema 1.8

Sea T un operdor lineal compacto e invertible. Si 7! es acotado en un
espacio normado X, entonces dim (X) < oo.

Teorema 1.9

Sea {T},} una sucesién de operadores lineales compactos de un espacio nor-
mado X en un espacio de Banach Y. Si {T,,} converge uniformemente, esto es,
|7, — T'|| — 0, entonces el operador limite T' es compacto.

Teorema 1.10

La restricciéon de un operador compacto a un subespacio invariante cerrado
es compacto.

1.2 Teoria de Integracion

Teorema 1.11 (Lema de Fatou).
Si {fn} es una sucesién de funciones medibles no negativas. Entonces



/liminf fn < liminf/fn.

Teorema 1.12 (Convergencia Monétona).
Sea { fn} una sucesién creciente de funciones medibles no negativas que con-
verge casi siempre a una funcién f. Entonces

/f:hm/fn.

Teorema 1.13 (Convergencia Dominada).
Sea {f} una sucesién de funciones medibles que converge puntualmente a la
funcién f y supongamos que existe una funcién integrable F' tal que |f,| < F,

entonces f es integrable y / f=Ilim / fn-

Teorema 1.14 (Fubini).
Sea (X, A, u) v (X, B,v) dos espacios de medida completos y f una funcién
integrable sobre X x Y. Entonces

i) Para casi todo z la funcién f, definida por f,(y) = f(z,y) es una funcién
integrable sobre Y,

ii) Para casi todo y la funcién f, definida por f,(z) = f(z,y) es una funcién
integrable sobre X,

iii) / f(z,y)dv(y) es una funcién integrable sobre X,
Y

iv) / f(z,y)du(x) es una funcién integrable sobre Y,
X

0 L], =, ] o]

Teorema 1.15 (Tonelli).
Sea (X, A, u) y (X, B,v) dos espacios de medida o-finitos y sea f una funcién
medible no negativa sobre X x Y. Entonces

i) Para casi todo z la funcién f, definida por f.(y) = f(z,y) es una funcién
medible sobre Y,

ii) Para casi todo y la funcién f, definida por fy(z) = f(z,y) es una funcién
medible sobre X,

iii) / f(z,y)dv(y) es una funcién medible sobre X,
Y

iv) / f(z,y)du(x) es una funcién medible sobre Y,
b's



9 1, o] saneor= ][] ]

Definicién 1.5
Se dice que una sucesion {f,},cy
Cauchy en medida si para todo € > 0

de funciones medibles es una sucesién de

im p({z:|fm(2) = fu(2)] = €}) = 0.

m,n— oo

Teorema 1.16
Supongamos que { f,},cy €s una sucesién de Cauchy en medida. Entonces
existe una subsucesion { f,, },cn de {fn}, ey convergente casi siempre.



Part 1
Capitulo 2

1 Funcién Distribucion y Reordenamiento De-

creciente.

1.1 2.1 Funcién Distribucién

Definicién 2.1.

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A), entonces la funcién Dy :
[0,00) — [0,00] definida por

Dy(A) = p({z € X+ [f(2)[ > A}), A=0

se conoce como la funcion distribucién de f.

Teorema 2.1

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f, g, f, € F(X,A), n=1,2,..., entonces

i) Dy es decreciente.

ii) Dy es continua a la derecha.

iii) Si|f(z)| <|g(z)|, para toda z € X, entonces D;(X) < Dy(A) para todo
A>0.

iv) Dyig(AM 4+ A2) < Dy(A1) + Dg(A2) para todos A1, A2 > 0.
v) Dsg(MA2) < Dyp(A) + Dg(A2) para todos Ar, Ag > 0.
vi) Das(N) = D;(\lal), 0#acR,

vii) Si |f(z)| <liminf, .« [fn(z)| paraz € X, entonces Dy(X) < liminf, .o Dy, ()
para todo A > 0.

viii) Si|fn] " |f |, entonces lim Dy (A) = Ds(A).
n——-mao0
Demostracién

i) Sean A, A2 > 0, tales que A\; < g, entonces

{ze X |f(@)] >} C{ze X [f(z)] >N},



de donde

p{ze X:f(@)] >A}) <p({zeX:|f(z)]>M}),

por tanto

Dy(X2) < Dyg(M).

ii) Sea Ag >0, escojamos A; > A > A3 > ... y definamos

Er(A) ={z e X :[f(z)] > A},

entonces

Er(\) C Ep(h) € Ep(Ag) C ...

También se observa, por el Teorema de la Convergencia Mondétona de
la Medida, que

nli_)moon()\o +1/n) = nli_)n;ou (Er(ho+1/n))
= N(U Ef(>\0+1/n)>
= 1(Ef())
= D;(%).

iii) Sean f,g € F(X,A) tales que |f(z)| < |g(z)| paratoda z € X, entonces

{reX:|f@)] >\ C{zeX:lg@)| >},

de donde

pze X:[f(@)] >AY) <p({zeX:lg(@)] >A}),



por tanto

Dy(A) < Dy(A).
iv) Sean f,g € F(X,A) y A, A2 >0, entonces

{z e X [f(z) +g(x)] >+ A2}
{z e X [f(z)|+g(z)] > A1+ A2}
{zeX: |f(x)] >MIUu{ze X |g(x) >N},

N 1N

de donde,

n({z € X : |f (@) +9(@)] > M +Ae})
< wlzeX:|f@)] >M}UfeeX:lg(@)] > A}
< plreX:[f@)] >M})+n(foe X :lg@)] > ),

por tanto

Dyig(A1+X2) < Dp(Ar) + Dg(X2).
v) Sean f,g€ F(X,A) y A1, A2 >0, entonces

{z e X :[f(x)g(x)] > MAe}
{z e X:|f(@)llg(@)] > Aida}
{z e X:|f(@)] >M}u{zeX:|g(z)] >},

Nl

de donde

p({z e X :|f(x)g(x)] > AiA2})
p{ze X |f(x)] >MpU{z e X :[g(z)] > A2})
p{ze X |f(x)] > M} +p({ze X g@)] > \}),

IA A



por tanto

Dig(MA2) < Dp(A1) + Dg(A2).

vi) Sean f € F(X,A) y 0# a €R, entonces

{z e X :|af(z)] > A}

{z e X :|al[f(x)] > A}
{z e X:[f(@)] >Nlal},

de donde

p({zeX:laf(x)] >Ah) =p({zeX:|f()] >N lal}),

por tanto

Dag(A) = Dy (Alal) .

vii) Sean E={ze€ X :|f(z)] >A} v E,={z€ X :|fu(z)] > A}. Nétese
que

chj ﬂEn,

m=1n>m

obsérvese ademds que

< < . _ o . .
Z (ﬂmE> < nfu(Bn) < sup faf u(Bn) = lim_int u(B)
Ahora

(N EnC () En

n>m n>m+41
luego



(k) <p (U N E) = lim p ( N E> < lim inf (),

n=1ln>m n>m

por tanto

Df()\) S lim infon(/\).

n—oo

vill) Si [fal /1f |, entonces |fi] < |fal < |fal <. <If|

B () € Ef(\) € By (A) € ..

luego

E;(N) = Er. O,

n=1

de donde

Dy(A) = p(Ef(N) =p (U Efn(/\)>
n=1

= lim p(Ey, (N) = lim Dy, (X). |

n—oo n—oo

1.2 2.2 Reordenamiento Decreciente.

Definicion 2.2.

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X, A), entonces el reordenamiento
decreciente de f es la funcién f* : [0,00) — [0,00] definida por

F) =if{A>0:DpN\) <t}, t>0,

donde por convencién el inf ¢ = oco.
Ejemplo 2.1 (Reordenamiento decreciente de una funcién simple)
Sea s una funcién simple de la siguiente forma:



k
) =) a;xp, (@)
j=1

donde a1 > s > ... >, >0, Ej ={z € X :5(x)=q;}.

k
DN = p{zeX:|s(x)|>A})=p xeX:ZanEj(x)>)\
j=1
k
j=1
donde f3; = Z,u( ), Bj=[ajt1,a5) para j=1,2,...k y apy1 =0,

lo que muestra que la funcién distribucién de una funcién simple es también una
funcién simple. Ahora procedemos a encontrar el reordenamiento decreciente

k
s*(t) = inf{A>0:D,\) <t}=infdA>0:Y Bxp(z) <t
j=1

k
= S, 00

que también es una funcién simple.
Ejemplo 2.2
Sea g(z) = e~ Il, a >0, entonces

Dy(A) = p({z e R:[g(x)] > A})

pero

Asi

lg(x)] > A= >\ = |z <—1n(1/)\)

1
eale|



Ahora, si A > 1 se tiene

(zeR:|g(z)] >\ = {x ER:|a| < ;ln(l/)\)} —¢

por tanto

Dy(A\) =p({z e R:[g(x)] >A}) = n(¢)=0.

Si0< A< se tiene

Dy = u(fz € B [g(a)] > A}) = 2 (1)),

€Il resumen

2in(1/X), si 0<A<1
Dg()\)_{ 0, si A>1.

Calculamos, ahora, el reordenamiento decreciente

g"(t) =inf{A >0:Ds(X) <t},

si t = 0 se tiene

si t >0 se tiene

—at

2
DN <t= —In(1/)) <t=e2 <),
!

de donde

€11 resumen



si t=0
“(t) = —at’
g°(t) {e;, si t>0.

Definicién 2.3

Sean (X, A, u) vy (Y, B,v) dos espacios de medida y sean F (X, A) el conjunto
de todas las funciones p—medibles sobre X y F (Y, B) el conjunto de todas las
funciones v—medibles sobre Y. Dos funciones f € F(X,A) y g € F(Y,B)
se dice que son equimedible si tienen la misma funcién distribucién, esto es, si
Dy¢(X) = Dy(XA) para todo X > 0.

Lema 2.1

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F (X, A), entonces

f¥(t) > A siysélosi Dy(A) > t.

Demostracién

(«<=) Supongamos que Ds(A) > t, como D; es una funcién decreciente, se
tiene que

A <inf{v:Ds(v) <t},

de aqui

[ > A

(=) Supongamos ahora que f*(t) > A, esto es

inf {v: Dy(v) <t} > A,

como Dy es una funcién decreciente, se tiene que

Df()\) > t. |

Lema 2.2
f v f* son equimedible, esto es

Dy(A) = Dg- ()



para todo A > 0.

Demostracién

Sea m la medida de Lebesgue sobre [0,00). Entonces, por el Lema 2.1 se
tiene

Dy-(A)

El siguiente teorema muestra que un reordenamiento decreciente es una fun-
ci6én distribucién con respecto a la medida de Lebesgue sobre [0, 00).

Teorema 2.2 (Unicidad)

Existe una tnica funcién decreciente y continua a la derecha f* equimedible
con f. De aqui, el reordenamiento decreciente es tnico.

Demostracién

Sean f{(t) v f5(t) dos funciones distintas decrecientes y continuas a la
derecha equimedibles con f. Entonces existe ¢y tal que fi(to) # f3(to) v
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que fi(to) > f5(to). Escojamos
e > 0 tal que fy(to) > f5(to) + . Entonces por la continuidad a la derecha de
f1(t) existe un intervalo [to, 1] tal que fi(t) > fi(to) +¢ paratodot € [to, 1],
lo que implica f;(t) > f3(to) + ¢ para todo ¢ € [to,¢1]. Ahora, observemos que
si s € (0,t1] entonces

fi(t) < fi(s),

asi

fi(s) 2 fi(tr) > fa(tr) +¢

lo que significa que

se{t=0:fi(t) > f5(t) +e},

esto es

0,ta] C{t = 0: f1(t) > f3(t1) + ¢}

Por otro lado, claramente

{t=0:f3(t) > fi(tr) +e} C (0, 1],

luego

m({t>0:f3(t) > fi(t) +e}) <tr <m({E > 0: f7 () > fa(t1) +€}),



que es una contradiccion a la equimedibilidad con f. De aqui f;(t) = f5(¢).
|

Teorema 2.3

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones pi—medibles sobre X. Si f € F(X, A), entonces

f*(t) = Dp,(t), t > 0.

Demostracién
Sea m la medida de Lebesgue sobre [0,00). Como la funcién distribucién
Dy es decreciente, Teorema 2.1 (i), no es dificil observar para ¢ > 0 que

{(A=0:Dp(A) >t} = (0, f*(2)),

de donde

£ = m{A>0:Dp(\) >t}
= Dp,(). =

Teorema 2.4
Sean (X, A, p) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f,g € F(X, A), entonces

i) f* es decreciente.

ii) f* es continua a la derecha.

iii) Si |f | <|g|, entonces f*(t) < g*(¢t).
iv) (af)(®) = alf* (), a€R

v) SiA>0 y Dy(A) < oo, entonces f*(Ds(A) > X y f*(Dr(A)+¢e) <A,
para todo 0 < & < f*(¢).

Si t>0 y f*(t) <oo, entonces Df(f*(t)) <t y Dy¢(f*(t) —e) >t para
todo € > 0.

vi) Para 0 <p <oo, (If [!)*(t)=L[f*(®)]"
vii) Si B € A, entonces (fxg)*(t) < f*(t)Xjo,u())(t) para todo t > 0.
Demostracién

i) Sean 0 <t < wu, entonces

10



{A:Dp(A) <t} S{A: Dp(A) <u},

de donde

inf {\: Dy(\) < u} <inf{\:D;\) <t}

de aquf

fr(w) < F ().

ii) Como f*(t) = Dp,(t) es una funcién distribucién, por el Teorema 2.1 (ii)
f* es continua a la derecha.

iii) Sean f,g € F(X,A) tales que |f(x)| < |g(x)| paratoda z € X. Entonces

de donde

{AN:Dg(N) <t} C{N: Ds(N) < t},

por tanto

inf {A: Dg(A) <t} <inf{\: Dy(\) <t},

lo que es equivalente a

@) < g7 (b).
iv) Sean fe F(X,A) y a €R, entonces

(af)"(t) = inf {A>0:Du;(N) <1},
= inf {A>0:D;(\|a]) <t}

Hagamos, ahora, v = A/|a|, entonces A = |a|v, por tanto,
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(af)*(t) = inf {|afv: Ds(v) <t}
la| inf {v:Dy(v) <t}

= o] f7@).

v) Supongamos que Dy()\) < oo, como Dy es una funcién decreciente, se tiene
que

f1(Dy(N) =inf{s > 0: Ds(s) < Dy(A)} = A,

ademds, para cualquier € > 0

" (Dy(A)+¢e)=inf{s > 0: Dy(s) < Dy(A)+¢e} <A

Supongamos ahora que f*(t) < co. Entonces, por la continuidad a la derecha
de Dy se tiene

Dy(f*(£) = Dy (inf{A > 0: Dy(N) < t}) < t.

Ademsds, para cualquier € > 0, se tiene por el Lema 2.2 que

De(f*(t)—¢e) = p{zeX:[f(x)] > [ (t)—€})
= m({s>0:f*(s) > f*(t) —e}) > t.

vi) Sea 0 < p < 0o, entonces

Dy p(N) = p({{zeX:|f(x)>A})
= u{z € X :[f(z)] > AP}
Dy(AM?)

(117" @

inf {\: Dygp(A) <t}
inf {/\ L D;(A\YP) < t}.

12



Haciendo u = /P se tiene que uP = A\, por tanto

(If )" @) inf {u” : Dy(u) <t}
(inf {u: Dy(u) < t})?

= [P

vi) Como (fxg)(z) < f(z) paratodo xz € X, se tiene que

Dixp(N) < Dy(),

de donde

{A>0:Dyp,(A\) >t} C{A>0:Dy(N) > t},

de aqui

m({A=0: Dy, (0) > 1)) Sm({A=0: D) > 1)),

esto es

DDfXE (t) < DDf (t)a

lo que es equivalente

(fxe)" (6) < (1) ((2.1))

para todo t > 0.

Por otro lado

{zeX:|fxp(@) >} CE,

por tanto
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p{z e X:|fxp(@)] >A}) < u(E),

es decir

También se tiene que

(fxe)" (6) =inf {A=0: Dpy, (A) <t} =0, ((22))

para todo ¢t > p(F). Asi, de (2.1) y (2.2) se tiene

(Fxe)™ () < )X 0,u(m) (1)
para toda t > 0. |

Observacién. El reordenamiento no es subaditivo, esto es, en general no
se cumple que

(f+9)" (1) < 7)) + 9 (D),

para todo t.

Ejemplo 2.3

Sean E y F dos conjuntos medibles tales que ENF # ¢ y 0 < pu(E) < p(F).
Hagamos f(z) = xg(z) y g(z) = xp(x). Los reordenamientos decrecientes
son

() = X{o,u(2)) ()

9" (t) = X[o,u(r) ()

lo que significa que
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2, si0<t<pu(E)

f*(t)+g*(t)={ Losi p(B) <t < p(F)
0, si t> p(F).

Ahora, como (f + g)(z) = xg(z) + xp(x) se tiene que

Diyg(N) = p({z e X:|f(z)+g(@)| > A})
p{z e X xp(@) +xp(r) > A})
pero
¢, si A>2
{reX :xpl@) +xp)>A}=q ENF, si 1<A<2
EUF, si 0<A<1,
de donde
0, si A>2
p{ze X :xpl@)+xpl@)>A)=¢ wENF), si 1<A<2
wEUF), si 0<A<1,
de aqui

2, 81 0<t<pu(ENF)
(f+9)"(t) =inf{A>0:Dysy,(\) <t} = 1, si wW(ENF)<t<u(EUF)
0, si p(FUF) <t

de donde, para cualquier ¢ tal que pu(E) <t < u(EUF) se tiene

(f+9)" () =1>0=f"(t)+9"().

Teorema 2.5
Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f,g € F(X, A), entonces

(f+9)"(t +1t2) < f7(t1) +97(t2)
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(fg)"(tr +t2) < f*(t1)g™(t2)

para todos tq,t2 > 0.
En particular,

(f+9)" (1) < [7(t/2) + 9" (t/2)

(fg) () < f*(t/2)g"(t/2)

para todo ¢t > 0.
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Demostracién
Supongamos que f*(t1) + g*(t2) < 00, en caso contrario no hay nada que
demostrar. Para A\; = f*(t1) y A2 = ¢*(t2), por el Teorema 2.4 (v) se tiene

Df(/\l) <t

DQ()‘2) < t27

por el Teorema 2.1 (iv) se tiene

Diyg(A1 4+ A2) < Dj(M) + Dy(A2) < t1 + 1o,

como la funcién reordenamiento es decreciente, se tiene

(f+9) (t1+1t2) <(f+9)" (DrrgAr+X2)) S A+ Ao = f¥(t1) + g7 (L2).

Supongase, ahora, que f*(t1)g*(t2) < 0o, pues, de otra forma no hay nada
que demostrar. Entonces por el Teorema 2.1 (v) se tiene

Dyg(MA2) < Dj(A1) + Dg(A2) < t1 + 1o,

nuevamente, como la funcién reordenamiento es decreciente, resulta

(f9)" (t1 +t2) < (f9)*(Drg(MA2)) < Mda = f*(t1)g" (t2).

Ahora, haciendo t; = t2 = t/2 se tiene

(f+9)7 @) =(f+9)" #/2+1/2) < f*(t/2) + 9" (t/2)

(f9)" (t) = (fg)" (t/2+t/2) < f(t/2)g"(t/2). M
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Teorema 2.6

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A) y ¢ es una funcién derivable y
creciente tal que ¢(0) = 0, entonces

/ ¢ (If(@)]) dp = /OO ' Np({z e X [f(2)] > A}) dA.
X

0

Demostracién

Si p({x € X :|f(x)] > A}) = oo no hay nada que demostrar. Supong-
amos que 4 ({z € X : |f(z)] > A\}) < o0, queremos demostrar que el conjunto
{z € X :|f(x)] > A} es medible sobre [0, ), para ello consideremos el conjunto

E={(z,\) e X x[0,00):0< A< |f(2)|}.

Demostraremos que E es medible sobre X x [0, 00). En efecto, como |f| > 0,

existe una sucesién {s, }, .y de funciones simples tal que s, " [f| . Sea

o0
_ n
Sp = E ajXap
Jj=1

donde A} € A, para j=1,2,..y n € N. Luego

E, = {(z,)\)€eX x[0,00):0<A<s,(2)}
= GA?X(O,a?),

Jj=1

es medible sobre X x [0, 00).
Por otro lado

lim XE, () = xg(z),

n—0oo

por lo cual xg es medible, ya que es el limite de una sucesién de funciones
medibles. Ahora, sabemos que x g es medible si y sélo si £ es medible, por
tanto
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E={(z.\) € X x[0,00):0<A< |f(a)]}

es un conjunto medible sobre X x [0, 00), en consecuencia se concluye E* =
{z € X :|f(x)] > A} es medible sobre [0, c0).
Ahora bien, como ¢ es derivable, entonces

(2, A) — @' (Mxpr ()

es una funcién medible.
Finalmente, puesto que ¢ es derivable podemos escribir

luego

/Xw(\f(w)l)du

por el Teorema de Fubini

Naw = [~ oin dp | dA
/XSD(\f( ) dpe /o a )</{weX:f(x)|>)\} M)

/°° o Nz e X : [f@)] > A})dA,

0

que era lo que se queria demostrar. |

Corolario 2.1

Sean (X, A, 1) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A) y ¢ :[0,00) — [0,00) una
funcién derivable y creciente tal que ¢ (0) = 0, entonces

/X<P0|f|dM=/oo<p0f*(t)dt.

0
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Demostracién
Por el Teorema 2.6 y el Lema 2.2 se tiene que

/ Tz € X @) > A} dA

0

/X<p0|f\du

/OO S O)m ({£> 0 £ (8) > A}) dA

0

- /ZO % (/:O X(O,f*(t))(A)dt> dA.

Ahora, por el Teorema de Fubini

/:O 7 (/:" X(O,f*(t))()\)dt> d\

oo OO

@' (N)X(0,1+(ty) (N dAdt

(1)
¢ (\)dAdt,

- O

/]
[, ],

de donde

[ eolfitn=[ ot m

0

Corolario 2.2
Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones pi—medibles sobre X. Si f € F(X,A4) y 1< p < oo, entonces

[ ifran= [ 5
X 0
Demostracion

Haciendo ¢ (t) = tP, 1 < p < 00, en el Corolario 2.1 se tiene que

/X |fIP dp = /:O [f@)Fd. n

Teorema 2.7
Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X, A), entonces
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[ t@ldn= [ Dywar= [ ((2.3)
X 0 0
y
supAD;(A) = suptf*(t). ((2.4))
A>0 >0
Demostraciéon

La igualdad

[ @ldn= [ °° 7 ()t

de (2.3) se obtiene del Corolario 2.2, considerando p = 1. Mientras que
la igualdad

[ 1@lau= [y

de (2.3) se obtiene del Teorema 2.6 considerando ¢(t) = t.
Demostraremos ahora (2.4). Si existe Ao € (0,00) tal que D¢(A\g) = o0,
entonces supADj(A) =00 y

A>0
suptf*(t) > suptig = oc.
t>0 t>0
Reciprocamente, si existe tg € (0,00) tal que f*(t9) = oo, entonces

suptf*(t) = 0o y
t>0

supADf(A) > supAty = oo.
A>0 A>0

Esto demuestra que (2.4) es cierta cuando Ds(A) = oo para algin Ag > 0
o f*(t) = oo para algtn ty > 0. Por lo tanto, se puede asumir que Dy(X) < oo
paratodo A >0 y f*(t) < co paratodot > 0. Para completar la demostracién
de (2.4) comenzamos demostrando que

supAD¢(A) < suptf*(t).
A>0 >0

Supongamos que supt f*(t) < oo, en caso contrario no hay nada que probar.
t>0

Ya que Dj(\) < oo para todo A, por el Teorema (2.4) (v) se obtiene
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suptf(£) = Dy(N)* (Ds(N) 2 ADs (V).

para todo A > 0. Tomando supremo sobre todo A\ > 0 en ambos lados, se
obtiene que

supAD¢ () < suptf*(t).
A>0 >0

Ahora, probamos la otra direccién, esto es,

suptf*(t) < supADyf(A).
>0 A>0

Supéngase que supADf(A) < oo, de lo contrario no hay nada que probar.
A>0

Por hipétesis, f*(t) < co para todo ¢ > 0, luego por el Teorema (2.4) (v) se
tiene que para todo 0 < & < f*(t),

ilig)\Df(A) > (f7(t) =e) Dy (f*(1) =€) = (f7(t) =&)L,

como esta desigualdad se cumple para cualquier € > 0, se sigue que

supAD; (\) = £ (¢),
A>0

tomando el supremo sobre todo ¢t > 0 en ambos lados, se obtiene que

supADy(A) > suptf*(t),
A>0 >0

con lo cual se completa la demostracion de (2.4). ]

Teorema 2.8

Sean (X, A, p) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A) y 1 <p < oo, entonces

/X @) Pdu=p / T NTID (A = / T pde ((25))
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supAD (MNP = supt!/? f*(¢). ((2.6))
A>0 >0

Ademds, para p = co se tiene

esssup |f(z)| =inf {A:Dy(X) =0} = f(0).
reX

Demostracion

Haciendo ¢(t) = t?, 1 < p < o0, en el Teorema 2.6, se obtiene (2.5).

Ahora, por el Teorema 2.4 (vi) y el Teorema 2.7 se tiene que

1/p
supt'/P () = sup (Elf*(0)7)7 = sup (t(|f [7)*(£)" = (Sup)\Df P(A))
>0 t>0 t>0 A>0

1/
sup (A0 (V7)) = sup (w? Dy ()"” = supul D ()],
A>0 u>0 u>0

que demuestra (2.6).
Ahora, para el caso cuando p = oo, por la definicién de supremo essencial y
puesto que la funcién distribucién es positiva, se tiene que

esxseiup If(z)] = inf{X:p{zeX:|f(x)]>A}) =0} =inf{A: Ds(\) =0}

= inf{\:D;\) <0} =/70). M

Teorema 2.9
Sean (X, A, pt) un espacio de medida o-finito y F(X, A) el conjunto de todas
las funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X, A), entonces

[ Vftadn < /Oaf*(t)dt

para todo F € A, tal que u(FE) < a.

Demostracién

Si a = oo la desigualdad es verdadera por el Teorema 2.7. Supongase que
a < oo, entonces por el Teorema 2.7 y el Teorema 2.4 (vii), se obtiene

23



éV@Wu: Auuummwzﬁ (Fxw)" ()t

IN

o n(E) a
/ T Oxo,um)) )dt = / [r(t)dt < / fr(t)de. |
0 0 0
Teorema 2.10 (Hardy-Littlewood).

Sean (X, A, u) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f,¢g € F(X, A), entonces

/ |f(z)g(z)|dp < /Oo fr(t)g*(t)dt.
X 0

Demostracién
Demostraremos la desigualdad para f = xg y ¢ = xp, donde E, F € A.
En efecto,

/ |fgldu = / xEdeu=/ Xenr dp = p(ENF)
X X X

/min(#(E)’#(F))

IN

w(E)
0 = /0 X(O’H(F))(t)dt

w(E) 00 00
[ s [ o= [ rogaa.

0

Sean ahora f,g € F(X,A), entonces

/X|fg|d“ /lellgldu—/x</:clda> (/Ogdﬂ>du
/X (/:O X(o,|f|>(a)da) (/:o X(o,g)(ﬁ)dﬁ) du
/x </:O XEf(“)(x)da) (/:O Xng)(m)dﬁ) dy,

por el Teorema de Tonelli se tiene
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esto es

IN

///XEf XE ) (t)dt da df,

por el Teorema de Fubini se tiene
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Part 1
Capitulo 3

1 Espacios de Lorentz

Definicién 3.1

Sea (X, A, 1) un espacio de medida y 0 < p,q < oo. El espacio PreLorentz
Lp,q es el conjunto de todas las clases de funciones p—medibles f tal que
I1f 1l(p.q) < 00, donde

5] 1/q
(/ [tl/pf*(t)]q[?) , si 0<p<oo, 0<q< oo,

0
sup tY/Pf(t), si 0 <p<oo, q=o0.
>0

If H(nq) =

Observacién. En los espacios PreLorentz L, 4, el caso cuando p = ooy
0 < g < o0, no es de interés, pués si f € Lo 4) entonces f =0 p—casi siempre
sobre X. En efecto, supongamos que f € L q) entonces Hf||(Oo g) < 00, luego

S

0> Il = [ @1 %z [ (ol d zper [ 4=
) o0,

para todo s > 0, por tanto f*(s) = 0 para todo s > 0 y como

/X|fdu/:°f*(t>dto,

se tiene que f =0 p—casi siempre.

Los espacios PreLorentz pueden verse como una generalizacién de los espa-
cios ordinarios L,. La razén de esto es que si tomamos p = ¢ se obtiene que
Lp,q) = Lp, para 0 < p < oo. En efecto, para 0 < p = ¢ < oo, se obtiene por
la definicion de ||.||¢pq) que

W llon = (] ) = ([Terors) " -
([ 1rwra) "

usando el Teorema 2.8 se obtiene, entonces

1 o = ( [f*(t)]pdt>1/p (/. If(x)”du>1/p 141,

Por otro lado, dado que f* es decreciente y en virtud, nuevamente, del
Teorema 2.8, se tiene que



1f ll(co,00) = supf*(t) = f7(0) = ess sup|f(z)] =I[|f [l
t>0 reX

para p = ¢ = 0.
De lo anterior, ||f |[(p.p) = [|f ||, lo cual implica que L, ) = Ly.



Ejemplo 3.1
Sea E cualquier conjunto A—medible, de medida finita. Entonces

i) Sil<p<g<oo,se tiene

HXEH(p,q)

ii) Si p<oo y ¢ =00, se tiene

sup t'/7x5(t)
t>0

= supt!/? t
sup X(o,u(E)) (t)

[u(E)7.

HXE| |(p,q)

iii) Sip =g = oo, se tiene que
= supx(t) = sup t) = 1.
Xl = SUPXE®) = 5D X0, (0
Proposicién 3.1

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones y—medibles sobre X. Si f,g € L, 4 ¥y p,q € [1,00], entonces

i) 1 + 9l gy <27 (1) + 19 ) -

ii) L, 4) es un espacio vectorial,

iii) [|fll(,q) =0siysolosi f=0 p—casisiempre.
Demostracién

i) Si ¢ = oo se tiene



1+l ooy = ts>ug>tl/”(f +9)*(t)
< iugtl/ PIf(t/2) + g% (t/2)]
>

< supt'/?f*(t/2) + supt'/?g*(t/2)
t>0 t>0

haciendo w = t/2, resulta

t>0 t>0
= 27 (I ooy + 190l e ) -

Si ¢ < oo, por la desigualdad de Minkowski se tiene

1F+ 9l ooy < 27 [supw”pf*(w)+Supw1/”g*(w)}

||f+g||(p7q) = (/:o [tl/p (F+g) (t)}q Cit>1/q
(Fooronl ) (o2

haciendo w = t/2, resulta

oo ([l ) ([l )]
22 (1 gy + 190 )

ii) Sean f,g € L, q), entonces por (i) se tiene que

IN

IN

1f + 9llpa)

1+ 9l iy < 257 (Il Gy + 190 gy ) < 0

luego, f+g € Lp,q)-

Ahora, para cualquier escalar «, si ¢ = 00, se tiene por el Teorema 2.4 (iv)
que

lafllpoey = tS;lopt”p(af)*(t)= tsggtl/p\alf*(t)

= |af suptl/pf*(t) = |af ||fH(p,oo) < 00,
>0

si 0 < g < o0, se tiene, por el Teorema 2.4 (iv) que



et = ([} enne]'5)" ([ )
lﬂ(/?f“”f@ﬂq?)vq=cwwnn@<oq

de este modo, se observa que af € L, 4. En consecuencia L, 4 es un espacio
vectorial.

iii) Supongamos que [|f[[(, ) = 0, entonces si g = oo, se tiene

0= supt"/?f*(t) > t"/7f*(t),
t>0

para todo ¢t > 0, luego f*(¢) =0 y en consecuencia f =0 p—casi siempre.

Ahora, si 0 < g < oo, se tiene

- () s ()

[ [Comal” =y

para todo s > 0, luego f*(s) = 0, y en consecuencia f = 0 p—casi siempre.
|

Y

De la proposicién anterior se desprende que ||.[|, ,) es una cuasi-norma.

Proposicién 3.2

Sean (X, A, p) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A) y1<p<gqg<r < oo,
entonces

ﬂ\»—l

1

D) 1l < (27 Wl
i) Lipg) € L)
Demostracion

i) Sir = oo, se tiene

\W%m:/oW”ﬁwr%zm@m/JWAﬁ:gm@mym

para todo s > 0. De aquf



1/q
(2) " 1l = 5787(5),

para todo s > 0. Luego

1/q
£y = sE/2F7(0) < (£) 7 171

Si r < oo, se tiene

1l = [ (0007 0] 4
= [T emre) o)

0
<17l [ MO
r—q

q r—
<(2) " MG 1A,

r—q

= (%) " Wl

es decir
r—q
ey < (2) * 171G
de aqui
11
1 llgpry < (2) 7 18l -
ii) Se obtiene como una consecuencia inmediata de (i). [

Proposicién 3.3
Sean (X, A, pt) un espacio de medida o-finito y F(X, A) el conjunto de todas
las funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A) y E € A, entonces

t
sup / |1 du:/ f*(s)ds.
w(E)=tJ E 0
Demostracién

Sea E un conjunto A—medible, tal que u(E) = t, entonces del Teorema

2.9 se tiene
t
/ |f|du < / f*(s)ds.
E 0

Ahora, por el Teorema 2.7 se tiene

/Elfldu: /X sl di = / wle € X« [frp(@)] > A},



pero

p{z € X :|fxp()>A) = n({z GE |f(z)] > A})
st fr(t) < A
{ ), st 0< A< (),
por tanto
/ \f| dp = /'f*m (E)dA + /Oo (A)dA
M= [ ) !
= tf*(t) + /f*(t) pp(A)dA
=tf*(t) + /f*(t) mygs(A)dA
:tf*(t)—k/f*(t)m({)\ L5 (s) > A dA
=tf*(t) + /f o |:/0X{/\:f*(s)>)\}(5)d3:| dX
=tf*(t) + /0 /0 X( £+ (£),00) (M) X(0, £+ (1)) (A)dAds
=tf*(t) + /0 [/o X(£*(£),00)N(0, f ()\)d)\] ds
t e}
SCAGES B RSSO LS
t pf(s)
— f*(t) + dAds
/Ot/f*(t)
—tf 0+ [ 1)~ F(0)ds
?
=t 0+ [ Flsds - o
. 0
= [ [f*(s)ds,
0
es decir

t
[ 1ftdn= [ s, donde () =1,
E 0

en consecuencia

#(s]gp/ Ifldu—/ f( L



Teorema 3.1

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Supongamos que 1 < ¢g<p<oo y queq yq
son nimeros conjugados, es decir 1/¢' + 1/q = 1. Si h es cualquier funcién en

L p.q), entonces

— 1/p—1 * . _
1Al gy = bup{/o MV (k€ Foy (K, = 1},

donde Fj es el conjunto de todas las funciones no negativas y decrecientes
n (0,00).
Demostracién

Por la desigualdad de Hdélder se tiene

b )
([ [prowew]4) el

1Pl ooy 1B L, ) -

) , 1/¢
/ P19 (1) () dt (1)) dt)

Asi

sup {/0 PR (O k(t)dt - ke Fo y Ik, = 1} < Nhllepg) -
((3.1))

Definamos, ahora k(t) = c [t}/P=1/ap (t)]qi1 y calculemos

/:O le(t)]7 dt c/m
_ c/
/.1

L/ 1/qh*( )}q/(qfl)

dt

tl/P Vap=(t )} dt

80

= c tl/ph*

4 = clln|{
0 (p,a

de donde
! -1
Ikl ., = clblEL) = cllalf,,

si hacemos ¢ = ||h||é;g), entonces ||k|| . 1. Nétese, ademds, que
q ,00



PPV (4)k(L) = ¢ [P (1))

luego

/ k@ = o / h [/ (1)) &

0
1—
= Wl gy 1l = NPl g

¢ Hh”?p,q)

por tanto

hn(p,q)sSup{ / £/ (Ok(t)dt k€ Fo y ||k||Lq,(0m)=1} ((3:2))
. |

De (3.1) y (3.2) se concluye que

12 (p,q) = SUP {/0 t/P=tapr (O k(t)dt - k€ Fo y Hk”qu(o,x) = 1} . m

Lema 3.1 (Hardy)

Sean (X, A, p) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Sean f,g € F(X, A) no negativas en (0, 00),
tales que

[ sas< [ g t=0

Si k es no negativa y decreciente en (0, 00), entonces
/ F($)k(s)ds < / o(s)k(s)ds.
0 0

Demostraciéon
Sea k una funcién simple de la forma

k= Z ajiX(0,t;)>
j=1

donde a; >0, j=1,2,...,n; t; <ty <..<t,. Entoncesk es decreciente
y se tiene que

oo

/ :Of(s)k(S)ds - ; / F(s)ds < Z / :g<s>ds ~ [ g

0

Ahora, si k es una funcién medible no negativa, existe una sucesién creciente
de funciones simples {¢,,} tal que



lim ¢, =k,

n——ao
luego, para todo k € N, ¢, < k, ast f¢,, < fk, por el Teorema de la
Convergencia Monétona tenemos
(o]

/C>O f(s)k(s)ds = lim f(s)o,,(s)ds,
0 0

n——ao0

también g¢,, < gk, nuevamente por el Teorema de la Convergencia
Monétona

/ T geks)ds = tm | gs)én(s)ds,

0 n—oJ o

pero, como ¢,, es una funcién simple

[ #@s.is < [ g,

0

para todo n € N. Luego

o0 oo

lim  J F(5)on(s)ds < lim 9(5)¢,(s)ds,

n—-mao©0 n—-uo0o 0

lo que es equivalente

/ F()k(s)ds < / o(s)k(s)ds. m
0 0

Teorema 3.2

Sean (X, A,u) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Sean f,g€ L v 1<q<p<o0,q¢y ¢
conjugados. Entonces

||f +gH(p,q) S ||fH(p,q) + ||g||(p,q) .

Demostracién
Sea k no negativa y decreciente en (0,00) con |k, oy = b iy q
q , 00
conjugados, entonces por el Lema 3.1 y la desigualdad de Hoélder

IN

e g

0

/ 1 ) k(t)dt + / h /P a g (1) k(t)dt
0

0
1l p.q %1,

IN

+ 9l g ”kHLq/

(0,00) (0,00)

10



como ||k'||Lq/(0m) =1, se tiene

1f+9lpy = Sup{/ PV (f +g)" (DRt k€ Foy Ik, W)}
. ,

1l + 9l gy- M

IN

Teorema 3.3

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Sean 1/p' +1/p=1y1/¢ +1/g=1,1<¢<
p<oo. Sife€Lygy v g€ L,y entonces

1£9l < 161l 19l -

Demostracién
Por la desigualdad de Hardy-Littlewood, se tiene

| Vsl

IN

/ T P 0g e
0

/ P () 1 g 1),
0

luego, por la desigualdad de Hoélder, resulta

/:O tl/pfl/qf*(t)tl/plfl/q'g*(t)dt < </ZO {tupf*(t)}q d:) 1/q (/:O [t1/p’g*(t)}q/ Cit>1/q,

11l ooy N9l »

de donde

[ Vsl dis < 17l sl

por lo tanto

Hngl S ||f||(p7q) ||g||(p/7q’) N u

Definicién 3.2

Sean (X, A, p) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X, A), entonces la funcién f** :
(0,00) — [0, 00| definida como

11



Fre) =1 [ £ (s)ds,

se conoce como la funcién maximal de f.

Aunque el valor de f**(t) cuando ¢t = 0 no se considera en la definicién, el
limite cuando ¢ se aproxima a cero por la derecha estd definido para todos los
reordenamientos. De hecho,

lim f**(t) = f*(0) = esssup|f(x)|.

t—0F zeX

Ejemplo 3.3
Sean A un conjunto medible y f = x 4. Entonces como

F*(8) = Xjo,u(a)):

de la definicién de f** se tiene que
() = 4 fy £ ()ds = min (1,462},

Ejemplo 3.4
Sea s una funcién simple de la forma

k
s(@) =Yy, (@),

donde oy > g > ... > >0 y Aj ={x € X :s(z) = }. Entonces por
el Ejemplo 2.1, se tiene que

k
s*(t) = Zajx[ﬁf*“ﬁj)(t)7

donde

Usando la definicién de s**(t), se tiene que

k
s7() = 3o st @du =3y > aix(s,_, )0,

para todo ¢t > 0. Consideramos dos casos: primero, si 3,,_; <t < f3,, para
m =1,2,...,k, entonces

12



Jj=1
De aquf
m—1 m—1
% ZO‘j/i(Aj)"i_am t— /J’(AJ) 5 si ﬂmfl <t§5mv m:1727”'ak
j=1 j=1
k
Y aju(Ay), siot> By
j=1

Teorema 3.4
Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f, g, f, € F(X,A), n=1,2, ..., entonces

i) f** es decreciente y continua en (0, 00).
il) f*(t) < f**(t), para todo t > 0.
iii) Si|f(x)| < |g(z)| p-casi siempre, entonces f**(t) < g**(t), para todo ¢ > 0.

iv) Si{f,} es una sucesién tal que |f,(z)| < |f(x)| p-casi siempre, n = 1,2, ...
g lim |fu(@) = |f(@)] pcasi siempre, entonces £3() < f(t) ¥
n——m-o0
lim f*(t) = f**(¢), para todo t > 0.
n—oo

Demostracion

i) La continuidad de f**(¢) se sigue directamente de la continuidad de la in-
tegral, asi nos queda por demostrar que f**(¢) es decreciente. Sean 0 <
t1 < to arbitrarios, entonces

13



e = s
t1 ta
_ 1 * 1 *
= ) f (s)dert2 /tl f*(s)ds
t1
< £ s+ £ ()t — 1)
0

-1 1f*(s)ds+(%—i)t1f*(t1)

0

tl tl
1 * 1 1 *
<4 f(s)ds—l—(a—g) [ 1 (s)as

— [ reas =),

ii) Ya que f* es una funcién decreciente se tiene que

£ = L L (s)ds > L) [Lds = ().

iii) Por el Teorema 2.4 (iii) se tiene que f*(¢) < g*(¢) para todo ¢ > 0. Por
otro lado, ya que f* y g* son funciones positivas se tiene para t > 0 que

P = Jy £1(s)ds < § [3 9" (s)ds = 9" (0).
iv) Por el Teorema 2.4 (iii) se tiene que f(t) < f*(t) paran =1,2,..., de
donde lim fX(¢t) = f*(¢) para t > 0. Como
ft) =3 Jy f1(s)ds, >0,

y como [fX*(t) < f**(t) por (iii), se obtiene por el Teorema de la Conver-
gencia Monétona que f*(t) — f**(¢), para todo ¢t > 0.

Teorema 3.5
Sean (X, A, 1) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f,g € F(X, A), entonces

(f+9)" (&) < f () +g7 (1),

para todo t > 0. De aqui, la doble reordenada es subaditiva.
Demostracién
Por la Proposicién 3.3 se tiene

) =1 fo £ 0)dt =3 sup [y |f(2)ldu,
w(E)=t

14



por la desigualdad triangular y la subaditividad del supremo, se tiene

(f+9)" @)

! up /E (@) + g(@)|du

w(E)=t

1#2§)t(j2 Lf@ﬂdu+—/; g(xﬂdu)

! up /E F@)ldu+ L sup /E l9()ds

w(E)=t w(E)=t

IN

IN

;A F@ﬁ+;Ag%Mt
= [t)+g(@). W

Observacién. Del Teorema 3.5 se deduce que | f||,, es una seminorma.
En lo sucesivo, incurriendo en un abuso del lenguaje, nos referiremos a [/ f||,,,
COmMO una norma.

Definicién 3.3

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Sil <p < oo y 0 < g < 0o, entonces el espacio
de Lorentz L, ) es el conjunto de todas las funciones f € F(X,A) tal que
1£ llpg < o0, donde

00 1/q
(/ [tl/l)f**(t)]tht) , si 1<p<oo, 0<g<oo

0
iug /Py, si 1 <p<oo, ¢=oc.
>

1f Mlpg =

Teorema 3.6 (Desigualdad de Hardy)
Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones py—medibles sobre X. Sean 1 < ¢ < p < 00, conjugados y 0 < r < o0,

entonces
/ Zo (/ :f (S)ds)qt”df < (3" / Zo [s£(s)]% s~ 1ds.

Demostracién
Si g =1, por el Teorema de Fubini se tiene

15



/:o (/:f(s)ds>qt_r_1dt = /:o (/j t_r_ldt> f(s)ds
= [ s

Sig>1yl<p<oo,tal que 1/p+1/q =1, entonces escogiendo o =

resulta

1 /:O s " f(s)ds

_ 1

L s s

— g=r

pq ’

fom = [oecmas ([ o) ([ororne)”
- () (o)

Por otra parte

/o :f(S)d8>qt”dt <

Proposicién 3.4



Sean (X, A, 1) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si f € F(X,A4) y 1< p < oo, entonces

11l < Wl < 252 1711, -

Demostracién
Tenemos que

sy = f TP < / T a

0 0

[ [pmre@) e =,

Por otro lado, usando la desigualdad de Hardy
o0
I, = [ o] 4
S : »
= / {tl/pl f*(s)ds] %
0 0

[ o]

IN
/N
=
I3
—
~—
s
w
~
*
—~
n
=
=
)
|
—
1
=
|
—
IS
)

(,,Pl)p PP
= (52) 1.

Proposicién 3.5

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si fe€ F(X,A) y 1<p<oo,1<q< o0,
entonces

1y < 1Ly < 525 1 -

Demostraciéon
Sil< g < oo, tenemos

”f”((]p,q) = /0 [tl/Pf*(t)]q % < /O [tl/Pf**(t)]q % = ”prq’
de donde

1 gy < 1 11g -
Por otro lado, usando la Desigualdad de Hardy

17



e N O I T WaT R
[ (] s [ poa] b
< ()’ [ zo o ()] sts () 1
< ()" [T sssvias

()" [t

de donde

10 < (520) 1y

Asi, en este caso se tiene

1l < 1Ly < 525 1 -

Si g = oo, se tiene

P fr(t) < tPfee(t) < suptPF () = e
t>0

de donde

supt! /P £*(8) < {1 £l poo
t>0

lo que es equivalente a

Por otro lado

tl/pf**(t) _

IN

de donde

(52) 1l poe)

t>0

supt!/? f(t) < (p%l) 1l o)

18

(520) 1510

¢
sYP f(s)s™Pds

t
tl/p%/ f*(s)ds:tl/pfl/
0 0

t
t1/p=1 171 ¢p,00) /0 s Vrds = ¢!/r! 115,09 (

_p_
p—1

){%ﬂ



lo que es equivalente a

1o < (725) 1l

Asi, en este caso, también se tiene

||fH(p7q) S ||f||pq S pp%l Hf”(p,q) . .

Teorema 3.7

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si fe F(X,A) v 1<p<oo,1<q< oo,
entonces

ar g,

rew < (2) e

Demostraciéon
Tenemos que

i, = [ @) s [ )
> [f**(t)]‘I/O s1/P=1 s > [f* (1)) (%) a/p

esto es
171, = (@) (2) e,
de donde
@) < (2) M,
de aqui

. Va |z
o< () i .

Corolario 3.1 (Calderén)

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Si fe F(X,A) yl<p<oo,1<qg<r<oo,
entonces

3=

1 £l < (5)3 11l -

Demostraciéon
Tenemos que

19



Ml = /0 {tl/pf**(t)y% = /:O [ e/
-/ OO @O [ () 7 /0
< [ uor ()" e ] e

q T;qq % kg r—q _(r=a) r_,
= (&) [Treri e

<

e - > sk q_
T / ) ¢t
r—q 50

T [ ] 4
—q

q r—q q g\t r
LAl 018, = () g,

<

I
Ve ~ /N S Ve ~N

es decir

S =

1_
1l < (£)7 70l

Teorema 3.8

Sean (X, A, ) un espacio de medida y F(X, A) el conjunto de todas las
funciones p—medibles sobre X. Sean 1 <p < oo y 1 < ¢ < oo. Entonces
Lp,q) escompleto y L, es de Banach con respecto a la norma ||-[[ .

Demostracién

Si p = oo, entonces L q) = {0}

Si p=q = o0, entonces L(oo,00) = Loo-

Supongamos que p < co. Sea {fn},y una sucesion de Cauchy en L, 4
con respecto a la norma ||-[|,,, ¥ sean € y J, niimeros positivos arbitrariamente
pequenos. Escojamos ng € N tal que

P,q)

||fn_mepq <E§1/p7 Vn,man

si ¢ = oo, entonces

A

51/;; (fn_fm)* (6) = ||fn_me(p,oo)

||f’fL - f’VVLHpoo < 661/1)7

IN

20



de donde
(fn = fm)" () <,
en consecuencia
Dy, 1. (€) <6,
es decir
p{z e X o [fu(z) = fu(z)] >e}) <9,

para n,m > ng. Esto nos dice que {f,}, oy es una sucesién de Cauchy en
medida, luego, existe una subsucesién { fy, },cy tal que

lim f,, = f, casisiempre.
k—s o0

Vamos a demostrar que f € Ly, ) y  lim ||f, — prq =0.Sean ¢>0 y
n—-aoo
ny € N tales que

[fn = fnllpg < (%) e para todos n,m > ng.

Fijemos m € N, con m > ng, escribamos g = f — fo, ¥ 9 = fn, — fm, para
k € N, entonces

lim gp =g, casisiempre.
n——ao

Dados a y 8 numeros positivos, arbitrariamente pequenos, existe un con-
junto E € Ay un entero kg tal que u(E) < o y |gr —g| < 8 en X|FE para
todo k > kg. Ahora, existe k' > kg tal que para todo k > k',

E;A+8) C Eg (M) UE.
En efecto,
si x € Eg(A+ ), entonces x € {z € X : |g(z)] > A+ S}

Sixz € E, entonces z € E,4, (\) U E, en este caso Eg(A+ 3) C Eg, (A)UE.
Si z € X|E, entonces

ze€{r e X|E:|g(z)| > X+ 8},
de donde
ve{weX|E: |g@)| > A},
por tanto

vefo e X|E: |g(a)] > A},

21



pués en X |FE se tiene que lim g; = g. Luego
n——-muoo

Size{reX:|gu(x)] > A}, entonces = € Eg, (A),

para todo k > £/, y en este caso, nuevamente, Eg(A+ 5) C Eg, (M) U E.
Por tanto

Dy(A+ B) < Dy, () + «a,

ahora, para todo A > 0, tenemos

gp(t) = inf{A>0:D, <t}
> inf{A>0:Dy(A+ ) —a <t}
= inf{A-=8:A2>0y Ds(\) <t+a}
= g'(t+a)-5,

es decir

9i(t) = g*(t+ o) — B.
Para cualquier ¢t > 0, esta tultima desigualdad implica que

g*(t+a)— B < lim inf g(t),
k— 00

como g* es continua por la derecha y o, 3 son arbitrarios, entonces

g*(t) < lim inf g;(t).

k—s 00

Ahora, es posible demostrar que f € L(, o) v lim | f — full,, = 0.

Si ¢ = oo, entonces

1 = fonllpoe < 521 = Fonll ey

= LSuptl/pg* 3
P10 ©
< p_. li tl/p * t
S Pt i)
< G limoinf | fn, = finllgg <e

[ N

Si g < oo, entonces aplicando el Lema de Fatou
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1 = Flly < (520) 15 = fnlly

)' [ e ora

ﬁ)q / T 4a/r 1 Jim it lg5(t)] " dt
)

IA

0 k—s 00

" lim inf / ta/P=1 gy (1)) dt
0

q . .
- (p% lim inf ||fn, — fm”((zp,q) <ef.

k— 00

IA
~~
iS]

I Is

Finalmente

||prq S ||f - f’”«”pq + ||f'ﬂ||pq < 00,

ast, f€ Lpq)- ]

Teorema 3.9

Las funciones simples son densas en L, 4), cuando 0 < g < oo.

Demostraciéon

Supongamos que f € Ly, 4 vy f > 0. Nétese que si Dy(A) = 0, entonces
th;nmf*(t) =0, luego Dy (M) < oc.

Ahora, dados ¢, > 0 podemos encontrar una funcién simple s, > 0 tal que
sp =0 cuando f(z)<e y f(z) —e <sy(z) < f, cuando f(x) > e,

excepto en un conjunto de medida menor que 6. Asi, la medida del conjunto

n({e € X 1 [f(@) — sa(@)] > e}) <.
Ahora, escojamos n € N tal que n > 1/¢, entonces
(f=sn)" (t)=inf{e >0: Dy (N <& <t},
luego
(f —sn)" (t) <&, paratodo t> 6.

Como s, < f, entonces s (t) < f*(t) para cada t > 0. Dado que n > 1/¢,
entonces

por lo tanto

i (=) () =0y (F = s0)" (1) < 7 (0/2) + 5a(t/2) < 2°(1/2),

finalmente, por el Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene que

nlglm”f—an(p,q) =0. u

23



Part 1
Capitulo 4

1 Operador Multiplicacién en Espacios L(p,q)

En este capitulo definiremos el operador multiplicacién M, en los espacios de
Lorentz L, q), se caracterizardn el acotamiento y la compacidad de este oper-
ador en términos del acotamiento de la funcién medible de valor complejo, u, y
la dimensién de L, 4) restringido al subespacio A.(u), para ¢ > 0.

Definicién 4.1.

Sea (X, A, ) un espacio de medida. Sean f € Ly, v u: X — C una
funcién tal que u - f € L, 4. Entonces el operador f — u - f sobre L, ),
se denota por M, y en caso de ser continuo, se llama operador multiplicacién
inducido por u.

Teorema 4.1

El operador lineal M, : f — wu - f sobre el espacio de Lorentz L, q) es
acotado si y sélo si u es essencialmente acotada. Ademsés,

[ Mol =l -

Demostracién
Si u = 0, entonces el resultado es trivial, luego supongamos que 0 # u €
Loo(u), entonces

(- ) (@)] = [u(@)| [f(2)] < [lull o [/ ()], p—casi siempre, =€ X

por lo cual

N

{z e X f(u-f)(x)] > A} {z € X lull [f(2)] > A}

{xeX:|f(x)|>m}, A>0

de aqui

ploe Xl N @ >3 <p({re X 71@> @),

es decir




luego

flwll

{A>0:Df( A@)gt}g{)\>0:Du.f()\)§t}, £>0

por tanto

inf {A>0: Dy p(N) <t} <inf{A>0: Dy (A=) <t}

oo

definiendo a = Hu)l\l , se tiene que A = o ||lul|, en consecuencia

oo

inf {A > 0: Dyp(N) < ) < inf {alfull, : Dy(@) < 1} = |[ul , inf {a > 0: Dy(a) <t}

lo que es equivalente a

(u- £)"(t) < llull £7 (),

de donde se sigue que

s @as <t [ roas

es decir

(- )7 (1) < [lull £ ().

Por otro lado, si g < 0o, se tiene

oSl = ([ (@0 5 0) >/
</000 <t1/p Jull o f**(t)>q ?>1/q

||Muf||pq

IN
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Si g = oo, se tiene
IMuflly o = llu-fll, 0= supt/P(u- f)=(t)
P P £>0
< supt P full o £ = ull o supttP (1)
>0 t>0

[elloo 11l o -

Asi, para 1 < g < oo, se cumple que

Mo fllpg < Nellog 111l »

luego, de la Definicién 1.1 se obtiene

[Mull = sup  [[Mufll,, < sup [l [If],q < [l -
fe€L(p,q) Fe€Llp,q)
1fllpg=1 1l pg=1

Reciprocamente, supongamos que M, es un operador acotado. Si u no es
una funcién esencialmente acotada, entonces para todo n € N, el conjunto

E, ={x € X :|u(z)| >n}

tiene medida positiva. Ademds

lu-xpg, (@) = nxg, (z), z€X,

por lo cual

{reX:inyg (@)>A} C{zeX:|uxg (@)|>A}, A>0,

de donde

p({zeX nxg, (#)>A}) <p({zeX:|u-xg, ()] >A}),

es decir



Dixy, (A) < Duxy, (V)

de aqui

{A>0:DU.XETL()\)§t}Q{)\>O:DnXEn()\)§t}, t>0,

luego

inf {A >0: Dy, (A) < t} < inf {)\ >0 Dy, (V) < t},

esto es

(nxg,)" (t) < (u-xg,)" (),

de esto ultimo se tiene

(nXEn)** ) < (u- XEW)** (t),

en consecuencia, si ¢ < oo, se tiene

0 1 *k d 1/q
3l = el = ([ (070, 0104
> n< /O (877 ()™ ®) ogt) —nlxe,ll, -
Sig=o0
Moxly o = B = S0P )

v

nsupt'’” (xs,) ™ (0 = n[x, [, o -
Asi, para 1 < ¢ < oo, se cumple que

HMuXEn ||pq Zn HXEn ”pq :



Esto contradice el acotamiento de M,,, por lo tanto u debe ser esencialmente
acotada.
Ahora, para € > 0, definamos

E={zeX:|u@)]=|ull, e},

claramente p(FE) > 0, luego

{zeX:(ule —e)xple) > A} C{z e X fu-xp(@) > A}, A>0,

por lo tanto

el oo

D(ju e ) = D, V),

asi

{A>0:Dyy (V) <t} C {A >0: D(HM'@?E)XE(/\) < t} ,  t>0,

en consecuencia

inf {A > 05Dy, (V) < t} <inf{A>0: Dy, (V) <1},

lo que es equivalente

(w-xe)" () = (Jull =€) (xp)™ (B),

de aqui tenemos

(w-xp)" () = (July — &) (xe)™ (@)

de esta ultima desigualdad resulta

[u-XEllpg 2 (lullo = &) IXEllg »

luego



”MuXEHpq
el

(lulloo =€) < 0<q<oo,

de donde
| M| > |Ju|l, —€, para todo e > 0.

Asi

[ Mull >l

por lo tanto

Mol = flullo - ®

Lema 4.1
Sea M, un operador compacto, definamos, parae > 0, A.(u) = {z € X : Ju(z)| > ¢}

Y Lp.q) (Ac(u)) = {fXAE(u) :fe L(M)}' Entonces L, 4y (Ac(u)) es un sube-

spacio invariante cerrado de L, ,) bajo M,. Ademds Mu|L(p,q)(A5(u)) es un
operador compacto.

Demostracién

Sean h,k € L, q)(Ac(u)) y o, 3 escalares. Entonces h = fxa. () v k=
9X A, (u)> donde f,g € L, 4. Luego,

ah+Bk = a(fXa,w)))+(9Xa. w)) = (@f) xa. (@) T(B9) Xa. (@) = (@f+B9)Xa. ()

donde (af + Bg) € L(p,q). Asi, ah + Bk € L, 4) (A:(u)), en consecuencia
Lp.q) (Ac(u)) es un subespacio vectorial de L, q)-

Para todo h € L, 4) (A= (u)), se tiene que h = fx4_(,), donde f € L, o), asi
se cumple que

Mh=u-h=u- (fXAE(u)> = (u-f) XA (u)

donde u - f € L, q). Porlo cual, Myh € L, q) (A:-(u)) y en consecuencia
L(p,q) (Ac(u)) es un subespacio invariante de L, 4y, bajo el operador M,.

Por el Teorema 1.10, Mu\L(p,q)(As(u)) es un operador compacto. |

Teorema 4.2

Sea u € L. Entonces M, es compacto si y sélo si L, q) (A:(u)) es de
dimensién finita para cada € > 0, donde



Ac(w) = {z € X : [u@)] > &} ¥ Loy (Ae) = {FXay € Lp) } -

Demostraciéon
Sea € > 0. Si |u(z)| > ¢, se puede notar que

, z e X,

‘waAE(u)(@“)‘ > ‘EfXAE(u)(x)

de aqui

{x : ‘EfXAs(u)(m)‘ > )\} C {x: ’u~fXAE(u)(x)’ > )\}, A >0,

asi

DEfXAE(u) ()\) S DU'fXAE(u) ()‘)7

de esta ultima desigualdad se tiene

{A>0:Dup WSt {A> 0D, <t >0,

y
inf {A>0: Doy, (V) St <inf{A>0:Dugy, (N <1},
esto es
(EfXAE(u))* (t) < (u : fXAE(ql,))* (),
de aqui

*k

(ham) @< (u fxaw) ©



en consecuencia

HMquAE(u)

- >¢€ HfXAa(u) 0< q < o0, ((4‘1))

Pq
lo que quiere decir que M, ‘L(p,q)(As(u)) es acotado inferiormente y por lo tanto
es invertible. Como Mu|L(p,q)(AE(u)) es compacto se obtiene que la dimensién de
L(p,q) (Ac(u)) es finita (ver Teorema 1.8).
Reciprocamente, supongamos que L, o) (A-(u)) es de dimensién finita para
cada ¢ > 0, entonces en particular para cada n € N, L, o (Al/n(u)) es de
dimensién finita. Para cada n € N definamos u,, : X — C como

w (1) — u(z), si x€ Ajm(u)
n(2) { 0, si x ¢ Ayp(u).

Entonces, para f € L, ), se tiene

|(un =) - fl = |un —ul If] < 5151,

en consecuencia

para todo t > 0, luego

1 =)+ fllpg < 5 11y

por lo tanto

HMun - Mu” = sup H(Mun — Mu)f” < 1 ||f|| n—oo O,
feLﬁp,‘z‘z)(Aa(u)) rq n pg
Flipg=1

lo que implica que M,,, converge a M, uniformemente. Como L, 4y (Ac(u))
es de dimensidn finita se tiene que M, es un operador de rango finito. Por lo
tanto, del Teorema 1.6, M, es un operador compacto, por el Teorema 1.9,
M, es un operador compacto. |

Toerema 4.3

Sea M, € B(L,,). Entonces M, tiene rango cerrado si y sélo si existe
un 6 > 0 tal que |u(z)] > & p-casi siempre sobre S = {z € X : u(z) # 0}, el
soporte de u.

Demostracion

Si existe un § > 0 tal que |u(z)| > 0 p-casi siempre sobre .S, entonces para
todo f € L(,,q), se tiene que



[(0fxs) (@) < [(u- fxs) (@),  zeX,

de donde

{z e X:|(0fxs) (@) > A} S{z e X :|(u- fxs) (@) > A}, A>0,

asfi

p{z e X:|(6fxs) (@) > Ah) <p({z e X:|(u-fxs) (@) > A}),

lo que es equivalente

Défo (>‘) < Du'fxs ()‘):

luego

{>\>0:Du.fxs()\)§t}g{)\>0:D5fXS()\)§t}, t >0,

por lo cual

inf {A > 0: Dspy (A) <t} <inf {A>0: Doy, (A) <t}

de aqui

(u- fxs) (£) =0 (fxs) (t).

De lo anterior, se tiene

16/ Xsllpg < IMufXsllyg

es decir

1Mo fXsllpg = 011 Xslpg



para todo f € L, ), lo que implica, por el Teorema 1.3, que M, tiene
rango cerrado.
Reciprocamente, si M,, tiene rango cerrado, existe un € > 0 tal que

1M1,y = £ 1171

prqg —

para todo f € Lp,¢)(S), donde

Lp,q)(S) = {fXS 1 fe L(pvq)} .

Sea E = {z €S :|u(z)| <e/2}. Siu(E) > 0, entonces se puede encontrar
un conjunto medible /' C E' tal que xr € Ly 4)(S). En efecto,

FCECS— FNS=F,

luego

XF = XFns = XFXs,

donde xp € L(p,q) ¥ POT tanto xp € L(y,q)(S)-
Ahora

lu-xp(@)] < [5xp(2)], zeX,

por lo cual

{z€X:|u xp(@)|>A}C{zeX:|[5xp(x)]> A}, A >0,

de donde

p({r e X uxp(@)] > M) < u({o € X+ [5xp@)] > A}).

es decir



asi

{/\>0:D%XF(>\)§t}g{/\>0:Du.XF()\)§t}, t>0,

de esta ultima inclusién se tiene

inf {A>0: Dy, (A) <t} <inf {)\ >0:D: () < t} ,

lo que es equivalente a

(w-xp) (t) <5 (xp)" (2).

En consecuencia

[Muxpllpg < 51X,

que es una contradiccién, por lo tanto u(E) = 0. Esto completa la prueba
del teorema. |
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