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Part I

Resumen
En este trabajo extendemos los resultados obtenidos por Castillo René, León
Ramón y Trousselot Eduard [5], especialmente, se caracteriza el acotamiento
del operador multiplicación Mu en términos del acotamiento de la función u
que lo induce. Se caracteriza la compacidad del operador Mu en términos de la
dimensión de L(p;q) restringido al subespacio A"(u) = fx 2 X : ju(x)j � "g, para
" > 0 y se establecen las condiciones bajo las cuales el operador multiplicación
Mu es de rango cerrado.
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Part I

Introducción
La teoría de reordenamiento decreciente de funciones fué introducida por Hardy
y Littlewood [6] como consecuencia de una teoría similar para series. En la lit-
eratura, encontramos varias de�niciones de reordenamiento decreciente de fun-
ciones equivalentes entre si. La de�nición que adoptaremos en la presente inves-
tigación se obtiene a partir de la función distribución, la cual se adapta "mejor" a
espacios de medida general. En tal sentido, supondremos que (X;A; �) es un es-
pacio de medida y que F (X;A) es el conjunto de todas las funciones ��medibles
sobre X, entonces para � � 0, la función distribución Df de una función f en
F (X;A), está dada por Df (�) = � (fx 2 X : jf(x)j > �g). Para f 2 F (X;A),
el reordenamiento decreciente de f se denota por f� y está de�nido en [0;1]
por f�(t) = inf f� > 0 : Df (�) � tg ; (t � 0), donde inf ? =1.
Los espacios de Lorentz L(p;q) son familias biparamétricas de funciones que

generalizan los espacios de Lebesgue Lp. Los espacios L(p;q) fueron introducidos
por G. Lorentz en [10] y [11]. Para cualquier f 2 F (X;A) y números reales
arbitrarios p y q en el conjunto [0;1] consideremos:

kfkpq =

8><>:
�Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�q dt
t

�1=q
; si q <1

sup
t>0
t1=pf��(t); si 1 < p � 1; q =1;

donde f��(t) = 1
t

Z t

0

f�(s)ds. Entonces, los espacios de Lorentz se de�nen

como el conjunto de todas las funciones f 2 F (X;A) para las cuales kfkpq <1.
Los espacios de Lorentz, han sido estudiados por diversos autores, entre ellos
Hunt [8], Kato [9] y Maligranda [12].
En el presente trabajo estudiaremos los reordenamientos decrecientes de fun-

ciones junto a algunas de sus propiedades como una base fundamental para es-
tudiar los espacios de Lorentz. De�niremos los espacios de Lorentz y estudiare-
mos algunas de sus propiedades más importantes y �nalmente, estableceremos
algunas de las propiedades de los operadores multiplicación en los espacios de
Lorentz.
Consideremos la función u : X �! C; tal que u � f 2 F (X;A). Si f 2

F (X;A), entonces la transformación f �! u � f sobre F (X;A) se denota por
Mu y en caso de ser continuo, diremos que Mu es el operador multiplicación
inducido por u.
El estudio del operador multiplicación en diferentes espacios de funciones

ha sido de interés para diversos investigadores entre los que podemos citar:
Abrahamese [3], Abramovich, Aliprantis y Burkinshaw [4], Hudzik H., Kumar
Rajeev and Kumar Romesh [7], Arora S., Datt G. and Verma S. [1] y [2].
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Recientemente, Castillo René, León Ramón y Trousselot Eduard [5], carac-
terizaron aquellos operadores multiplicación que son acotados y compactos en
los espacios PreLorentz L(p;q).
Aunque los espacios de Lebesgue Lp; (1 � p � 1), juegan un papel primor-

dial en muchas áreas del análisis matemático, existen otras clases de espacios
de Banach de funciones medibles que también son de interés, tales como: los
espacios de Orlicz L' y los espacios de Lorentz L(p;q). A pesar de la existen-
cia de una literatura considerable que trata sobre cada uno de estos espacios,
hemos querido realizar un trabajo que introduzca al lector, de manera "sencilla"
pero sin perder el rigor matemático, en el estudio particular de los espacios de
Lorentz; tratando en ellos muchas de las propiedades conocidas de los espa-
cios de Lebesgue, que al �n y al cabo caracterizan de manera general la teoría
de los espacios de Banach de funciones y en estos espacios establecer algunas
caracterizaciones del operador multiplicación Mu.
En lo que concierne al operador multiplicación, nuestra propuesta está fun-

damentada en los resultados obtenidos en [5]. Donde, especí�camente, se car-
acteriza el acotamiento del operador multiplicación Mu en términos del aco-
tamiento de la función u que lo induce. Se caracteriza la compacidad del
operador Mu en términos de la dimensión de L(p;q) restringido al subespacio
A"(u) = fx 2 X : ju(x)j � "g, para " > 0 y se establacen condiciones bajo las
cuales el operador multiplicación Mu es de rango cerrado.
Es necesario destacar que en el presente trabajo utilizamos la palabra decre-

ciente en el sentido amplio de la misma, es decir, una función f será decreciente
si y solo si para todos x; y en el dominio de f , con x < y se cumple que
f(x) � f(y).
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Part I

Capítulo 1
1 Resultados Generales

En este capítulo enunciaremos algunas de�niciones y Teoremas clásicos, con el
�n de hacer el presente trabajo auto contenido. Remitimos al lector interesado
consultar la literatura.

1.1 Análisis Funcional

De�nición 1.1
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Se dice

que el operador T es acotado si y sólo si existe c > 0 tal que

kTxk � c kxk

para todo x 2 X.
Una fórmula para la norma de T es

kTk = sup
x2X
kxk=1

kTxk :

Además

kTxk � kTk kxk

para todo x 2 X.
Teorema 1.1
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Entonces

T es continuo si y sólo si T es acotado.
Teorema 1.2
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Entonces

T es continuo si y sólo si para toda sucesión fxngn2N � X tal que lim
n!1

xn = x

se cumple que lim
n!1

Txn = Tx.

De�nición 1.2
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Se dice

que el operador T es acotado inferiormente si y sólo si existe k > 0 tal que

k kxk � kTxk
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para todo x 2 X.
Teorema 1.3
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Entonces

las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) T�1 : R(T ) � Y �! X existe y es acotado en R(T ).

b) T es acotado inferiormente.

Además, si Y es Banach, entonces (a) o (b) implica que R(T ) es cerrado en
Y (rango cerrado).
De�nición 1.3
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Se dice

que el operador T es compacto (completamente continuo) si y sólo si para todo
subconjunto acotado M de X, la imagen T (M) es relativamente compacta en
Y , esto es T (M) es compacta.
Teorema 1.4
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Entonces

T es compacto si y sólo si aplica toda sucesión acotada fxng en X en una
sucesión fTxng en Y que tiene una subsucesión convergente.
Teorema 1.5
Sean S; T operadores lineales en un espacio normado X. Si S es acotado y

T es compacto,entonces ST y TS son compactos.
De�nición 1.4
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Se dice

que T es un operador de rango �nito si y sólo si dimR(T ) <1.
Teorema 1.6
Sean X e Y espacios normados y T : X �! Y un operador lineal. Si T es

acotado y de rango �nito, entonces T es compacto.
Teorema 1.7
El operador identidad en un espacio normado X es compacto si y sólo si

dim (X) <1.
Teorema 1.8
Sea T un operdor lineal compacto e invertible. Si T�1 es acotado en un

espacio normado X, entonces dim (X) <1.
Teorema 1.9
Sea fTng una sucesión de operadores lineales compactos de un espacio nor-

mado X en un espacio de Banach Y . Si fTng converge uniformemente, esto es,
kTn � Tk �! 0, entonces el operador límite T es compacto.
Teorema 1.10
La restricción de un operador compacto a un subespacio invariante cerrado

es compacto.

1.2 Teoría de Integración

Teorema 1.11 (Lema de Fatou).
Si ffng es una sucesión de funciones medibles no negativas. Entonces
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Z
lim inf fn � lim inf

Z
fn.

Teorema 1.12 (Convergencia Monótona).
Sea ffng una sucesión creciente de funciones medibles no negativas que con-

verge casi siempre a una función f . EntoncesZ
f = lim

Z
fn.

Teorema 1.13 (Convergencia Dominada).
Sea ffng una sucesión de funciones medibles que converge puntualmente a la

función f y supongamos que existe una función integrable F tal que jfnj � F ,
entonces f es integrable y

Z
f = lim

Z
fn.

Teorema 1.14 (Fubini).
Sea (X;A; �) y (X;B; �) dos espacios de medida completos y f una función

integrable sobre X � Y . Entonces

i) Para casi todo x la función fx de�nida por fx(y) = f(x; y) es una función
integrable sobre Y ,

ii) Para casi todo y la función fy de�nida por fy(x) = f(x; y) es una función
integrable sobre X,

iii)
Z
Y

f(x; y)d�(y) es una función integrable sobre X,

iv)
Z
X

f(x; y)d�(x) es una función integrable sobre Y ,

v)
Z
X

�Z
Y

fd�

�
d� =

Z
X�Y

fd(�� �) =
Z
Y

�Z
X

fd�

�
d�.

Teorema 1.15 (Tonelli).
Sea (X;A; �) y (X;B; �) dos espacios de medida �-�nitos y sea f una función

medible no negativa sobre X � Y . Entonces

i) Para casi todo x la función fx de�nida por fx(y) = f(x; y) es una función
medible sobre Y ,

ii) Para casi todo y la función fy de�nida por fy(x) = f(x; y) es una función
medible sobre X,

iii)
Z
Y

f(x; y)d�(y) es una función medible sobre X,

iv)
Z
X

f(x; y)d�(x) es una función medible sobre Y ,

3



v)
Z
X

�Z
Y

fd�

�
d� =

Z
X�Y

fd(�� �) =
Z
Y

�Z
X

fd�

�
d�.

De�nición 1.5
Se dice que una sucesión ffngn2N de funciones medibles es una sucesión de

Cauchy en medida si para todo " > 0

lim
m;n!1

� (fx : jfm(x)� fn(x)j � "g) = 0:

Teorema 1.16
Supongamos que ffngn2N es una sucesión de Cauchy en medida. Entonces

existe una subsucesión ffnkgk2N de ffngn2N convergente casi siempre.
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Part I

Capítulo 2
1 Función Distribución y Reordenamiento De-

creciente.

1.1 2.1 Función Distribución

De�nición 2.1.
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces la función Df :
[0;1) �! [0;1] de�nida por

Df (�) = �(fx 2 X : jf(x)j > �g); � � 0

se conoce como la funcion distribución de f .
Teorema 2.1
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g; fn 2 F(X;A); n = 1; 2; :::, entonces

i) Df es decreciente.

ii) Df es continua a la derecha.

iii) Si jf(x)j � jg(x)j; para toda x 2 X; entonces Df (�) � Dg(�) para todo
� � 0:

iv) Df+g(�1 + �2) � Df (�1) +Dg(�2) para todos �1; �2 � 0:

v) Dfg(�1�2) � Df (�1) +Dg(�2) para todos �1; �2 � 0:

vi) D�f (�) = Df (�=j�j), 0 6= � 2 R:

vii) Si jf(x)j � lim infn�!1 jfn(x)j para x 2 X; entoncesDf (�) � lim infn�!1 Dfn(�)
para todo � � 0:

viii) Si jfnj % jf j, entonces lim
n�!1

Dfn(�) = Df (�):

Demostración

i) Sean �1; �2 � 0; tales que �1 � �2; entonces

fx 2 X : jf(x)j > �2g � fx 2 X : jf(x)j > �1g ;
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de donde

� (fx 2 X : jf(x)j > �2g) � � (fx 2 X : jf(x)j > �1g) ;

por tanto

Df (�2) � Df (�1):

ii) Sea �0 � 0; escojamos �1 � �2 � �3 � ::: y de�namos

Ef (�) = fx 2 X : jf(x)j > �g ;

entonces

Ef (�1) � Ef (�2) � Ef (�3) � ::::

También se observa, por el Teorema de la Convergencia Monótona de
la Medida, que

lim
n�!1

Df (�0 + 1=n) = lim
n!1

� (Ef (�0 + 1=n))

= �

 1[
n=1

Ef (�0 + 1=n)

!
= � (Ef (�0))

= Df (�0):

iii) Sean f; g 2 F(X;A) tales que jf(x)j � jg(x)j para toda x 2 X; entonces

fx 2 X : jf(x)j > �g � fx 2 X : jg(x)j > �g ;

de donde

� (fx 2 X : jf(x)j > �g) � � (fx 2 X : jg(x)j > �g) ;
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por tanto

Df (�) � Dg(�):

iv) Sean f; g 2 F(X;A) y �1; �2 � 0; entonces

fx 2 X : jf(x) + g(x)j > �1 + �2g
� fx 2 X : jf(x)j+ jg(x)j > �1 + �2g
� fx 2 X : jf(x)j > �1g [ fx 2 X : jg(x)j > �2g ;

de donde,

� (fx 2 X : jf(x) + g(x)j > �1 + �2g)
� � (fx 2 X : jf(x)j > �1g [ fx 2 X : jg(x)j > �2g)
� � (fx 2 X : jf(x)j > �1g) + � (fx 2 X : jg(x)j > �2g) ;

por tanto

Df+g(�1 + �2) � Df (�1) +Dg(�2):

v) Sean f; g 2 F(X;A) y �1; �2 � 0; entonces

fx 2 X : jf(x)g(x)j > �1�2g
= fx 2 X : jf(x)jjg(x)j > �1�2g
� fx 2 X : jf(x)j > �1g [ fx 2 X : jg(x)j > �2g ;

de donde

� (fx 2 X : jf(x)g(x)j > �1�2g)
� � (fx 2 X : jf(x)j > �1g [ fx 2 X : jg(x)j > �2g)
� � (fx 2 X : jf(x)j > �1g) + � (fx 2 X : jg(x)j > �2g) ;
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por tanto

Dfg(�1�2) � Df (�1) +Dg(�2):

vi) Sean f 2 F(X;A) y 0 6= � 2 R, entonces

fx 2 X : j�f(x)j > �g = fx 2 X : j�jjf(x)j > �g
= fx 2 X : jf(x)j > �=j�jg ;

de donde

� (fx 2 X : j�f(x)j > �g) = � (fx 2 X : jf(x)j > �=j�jg) ;

por tanto

D�f (�) = Df (�=jaj) :

vii) Sean E = fx 2 X : jf(x)j > �g y En = fx 2 X : jfn(x)j > �g. Nótese
que

E �
1[
m=1

\
n>m

En;

obsérvese además que

�

 \
n>m

En

!
� inf

n>m
�(En) � sup

m
inf
n>m

�(En) = lim
n�!1

inf �(En):

Ahora

\
n>m

En �
\

n>m+1

En;

luego
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� (E) � �
 1[
n=1

\
n>m

En

!
= lim

n!1
�

 \
n>m

En

!
� lim

n!1
inf �(En);

por tanto

Df (�) � lim
n!1

infDfn(�):

viii) Si jfnj % jf j; entonces jf1j � jf2j � jf3j � ::: � jf j

Ef1(�) � Ef2(�) � Ef3(�) � :::

luego

Ef (�) =
1[
n=1

Efn(�);

de donde

Df (�) = � (Ef (�)) = �

 1[
n=1

Efn(�)

!
= lim

n!1
� (Efn(�)) = lim

n!1
Dfn(�): �

1.2 2.2 Reordenamiento Decreciente.

De�nicion 2.2.
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces el reordenamiento
decreciente de f es la función f� : [0;1) �! [0;1] de�nida por

f�(t) = inff� � 0 : Df (�) � tg; t � 0;

donde por convención el inf � =1.
Ejemplo 2.1 (Reordenamiento decreciente de una función simple)
Sea s una función simple de la siguiente forma:
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s(x) =
kX
j=1

�j�Ej (x)

donde �1 > �2 > ::: > �k > 0; Ej = fx 2 X : s(x) = �jg.

Ds(�) = � (fx 2 X : js(x)j > �g) = �

0@8<:x 2 X :
kX
j=1

�j�Ej (x) > �

9=;
1A

=
kX
j=1

�j�Bj
(�);

donde �j =
jP
i=1

�(Ei); Bj = [�j+1; �j) para j = 1; 2; :::; k y �k+1 = 0;

lo que muestra que la función distribución de una función simple es también una
función simple. Ahora procedemos a encontrar el reordenamiento decreciente

s�(t) = inf f� � 0 : Ds(�) � tg = inf

8<:� � 0 :
kX
j=1

�j�Bj
(x) � t

9=;
=

kX
j=1

�j�[�j�1;�j)(t);

que también es una función simple.
Ejemplo 2.2
Sea g(x) = e��jxj; � > 0, entonces

Dg(�) = � (fx 2 R : jg(x)j > �g)

pero

jg(x)j = e��jxj = 1

e�jxj

Así

jg(x)j > � =) 1

e�jxj
> � =) jxj < 1

�
ln(1=�);
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Ahora, si � � 1 se tiene

fx 2 R : jg(x)j > �g =
�
x 2 R : jxj < 1

�
ln(1=�)

�
= �;

por tanto

Dg(�) = � (fx 2 R : jg(x)j > �g) = � (�) = 0:

Si 0 � � < 1 se tiene

Dg(�) = � (fx 2 R : jg(x)j > �g) =
2

�
ln(1=�);

en resumen

Dg(�) =

�
2
� ln(1=�); si 0 � � < 1

0; si � � 1.

Calculamos, ahora, el reordenamiento decreciente

g�(t) = inf f� � 0 : Df (�) � tg ;

si t = 0 se tiene

g�(t) = 1;

si t > 0 se tiene

Dg(�) � t =)
2

�
ln(1=�) � t =) e

��t
2 � �;

de donde

g�(t) = e
��t
2 ;

en resumen
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g�(t) =

�
1; si t = 0

e
��t
2 ; si t > 0.

De�nición 2.3
Sean (X;A; �) y (Y;B; �) dos espacios de medida y sean F(X;A) el conjunto

de todas las funciones ��medibles sobre X y F (Y;B) el conjunto de todas las
funciones ��medibles sobre Y . Dos funciones f 2 F(X;A) y g 2 F(Y;B)
se dice que son equimedible si tienen la misma función distribución, esto es, si
Df (�) = Dg(�) para todo � � 0.
Lema 2.1
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F (X;A), entonces
f�(t) > � si y sólo si Df (�) > t.
Demostración
((=) Supongamos que Df (�) > t; como Df es una función decreciente, se

tiene que

� < inf f� : Df (�) � tg ;

de aquí

f�(t) > �:

(=)) Supongamos ahora que f�(t) > �; esto es

inf f� : Df (�) � tg > �;

como Df es una función decreciente, se tiene que

Df (�) > t: �

Lema 2.2
f y f� son equimedible, esto es

Df (�) = Df�(�)
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para todo � � 0.
Demostración
Sea m la medida de Lebesgue sobre [0;1): Entonces, por el Lema 2.1 se

tiene

Df�(�) = m (ft � 0 : f�(t) > �g)
= m (ft � 0 : Df (�) > tg)
= m ([0; Df (�))

= Df (�): �

El siguiente teorema muestra que un reordenamiento decreciente es una fun-
ción distribución con respecto a la medida de Lebesgue sobre [0;1).
Teorema 2.2 (Unicidad)
Existe una única función decreciente y continua a la derecha f� equimedible

con f . De aquí, el reordenamiento decreciente es único.
Demostración
Sean f�1 (t) y f

�
2 (t) dos funciones distintas decrecientes y continuas a la

derecha equimedibles con f . Entonces existe t0 tal que f�1 (t0) 6= f�2 (t0) y
podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que f�1 (t0) > f

�
2 (t0). Escojamos

" > 0 tal que f�1 (t0) > f
�
2 (t0) + ". Entonces por la continuidad a la derecha de

f�1 (t) existe un intervalo [t0; t1] tal que f
�
1 (t) > f

�
1 (t0)+ " para todo t 2 [t0; t1] ;

lo que implica f�1 (t) > f
�
2 (t0) + " para todo t 2 [t0; t1]. Ahora, observemos que

si s 2 (0; t1] entonces

f�1 (t1) � f�1 (s);

así

f�1 (s) � f�1 (t1) > f�2 (t1) + "

lo que signi�ca que

s 2 ft � 0 : f�1 (t) > f�2 (t1) + "g ;

esto es

(0; t1] � ft � 0 : f�1 (t) > f�2 (t1) + "g :

Por otro lado, claramente

ft � 0 : f�2 (t) > f�1 (t1) + "g � (0; t1] ;

luego

m (ft � 0 : f�2 (t) > f�1 (t1) + "g) � t1 � m (ft � 0 : f�1 (t) > f�2 (t1) + "g) ;
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que es una contradicción a la equimedibilidad con f . De aquí f�1 (t) = f
�
2 (t).

�
Teorema 2.3
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces

f�(t) = DDf
(t); t � 0:

Demostración
Sea m la medida de Lebesgue sobre [0;1). Como la función distribución

Df es decreciente, Teorema 2.1 (i), no es difícil observar para t � 0 que

f� � 0 : Df (�) > tg = (0; f�(t)) ;

de donde

f�(t) = m f� � 0 : Df (�) > tg
= DDf

(t): �

Teorema 2.4
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g 2 F(X;A), entonces

i) f� es decreciente.

ii) f� es continua a la derecha.

iii) Si jf j � jgj, entonces f�(t) � g�(t):

iv) (�f�)(t) = j�jf�(t), � 2 R:

v) Si � � 0 y Df (�) < 1; entonces f�(Df (�)) � � y f�(Df (�) + ") � �;
para todo 0 < " < f�(t):

Si t � 0 y f�(t) < 1; entonces Df (f�(t)) � t y Df (f
�(t)� ") � t para

todo " > 0:

vi) Para 0 < p <1; (jf jp)�(t) = [f�(t)]p :

vii) Si E 2 A; entonces (f�E)�(t) � f�(t)�[0;�(E))(t) para todo t � 0:

Demostración

i) Sean 0 � t � u; entonces
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f� : Df (�) � tg � f� : Df (�) � ug ;

de donde

inf f� : Df (�) � ug � inf f� : Df (�) � tg ;

de aquí

f�(u) � f�(t):

ii) Como f�(t) = DDf
(t) es una función distribución, por el Teorema 2.1 (ii)

f� es continua a la derecha.

iii) Sean f; g 2 F(X;A) tales que jf(x)j � jg(x)j para toda x 2 X: Entonces

Df (�) � Dg(�);

de donde

f� : Dg(�) � tg � f� : Df (�) � tg ;

por tanto

inf f� : Df (�) � tg � inf f� : Dg(�) � tg ;

lo que es equivalente a

f�(t) � g�(t):

iv) Sean f 2 F(X;A) y � 2 R; entonces

(�f)
�
(t) = inf f� � 0 : D�f (�) � tg ;

= inf f� � 0 : Df (�=j�j) � tg :

Hagamos, ahora, � = �=j�j; entonces � = j�j�; por tanto,
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(�f)�(t) = inf fj�j� : Df (�) � tg
= j�j inf f� : Df (�) � tg
= j�j f�(t):

v) Supongamos que Df (�) <1; como Df es una función decreciente, se tiene
que

f�(Df (�)) = inf fs � 0 : Df (s) � Df (�)g � �;

además, para cualquier " > 0

f�(Df (�) + ") = inf fs � 0 : Df (s) � Df (�) + "g � �:

Supongamos ahora que f�(t) < 1: Entonces, por la continuidad a la derecha
de Df se tiene

Df (f
�(t)) = Df (inf f� � 0 : Df (�) � tg) � t:

Además, para cualquier " > 0; se tiene por el Lema 2.2 que

Df (f
�(t)� ") = � (fx 2 X : jf(x)j > f�(t)� "g)

= m (fs > 0 : f�(s) > f�(t)� "g) � t:

vi) Sea 0 < p <1; entonces

Djf jp(�) = � (fx 2 X : jf(x)jp > �g)
= �(fx 2 X : jf(x)j > �1=pg)
= Df (�

1=p)

y

(jf jp)� (t) = inf
�
� : Djf jp(�) � t

	
= inf

n
� : Df (�

1=p) � t
o
:
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Haciendo u = �1=p se tiene que up = �; por tanto

(jf jp)� (t) = inf fup : Df (u) � tg
= (inf fu : Df (u) � tg)p

= [f�(t)]
p
:

vi) Como (f�E) (x) � f(x) para todo x 2 X; se tiene que

Df�E (�) � Df (�);

de donde

�
� � 0 : Df�E (�) > t

	
� f� � 0 : Df (�) > tg ;

de aquí

m
��
� � 0 : Df�E (�) > t

	�
� m (f� � 0 : Df (�) > tg) ;

esto es

DDf�E
(t) � DDf

(t);

lo que es equivalente

(f�E)
�
(t) � f�(t) ((2.1))

para todo t � 0.

Por otro lado

fx 2 X : jf�E(x)j > �g � E;

por tanto
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� (fx 2 X : jf�E(x)j > �g) � �(E);

es decir

Df�E (�) � �(E):

También se tiene que

(f�E)
�
(t) = inf

�
� � 0 : Df�E (�) � t

	
= 0; ((2.2))

para todo t > �(E): Así, de (2.1) y (2.2) se tiene

(f�E)
�
(t) � f�(t)�[0;�(E))(t);

para toda t � 0. �

Observación. El reordenamiento no es subaditivo, esto es, en general no
se cumple que

(f + g)�(t) � f�(t) + g�(t);

para todo t.
Ejemplo 2.3
Sean E y F dos conjuntos medibles tales que E\F 6= � y 0 < �(E) < �(F ).

Hagamos f(x) = �E(x) y g(x) = �F (x). Los reordenamientos decrecientes
son

f�(t) = �[0;�(E))(t)

y

g�(t) = �[0;�(F ))(t)

lo que signi�ca que
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f�(t) + g�(t) =

8<: 2, si 0 � t < �(E)
1, si �(E) � t < �(F )
0, si t � �(F ).

Ahora, como (f + g)(x) = �E(x) + �F (x) se tiene que

Df+g(�) = � (fx 2 X : jf(x) + g(x)j > �g)
= � (fx 2 X : �E(x) + �F (x) > �g)

pero

fx 2 X : �E(x) + �F (x) > �g =

8<: �, si � � 2
E \ F , si 1 � � < 2
E [ F , si 0 � � < 1,

de donde

� (fx 2 X : �E(x) + �F (x) > �g) =

8<: 0, si � � 2
�(E \ F ), si 1 � � < 2
�(E [ F ), si 0 � � < 1,

de aquí

(f+g)�(t) = inf f� � 0 : Df+g(�) � tg =

8<: 2, si 0 � t < �(E \ F )
1, si �(E \ F ) � t < �(E [ F )
0, si �(E [ F ) � t,

de donde, para cualquier t tal que �(E) < t < �(E [ F ) se tiene

(f + g)�(t) = 1 > 0 = f�(t) + g�(t):

Teorema 2.5
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g 2 F(X;A), entonces

(f + g)�(t1 + t2) � f�(t1) + g�(t2)
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y

(fg)�(t1 + t2) � f�(t1)g�(t2)

para todos t1; t2 � 0.
En particular,

(f + g)�(t) � f�(t=2) + g�(t=2)

y

(fg)�(t) � f�(t=2)g�(t=2)

para todo t � 0.
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Demostración
Supongamos que f�(t1) + g

�(t2) < 1; en caso contrario no hay nada que
demostrar. Para �1 = f�(t1) y �2 = g

�(t2); por el Teorema 2.4 (v) se tiene

Df (�1) � t1

y

Dg(�2) � t2;

por el Teorema 2.1 (iv) se tiene

Df+g(�1 + �2) � Df (�1) +Dg(�2) � t1 + t2;

como la función reordenamiento es decreciente, se tiene

(f + g)
�
(t1 + t2) � (f + g)� (Df+g(�1 + �2)) � �1 + �2 = f�(t1) + g�(t2):

Supongase, ahora, que f�(t1)g�(t2) <1; pues, de otra forma no hay nada
que demostrar. Entonces por el Teorema 2.1 (v) se tiene

Dfg(�1�2) � Df (�1) +Dg(�2) � t1 + t2;

nuevamente, como la función reordenamiento es decreciente, resulta

(fg)
�
(t1 + t2) � (fg)�(Dfg(�1�2)) � �1�2 = f�(t1)g�(t2):

Ahora, haciendo t1 = t2 = t=2 se tiene

(f + g)
�
(t) = (f + g)

�
(t=2 + t=2) � f�(t=2) + g�(t=2)

y

(fg)
�
(t) = (fg)

�
(t=2 + t=2) � f�(t=2)g�(t=2): �
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Teorema 2.6
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y ' es una función derivable y
creciente tal que '(0) = 0, entonces

Z
X

' (jf(x)j) d� =
Z 1

0

'0(�)� (fx 2 X : jf(x)j > �g) d�:

Demostración
Si � (fx 2 X : jf(x)j > �g) = 1 no hay nada que demostrar. Supong-

amos que � (fx 2 X : jf(x)j > �g) < 1, queremos demostrar que el conjunto
fx 2 X : jf(x)j > �g es medible sobre [0;1), para ello consideremos el conjunto

E = f(x; �) 2 X � [0;1) : 0 < � < jf(x)jg :

Demostraremos que E es medible sobre X� [0;1). En efecto, como jf j � 0,
existe una sucesión fsngn2N de funciones simples tal que sn % jf j . Sea

sn =
1X
j=1

anj �An
j

donde Anj 2 A; para j = 1; 2; ::: y n 2 N. Luego

En = f(x; �) 2 X � [0;1) : 0 < � < sn(x)g

=

1[
j=1

Anj �
�
0; anj

�
;

es medible sobre X � [0;1).
Por otro lado

lim
n!1

�En(x) = �E(x);

por lo cual �E es medible, ya que es el límite de una sucesión de funciones
medibles. Ahora, sabemos que �E es medible si y sólo si E es medible, por
tanto
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E = f(x; �) 2 X � [0;1) : 0 < � < jf(x)jg

es un conjunto medible sobre X � [0;1), en consecuencia se concluye E� =
fx 2 X : jf(x)j > �g es medible sobre [0;1).
Ahora bien, como ' es derivable, entonces

(x; �) �! '0(�)�E�(x)

es una función medible.
Finalmente, puesto que ' es derivable podemos escribir

'(t) =

Z t

0

'0(s)ds;

luego

Z
X

' (jf(x)j) d� =

Z
X

Z jf(x)j

0

'0(�)d�d�

=

Z
X

Z 1

0

�[0;jf(x)j](�)'
0(�)d�d�;

por el Teorema de Fubini

Z
X

' (jf(x)j) d� =

Z 1

0

'0(�)

 Z
fx2X:jf(x)j>�g

d�

!
d�

=

Z 1

0

'0 (�)� (fx 2 X : jf(x)j > �g) d�;

que era lo que se quería demostrar. �
Corolario 2.1
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y ' : [0;1) �! [0;1) una
función derivable y creciente tal que ' (0) = 0; entonces

Z
X

' � jf j d� =
Z 1

0

' � f�(t)dt:
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Demostración
Por el Teorema 2.6 y el Lema 2.2 se tiene que

Z
X

' � jf j d� =

Z 1

0

'0(�)� (fx 2 X : jf(x)j > �g) d�

=

Z 1

0

'0(�)m (ft � 0 : f�(t) > �g) d�

=

Z 1

0

'0(�)

�Z 1

0

�(0;f�(t))(�)dt

�
d�:

Ahora, por el Teorema de Fubini

Z 1

0

'0(�)

�Z 1

0

�(0;f�(t))(�)dt

�
d� =

Z 1

0

Z 1

0

'0(�)�(0;f�(t))(�)d�dt

=

Z 1

0

Z f�(t)

0

'0(�)d�dt;

de donde

Z
X

' � jf j d� =
Z 1

0

' (f�(t)) dt: �

Corolario 2.2
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 � p <1, entonces

Z
X

jf jp d� =
Z 1

0

[f�(t)]
p
dt:

Demostración
Haciendo ' (t) = tp, 1 � p <1, en el Corolario 2.1 se tiene que

Z
X

jf jp d� =
Z 1

0

[f�(t)]
p
dt: �

Teorema 2.7
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces
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Z
X

jf(x)j d� =
Z 1

0

Df (�) d� =

Z 1

0

f�(t)dt ((2.3))

y

sup
�>0

�Df (�) = sup
t>0

tf�(t): ((2.4))

Demostración
La igualdad Z

X

jf(x)j d� =
Z 1

0

f�(t)dt

de (2.3) se obtiene del Corolario 2.2, considerando p = 1. Mientras que
la igualdad Z

X

jf(x)j d� =
Z 1

0

Df (�) d�

de (2.3) se obtiene del Teorema 2.6 considerando '(t) = t:
Demostraremos ahora (2.4). Si existe �0 2 (0;1) tal que Df (�0) = 1;

entonces sup
�>0

�Df (�) =1 y

sup
t>0
tf�(t) � sup

t>0
t�0 =1:

Recíprocamente, si existe t0 2 (0;1) tal que f�(t0) = 1; entonces
sup
t>0
tf�(t) =1 y

sup
�>0

�Df (�) � sup
�>0

�t0 =1:

Esto demuestra que (2.4) es cierta cuando Df (�) = 1 para algún �0 > 0
o f�(t) =1 para algún t0 > 0. Por lo tanto, se puede asumir que Df (�) <1
para todo � � 0 y f�(t) <1 para todo t � 0: Para completar la demostración
de (2.4) comenzamos demostrando que

sup
�>0

�Df (�) � sup
t>0

tf�(t):

Supongamos que sup
t>0
tf�(t) <1; en caso contrario no hay nada que probar.

Ya que Df (�) <1 para todo �; por el Teorema (2.4) (v) se obtiene
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sup
t>0
tf�(t) � Df (�)f� (Df (�)) � �Df (�);

para todo � > 0. Tomando supremo sobre todo � > 0 en ambos lados, se
obtiene que

sup
�>0

�Df (�) � sup
t>0

tf�(t):

Ahora, probamos la otra dirección, esto es,

sup
t>0
tf�(t) � sup

�>0
�Df (�):

Supóngase que sup
�>0

�Df (�) < 1; de lo contrario no hay nada que probar.

Por hipótesis, f�(t) <1 para todo t > 0, luego por el Teorema (2.4) (v) se
tiene que para todo 0 < " < f�(t);

sup
�>0

�Df (�) � (f�(t)� ")Df (f�(t)� ") � (f�(t)� ") t;

como esta desigualdad se cumple para cualquier " > 0; se sigue que

sup
�>0

�Df (�) � tf�(t);

tomando el supremo sobre todo t > 0 en ambos lados, se obtiene que

sup
�>0

�Df (�) � sup
t>0

tf�(t);

con lo cual se completa la demostración de (2.4). �
Teorema 2.8
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 � p <1, entonces

Z
X

jf(x)jpd� = p
Z 1

0

�p�1Df (�)d� =

Z 1

0

[f�(t)]
p
dt ((2.5))
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y

sup
�>0

�Df (�)
1=p = sup

t>0
t1=pf�(t): ((2.6))

Además, para p =1 se tiene

esssup
x2X

jf(x)j = inf f� : Df (�) = 0g = f�(0):

Demostración
Haciendo '(t) = tp; 1 � p <1; en el Teorema 2.6, se obtiene (2.5).
Ahora, por el Teorema 2.4 (vi) y el Teorema 2.7 se tiene que

sup
t>0
t1=pf�(t) = sup

t>0
(tjf�(t)jp)1=p = sup

t>0
(t(jf jp)�(t))1=p =

�
sup
�>0

�Djf jp(�)

�1=p
= sup

�>0

�
�Df (�

1=p)
�1=p

= sup
u>0

(upDf (u))
1=p

= sup
u>0

u[Df (u)]
1=p;

que demuestra (2.6).
Ahora, para el caso cuando p =1; por la de�nición de supremo essencial y

puesto que la función distribución es positiva, se tiene que

ess sup
x2X

jf(x)j = inf f� : � (fx 2 X : jf(x)j > �g) = 0g = inf f� : Df (�) = 0g

= inf f� : Df (�) � 0g = f�(0): �

Teorema 2.9
Sean (X;A; �) un espacio de medida �-�nito y F(X;A) el conjunto de todas

las funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces

Z
E

jf(x)jd� �
Z a

0

f�(t)dt

para todo E 2 A, tal que �(E) � a.
Demostración
Si a =1 la desigualdad es verdadera por el Teorema 2.7. Supongase que

a <1, entonces por el Teorema 2.7 y el Teorema 2.4 (vii), se obtiene
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Z
E

jf(x)jd� =

Z
X

jf(x)�E(x)jd� =
Z 1

0

(f�E)
�
(t)dt

�
Z 1

0

f�(t)�[0;�(E))(t)dt =

Z �(E)

0

f�(t)dt �
Z a

0

f�(t)dt: �

Teorema 2.10 (Hardy-Littlewood).
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g 2 F(X;A), entonces

Z
X

jf(x)g(x)jd� �
Z 1

0

f�(t)g�(t)dt:

Demostración
Demostraremos la desigualdad para f = �E y g = �F , donde E;F 2 A.

En efecto,

Z
X

jfgj d� =

Z
X

�E�F d� =

Z
X

�E\F d� = �(E \ F )

�
Z min(�(E);�(F ))

0

dt =

Z �(E)

0

�(0;�(F ))(t)dt

=

Z �(E)

0

g�(t)dt =

Z 1

0

�(0;�(E))g
�(t)dt =

Z 1

0

f�(t)g�(t)dt:

Sean ahora f; g 2 F(X;A), entonces

Z
X

jfgj d� =

Z
X

jf j jgj d� =
Z
X

 Z jf j

0

d�

! Z jgj

0

d�

!
d�

=

Z
X

�Z 1

0

�(0;jf j)(�)d�

��Z 1

0

�(0;jgj)(�)d�

�
d�

=

Z
X

�Z 1

0

�Ef (�)(x)d�

��Z 1

0

�Eg(�)(x)d�

�
d�;

por el Teorema de Tonelli se tiene
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Z
X

�Z 1

0

�Ef (�)(x)d�

��Z 1

0

�Eg(�)(x)d�

�
d�

=

Z 1

0

Z 1

0

Z
X

�Ef (�)(x)�Eg(�)(x)d� d� d�

�
Z 1

0

Z 1

0

Z 1

0

�
�Ef (�)

��
(t)
�
�Eg(�)

��
(t)dt d� d�

=

Z 1

0

Z 1

0

Z 1

0

�Ef� (�)(t)�Eg� (�)(t)dt d� d�;

por el Teorema de Fubini se tiene

Z 1

0

Z 1

0

Z 1

0

�Ef� (�)(t)�Eg� (�)(t) dt d� d�

=

Z 1

0

�Z 1

0

�Ef� (�)(t)d�

��Z 1

0

�Eg� (�)(t)d�

�
dt

=

Z 1

0

�Z 1

0

�(0;f�(t))(�)d�

��Z 1

0

�(0;g�(t))(�)d�

�
dt

=

Z 1

0

 Z f�(t)

0

d�

! Z g�(t)

0

d�

!
dt

=

Z 1

0

f�(t)g�(t)dt;

esto es Z
X

jfgj d� =
Z 1

0

f�(t)g�(t)dt. �
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Part I

Capítulo 3
1 Espacios de Lorentz

De�nición 3.1
Sea (X;A; �) un espacio de medida y 0 < p; q � 1. El espacio PreLorentz

L(p;q) es el conjunto de todas las clases de funciones ��medibles f tal que
jjf jj(p;q) <1, donde

jjf jj(p;q) =

8><>:
�Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�q dt
t

�1=q
; si 0 < p � 1; 0 < q <1;

sup
t>0

t1=pf�(t); si 0 < p � 1; q =1:

Observación. En los espacios PreLorentz L(p;q), el caso cuando p = 1 y
0 < q <1, no es de interés, pués si f 2 L(1;q) entonces f = 0 ��casi siempre
sobre X. En efecto, supongamos que f 2 L(1;q) entonces kfk(1;q) <1, luego

1 > kfkq(1;q) =

Z 1

0

[f�(t)]
q dt
t �

Z s

0

[f�(t)]
q dt
t � [f

�(s)]
q
Z s

0

dt
t =

[f�(s)]
q
:1;

para todo s > 0, por tanto f�(s) = 0 para todo s > 0 y comoZ
X

jf j d� =
Z 1

0

f�(t)dt = 0;

se tiene que f = 0 ��casi siempre.
Los espacios PreLorentz pueden verse como una generalización de los espa-

cios ordinarios Lp. La razón de esto es que si tomamos p = q se obtiene que
L(p;q) = Lp, para 0 < p � 1. En efecto, para 0 < p = q <1, se obtiene por
la de�nición de jj:jj(p;q) que

jjf jj(p;p) =
�Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�p dt
t

�1=p
=

�Z 1

0

t [f�(t)]
p dt
t

�1=p
=�Z 1

0

[f�(t)]
p
dt

�1=p
;

usando el Teorema 2.8 se obtiene, entonces

jjf jj(p;p) =
�Z 1

0

[f�(t)]
p
dt

�1=p
=

�Z
X

jf(x)jpd�
�1=p

= kfkp :

Por otro lado, dado que f� es decreciente y en virtud, nuevamente, del
Teorema 2.8, se tiene que
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jjf jj(1;1) = sup
t>0

f�(t) = f�(0) = ess sup
x2X

jf(x)j = jjf jj1;

para p = q =1.
De lo anterior, jjf jj(p;p) = jjf jjp, lo cual implica que L(p;p) = Lp.
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Ejemplo 3.1
Sea E cualquier conjunto A�medible, de medida �nita. Entonces

i) Si 1 � p � q <1, se tiene

jj�E jj(p;q) =

�Z 1

0

�
t1=p��E(t)

�q
dt
t

�1=q
=

�Z 1

0

�
t1=p�[0;�(E)](t)

�q
dt
t

�1=q
=

 Z �(E)

0

tq=p�1dt

!1=q
=

�
p
q

�1=q h
[�(E)]

q=p
i1=q

=
�
p
q

�1=q
[�(E)]

1=p
:

ii) Si p <1 y q =1, se tiene

jj�E jj(p;q) = sup t1=p��E(t)
t>0

= sup
t>0

t1=p�[0;�(E)](t)

= [�(E)]
1=p
:

iii) Si p = q =1, se tiene que

k�Ek(p;q) = sup
t>0

��E(t) = sup
t>0

�[0;�(E)](t) = 1:

Proposición 3.1
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g 2 L(p;q) y p; q 2 [1;1], entonces

i) kf + gk(p;q) � 21=p
�
kfk(p;q) + kgk(p;q)

�
;

ii) L(p;q) es un espacio vectorial,

iii) kfk(p;q) = 0 si y sólo si f = 0 ��casi siempre.

Demostración

i) Si q =1 se tiene
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kf + gk(p;1) = sup
t>0

t1=p(f + g)�(t)

� sup
t>0
t1=p [f�(t=2) + g�(t=2)]

� sup
t>0
t1=pf�(t=2) + sup

t>0
t1=pg�(t=2)

haciendo w = t=2, resulta

kf + gk(p;1) � 21=p
�
sup
t>0
w1=pf�(w) + sup

t>0
w1=pg�(w)

�
= 21=p

�
kfk(p;1) + kgk(p;1)

�
:

Si q <1, por la desigualdad de Minkowski se tiene

kf + gk(p;q) =

�Z 1

0

h
t1=p (f + g)

�
(t)
iq

dt
t

�1=q
�

�Z 1

0

h
t1=pf�(t=2)

iq
dt
t

�1=q
+

�Z 1

0

h
t1=pg�(t=2)

iq
dt
t

�1=q
;

haciendo w = t=2, resulta

kf + gk(p;q) � 21=p

"�Z 1

0

h
w1=pf�(w)

iq
dw
w

�1=q
+

�Z 1

0

h
w1=pg�(w)

iq
dw
w

�1=q#
= 21=p

�
kfk(p;q) + kgk(p;q)

�
:

ii) Sean f; g 2 L(p;q), entonces por (i) se tiene que

kf + gk(p;q) � 21=p
�
kfk(p;q) + kgk(p;q)

�
<1;

luego, f + g 2 L(p;q).

Ahora, para cualquier escalar �, si q = 1, se tiene por el Teorema 2.4 (iv)
que

k�fk(p;1) = sup
t>0

t1=p (�f)
�
(t) = sup

t>0
t1=p j�j f�(t)

= j�j sup
t>0
t1=pf�(t) = j�j kfk(p;1) <1;

si 0 < q <1, se tiene, por el Teorema 2.4 (iv) que
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k�fk(p;q) =

�Z 1

0

h
t1=p(�f)�(t)

iq
dt
t

�1=q
=

�Z 1

0

h
t1=p j�j f�(t)

iq
dt
t

�1=q
= j�j

�Z 1

0

h
t1=pf�(t)

iq
dt
t

�1=q
= j�j kfk(p;q) <1;

de este modo, se observa que �f 2 L(p;q). En consecuencia L(p;q) es un espacio
vectorial.

iii) Supongamos que kfk(p;q) = 0, entonces si q =1, se tiene

0 = sup
t>0

t1=pf�(t) � t1=pf�(t);

para todo t > 0, luego f�(t) = 0 y en consecuencia f = 0 ��casi siempre.

Ahora, si 0 < q <1, se tiene

0 =

�Z 1

0

h
t1=pf�(t)

iq
dt
t

�1=q
�
�Z s

0

h
t1=pf�(t)

iq
dt
t

�1=q
�

�
[f�(s)]

q
Z s

0

tq=p�1dt

�1=q
= f�(s)s1=p;

para todo s > 0, luego f�(s) = 0, y en consecuencia f = 0 ��casi siempre.
�

De la proposición anterior se desprende que jj:jj(p;q) es una cuasi-norma.
Proposición 3.2
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 � p � q < r � 1,
entonces

i) kfk(p;r) �
�
q
p

� 1
q�

1
r kfk(p;q) ;

ii) L(p;q) � L(p;r).

Demostración

i) Si r =1, se tiene

kfkq(p;q) =
Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�q dt
t � [f

�(s)]
q
Z s

0

tq=p�1dt = p
q [f

�(s)]
q
sq=p;

para todo s > 0. De aquí
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�
q
p

�1=q
kfk(p;q) � s1=pf�(s);

para todo s > 0. Luego

kfk(p;1) = sup
t>0

t1=pf�(t) �
�
q
p

�1=q
kfk(p;q) :

Si r <1, se tiene

kfkr(p;r) =
Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�r dt
t

=

Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�r�q �
t1=pf�(t)

�q dt
t

� kfkr�q(p;1)

Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�q dt
t

�
�
q
p

� r�q
q kfkr�q(p;q) kfk

q
(p;q)

=
�
q
p

� r�q
q kfkr(p;q) ;

es decir

kfkr(p;r) �
�
q
p

� r�q
q kfkr(p;q) ;

de aquí

kfk(p;r) �
�
q
p

� 1
q�

1
r kfk(p;q) :

ii) Se obtiene como una consecuencia inmediata de (i). �

Proposición 3.3
Sean (X;A; �) un espacio de medida �-�nito y F(X;A) el conjunto de todas

las funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y E 2 A, entonces

sup
�(E)=t

Z
E

jf j du =
Z t

0

f�(s)ds:

Demostración
Sea E un conjunto A�medible, tal que �(E) = t, entonces del Teorema

2.9 se tiene Z
E

jf j du �
Z t

0

f�(s)ds:

Ahora, por el Teorema 2.7 se tieneZ
E

jf j d� =
Z
X

jf�E j d� =
Z 1

0

� fx 2 X : jf�E(x)j > �g d�;
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pero

� (fx 2 X : jf�E(x)j > �g) = � (fx 2 E : jf(x)j > �g)

=

�
�f (�); si f�(t) < �
�(E); si 0 � � � f�(t);

por tantoZ
E

jf j d� =
Z f�(t)

0

�(E)d�+

Z 1

f�(t)

�f (�)d�

= tf�(t) +

Z 1

f�(t)

�f (�)d�

= tf�(t) +

Z 1

f�(t)

mf�(�)d�

= tf�(t) +

Z 1

f�(t)

m (f� : f�(s) > �g) d�

= tf�(t) +

Z 1

f�(t)

�Z t

0

�f�:f�(s)>�g(s)ds

�
d�

= tf�(t) +

Z 1

0

�(f�(t);1)(�)

�Z t

0

�(0;f�(t))(�)ds

�
d�

= tf�(t) +

Z t

0

Z 1

0

�(f�(t);1)(�)�(0;f�(t))(�)d�ds

= tf�(t) +

Z t

0

�Z 1

0

�(f�(t);1)\(0;f�(s))(�)d�

�
ds

= tf�(t) +

Z t

0

Z 1

0

�(f�(t);f�(s))(�)d�ds

= tf�(t) +

Z t

0

Z f�(s)

f�(t)

d�ds

= tf�(t) +

Z t

0

[f�(s)� f�(t)] ds

= tf�(t) +

Z t

0

f�(s)ds� f�(t)t

=

Z t

0

f�(s)ds;

es decir Z
E

jf j d� =
Z t

0

f�(s)ds; donde �(E) = t;

en consecuencia

sup
�(E)=t

Z
E

jf j du =
Z t

0

f�(s)ds: �

7



Teorema 3.1
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Supongamos que 1 � q � p <1 y que q0 y q
son números conjugados, es decir 1=q0 + 1=q = 1. Si h es cualquier función en
L(p;q), entonces

khk(p;q) = sup
�Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt : k 2 F0 y kkkLq0(0;1)
= 1

�
;

donde F0 es el conjunto de todas las funciones no negativas y decrecientes
en (0;1).
Demostración
Por la desigualdad de Hölder se tiene

Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt �
�Z 1

0

h
t1=p�1=qh�(t)

iq
dt

�1=q �Z 1

0

[k(t)]
q0
dt

�1=q0
=

�Z 1

0

h
t1=ph�(t)

iq
dt
t

�1=q
kkkLq0(0;1)

= khk(p;q) kkkLq0(0;1)
:

Así

sup

�Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt : k 2 F0 y kkkLq0(0;1)
= 1

�
� khk(p;q) :

((3.1))
De�namos, ahora k(t) = c

�
t1=p�1=qh�(t)

�q�1
y calculemos

Z 1

0

[k(t)]
q0
dt = c

Z 1

0

h
t1=p�1=qh�(t)

iq0(q�1)
dt

= c

Z 1

0

h
t1=p�1=qh�(t)

iq
dt

= c

Z 1

0

h
t1=ph�(t)

iq
dt
t = c khk

q
(p;q) ;

de donde

kkkLq0(0;1)
= c khkq=q

0

(p;q) = c khk
q�1
(p;q) ;

si hacemos c = khk1�q(p;q), entonces kkkLq0(0;1)
= 1. Nótese, además, que
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t1=p�1=qh�(t)k(t) = c
�
t1=p�1=qh�(t)

�q
;

luego

Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt = c

Z 1

0

h
t1=ph�(t)

iq
dt
t

= c khkq(p;q) = khk
1�q
(p;q) khk

q
(p;q) = khk(p;q) ;

por tanto

khk(p;q) � sup
�Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt : k 2 F0 y kkkLq0(0;1)
= 1

�
((3.2))

De (3.1) y (3.2) se concluye que

khk(p;q) = sup
�Z 1

0

t1=p�1=qh�(t)k(t)dt : k 2 F0 y kkkLq0(0;1)
= 1

�
: �

Lema 3.1 (Hardy)
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Sean f; g 2 F(X;A) no negativas en (0;1),
tales que Z t

0

f(s)ds �
Z t

0

g(s)ds; t > 0:

Si k es no negativa y decreciente en (0;1), entoncesZ 1

0

f(s)k(s)ds �
Z 1

0

g(s)k(s)ds:

Demostración
Sea k una función simple de la forma

k =
nX
j=1

aj�(0;tj);

donde aj > 0; j = 1; 2; :::; n; t1 < t2 < ::: < tn. Entonces k es decreciente
y se tiene queZ 1

0

f(s)k(s)ds =
nX
j=1

aj

Z tj

0

f(s)ds �
nX
j=1

aj

Z tj

0

g(s)ds =

Z 1

0

g(s)k(s)ds:

Ahora, si k es una función medible no negativa, existe una sucesión creciente
de funciones simples f�ng tal que

9



lim
n�!1

�n = k;

luego, para todo k 2 N, �n � k, así f�n � fk; por el Teorema de la
Convergencia Monótona tenemosZ 1

0

f(s)k(s)ds = lim
n�!1

Z 1

0

f(s)�n(s)ds;

también g�n � gk, nuevamente por el Teorema de la Convergencia
Monótona Z 1

0

g(s)k(s)ds = lim
n�!1

Z 1

0

g(s)�n(s)ds;

pero, como �n es una función simpleZ 1

0

f(s)�n(s)ds �
Z 1

0

g(s)�n(s)ds;

para todo n 2 N. Luego

lim
n�!1

Z 1

0

f(s)�n(s)ds � lim
n�!1

Z 1

0

g(s)�n(s)ds;

lo que es equivalenteZ 1

0

f(s)k(s)ds �
Z 1

0

g(s)k(s)ds: �

Teorema 3.2
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Sean f; g 2 L(p;q) y 1 � q � p < 1, q0 y q
conjugados. Entonces

kf + gk(p;q) � kfk(p;q) + kgk(p;q) :

Demostración
Sea k no negativa y decreciente en (0;1) con kkkLq0(0;1)

= 1, q0 y q

conjugados, entonces por el Lema 3.1 y la desigualdad de Hölder

Z 1

0

t1=p�1=q (f + g)
�
(t)k(t)dt �

Z 1

0

t1=p�1=qf�(t)k(t)dt+

Z 1

0

t1=p�1=qg�(t)k(t)dt

� kfk(p;q) kkkLq0(0;1)
+ kgk(p;q) kkkLq0(0;1)

;
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como kkkLq0(0;1)
= 1, se tiene

kf + gk(p;q) = sup

�Z 1

0

t1=p�1=q (f + g)
�
(t)k(t)dt : k 2 F0 y kkkLq0(0;1)

�
� kfk(p;q) + kgk(p;q) : �

Teorema 3.3
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Sean 1=p0 + 1=p = 1 y 1=q0 + 1=q = 1, 1 � q �
p <1. Si f 2 L(p;q) y g 2 L(p0;q0), entonces

kfgk1 � kfk(p;q) kgk(p0;q0).

Demostración
Por la desigualdad de Hardy-Littlewood, se tiene

Z
X

jfgj d� �
Z 1

0

f�(t)g�(t)dt

=

Z 1

0

t1=p�1=qf�(t)t1=p
0�1=q0g�(t)dt;

luego, por la desigualdad de Hölder, resulta

Z 1

0

t1=p�1=qf�(t)t1=p
0�1=q0g�(t)dt �

�Z 1

0

h
t1=pf�(t)

iq
dt
t

�1=q �Z 1

0

h
t1=p

0
g�(t)

iq0
dt
t

�1=q0
= kfk(p;q) kgk(p0;q0) ;

de donde Z
X

jfgj d� � kfk(p;q) kgk(p0;q0) ;

por lo tanto

kfgk1 � kfk(p;q) kgk(p0;q0) : �

De�nición 3.2
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A), entonces la función f�� :
(0;1) �! [0;1] de�nida como
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f��(t) = 1
t

R t
0
f�(s)ds;

se conoce como la función maximal de f .
Aunque el valor de f��(t) cuando t = 0 no se considera en la de�nición, el

límite cuando t se aproxima a cero por la derecha está de�nido para todos los
reordenamientos. De hecho,

lim
t�!0+

f��(t) = f�(0) = ess sup
x2X

jf(x)j:

Ejemplo 3.3
Sean A un conjunto medible y f = �A. Entonces como

f�(t) = �[0;�(A));

de la de�nición de f�� se tiene que

f��(t) = 1
t

R t
0
f�(s)ds = min

�
1; �(A)t

�
:

Ejemplo 3.4
Sea s una función simple de la forma

s(x) =
kX
j=1

�j�Aj
(x);

donde �1 > �2 > ::: > �k > 0 y Aj = fx 2 X : s(x) = �jg. Entonces por
el Ejemplo 2.1, se tiene que

s�(t) =
kX
j=1

�j�[�j�1;�j)
(t);

donde

�j =

jX
i=1

�(Aj):

Usando la de�nición de s��(t), se tiene que

s��(t) = 1
t

R t
0
s�(u)du = 1

t

R t
0

kX
j=1

�j�[�j�1;�j)
(t);

para todo t > 0: Consideramos dos casos: primero, si �m�1 < t � �m para
m = 1; 2; :::; k, entonces
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s��(t) = 1
t

Z t

0

kX
j=1

�j�[�j�1;�j)
(t)

= 1
t

m�1X
j=1

�j�(Aj) +
�m
t

0@t� m�1X
j=1

�(Aj)

1A ;

segundo, si t > �k; entonces

s��(t) = 1
t

kX
j=1

�j�(Aj):

De aquí

s��(t) =8>>>>><>>>>>:
1
t

24m�1X
j=1

�j�(Aj) + �m

0@t� m�1X
j=1

�(Aj)

1A35 , si �m�1 < t � �m, m = 1; 2; :::; k

1
t

kX
j=1

�j�(Aj), si t > �k.

Teorema 3.4
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g; fn 2 F(X;A), n = 1; 2; :::, entonces

i) f�� es decreciente y continua en (0;1).

ii) f�(t) � f��(t), para todo t > 0.

iii) Si jf(x)j � jg(x)j �-casi siempre, entonces f��(t) � g��(t), para todo t > 0.

iv) Si ffng es una sucesión tal que jfn(x)j � jf(x)j �-casi siempre, n = 1; 2; :::
y lim
n�!1

jfn(x)j = jf(x)j �-casi siempre, entonces f��n (t) � f��(t) y

lim
n!1

f��n (t) = f
��(t), para todo t > 0.

Demostración

i) La continuidad de f��(t) se sigue directamente de la continuidad de la in-
tegral, así nos queda por demostrar que f��(t) es decreciente. Sean 0 <
t1 < t2 arbitrarios, entonces

13



f��(t2) = 1
t2

Z t2

0

f�(s)ds

= 1
t2

Z t1

0

f�(s)ds+ 1
t2

Z t2

t1

f�(s)ds

� 1
t2

Z t1

0

f�(s)ds+ 1
t2
f�(t1)(t2 � t1)

= 1
t2

Z t1

0

f�(s)ds+
�
1
t1
� 1

t2

�
t1f

�(t1)

� 1
t2

Z t1

0

f�(s)ds+
�
1
t1
� 1

t2

�Z t1

0

f�(s)ds

= 1
t1

Z t1

0

f�(s)ds = f��(t1):

ii) Ya que f� es una función decreciente se tiene que

f��(t) = 1
t

R t
0
f�(s)ds � 1

t f
�(t)

R t
0
ds = f�(t):

iii) Por el Teorema 2.4 (iii) se tiene que f�(t) � g�(t) para todo t � 0. Por
otro lado, ya que f� y g� son funciones positivas se tiene para t > 0 que

f��(t) = 1
t

R t
0
f�(s)ds � 1

t

R t
0
g�(s)ds = g��(t):

iv) Por el Teorema 2.4 (iii) se tiene que f�n(t) � f�(t) para n = 1; 2; :::, de
donde lim

n�!1
f�n(t) = f

�(t) para t � 0. Como

f��(t) = 1
t

R t
0
f�(s)ds; t > 0;

y como f��n (t) � f��(t) por (iii), se obtiene por el Teorema de la Conver-
gencia Monótona que f��n (t) �! f��(t), para todo t > 0.

Teorema 3.5
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f; g 2 F(X;A), entonces

(f + g)
��
(t) � f��(t) + g��(t);

para todo t > 0. De aquí, la doble reordenada es subaditiva.
Demostración
Por la Proposición 3.3 se tiene

f��(t) = 1
t

R t
0
f�(t)dt = 1

t sup
�(E)=t

R
E
jf(x)jd�;

14



por la desigualdad triangular y la subaditividad del supremo, se tiene

(f + g)
��
(t) = 1

t sup
�(E)=t

Z
E

jf(x) + g(x)jd�

� 1
t sup
�(E)=t

�Z
E

jf(x)d�+
Z
E

jg(x)jd�
�

� 1
t sup
�(E)=t

Z
E

jf(x)jd�+ 1
t sup
�(E)=t

Z
E

jg(x)jd�

= 1
t

Z t

0

f�(t)dt+ 1
t

Z t

0

g�(t)dt

= f��(t) + g��(t): �

Observación. Del Teorema 3.5 se deduce que kfkpq es una seminorma.
En lo sucesivo, incurriendo en un abuso del lenguaje, nos referiremos a kfkpq
como una norma.
De�nición 3.3
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si 1 < p � 1 y 0 < q � 1, entonces el espacio
de Lorentz L(p;q) es el conjunto de todas las funciones f 2 F(X;A) tal que
jjf jjpq <1, donde

jjf jjpq =

8><>:
�Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�q dt
t

�1=q
; si 1 < p � 1; 0 < q <1

sup
t>0

t1=pf��(t); si 1 < p � 1; q =1.

Teorema 3.6 (Desigualdad de Hardy)
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Sean 1 � q < p <1, conjugados y 0 < r <1,
entonces Z 1

0

�Z t

0

f(s)ds

�q
t�r�1dt �

�
q
r

�q Z 1

0

[sf(s)]
q
s�r�1ds:

Demostración
Si q = 1, por el Teorema de Fubini se tiene

15



Z 1

0

�Z t

0

f(s)ds

�q
t�r�1dt =

Z 1

0

�Z 1

s

t�r�1dt

�
f(s)ds

=

Z 1

0

h
t�r

�r

i1
s
f(s)ds

= 1
r

Z 1

0

s�rf(s)ds

= 1
r

Z 1

0

[sf(s)] s�r�1ds:

Si q > 1 y 1 < p <1, tal que 1=p+ 1=q = 1, entonces escogiendo � = q�r
pq ,

resultaZ t

0

f(s)ds =

Z t

0

f(s)s�s��ds �
�Z t

0

s��pds

�1=p�Z t

0

[f(s)]
q
s�qds

�1=q
=

�h
s��p+1

��p+1

it
0

�1=p�Z t

0

[f(s)]
q
s�qds

�1=q
:

Por otra parte

Z 1

0

�Z t

0

f(s)ds

�q
t�r�1dt �

Z 1

0

"�
q
r

�1=p
t
r
pq

�Z t

0

[f(s)]
q
s�qds

�1=q#q
t�r�1dt

=
�
q
r

�q=p Z 1

0

�Z t

0

[f(s)]
q
s�qds

�
t
r
p�r�1dt

=
�
q
r

�q=p Z 1

0

�Z t

0

[f(s)]
q
s�qds

�
t
�r
q �1

dt

=
�
q
r

�p=q Z 1

0

�Z 1

s

t
�r
q �1

dt

�
[f(s)]

q
s�qds

=
�
q
r

�p=q Z 1

0

"
t

�r
q
�r
q

#1
s

[f(s)]
q
s�qds

=
�
q
r

�p=q+1 Z 1

0

[f(s)]
q
s
�r
q s

q�r
p ds

=
�
q
r

�q Z 1

0

[f(s)]
q
s
q
p�r

�
1
p+

1
q

�
ds

=
�
q
r

�q Z 1

0

[f(s)]
q
sq�r�1ds

=
�
q
r

�q Z 1

0

[sf(s)]
q
s�r�1ds: �

Proposición 3.4
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Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las
funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 < p <1, entonces

kfkp � kfkpp �
p
p�1 kfkp :

Demostración
Tenemos que

kfkpp =

Z 1

0

[f�(t)]
p
dt �

Z 1

0

[f��(t)]
p
dt

=

Z 1

0

h
t1=pf��(t)

ip
dt
t = kfk

p
pp :

Por otro lado, usando la desigualdad de Hardy

kfkppp =
Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�p dt
t

=

Z 1

0

�
t1=p�1

Z t

0

f�(s)ds

�p
dt
t

=

Z 1

0

�Z t

0

f�(s)ds

�p
t�(p�1)�1dt

�
�

p
p�1

�p Z 1

0

[sf�(s)]
p
s�(p�1)�1ds

=
�

p
p�1

�p Z 1

0

[f�(s)]
p
dt

=
�

p
p�1

�p
kfkpp : �

Proposición 3.5
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 � p < 1, 1 � q � 1,
entonces

kfk(p;q) � kfkpq �
p
p�1 kfk(p;q) :

Demostración
Si 1 � q <1, tenemos

kfkq(p;q) =
Z 1

0

�
t1=pf�(t)

�q dt
t �

Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�q dt
t = kfkpq ;

de donde

kfk(p;q) � kfkpq :

Por otro lado, usando la Desigualdad de Hardy

17



kfkqpq =
Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�q dt
t =

Z 1

0

�
t1=p�1

Z t

0

f�(s)ds

�q
t�1dt

=

Z 1

0

�Z t

0

f�(s)ds

�q
tq=p�q�1dt =

Z 1

0

�Z t

0

f�(s)ds

�q
t
�(q� qp )�1dt

�
�

q
q(1�1=p)

�q Z 1

0

[sf�(s)]
q
sqs

�
�
q� qp

�
�1
ds

�
�

p
p�1

�q Z 1

0

[f�(s)]
q
sqs�q+q=p�1ds

=
�

p
p�1

�q Z 1

0

[sf�(s)]
q
sq dss =

�
p
p�1

�q
kfkq(p;q) ;

de donde

kfkpq �
�

p
p�1

�
kfk(p;q) :

Así, en este caso se tiene

kfk(p;q) � kfkpq �
p
p�1 kfk(p;q) :

Si q =1, se tiene

t1=pf�(t) � t1=pf��(t) � sup
t>0
t1=pf��(t) = kfkp1 ;

de donde

sup
t>0
t1=pf�(t) � kfkp1 ;

lo que es equivalente a

kfk(p;1) � kfkp1 :

Por otro lado

t1=pf��(t) = t1=p 1t

Z t

0

f�(s)ds = t1=p�1
Z t

0

s1=pf�(s)s�1=pds

� t1=p�1 kfk(p;1)

Z t

0

s�1=pds = t1=p�1 kfk(p;q)
�

p
p�1

�
t
� 1p+1

=
�

p
p�1

�
kfk(p;1) ;

de donde

sup
t>0
t1=pf��(t) �

�
p
p�1

�
kfk(p;1) ;
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lo que es equivalente a

kfkp1 �
�

p
p�1

�
kfk(p;1) :

Así, en este caso, también se tiene

kfk(p;q) � kfkpq �
p
p�1 kfk(p;q) : �

Teorema 3.7
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 < p < 1, 1 < q < 1,
entonces

f��(t) �
�
q
p

�q=p kfkpq
t1=p

.

Demostración
Tenemos que

kfkqpq =

Z 1

0

h
t1=pf��(t)

iq
dt
t �

Z t

0

h
s1=pf��(s)

iq
ds
s

� [f��(t)]
q
Z t

0

sq=p�1ds � [f��(t)]q
�
p
q

�
tq=p

esto es

kfkqpq � [f��(t)]
q
�
p
q

�
tq=p;

de donde

[f��(t)]
q �

�
q
p

� kfkqpq
tq=p

;

de aquí

f��(t) �
�
q
p

�1=q kfkpq
t1=p

: �

Corolario 3.1 (Calderón)
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Si f 2 F(X;A) y 1 < p <1, 1 � q < r <1,
entonces

kfkpr �
�
q
p

� 1
q�

1
r kfkpq :

Demostración
Tenemos que
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kfkrpr =

Z 1

0

h
t1=pf��(t)

ir
dt
t =

Z 1

0

[f��(t)]
r
tr=p�1dt

=

Z 1

0

[f��(t)]
q
[f��(t)]

r�q
tr=p�1dt

�
Z 1

0

[f��(t)]
q

��
q
p

�1=q kfkpq
t1=p

�r�q
t
r
p�1dt

=
�
q
p

� r�q
q
Z 1

0

[f��(t)]
q kfkr�qpq t

� (r�q)p t
r
p�1dt

=
�
q
p

� r�q
q kfkr�qpq

Z 1

0

[f��(t)]
q
t
q
p�1dt

=
�
q
p

� r�q
q kfkr�qpq

Z 1

0

h
t1=pf��(t)

iq
dt
t

=
�
q
p

� r�q
q kfkr�qpq kfkqpq =

�
q
p

�r=q�1
kfkrpq ;

es decir

kfkpr �
�
q
p

� 1
q�

1
r kfkpq : �

Teorema 3.8
Sean (X;A; �) un espacio de medida y F(X;A) el conjunto de todas las

funciones ��medibles sobre X. Sean 1 < p � 1 y 1 � q � 1. Entonces
L(p;q) es completo y L(p;q) es de Banach con respecto a la norma k�kpq.
Demostración
Si p =1, entonces L(1;q) = f0g.
Si p = q =1, entonces L(1;1) = L1.
Supongamos que p < 1. Sea ffngn2N una sucesión de Cauchy en L(p;q)

con respecto a la norma k�kpq y sean " y �, números positivos arbitrariamente
pequeños. Escojamos n0 2 N tal que

kfn � fmkpq < "�
1=p; 8n;m � n0;

si q =1, entonces

�1=p (fn � fm)� (�) � kfn � fmk(p;1)

� kfn � fmkp1 < "�1=p;

20



de donde

(fn � fm)� (�) < ";

en consecuencia

Dfn�fm(") < �;

es decir

� (fx 2 X : jfn(x)� fm(x)j > "g) < �;

para n;m � n0. Esto nos dice que ffngn2N es una sucesión de Cauchy en
medida, luego, existe una subsucesión ffnkgk2N tal que

lim
k�!1

fnk = f , casi siempre.

Vamos a demostrar que f 2 L(p;q) y lim
n�!1

kfn � fkpq = 0. Sean " > 0 y

n0 2 N tales que

kfn � fmkpq <
�
p�1
p

�
" para todos n;m � n0.

Fijemos m 2 N, con m � n0, escribamos g = f �fm y gk = fnk �fm, para
k 2 N, entonces

lim
n�!1

gk = g, casi siempre.

Dados � y � números positivos, arbitrariamente pequeños, existe un con-
junto E 2 A y un entero k0 tal que �(E) < � y jgk � gj < � en XjE para
todo k � k0. Ahora, existe k0 � k0 tal que para todo k � k0,

Eg(�+ �) � Egk(�) [ E:

En efecto,

si x 2 Eg (�+ �) ; entonces x 2 fx 2 X : jg(x)j > �+ �g.

Si x 2 E, entonces x 2 Egk(�) [ E, en este caso Eg(�+ �) � Egk(�) [ E.
Si x 2 XjE, entonces

x 2 fx 2 XjE : jg(x)j > �+ �g ;

de donde

x 2 fx 2 XjE : jg(x)j > �g ;

por tanto

x 2 fx 2 XjE : jgk(x)j > �g ;
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pués en XjE se tiene que lim
n�!1

gk = g. Luego

Si x 2 fx 2 X : jgk(x)j > �g ; entonces x 2 Egk(�),

para todo k � k0, y en este caso, nuevamente, Eg(�+ �) � Egk(�) [ E.
Por tanto

Dg(�+ �) < Dgk(�) + �;

ahora, para todo � > 0, tenemos

g�k(t) = inf f� > 0 : Dgk � tg
� inf f� > 0 : Dg(�+ �)� � � tg
= inf f�� � : � > 0 y Dg(�) � t+ �g
= g�(t+ �)� �;

es decir

g�k(t) � g�(t+ �)� �:

Para cualquier t > 0, esta última desigualdad implica que

g�(t+ �)� � � lim
k�!1

inf g�k(t);

como g� es continua por la derecha y �; � son arbitrarios, entonces

g�(t) � lim
k�!1

inf g�k(t):

Ahora, es posible demostrar que f 2 L(p;q) y lim
n�!1

kf � fnkpq = 0.
Si q =1, entonces

kf � fmkp1 � p
p�1 kf � fmk(p;1)

= p
p�1 sup

t>0
t1=pg�(t)

� p
p�1 sup

t>0
lim

k�!1
t1=pg�k(t)

� p
p�1 lim

k�!1
inf kfmk

� fmk(p;q) < ":

Si q <1, entonces aplicando el Lema de Fatou

22



kf � fmkqpq �
�

p
p�1

�q
kf � fmkq(p;q)

=
�

p
p�1

�q Z 1

0

tq=p�1 [g�(t)]
q
dt

�
�

p
p�1

�q Z 1

0

tq=p�1 lim
k�!1

inf [g�k(t)]
q
dt

�
�

p
p�1

�q
lim

k�!1
inf

Z 1

0

tq=p�1 [g�k(t)]
q
dt

=
�

p
p�1

�q
lim

k�!1
inf kfnk � fmk

q
(p;q) < "

q:

Finalmente

kfkpq � kf � fnkpq + kfnkpq <1;

así, f 2 L(p;q). �
Teorema 3.9
Las funciones simples son densas en L(p;q), cuando 0 < q <1.
Demostración
Supongamos que f 2 L(p;q) y f � 0. Nótese que si Df (�) = 0, entonces

lim
t�!1

f�(t) = 0, luego Df (�) <1.
Ahora, dados "; � > 0 podemos encontrar una función simple sn � 0 tal que

sn = 0 cuando f(x) < " y f(x)� " � sn(x) � fn cuando f(x) > ";
excepto en un conjunto de medida menor que �. Así, la medida del conjunto

� (fx 2 X : jf(x)� sn(x)j > "g) < �:

Ahora, escojamos n 2 N tal que n > 1=", entonces

(f � sn)� (t) = inf f" > 0 : Df�sn(�) < � � tg ;

luego

(f � sn)� (t) � ", para todo t � �.

Como sn � f , entonces s�n(t) � f�(t) para cada t > 0. Dado que n > 1=",
entonces

(f � sn)� (t) � 1
n < ",

por lo tanto

lim
n�!1

(f � sn)� (t) = 0 y (f � sn)� (t) � f�(t=2) + sn(t=2) � 2f�(t=2);

�nalmente, por el Teorema de la Convergencia Dominada, se tiene que

lim
n�!1

kf � snk(p;q) = 0: �

23



Part I

Capítulo 4
1 Operador Multiplicación en Espacios L(p,q)

En este capítulo de�niremos el operador multiplicación Mu en los espacios de
Lorentz L(p;q), se caracterizarán el acotamiento y la compacidad de este oper-
ador en términos del acotamiento de la función medible de valor complejo, u, y
la dimensión de L(p;q) restringido al subespacio A"(u), para " > 0.
De�nición 4.1.
Sea (X;A; �) un espacio de medida. Sean f 2 L(p;q) y u : X �! C una

función tal que u � f 2 L(p;q). Entonces el operador f �! u � f sobre L(p;q),
se denota por Mu y en caso de ser continuo, se llama operador multiplicación
inducido por u.
Teorema 4.1
El operador lineal Mu : f �! u � f sobre el espacio de Lorentz L(p;q) es

acotado si y sólo si u es essencialmente acotada. Además,

kMuk = kuk1 :

Demostración
Si u = 0, entonces el resultado es trivial, luego supongamos que 0 6= u 2

L1(u), entonces

j(u � f) (x)j = ju(x)j jf(x)j � kuk1 jf(x)j, ��casi siempre, x 2 X

por lo cual

fx 2 X : j(u � f) (x)j > �g � fx 2 X : kuk1 jf(x)j > �g

=
n
x 2 X : jf(x)j > �

kuk1

o
; � > 0

de aquí

� (fx 2 X : j(u � f) (x)j > �g) � �
�n
x 2 X : jf(x)j > �

kuk1

o�
;

es decir

Du�f (�) � Df
�

�
kuk1

�
;

1



luego

n
� > 0 : Df

�
�

kuk1

�
� t
o
� f� > 0 : Du�f (�) � tg ; t > 0

por tanto

inf f� > 0 : Du�f (�) � tg � inf
n
� > 0 : Df

�
�

kuk1

�
� t
o
;

de�niendo � = �
kuk1

, se tiene que � = � kuk1, en consecuencia

inf f� > 0 : Du�f (�) � tg � inf f� kuk1 : Df (�) � tg = kuk1 inf f� > 0 : Df (�) � tg ;

lo que es equivalente a

(u � f)�(t) � kuk1 f
�(t);

de donde se sigue que

1
t

Z t

0

(u � f)� (s)ds � kuk1 1
t

Z t

0

f�(s)ds;

es decir

(u � f)�� (t) � kuk1 f
��(t):

Por otro lado, si q <1, se tiene

kMufkpq = ku � fkpq =
�Z 1

0

�
t1=p(u � f)��(t)

�q
dt
t

�1=q
�

�Z 1

0

�
t1=p kuk1 f

��(t)
�q

dt
t

�1=q
= kuk1

�Z 1

0

�
t1=pf��(t)

�q
dt
t

�1=q
= kuk1 kfkpq :

2



Si q =1, se tiene

kMufkp 1 = ku � fkp 1 = sup
t>0

t1=p(u � f)��(t)

� sup
t>0

t1=p kuk1 f
��(t) = kuk1 sup

t>0
t1=pf��(t)

= kuk1 kfkp 1 :

Así, para 1 � q � 1, se cumple que

kMufkpq � kuk1 kfkpq ;

luego, de la De�nición 1.1 se obtiene

kMuk = sup
f2L(p;q)
kfkpq=1

kMufkpq � sup
f2L(p;q)
kfkpq=1

kuk1 kfkpq � kuk1 :

Recíprocamente, supongamos que Mu es un operador acotado. Si u no es
una función esencialmente acotada, entonces para todo n 2 N, el conjunto

En = fx 2 X : ju(x)j > ng

tiene medida positiva. Además

��u � �En(x)�� � n�En(x); x 2 X;

por lo cual

�
x 2 X : n�En(x) > �

	
�
�
x 2 X :

��u � �En(x)�� > �	 ; � > 0;

de donde

�
��
x 2 X : n�En(x) > �

	�
� �

��
x 2 X :

��u � �En(x)�� > �	� ;
es decir
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Dn�En (�) � Du��En (�);

de aquí

n
� > 0 : Du��En (�) � t

o
�
n
� > 0 : Dn�En (�) � t

o
; t > 0;

luego

inf
n
� > 0 : Dn�En (�) � t

o
� inf

n
� > 0 : Du��En (�) � t

o
;

esto es

�
n�En

��
(t) �

�
u � �En

��
(t);

de esto último se tiene

�
n�En

���
(t) �

�
u � �En

���
(t);

en consecuencia, si q <1, se tiene



Mu�En



pq

=


u � �En

pq = �Z 1

0

�
t1=p(u � �En

���
(t))q dtt

�1=q
� n

�Z 1

0

�
t1=p

�
�En

���
(t)
�q

dt
t

�1=q
= n



�En

pq :
Si q =1



Mu�En



p 1 =



u � �En

p 1 = sup
t>0

t1=p(u � �En)
��(t)

� nsup
t>0
t1=p

�
�En

���
(t) = n



�En

p 1 :
Así, para 1 � q � 1, se cumple que

Mu�En




pq
� n



�En

pq :
4



Esto contradice el acotamiento deMu, por lo tanto u debe ser esencialmente
acotada.
Ahora, para " > 0, de�namos

E = fx 2 X : ju(x)j � kuk1 � "g ;

claramente �(E) > 0, luego

fx 2 X : (kuk1 � ")�E(x) > �g � fx 2 X : ju � �E(x)j > �g ; � > 0;

por lo tanto

D(kuk1�")�E
(�) � Du��E (�);

así

�
� > 0 : Du��E (�) � t

	
�
n
� > 0 : D(kuk1�")�E

(�) � t
o
; t > 0;

en consecuencia

inf
n
� > 0 : D(kuk1�")�E

(�) � t
o
� inf

�
� > 0 : Du��E (�) � t

	
;

lo que es equivalente

(u � �E)
�
(t) � (kuk1 � ") (�E)

�
(t);

de aquí tenemos

(u � �E)
��
(t) � (kuk1 � ") (�E)

��
(t)

de esta última desigualdad resulta

ku � �Ekpq � (kuk1 � ") k�Ekpq ;

luego
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(kuk1 � ") � kMu�Ekpq
k�Ekpq

; 0 � q � 1;

de donde

kMuk � kuk1 � ", para todo " > 0.

Así

kMuk � kuk1 ;

por lo tanto

kMuk = kuk1 : �

Lema 4.1
SeaMu un operador compacto, de�namos, para " > 0, A"(u) = fx 2 X : ju(x)j � "g

y L(p;q) (A"(u)) =
n
f�A"(u) : f 2 L(p;q)

o
. Entonces L(p;q) (A"(u)) es un sube-

spacio invariante cerrado de L(p;q) bajo Mu. Además MujL(p;q)(A"(u)) es un
operador compacto.
Demostración
Sean h; k 2 L(p;q)(A"(u)) y �; � escalares. Entonces h = f�A"(u) y k =

g�A"(u), donde f; g 2 L(p;q). Luego,

�h+�k = �(f�A"(u)))+�(g�A"(u)) = (�f)�A"(u)+(�g)�A"(u) = (�f+�g)�A"(u);

donde (�f + �g) 2 L(p;q). Asi, �h + �k 2 L(p;q) (A"(u)), en consecuencia
L(p;q) (A"(u)) es un subespacio vectorial de L(p;q).
Para todo h 2 L(p;q) (A"(u)), se tiene que h = f�A"(u), donde f 2 L(p;q), así

se cumple que

Muh = u � h = u �
�
f�A"(u)

�
= (u � f)�A"(u);

donde u � f 2 L(p;q). Por lo cual, Muh 2 L(p;q) (A"(u)) y en consecuencia
L(p;q) (A"(u)) es un subespacio invariante de L(p;q), bajo el operador Mu.
Por el Teorema 1.10, MujL(p;q)(A"(u)) es un operador compacto. �
Teorema 4.2
Sea u 2 L1. Entonces Mu es compacto si y sólo si L(p;q) (A"(u)) es de

dimensión �nita para cada " > 0, donde
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A"(u) = fx 2 X : ju(x)j � "g y L(p;q) (A"(u)) =
n
f�A"(u) : f 2 L(p;q)

o
:

Demostración
Sea " > 0. Si ju(x)j � ", se puede notar que

���u � f�A"(u)(x)
��� � ���"f�A"(u)(x)

��� ; x 2 X;

de aquí

n
x :
���"f�A"(u)(x)

��� > �o � nx : ���u � f�A"(u)(x)
��� > �o ; � > 0;

así

D"f�A"(u)(�) � Du�f�A"(u)(�);

de esta última desigualdad se tiene

n
� > 0 : Du�f�A"(u)(�) � t

o
�
n
� > 0 : D"f�A"(u)(�) � t

o
; t > 0;

y

inf
n
� > 0 : D"f�A"(u)(�) � t

o
� inf

n
� > 0 : Du�f�A"(u)(�) � t

o
;

esto es

�
"f�A"(u)

��
(t) �

�
u � f�A"(u)

��
(t);

de aquí

�
"f�A"(u)

���
(t) �

�
u � f�A"(u)

���
(t);
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en consecuencia


Muf�A"(u)





pq
� "




f�A"(u)





pq
; 0 � q � 1; ((4.1))

lo que quiere decir queMujL(p;q)(A"(u)) es acotado inferiormente y por lo tanto
es invertible. Como MujL(p;q)(A"(u)) es compacto se obtiene que la dimensión de
L(p;q) (A"(u)) es �nita (ver Teorema 1.8).
Recíprocamente, supongamos que L(p;q) (A"(u)) es de dimensión �nita para

cada " > 0; entonces en particular para cada n 2 N, L(p;q)
�
A1=n(u)

�
es de

dimensión �nita. Para cada n 2 N defínamos un : X �! C como

un(x) =

�
u(x); si x 2 A1=n(u)
0; si x =2 A1=n(u).

Entonces, para f 2 L(p;q), se tiene

j(un � u) � f j = jun � uj jf j � 1
n jf j ;

en consecuencia

((un � u) � f)� (t) � 1
nf

�(t);

para todo t > 0, luego

k(un � u) � fkpq � 1
n kfkpq ;

por lo tanto

kMun �Muk = sup
f2L(p;q)(A"(u))

kfkpq=1

k(Mun �Mu) fkpq � 1
n kfkpq

n!1�! 0;

lo que implica queMun converge aMu uniformemente. Como L(p;q) (A"(u))
es de dimensión �nita se tiene que Mun es un operador de rango �nito. Por lo
tanto, del Teorema 1.6, Mun es un operador compacto, por el Teorema 1.9,
Mu es un operador compacto. �
Toerema 4.3
Sea Mu 2 B

�
L(p;q)

�
. Entonces Mu tiene rango cerrado si y sólo si existe

un � > 0 tal que ju(x)j � � �-casi siempre sobre S = fx 2 X : u(x) 6= 0g, el
soporte de u.
Demostración
Si existe un � > 0 tal que ju(x)j � � �-casi siempre sobre S, entonces para

todo f 2 L(p;q), se tiene que
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j(�f�S) (x)j � j(u � f�S) (x)j ; x 2 X;

de donde

fx 2 X : j(�f�S) (x)j > �g � fx 2 X : j(u � f�S) (x)j > �g ; � > 0;

así

� (fx 2 X : j(�f�S) (x)j > �g) � � (fx 2 X : j(u � f�S) (x)j > �g) ;

lo que es equivalente

D�f�S (�) � Du�f�S (�);

luego

�
� > 0 : Du�f�S (�) � t

	
�
�
� > 0 : D�f�S (�) � t

	
; t > 0;

por lo cual

inf
�
� > 0 : D�f�S (�) � t

	
� inf

�
� > 0 : Du�f�S (�) � t

	
;

de aquí

(u � f�S)
�
(t) � � (f�S)

�
(t):

De lo anterior, se tiene

k�f�Skpq � kMuf�Skpq ;

es decir

kMuf�Skpq � � kf�Skpq ;
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para todo f 2 L(p;q), lo que implica, por el Teorema 1.3, que Mu tiene
rango cerrado.
Recíprocamente, si Mu tiene rango cerrado, existe un " > 0 tal que



Muf



pq
� "



f


pq

para todo f 2 L(p;q)(S), donde

L(p;q)(S) =
�
f�S : f 2 L(p;q)

	
:

Sea E = fx 2 S : ju(x)j < "=2g. Si �(E) > 0, entonces se puede encontrar
un conjunto medible F � E tal que �F 2 L(p;q)(S). En efecto,

F � E � S =) F \ S = F;

luego

�F = �F\S = �F�S,

donde �F 2 L(p;q) y por tanto �F 2 L(p;q)(S).
Ahora

ju � �F (x)j �
�� "
2�F (x)

�� ; x 2 X;

por lo cual

fx 2 X : ju � �F (x)j > �g �
�
x 2 X :

�� "
2�F (x)

�� > �	 ; � > 0;

de donde

� (fx 2 X : ju�F (x)j > �g) � �
��
x 2 X :

�� "
2�F (x)

�� > �	� ;
es decir

Du��F (�) � D "
2�F

(�);
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así

n
� > 0 : D "

2�F
(�) � t

o
�
�
� > 0 : Du��F (�) � t

	
; t > 0;

de esta última inclusión se tiene

inf
�
� > 0 : Du��F (�) � t

	
� inf

n
� > 0 : D "

2�F
(�) � t

o
;

lo que es equivalente a

(u � �F )
�
(t) � "

2 (�F )
�
(t):

En consecuencia

kMu�F kpq � "
2 k�F kpq ;

que es una contradicción, por lo tanto �(E) = 0. Esto completa la prueba
del teorema. �
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