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Resumen

Sea � = (M;r; g) y �� = (M; �r; g) estructuras geométricas, (M variedad diferencia-

ble, r, �r conexiones de Levi-Civita y g la métrica formal) tales que(
(rxg)(Y; Z) = A(X; Y; Z) 2 C1(M); X; Y; Z 2 �(M)
�S(X; Y ) = 0

y( �
�rUg

�
(V;W ) = 0

�S(U; V ) = �rUV � �rVU � [U; V ] ; U; V;W 2 �(M);
donde �(M)

es el conjuto de los campos vectoriales sobreM , C1(M) el conjunto de las funciones

diferenciables sobre M . S(X; Y ) y �S(U; V ) son los campos de torsión de (M;r) y

(M; �r); respectivamente. Sea � y �� estructuras H-equivalentes proyectivas y x(t) el

movimiento de una partícula cargada bajo un campo electromagnético F y energía

potencial U siendo F 2 ^k(M) una 2 - forma cerrada es decir dF = 0: Se plantea

en este trabajo: 1) Determinar las soluciones de las ecuaciones de movimiento de

una partícula cargada, cuando F no tiene potencial y U 6= 0. Esto es equivalente a

determinar el movimiento de una partícula cargada en un sistema hamiltoniano con

un lagrangeano. 2) Determinar las soluciones de las ecuaciones de movimiento de

una partícula cargada si F tiene potencial electromagnético y U = 0. Esto se reduce

a determinar estas ecuaciones a través de estructuras H-equivalentes proyectivas.



Introducción

La solución de muchos problemas planteados en la mecánica clásica, en la

teoría de la relatividad y en la teoría cuántica, se logran, en la mayoría de los casos,

con el apoyo de una estructura geométrica adecuada. Tal estructura, conformada

por un espacio y una forma de medir, proporciona los elementos necesarios para

agilizar las soluciones a los problemas planteados. Se observa que en la estructura,

espacio-tiempo y la métrica usual, se estableció la primera de las formulaciones de la

mecánica teórica, la cual fue desarrollada por Isaac Newton (1643-1727), basándola

como se conoce, en tres leyes o principios. Posteriormente, Lagrange (1736-1813),

desarrolló su concepción de la mecánica, obteniendo sus famosas ecuaciones difer-

enciales para escribir la evolución de los sistemas mecánicos [1]. William Rowan

Hamilton (1805-1865), utilizó los principios del cálculo variacional para dotar a

la mecánica teórica de una concepción intrínseca, que superaba a la desarrollada

por Lagrange. Los trabajos de Hamilton fueron desarrollados por grandes físicos y

matemáticos como Carl Gustav J. Jacobi (1804-1851), Simeón Poisson (1781-1840),

Joseph Liouville (1809-1882). Actualmente, estas formulaciones se ajustan a una

estructura simpléctica; es decir, una variedad con una 2-forma cerrada.

Einstein se apoyó en una estructura riemanniana para plantear sus ecuaciones
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de gravitación universal. En su teoría especial de la relatividad formuló sus leyes

en un espacio cuatridimensional, usando la invarianza de la métrica de Lorentz. El

trabajo inicial de Einstein concerniente a la teoría especial de la relatividad, �sobre

la electrodinámica de cuerpos en movimientos� fue publicado en 1905 y su origen

se remonta a la historia de la mecánica clásica, a la teoría electromagnética y al

desenvolvimiento matemático y �losó�co de la época [6].

Una de las ramas de la física que utiliza la estructura simpléctica, es el elec-

tromagnétismo, que estudia y uni�ca los fenómenos eléctricos y magnéticos. Am-

bos fenómenos se describen en una sola teoría,pero antes de este planteamiento los

fenómenos eléctricos y magnéticos habían sido tratados por separado, habiéndose

desarrollado teorías desde la antigua Grecia; sin embargo, no fue hasta los últimos

años del siglo XVI cuando se realizaron los primeros descubrimientos cientí�cos en

ese campo. Morse crea el telégrafo como aplicación de la teoría electromagnética.

En 1864, James Clerk Maxwell establece las llamadas Ecuaciones de Maxwell que

demostraron y detallaron la relación matemática entre campos eléctricos y magnéti-

cos. Él demostró que tenían la misma naturaleza que la luz: naturaleza de onda; a

las cuales se denominó ondas electromagnéticas.

El movimiento de una partícula cargada bajo un campo electromagnético ha

sido objeto de estudio por muchas décadas y ha servido de apoyo para estudiar el

movimiento de partículas cargadas eléctricamente, además de determinar las ecua-

ciones y la trayectoria que la describe bajo un campo electromagnético, usando

métodos propios de las ecuaciones diferenciales. En el plano real se han calculado

las ecuaciones del movimiento de una partícula cargada, y su trayectoria, bajo la
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acción de la fuerza eléctrica o magnética, puede ser de forma hiperbólica, circular,

senosoidal, entre otras [7].

Con la introducción de las estructuras proyectivas [2], se han resuelto muchos

problemas abiertos en la física, como en la mecánica y otras ramas a�nes tales como,

el problema de Chapliguin, la generalización de los operadores de Suslov, entre

otros. La noción de proyectividad elemental, nace con las estructuras proyectivas

reales y complejas, luego se extiende el concepto a estructuras diferenciables como

variedades y a espacios generados por ellas. Uno de ellos, los espacios de Lyra, son

muy utilizados por la geometría diferencial para formular resultados en la física

moderna. En [5] se introducen las estructuras H-equivalentes proyectivas, con ellas

se establece una relación H-equivalente entre los espacios de Lyra y los sub-espacios

proyectivos euclideanos, y entre los espacios de Lyra y los de Weyl.

Cuando existe una geodésica entre dos espacios H-equivalentes, diremos que

ellos son proyectivos. En otras palabras, si en dos espacios, las ecuaciones de las

geodésicas de éstos tienen las mismas soluciones, entonces los espacios se llamarán

proyectivos H- equivalentes. En relación con esta temática, se logra en este trabajo

establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una partícula cargada

bajo un campo electromagnético en estructuras H-equivalentes proyectivas.

En el Capítulo 1, se introducen los conceptos básicos para el desarrollo del tra-

bajo tales como el de tensores, formas diferenciales, producto interior para estudiar

la geometría mecánica, entre otros.

En el Capítulo 2, se desarrolla la teoría de las estructuras H-equivalentes y los

espacios proyectivos H- equivalentes.
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En el Capítulo 3, se analiza la dinámica de una partícula cargada en un espacio

hamiltoniano de una geodésica y se enuncian algunas propiedades que sirven de

base para establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una partícula

cargada bajo un campo electromagnético en los espacios proyectivosH- equivalentes.



Capítulo 1

Preliminares

En este capítulo se darán algunas de�niciones y teoremas sobre tensores, for-

mas diferenciales y curvas integrales para introducir la geometría simpléctica en la

mecánica.

1.1. Tensores y Formas Diferenciales en Variedades

En esta sección se hace un breve resumen de los tensores para de�nir las

formas diferenciales.

De�nición 1.1.1. Un tensor T del tipo


k
l

�
y de rango k+l, en una variedadM de

dimensión n y clase Cr, es un objeto que se de�ne, en cada sistema de coordenadas�
x1p; :::x

n
p

�
mediante un conjunto de funciones

(p)

T

Z1;:::;Zk

J1;:::;J`
(x);

en cualquier otro sistema de coordenadas locales
�
x1p; :::x

n
p

�
que contiene a x; este
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mismo tensor tiene los componentes,

(q)

T

S1;:::;Sk

t1;:::;t`
(x);

y además , se cumple

(q)

T

S1;:::;Sk

t1;:::;tl
(x) =

@xS1q

@xZ1p
� � �
@xSkq

@xt1q

@xJ1p

@xt1q
� � �
@xJ`p

@xt`q

(q)

T

S1;:::;Sk

t1;:::;t`
(x): (1.1)

De�nición 1.1.2. Se llama tensor contravariante al objeto geométrico el cual

en cada sistema de coordenadas en M se transforma como tensor del tipo


1
0

�
, es

decir

�k(x) =
@xk

@~xj
�̂
j
(~x), k = 1; n , xk = xk(~x): (1.2)

Se llama tensor covariante al objeto geométrico el cual se transforma como

tensor


0
1

�
, es decir,

�i(x) = ~�j(~x)
@xj

@~xi
:

Tomando como base estas de�niciones, al tensor


p
q

�
se le llama p veces con-

travariante y q veces covariante.

Observación 1.1.1 En adelante se designará por medio de ^pq al conjunto de todos

los tensores del tipo


p
q

�
:

Para los tensores dados en un mismo punto existen varias operaciones

algebraicas de las cuales se obtienen nuevos tensores. Las principales de ellas son:

suma, multiplicación y contracción.

De�nición 1.1.3. Suma algebraica de tensores: Sean T y S tensores del con-

junto ^pq entonces,

�T + S 2 ^pq ; � 2 R:
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De�nición 1.1.4. Producto tensorial: Sean S 2 ^pq ; R 2 ^rt ; el producto de S

con R es el tensor T 2 ^p+rq+t tal que

T = SR:

De�nición 1.1.5. El tensor S 2 ^pq se llama simétrico con respecto a los índices

(J1); (J2) si,

S
i1���ip
[J1J2]J3���Jp(x) = 0:

De�nición 1.1.6. Un tensor se llama antisimétrico con respecto a los índices

(J1) y (J2) si

S
i1���ip
(J1J2)J3���Jp(x) = 0:

En forma análoga se introducen estos conceptos para los índices con-

travariantes.

Consecuencia 1.1.1: En cualquier punto dado de la variedad, los tensores ^pq
forman un espacio lineal de dimensión np+q.

De�nición 1.1.7. Sean M una variedad diferenciable de dimensión n y
�
x1p; :::x

n
p

�
un sistema de coordenadas locales en una carta Mq, entonces,

f@1; :::; @ng =
�
@

@x1
; � � � ; @

@xn

�
forma una base para T (M) donde,

@

@xkp
=

nX
i=1

@xiq
@xiq

@

@xiq
�
@xiq
@xkq

@

@xiq
:
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Convenio de Suma de Einstein: Un índice repetido que aparezca como

superíndice y como sub-índice en una expresión, implicará una suma sobre el rango

de dicho índice:

nX
i=1

AiBi � AiBi;
nX
i=1

nX
k=1

AkiB
i
k � AkiBik:

Ejemplo 1.1.1. 1. La delta de Kronécker es un tensor mixto: una vez covariante

y una vez contravariante.

��
j
i (x) =

@xj

@y`
@yk

@xi
�`k(y):

2. El tensor métrico g : Tp(M)� Tp(M)! R de�nido como

g = gij(x)dx
idxj

es un tensor covariante de rango 2

�gij(x) =
@xk

@yi
@y`

@xj
gk`(y)

3. El gradiente de � :M ! R de�nido por,

grad(�) = rk� =
@�

@xk
;

es un tensor covariante de rango 1.

De�nición 1.1.8. Sea gij(x) un tensor simétrico tal que gij(x) 2 C1(M) y

g = det gij = jgj 6= 0. De�nimos el tensor recíproco de gij como el tensor

contravariante gij(x) tal que

gijgjk = �
i
k

a los tensores gij y gjk los llamaremos tensores fundamentales.
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De�nición 1.1.9. Se llama tensor asociado al que se obtiene multiplicando

Ai1;��� ;ikJ1;��� ;J` por gij o g
ij.

Ejemplo 1.1.2.

gijAik` = A
i
�k`:

Las posiciones ocupadas por los índices movidos se indican por �.

De�nición 1.1.10. Se llaman símbolos de Christo¤el de primera especie a

la expresión,

[ij; k] =
1

2

�
@gik
@xj

+
@gjk
@xi

� @gij
@xk

�
con i; j; k = 1; n

Los símbolos de Christo¤el de segunda especie, se de�nen por,

�kij = g
k� [ij; �] ; � = 1; n:

Observación 1.1.2 Los símbolos de Christo¤el son simétricos, es decir,

[ij; k] = [ji; k]

�kij = �kji:

1.2. Formas Diferenciales

Para cada espacio tangente T (M), podemos asociarle su dual T �(M), el

cual es el conjunto de las aplicaciones lineales ' : T (M)! R. Una base para T �(M)

es obtenida tomando fdxigni=1, donde xi :M ! R. El conjunto anterior, es en efecto,

la base dual de
�

@
@xj

	n
j=1

de T (M), puesto que,

dxi
�
@

@xj

�
=
@xi

@xj
= �ij =

(
1; i = j

0; i 6= j
:
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De�nición 1.2.1. Un campo de formas lineales (ó una forma exterior de grado

1) en M , es una aplicación ! :M ! T �(M), de�nida por

! =

 
nX
i=1

!idx
i

!
= !idx

i

ó simplemente,

! = !idx
i i = 1; n

donde !i es diferenciable, entonces ! es llamada forma diferencial de grado 1

ó 1 -forma.

Se denotará al conjunto de las 1 - formas diferenciables por ^1(T �(M)).

De�nición 1.2.2. Un campo de formas bilineal y alternante (ó una 2 - forma

diferencial) enM es una aplicación ! que asocia a cada p 2M con !(p) 2 ^2(T �(M)

de�nida por,

! =
X
i<j

aijdx
i ^ dxj; i; j = 1; n;

! es diferenciable si aij lo es.

Ejemplo 1.2.1. Si dim(M) = n = 3, entonces i; j = 1; 2; 3. Así,

! =
X
i<j

aijdx
i ^ dxj

= a12dx
1 ^ dx2 + a13dx1 ^ dx3 + a23dx2 ^ dx3:

De�nición 1.2.3. Una k - forma exterior en M (ó una k - forma diferencial)

es una aplicación ! :M ! ^k(T �(M)) de�nida por

! =
X

i1<i2<:::<ik

ai1:::ik(dx
i1 ^ � � � ^ dxik), ij 2 f1; :::; ng ;
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donde ai1:::ik : M ! R son diferenciables. Por convención, las 0 - formas son fun-

ciones f :M ! R diferenciables.

Se denotará la k - upla (i1; :::; ik), i1 < :::: < ik ij 2 f1; :::; ng por I.

Esto es,

! =
X
i<j

aijdx
i ^ dxj

=
X
I

aIdx
I :

En ^k(T �(M)) se de�nen las operaciones

De�nición 1.2.4. Suma: Si,

! =
X
I

aIdx
I ; I = (i1; :::; ik); i1 < :::: < ik

' =
X
I

bIdx
I ; I = (I1; :::; Is); I1 < :::: < Is

entonces

! + ' =
X
I

(aI + bJ)dx
I :

Producto exterior: Si ! es una k - forma y ' una s - forma, es decir,

! =
X
I

aIdx
I ; I = (i1; :::; ik); i1 < :::: < ik

' =
X
J

bJdx
J ; J = (J1; :::; Js); J1 < :::: < Js

entonces,

! ^ ' =
X
IJ

aIbJdx
I ^ dxJ :
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Observación 1.2.1 La de�nición de producto exterior es dada de tal manera que

si '1; :::; 'k son 1 - formas, entonces el producto exterior: '1 ^ :::^ 'k; se convierte

en una k - forma si se de�ne

'1 ^ ::: ^ 'k(v1; :::; vk) = det('i(vj))

Lema 1.2.1 Sean ! una k - forma, ' una s - forma y � una r - forma. Entonces

(i) (! ^ ') ^ � = ! ^ (' ^ �)

(ii) (! ^ ') = (�1)ks(' ^ !)

(iii) ! ^ ('+ �) = ! ^ '+ ! ^ � , si r = s:

Demostración: (ver [3])

Observación 1.2.2 Aunque dxi ^ dxi = 0 esta igualdad no es siempre cierta para

cualquier forma !; es decir ! ^ ! no siempre es nulo.

Ejemplo 1.2.2. Si

! = x1dx
1 ^ dx2 + x2dx3 ^ dx4; en R4 =M;

entonces

! ^ ! = 2x1x2dx1 ^ dx2 ^ dx3 ^ dx4 6= 0:

De�nición 1.2.5. Un álgebra de Grassman, es aquella, donde se ha de�nido la
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operación ^ con la cual los elementos básicos cumplen

�I ^ �J = �J ^ �I ;

1 ^ �I = �I ^ 1 = �J ;

�J ^ �J = 0;

1 ^ 1 = 1:

^k(T �(M)) - es un álgebra de Grassman asociativa.

De�nición 1.2.6. Sea f : M ! R una 0 - forma. Entonces el diferencial de f ,

df , se de�ne por

df =
nX
i=1

@f

@xi
dxi =

@f

@xi
dxi:

Es claro que df es una 1 - forma diferencial.

De�nición 1.2.7. Sea ! =
P
I

aIdx
I una k - forma diferencial en M , el diferencial

exterior d!, se de�ne por

d! =
X
I

daI ^ xI :

El operador d : ^k(T �(M)) ! ^k+1(T �(M)); es decir, lleva k - formas a

k + 1 - formas.

Lema 1.2.2 Sean ! y �; k - formas, ' s - forma. Entonces

(i) d(! + �) = d! + d�

(ii) d(! ^ ') = d! ^ '+ (�1)k! ^ d'

(iii) d(d!) = d2! = 0:

Demostración: (Ver [3]).



Preliminares 10

1.3. Elementos de Geometría Diferencial

De�nición 1.3.1. Una variedad pseudo-riemanniana(o semi- riemanniana) es u-

na variedad diferenciable M con una métrica g de�nida de la siguiente manera

g(X; Y ) 6= 0

para cada X;Y 2 �(M).

De�nición 1.3.2. Se de�ne la derivada covariante a la aplicación

r : �(M)� �(M) ! �(M)

(U; V ) 7! rUV;

que es C1(M) - lineal respecto a U , R - lineal respecto a V y para la cual se cumple

la igualdad

rU(fV ) = U(f)V + frUV; (1.3)

para toda f 2 C1(M).

De�nición 1.3.3. Una Conexión afín es una forma bilineal, � : �(M)��(M)!

�(M), tal que (
�(U; V ) = rUV � UV
�(@i; @j) = �nij(p)@n � @i@j; p 2M:

Las funciones �nij(p) 2 C1(M) son las componentes de �:

De (1.3), evidentemente se deduce que entre � y r existe una relación

biunívoca, por lo tanto, de ahora en adelante se puede llamar a r una conexión

afín. La pareja AN = (M;r) se llamará espacio de conexión afín.
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De�nición 1.3.4. Sea  la aplicación

 : [a; b] ! M

_ : (a; b) ! T (M); a; b 2 R

y sea V 2 �(M) tal que

_(t) = V ((t)); (1.4)

para todo t 2 [a; b] : Entonces, V se traslada paralelamente a lo largo de , si

r _(t)V = 0:

De�nición 1.3.5. Las geodésicas del espacio con conexión afín AN = (M;r);

son las ecuaciones (
_xk = V (xk)

rV V = ( _V k + �knm(x) _x
n _xm)@k = 0:

:

De�nición 1.3.6. La aplicación [U; V ] : C1(M)! C1(M); U; V 2 �(M); de�ni-

da por

[U; V ] f = U(V f)� V (Uf); (1.5)

de�ne el Corchete de Lie.

De la relación (1.5) se deduce que

[U; V ] = � [V; U ]

[[U; V ] ;W ] + [[V;W ] ; U ] + [[W;U ] ; V ] = 0; (1.6)

la relación (1.6) es conocida como la identidad de Jacobi.
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De�nición 1.3.7. Se de�ne el campo vectorial de Torsión S de la conexión rpor

S(U; V ) = rUV �rVU � [U; V ] : (1.7)

Se de�ne el campo vectorial de Curvatura R de la conexión r por

R(U; V )W = [rU ;rV ]W �r[U;V ]W; (1.8)

para todo U; V;W 2 �(M).

1.4. Curvas Integrales de Campos Vectoriales

Sea M una variedad diferenciable, X un campo vectorial sobre M . En-

tonces X de�ne una ecuación diferencial de primer orden, más precisamente, si

dim(M) > 1 entonces para cualquier curva c : I !M , se tiene

_c(t) =
dc

dt
X(c):

Esto signi�ca que para cada p 2M , debemos encontrar un intervalo abier-

to I = Ip entorno a 0 2 R, y una solución de la ecuación diferencial para c : I !M

con su respectiva condición inicial(
dc
dt
(t) = X(c(t)); 8t 2 I

c(0) = 0:
:

En coordenadas locales,

c(t) = (c1(t); :::cn(t)); dim(M) = n

X = X i @

@xi
;
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entonces se tiene el sistema de ecuaciones diferenciales:

dci

dt
(t) = X i(c(t)); c(0) = p:

Puesto que por la teoría de las ecuaciones diferenciales ordinarias de primer

orden; especí�camente el teorema de existencia y unicidad, el sistema anterior, tiene

solución única, en variedades se expresa mediante

Lema 1.4.1 Para cada p 2 M , existen, un intervalo abierto Ip � R con 0 2 Ip y

una curva diferenciable cp : Ip !M , con(
dc
dt
(t) = X(c(t)); 8t 2 I

c(0) = 0
;

Puesto que la solución también depende diferencialmente de la condi-

ción inicial p = cp(0), entonces por la teoría de las ecuaciones diferenciales se tiene

el siguiente

Lema 1.4.2 Para cada p 2 M , existe una vecindad abierta U de p y un intervalo

abierto I; con 0 2 I, con la propiedad de que para cada q 2 U , la curva,

cq ( _cq(t) = X
i(cq(t)); c(0) = p), está de�nida en I. La aplicación

' : I � U ! M

(t; q) ! cq(t) = '(t; q)

es diferenciable.

De�nición 1.4.1. La aplicación (t; q) ! cq(t) es llamada �ujo local del campo

vectorial X. La curva cq(t) es llamada curva integral de X a través de q.
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Notation 1.4.1. Si t es �jo, se tiene,

'(t; q) = 't(q) = cq(t)

y 't : U ! U .

Teorema 1.4.2. Si s; t; s+ t 2 Iq son �jos, entonces

1. 't � 's = 't+s

2. '0 es la identidad

3. 't(U) = U ; es decir f'tgt2I son difeomor�smos.

Demostración: Puesto que 't : U ! U , por el lema 1.4.2, existe un

intervalo I con 0 2 I tal que la curva cq está de�nida en I para cada q 2 U .

Entonces,

's+t(q) = cq(s+ t); (1.9)

por otro lado,

's(q) = cq(s)

y

't(cq(s)) = cq(s+ t):

Esto implica que,

cq(s+ t) = 't('s(q)) = ('t � 's) (q); (1.10)

comparando (1.9) con (1.10) se concluye,

's+t(q) = ('t � 's) (q)) 's+t = 't � 's = 't+s;
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Esto prueba (1).

Ahora, si t = �s, en (1.10) se tiene,

'�s � 's = '�s+s = '0;

luego,

('�s � 's)(q) = '0(q) = cq(0) = q

lo que implica que '�s es la inversa de 's y '0 es la identidad. Esto prueba (2).

Ahora se prueba (3). Como,

's(q) = cq(s)

y

'�s(q) = cq(�s)

y cq es diferenciable por de�nición, entonces 's es un difeomor�smo y

's(U) = U:

De�nición 1.4.2. Una familia f'tgt2I (I � R intervalo abierto, con 0 2 I) de

difeomor�smos deM aM que satisfacen (1) del teorema anterior, es llamada grupo

local a 1 - parámetro de difeomor�smos.

En general, un grupo local a 1 - parámetro, no necesita ser extendible a

todo R, puesto que el intervalo de de�nición Iq de cq, no necesita ser todo R, lo cual

puede ser visto en el siguiente
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Ejemplo 1.4.1. Si M = R,

X(�) = � 2
d

dt
;

entonces _c(t) = c2(t); cs(0) = s 2 R; implica,

c(t) =
1

t+ k
:

Cuando t = 0,

c(0) =
1

0 + k
= s;

luego,

k =
1

s
;

así,

c(t) =
1

t+ 1=s
;

o,

't(s) =
1

t+ 1=s
:

Vemos que 't no es diferenciable en s = 0:

Por esto no se necesita que I = R; para la familia f'tgt2I :

1.5. La Derivada de Lie

Si X es un campo vectorial sobre M y f'tgt2I ; I � R es un grupo local

a 1 - parámetro de difeomor�smos entonces,

('�t )X = ('�t)�X; (1.11)



Preliminares 17

donde '� es el pull back y '� la aplicación tangente, (1.11) representará una curva

Xt = X(t) en T (M);para todo t 2 I; la cual se puede derivar para todo t: En

particular si,

Xt =
@

@xi
('t(p));

entonces se tendrá,

�
'�t
�
�
@

@xi
('t(p)) =

�
@'k�t
@xi

@

@xk

�
('t(p));

donde '�t =
�
'1�t; � � � ; 'n�t

�
y

@'k�t
@xi

= �ki :

En general, si ' :M ! N es deferenciable, entonces

'�

�
@

@xi

�
=
@'k

@xi
@

@'k
:

En el caso M = N y x; '(x) en el mismo sistema de coordenadas, entonces

@

@'k
=

@

@xi
:

Si ! = !idxi, entonces,

('�t ) (!)(p) = !i('t(p))
@'it
@xk

dxk;

la cual es una curva en T (M):

En general para ' :M ! N diferenciable y una ! 1 - forma sobre N ,

'�! = !i('(p))
@zi

@xk
dxk;

donde zi; i = 1;m; dim(N) = m; es el sistema de coordenadas en N . Se observa

que ' no necesita ser un difeomor�smo.
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Análogamente, para g = gijdzidzj sobre T �(N)� T �(N)

'�g = gij
@zi

@xk
@zj

@x`
dxkdx`:

Finalmente, para f : N ! R, se tiene,

'�tf = f � 't

y ' :M ! N un difeomor�smo, Y un campo vectorial sobre N ,

'�Y =
�
'�1

�
� Y:

De�nición 1.5.1. Sean X un campo vectorial con un grupo local a 1 - parámetro

de difeomor�smos f'tgt2I y S un tensor sobre M . La derivada de Lie de S en la

dirección de X se de�ne por

LXS =
d

dt
('�tS)jt=0

o equivalentemente,

LXS = l��m
t!0

'�tS � S
t

:

Teorema 1.5.1. 1. Si f :M ! N es diferenciable. Entonces

LX(f) = df = X(f):

2. Si Y es un campo vectorial sobre M . Entonces

LXY = [X; Y ] :
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3. Si ! = !jdxj es una 1 - forma diferencial sobre M . Entonces para

X = X i @

@xi
;

se tiene,

LX! =

�
@!j
@xi

X i +
@X i

@xj
!i

�
dxj:

Demostración: (Ver [2]).

De�nición 1.5.2. Sea M una variedad riemanniana con métrica riemanniana

g = gij(x)dx
idxj:

Un campo vectorial X en M es llamado campo de Killing si,

(LXg) (Y; Z) = 0 8Y; Z 2 �(M):

Lema 1.5.1 La derivada de Lie cumple la relación

(LXg) (Y; Z) = Xg(Y;X)� g(LXY; Z)� g(Y; LXZ)

Demostración: (Ver [10]).

1.6. Producto Interno en una Variedad

De�nición 1.6.1. Sea M una variedad, X 2 �(M) y ! 2 ^k+1(T �(M)); entonces

se de�ne �X!, como el operador producto interno de ! en la dirección de X,

dado por

�X!(X1; :::; Xk) = !(X;X1; :::; Xk);

�X : ^k(T �(M))! ^k+1(T �(M)), donde Xj 2 �(M); j = 1; k:
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Observación 1.6.1 Si ! 2 ^0(T �(M)); entonces conviene colocar �X! = 0:

Teorema 1.6.1. Sea �X : ^k(T �(M)) ! ^k+1(T �(M)); k = 1; n , para cada ! 2

^k(T �(M)); ' 2 ^`(T �(M)) y f 2 ^0(M); se tienen

1. �X(! ^ ') = (�X!) ^ '+ (�1)k! ^ (�X')

2. �fX! = f�X!

3. �Xdf = LXf

4. �X! = �X(d!) + d(�X!)

5. LfX! = fLX! + df ^ �X!

6. �[X;Y ]! = LX(�Y !)� �YLX!

7. LX(�X!) = �XLX!:

Demostración: (Ver [3]).

Teorema 1.6.2. SeanM , N variedades y f :M ! N un difeomor�smo. Entonces,

si ! 2 ^k(T �(M)) y Y 2 �(M); se tiene ,

�f�Y (f
�!) = f � (�Y !) :

De�nición 1.6.2. Una k - forma !; es cerrada, si

d! = 0;

y es exacta si existe � 2 ^k+1(T �(M)) tal que

! = d�:

En el caso de que � 2 ^0(M); ésta es no nula.
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Teorema 1.6.3. Cada forma exacta es cerrada.

Teorema 1.6.4. (Lema de Poincaré). Si ! es cerrada, entonces para cada

p 2M , existe una variedad U de p para la cual !jU es exacta.

Demostración: (Ver [3]).

1.7. Geometría Simpléctica Mecánica

Para motivar la introducción de la geometría simpléctica en la mecánica,

se considerará brevemente, las ecuaciones de Hamilton.

Partiremos de la segunda ley de Newton, la cual establece que, una partícu-

la de masa m > 0, moviéndose con una energía potencial Vq; q = (q1; q2; q3) 2 R3,

a lo largo de una curva q(t) en R3; satisface la ecuación diferencial ordinaria de

segundo orden,

m�q = m
d2q

dt
= �gradVq (1.12)

si se introduce, el momentum,

pi = m _q
i;

y la energía,

H(q; p) =
1

2m
kpk2 + V (q);

entonces (1.12) es equivalente a,(
_qi = @H

@pi

_pi = �@H
@qi

i = 1; 2; 3 Ecuaciones de Hamilton.
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Se procede a estudiar este sistema de ecuaciones de primer orden, para un

H(q; p) general. Para esto se introduce la matriz,

J =

 
0 I

�I 0

!
;

donde I es la matriz identidad 3�3. Si � = (q; p); entonces,

JgradH(�) = JgradH(q; p)

=

 
0 I

�I 0

!�
@H

@q
;
@H

@p

�
=

�
I
@H

@p
;�I @H

@q

�
=

�
@H

@p
;�@H

@q

�
= ( _q; _p)

= _�

por lo tanto,

JgradH(�) = _� (1.13)

Esto permite transformar (1.12) en (1.13).

Sea,

XH = JgradH;

entonces,

�(t) = (q(t); p(t));

satisface las ecuaciones de Hamilton (1.12) si y sólo si �(t) es una curva integral de

XH ; esto es,
d�

dt
(t) = _�(t) = XH(�(t)); (1.14)

entonces la relación entre XH y H, puede ser obtenida de la siguiente manera:
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Se introduce una 2 - forma bilineal antisimétrica !, sobre R3�R3 de�nida por

!(v1; v2) = v1Jv2; v1; v2 2 R3 � R3;

donde v1 = (x1; y1); v2 = (x2; y2); x1; x2; y1; y2 2 R3:

Entonces se tiene para todo � 2 R3 � R3 y v 2 R3 � R3;

!(XH(�); v) = dH(�)v

siendo,

dH(�) = dH(q; p)

=
@H

@qi
dqi +

@H

@pi
dpi:

A ! se le llamará forma simpléctica sobre R3�R3 yXH el campo vectorial

hamiltoniano, con energía H:

Este procedimiento descrito, permite pasar de la mecánica clásica, a la mecáni-

ca moderna a través de la Geometría Diferencial.

1.7.1. Mecánica Hamiltoniana

Supongamos que M es una variedad con coordenadas locales (x1; :::; xn) y que

K : T �(M)� I ! R
(t; x; _x) 7! K(t; x; _x) = K(t; x(t); _x(t))

;

es una función diferenciable, donde I � R es abierto.

Se quiere obtener la condición necesaria para que

S =

Z t1

t0

K(t; x1; :::; xn; _x1; ::: _xn)dt (1.15)
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sea un extremal (máximo o mínimo). Para esto, sea c : I ! M; la curva que hace

extremal a S, es decir c = c(t); t0 � t � t1: Se considera �c(t) + ��(t) una curva

muy próxima a c, siendo � independiente de t y de manera que �(t0) = �(t1) = 0:

El valor de S para esta curva muy próxima es

S =

Z t1

t0

K(t; x1 + ��; :::; xn + ��; _x1 + � _�; ::: _xn + � _�)dt;

y será extremal para � = 0 . La condición necesaria para que S sea un extremal es

que
d

dt

�
@K

@ _xj

�
� @K
@xj

= 0; j = 1; n: (1.16)

Esta ecuación es conocida en mecánica como las ecuaciones de Euler-Lagrange,

cuando K = L (L- Lagrangeano).

Teorema 1.7.1. (Principio de Hamilton) Dados U � M un abierto con coor-

denadas (q1; :::; qn) ; T �(U) con coordenadas (q1; :::; qn; p1; :::; pn) y H : T �(M)! R;

diferenciable. Entonces las ecuaciones de Hamilton para H se obtienen a partir de

(1;17), cuando K = pi _q
i �H; y se expresan por

�@H
@qi

= _pi;
@H

@pi
= _qi.

Demostración: De (1.16) se obtiene, para las coordenadas q1; :::; qn

d

dt

�
@K

@ _qi

�
� @K
@qi

= 0;

luego,
d

dt

�
@

@ _qi
(pi _q

i �H
�
� @

@qi
�
pi _q

i �H
�
= 0
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después de ciertas manipulaciones se obtiene,

d

dt
pi +

@H

@qi
= 0 =) _pi = �

@H

@qi
:

Ahora, para las coordenadas p1; :::; pn;

d

dt

�
@K

@ _pi

�
� @K
@pi

= 0;

entonces,
d

dt

�
@

@ _pi
(pi _q

i �H
�
� @

@pi

�
pi _q

i �H
�
= 0;

luego,

� _qi + @H
@pi

= 0 =) _qi =
@H

@pi
:

Así, (
_qi = @H

@pi

_pi = �@H
@qi

i = 1; n ; (1.17)

El sistema de ecuaciones diferenciales (1.17) se conoce como el Principio de

Hamilton o Sistema hamiltoniano.

Notation 1.7.2. M = T (U) - se llama espacio de fase del sistema.

U - se llama espacio de con�guración.

De�nición 1.7.1. SeanM yM�espacios de fase con coordenadas
�
Q1; :::; Qn; _Q1; :::; _Qn

�
y (q1; :::; qn; _q1; :::; _qn) respectivamente. Una aplicación diferenciable y uno a uno

' : M�! M; se llama transformación canónica con respecto a las coordenadas

dadas, si

'�(dpi ^ dqi) = dPi ^ dQi:
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La importancia de estas transformaciones es que preservan las ecuaciones

de Hamilton.

Teorema 1.7.3. Dada una transformación canónica ' : M�! M; dada una apli-

cación H : M ! R diferenciable y una curva c : I ! M� tal que su imagen está

contenida en un abierto simplemente conexo deM�. Si ('�c) satisface las ecuaciones

de Hamilton enM , por H, entonces c satisface las ecuaciones de Hamilton por '�H;

en M�:

Ejemplo 1.7.1. Sean p =
p
km cosQ; q = FsenQ; donde F es un funcional de

P . Entonces,

H =
1

2m
(p2 + kmq2) =

k

2
F 2

dp ^ dq =
p
km(F�cosQdP � FsenQdQ) ^ (F�senQdP + FQdQ)

=
p
kmFF�dP ^ dQ;

como la transformación debe ser canónica, entonces,

p
kmFF�= 1;

integrando esto se tiene,

F =

p
2P

4
p
km
;

colocando ! =
p
km, entonces

H =
k

2
F 2 = !P;

luego las ecuaciones de Hamilton serán:

_Q =
dQ

dt
= !;

dP

dt
= _P = 0;
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se obtiene inmediatamente integrando que,

Q = !t+ �; P = � = cte; � = cte;

y (
p = m!

�
2p
m!

�1=2
cos(!t+ �)

q =
�
2p
m!

�1=2
sen(!t+ �)

;

las cuales son las ecuaciones de un oscilador armónico unidimensional.

De�nición 1.7.2. Sea M una variedad riemanniana, con métrica g = gijdxidxj y

sea f :M ! R diferenciable. Se de�ne el gradiente de f como

gradf = gij
@f

@xi
@

@xj
; gij = (gij)

�1;

el cual es un campo vectorial sobre M:

Lema 1.7.1 Sea

H =
1

2
gij(q)pipj + U(q);

donde U : M ! R diferenciable. Supongamos que H cumple con las ecuaciones de

Hamilton

�@H
@qi

= _pi;
@H

@pi
= _qi;

entonces �
�q + �kij _q

i _qj
� @

@xk
= �gradU(q):

Demostración: (Ver [3]).

Corolario 1.7.1

r _q _q =
�
�q + �kij _q

i _qj
� @

@xk
= �gradU(q):

Demostración: (Ver [3]).
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1.7.2. Geometría Simpléctica

Las variedades simplécticas constituyen la base para la mecánica hamiltoniana.

Se inicia esta sección con un poco de álgebra simpléctica

De�nición 1.7.3. Sea V un espacio vectorial real de dimensión �nita y sea ! 2

^2(V �), es decir ,

! : V � V ! R;

bilineal.

Se dice que ! es no degenerada si,

!(v1; v2) = 0 8v2 2 V

implica,

v1 = 0:

Existen varias alternativas para establecer la no degeneridad de !;

(a) ! es no degenerada si y sólo si V tiene dimensión par, digamos 2n y

!n = ! ^ ! : : : ^ !| {z }
n�veces

;

es el volumen de V .

(b) ! es no degenerada si la aplicación lineal !h : V ! V � de�nida por

!b(v)v�= !(v; v`);

es un isomor�smo.
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(c) ! es no degenerada si v̂ = fvig2ni=1 es una base ordenada de V y (�i) su base

dual, entonces

(!ij) = !(vi; vj);

la matriz de !, es no degenerada,

w = !ij�
i 
 �j:

(d) ! es no degenerada si la matriz transpuesta !t de !, de�nida por

!t(v1; v2) = !(v2; v1);

es no degenerada.

De�nición 1.7.4. Una forma simpléctica sobre un espacio vectorial V , es una

2- forma ! no degenerada. El par (V; !) se llama espacio vectorial simpléctico.

Si (V; !) y (V�; !�) son espacios vectoriales simplécticos, entonces la aplicación lineal

f : V ! V�es simpléctica si y sólo si

f �!�= !:

Lema 1.7.2 Sea (V; !) un espacio vectorial simpléctico. Entonces el conjunto de

todas las aplicaciones simplécticas f : V ! V�es un grupo bajo la composición. Tal

grupo se llama grupo simpléctico, denotado por Sp(V; !):

La generalización del álgebra simpléctica, es la geometría simpléctica.

De�nición 1.7.5. Sea M una variedad y ! 2 ^2(M) una 2 - forma no degenerada.

Entonces se de�nen
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(i) b : �(M)! ��(M) por

Xb = �X! = !
b(X); 8X 2 �(M):

(ii) ] : ��(M)! �(M), por

�] = !](�); � 2 �(M):

se observa que, �
Xb
�]
=
�
!b(X)

�]
= X

y �
�]
�b
=
�
!](�)

�b
= �:

De�nición 1.7.6. Una forma simpléctica ( o una estructura simpléctica sobre una

variedad M), es una 2- forma !; cerrada y no degenerada sobre M . El par (M;!)

de�ne una variedad simpléctica. Las cartas de esta variedad se llaman cartas sim-

plécticas y los componentes funcionales xi; yi son llamados coordenadas canónicas.

Por esto, una carta simpléctica está dada por:

! =

nX
i=1

dxi ^ dyj:

De�nición 1.7.7. Sean (M;!) y (N;') variedades simplécticas. Una función

f :M ! N diferenciable es llamada simpléctica o transformación canónica

si

f �' = !:
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Teorema 1.7.4. Sean (M;!) y (N;') variedades simplécticas, f : M ! N es

diferenciable; g :M !M�y h : N ! N�difeomor�smos. Entonces f es simpléctica

si y sólo si h � f � g�1 es una aplicación simpléctica de (M�; g�!) a (N�; h�'); donde

g�! = ! � g�1 y h�! = ! � h�1:

Demostración: (Ver [3]).

El hamiltoniano, o campo vectorial hamiltoniano de una función H sobre una

variedad simpléctica es obtenido de manera análoga al gradiente de una función

sobre una variedad riemanniana.

De�nición 1.7.8. Sea (M;!) una variedad simpléctica y H :M ! R una función

diferenciable dada. El campo vectorial XH ; determinado por la condición

!(XH ; Y ) = dH � Y; Y 2 �(M)

ó

�XH! = dH (1.18)

es llamado campo vectorial hamiltoniano con energía HA; donde A es el

potencial:

La tripleta (M;!;XH) se le llama sistema hamiltoniano.

Observación 1.7.1 Se observa que

XH = !
](dH):

La existencia de XH está garantizada por la no degeneridad de !:
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Lema 1.7.3 Sea (q1; :::; qn; p1; :::; pn) las coordenadas canónicas para !; es decir,

! =
nX
i=1

dqi ^ dpi:

Entonces, en esas coordenadas,

XH =

�
@H

@pi
;�@H
@qi

�
= JdH;

donde,

J =

 
0 I

�I 0

!
;

por esto (q(t); p(t)) es una curva integral de XH si y sólo si se cumplen las ecuaciones

de Hamilton

_qi =
@H

@pi
; _pi = �

@H

@qi
i = 1; n:

Demostración: Supongamos que

XH = X
i @

@qj
+Xj

@

@pi
= (X i; Xj);

en las coordenadas (q1; :::; qn; p1; :::; pn). Se demostrará que siXH cumple la condición

�XH! = dH;

entonces

X i =
@H

@pi
y Xj = �

@H

@qi
.

En efecto,

�XHdq
i = dqj(XH) = XH(q

j)

= X i@q
j

@qi
+Xi

@qj

@pi

= X i�ji
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así,

�XHdq
j = Xj:

Por otro lado,

�XHdpj = dpj(XH) = XH(pj)

= X i@pj
@qi

+Xi
@pj
@pi

= Xi�
j
i

así,

�XHdpj = Xj:

Ahora,

�XH! = �XH

 
nX
j=1

dqj ^ dpj

!

=

nX
j=1

�XH (dq
j ^ dpj)

=
nX
j=1

�
(�XHdq

j)dpj � dqj(�XHdpj)
	

lo que implica,

�XH! =
nX
j=1

�
Xjdpj �Xjdq

j
	

como XH cumple con (1.18), entonces,

nX
j=1

�
Xjdpj �Xjdq

j
	
=

nX
j=1

�
@H

@qj
dqj +

@H

@pj
dpj

�
luego, (

Xj = @H
@pj

Xj = � @H
@qj

) XH =
@H

@pj

@

@qj
� @H
@qj

@

@pj
;
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XH =

�
@H

@pj
;�@H
@qj

�
: (1.19)

Para ilustrar esta situación se tiene el siguiente

Ejemplo 1.7.2. Sea

L =
X
i

 
1

c2
Ai(x)J

i +
X
j;i

F 2ji

!
;

con

Fji =
1

16�c

�
@Aj
@xi

� @Ai
@xj

�
;

J i = �
dxi

dt
;

es la densidad de corriente. Se pide determinar las funciones A 2 C1(D) tales que

�(A) =

Z
D

Ld4x

y

�� = ��� �() = 0;

 - curva en D. En efecto, de la ecuación de Euler-Lagrange,

@L

@Aj
� @

@xi

�
@L

@Aj

�
= 0;

se obtiene 8<:
@L
@Aj

= 1
c2
J j

@
@xi

�
@L
@Aj

�
= � 1

4�c
F ji

Por lo tanto, se tiene

@F ni

@xi
= �4�

c
Jn (Ecuaciones de Maxwell),



donde,

F ni =

0BBB@
0 �E1 �E2 �E3
E1 0 H3 �H2
E2 �H3 0 H1

E3 H2 �H1 0

1CCCA :
Estas ecuaciones, también se pueden expresar como(

rot ~H = 1
c
@ ~E
@t
+ 4�

c
~J

div ~E = 4��;
;

donde rot ~H denota la rotación de H y div ~E la divergencia de E; las cuales se

logran como consecuencia de que

d
 = 0; 
 = Fijdx
i ^ dxj - 2� forma de Maxwell.



Capítulo 2

Estructuras H - Equivalentes y
Espacios Proyectivos H -
Equivalentes

En este capítulo se estudiarán los espacios de conexión afín AN = (M;r),

donde la conexión r no es concordante con la métrica g. En base a esta conexión

se construye una nueva conexión, �r con la condición de que sea concordante con la

métrica. Esto nos llevará a de�nir las estructuras que llamaremos H-equivalentes y

a los espacios proyectivos H-equivalentes.

2.1. Estructuras H - Equivalentes

Sea AN = (M;r) un espacio con conexión afín r, en vista de que este espacio

no es métrico, entonces se introduce una métrica formal g con el objeto de subir y

36
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bajar índices tal que,

g(U; V ) = g(V; U); 8U; V 2 �(M)

g (@i; @j) = gij(x) 2 C1(M)

det (gij(x)) = jgj 6= 0

evidentemente que para la estructura geométrica resultante,

� = (M;r; g) ;

se tiene, en general que la conexión no es concordante con la métrica g, es decir

(rUg) (V;W ) 6= 0 8U; V;W 2 �(M):

Esto desde el punto de vista físico, no es deseable según Shulin (1983). Martínez

y Ramírez (1989), construyen, en base a r, una nueva conexión, tal que en la

estructura �� =
�
M; �r; g

�
se tenga la condición

�
�rUg

�
(V;W ) = 0;

es decir, que �r sea concordante con g.

De�nición 2.1.1. Sea � = (M;r; g) y �� =
�
M; �r; g

�
estructuras de�nidas respec-

tivamente por: (
(rUg) (V;W ) = A(U; V;W ) 2 C1(M)
S(U; V ) = rUV �rVU � [U; V ]

; (2.1)

( �
�rUg

�
(V;W ) = 0

�S(U; V ) = �rUV � �rVU � [U; V ] ; U; V;W 2 �(M);
; (2.2)
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se dice que � es H - equivalente a ��, si existe una aplicación

H : �(M)� �(M)! �(M);

tal que

�rUV = rUV +H(U ;V ): (2.3)

De inmediato se tienen las siguientes caracterizaciones para las estructuras

H - equivalentes.

Lema 2.1.1 Sea � y �� H - equivalentes, de�nidas por (2.1) y (2.2) respectivamente,

entonces

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W )) = A(U; V;W ) (2.4)

S(U; V ) = �S(U; V ) +H(V; U)�H(U; V ) (2.5)

R(U; V )W = �R(U; V )W +
�
�rVH

�
(U;W )�

�
�rUH

�
(V;W ) +

+H( �S(V; U);W ) (2.6)

g( �R(U; V )W1;W2) + g(W1; �R(U; V )W2) = 0 (2.7)

Demostración:

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W )) = g
�
�rUV �rUV;W

�
+ g(V; �rUW �rUW )

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W )) =
�
g( �rUV;W ) + g(V; �rUW � Ug(V;W )

	
�

�fg(rUV;W ) + g(V;rUW � Ug(V;W )g

= �
�
�rUg

�
(V;W )� f� (rUg) (V;W )g
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como
�
�rUg

�
(V;W ) = 0 y (rUg) (V;W ) = A(U; V;W ), entonces,

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W )) = A(U; V;W )

lo que prueba (2.4).

Prueba de (2.5): De (2.1) y (2.2) se obtiene,

S(U; V )� �S(U; V ) =
�
rUV � �rVU

�
+
�
�rVU �rVU

�
= �H(U; V ) +H(V; U)

o equivalentemente,

S(U; V ) = �S(U; V ) +H(V; U)�H(U; V )

que es la relación (2.5).

Prueba de (2.6): Usando la relación (1.8) y la De�nición 2.1.1 se tiene,

R(U; V )W = rU (rVW )�rV (rUW )�r[X;Y ]W

= rU

�
�rVW �H(V;W )

�
�rV

�
�rUW �H(U;W )

�
�

�
�
�r[X;Y ]W �H ([U; V ] ;W )

�
=

�
�rU

�
�rVW

�
�H

�
U; �rVW

�	
�
�
�rV

�
�rUW

�
�H

�
V; �rUW

�	
�

� �r[U;V ]W � U (H(V;W )) + V (H(U;W )) +H ([U; V;W ])
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luego

R(U; V )W = �rU
�rVW � �rV

�rUW � �r[U;V ]W + fV (H(U; V ))�

�H
�
U; �rVW

�	
�
�
U(H(V;W )�H

�
V; �rUW

�	
�

�H ([U; V ] ;W )

= �R(U; V )W +
�
V (H(U;W )�H

�
�rUV;W

�
�

�H
�
U; �rVW

�	
�
�
U(H(V;W )�H

�
�rUV;W

�
�

�H(V; �rUW )
	
+
�
H
�
�rVU;W

�
�H

�
�rUV;W

�
�

�H ([V; U;W ])g

de aquí se concluye,

R(U; V )W = �R(U; V )W +
�
�rUH

�
(U;W )�

��
�rUH

�
(V;W )

�
+

+H
�
�S(V; U);W

�
Prueba de (2.7): Colocando (2.2),

�A(U;W1;W2) =
�
�rUg

�
(W1;W2);

entonces,

�
�rU

�A
�
(V;W1;W2)�

�
�rV

�A
�
(U;W1W2) = �A

�
�S(V; U

�
;W1;W2)�

�g(R(U; V )W1;W2)�

�g(W1; R(U; V )W2)

puesto que, �
�rUg

�
(W1;W2) = 0
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entonces, �
�rU

�A
�
(V;W1;W2)�

�
�rV

�A
�
(U;W1W2) = 0

y

�A
�
�S(V; U

�
;W1;W2) = 0

por lo tanto,

g( �R(U; V )W1;W2) + g(W1; �R(U; V )W2) = 0

que es la relación (2.7).

Como consecuencia de este lema se tiene

Lema 2.1.2 Si A(U; V;W ) = 0; entonces de (2.4) se tiene como componentes para

H

Hn
ij = r

�
�ni 
j � gl ngij
l

�
;

donde

Hn
ij = H (@i; @j) 2 C1(M); 
j = 
(@j) 2 ^(M); 
l = gil
j y r 2 C1(M):

Demostración: Se escriben los campos bases u = @i; v = @j; W = @k en

(2.4), y se hace A (@i; @j; @k) = 0; entonces queda

g(H(@i; @j); @k) + g(@j;H(@i; @k) = 0

o

g(H n
ij @n; @k) + g(@j;H n

jk@n) = 0:

Por hipótesis

H n
ij g(@n; @k) +H n

jkg(@j; @n) = 0
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H n
ij gnk +H n

jkgjn = 0

r
�
�ni 
j � gl ngij
l

�
+ r

�
�ni 
k � gl ngik
l

�
gjn = 0

rgik
j � rgij
k + rgji
k � rgik 
j = 0;

lo cual indica que H n
ij satisface la relación,

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W ) = 0:

Teorema 2.1.1. Sea � una estructura que cumple con la relación (2.1), entonces

existe una estructura ��, H- equivalente con �:

Demostración: Se de�ne el campo vectorial H(U; V ) de manera que,

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W ) = A(U; V;W )

S(U; V ) +H(U; V )�H(V; U) = �S(U; V );

entonces,

�S(U; V ) = frUV +H(U; V )g � frVU +H(V; U)g � [U; V ]

luego por la fórmula (2.3) se deduce que,

�rUV = rUV +H(U; V )

y así,

�S(U; V ) = �rUV � �rVU � [U; V ] :

Ahora se probará que
�
�rUg

�
(V;W ) = 0:
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En efecto,

g(H(U; V );W ) + g(V;H(U;W )) = A(U; V;W ) = (rUg) (U; V )

g
�
�rUV �rUV;W

�
+ g

�
V; �rUW �rUW

�
= (rUg) (U; V )

g
�
�rUV;W

�
+ g

�
V; �rUW

�
= (rUg) (V;W ) + g (rUV;W ) +

+g(V;rUW )

o equivalentemente,

g
�
�rUV;W

�
+ g

�
V; �rUW

�
= Ug(V;W );

lo cual implica que
�
�rUg

�
(V;W ) = 0:

Se concluye entonces que la estructura

�� :

( �
�rUg

�
(V;W ) = 0

�S(U; V ) = �rUV � �rVU � [U; V ]

es H- equivalente con �:

Observación 2.1.1 En base al Teorema 2.1.1., se puede a�rmar que el hecho de que

una conexión no sea concordante con la métrica, no representa mayores di�cultades;

pues siempre se puede de�nir una buena conexión, para la cual se cumple (2.3).

De�nición 2.1.2. Las estructuras �, �� y ~� de�nidas por(
(rUg) (V;W ) = 2
(U)g(V;W ); 
 2 �(M)
S(U; V ) = 0

; (2.8)

( �
�rUg

�
(V;W ) = 0

�S(U; V ) = H(U; V )�H(V; U);
; (2.9)
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~rUg

�
(V;W ) = 0

~S(U; V ) = 0
;

son conocidas como las estructuras de Weyl, de Lyra y de Riemann, respec-

tivamente.

2.2. Espacios Proyectivos H - Equivalentes

En esta sección se de�nen los espacios proyectivosH - equivalentes, se enuncian

algunas propiedades que servirán de base para lograr una vía para transformar un

sistema no holonómico en un sistema holonómico, usando un tensor simétrico.

Es conocido que un sistema mecánico se de�ne por la tripleta

� =

�
M ; �() =

Z


L( _x; x; t)dt; � = Fkdx
k

�
; (2.10)

donde M; como variedad diferenciable, representa el espacio de fase con N grados

de libertad, � es un funcional y � 2 ^(M): Si este sistema mecánico se describe por

la ecuación lagrangeana

d

dt

�
@L

@ _x

�
� @L
@x

= 0; (2.11)

entonces se dice que � es un sistema holonómico, y cuando el lado derecho de

(2.11) es no nulo, entonces el sistema se denomina no holonómico. Así se puede

enunciar el siguiente

Lema 2.2.1 Sea � un sistema mecánico de�nido por (2.11) donde

L =
1

2
g(V; V );
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_x = V = vj@j;

Fk = 0; k = 1; N

Entonces, �
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk

�
Uk = g (rV V; V ) ; U 2 �(M): (2.12)

Demostración: El tensor L se puede expresar localmente por

L =
1

2
gjnv

jvn;

luego,
@L

@vk
= gnkv

n;

y de aquí se obtiene

d

dt

�
@L

@vk

�
= gnk _v

n + @j(gnk)gnkv
nvk: (2.13)

Por otro lado,
@L

@xk
=
1

2
@ (gjn) v

jvn; (2.14)

se concluye de (2.13) y (2.14) que

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= gnk _v

n + gks�
s
jnv

jvn; (2.15)

donde

�sjn(x) =
1

2
gks f@j (gnk) + @n (gjk) + @k (gjn)g

es la conexión afín de la variedad M: Comparando la relación de la De�nición 1.3.5

con la relación (2.15), se deduce la relación (2.12).
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Observación 2.2.1 La relación (2.12) es muy importante, ya que si se expresa

como

g
�
�rV V; V

�
=

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
� �Smkn

@L

@xm
vn
�
Uk; (2.16)

y teniendo en cuenta la relación (2.2), se obtiene la ecuación

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@vk
= �Smkn

@L

@xm
vn + gklH

l
mnv

nvm + �vk � Fk; (2.17)

donde � es un parámetro arbitrario. La relación (2.17) describe cualquier sistema

mecánico.

Observación 2.2.2 El comportamiento del sistema mecánico de�nido en el Lema

2.1.1, se puede interpretar como el comportamiento de una partícula que se mueve

por las geodésicas del espacio AN = (M;r); lo que es lo mismo decir que el sistema

� = (M;r; g) es dinámico equivalente con �� =
�
M; �r; g

�
, descrito por la relación

(2.18).

Lema 2.2.2 Sean � = (M;r; g) y �� =
�
M; �r; g

�
las estructuras de Weyl y de Lyra

respectivamente. Entonces:

(i) � se puede representar como un sistema mecánico no holonómico si

� 6= �
mvm:

(ii) �� se puede representar como un sistema mecánico holonómico si � = 0:

Demostración: De la relación (2.2) y la Observación 2.2.2, se deduce que

�Smkn = 0 y Hl
mn = 
m�

l
n;
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sustituyendo esto en la relación (2.18) resulta

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= gkl
m�

l
nv
nvm + �vk 6= 0;

pues � 6= �
mvm: Esto prueba entonces, que la relación (2.3) es equivalente a un

sistema mecánico no holonómico. Por otro lado, de la relación (2.8) y la Consecuencia

2.1.2, se tiene

�Smkn = r(
k�
m
n � 
n�mk )

H l
mn = r(
n�

l
m � gslgmn
s;

sustituyendo estas relaciones en (2.8), con � = 0; se deduce (luego de ciertas mani-

pulaciones) que
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= 0:

Esto prueba que la relación (2.18) es equivalente a un sistema mecánico holonómico.

De�nición 2.2.1. Las estructuras H-equivalentes, � = (M;r; g) y �� =
�
M; �r; g

�
se llaman proyectivas, si las ecuaciones de las geodésicas de los espacios

AN = (M;r) y �AN = (M; �r);

tienen las mismas soluciones; es decir,

rV V = �1(t)V y �rV V = �2(t)V;

donde el campo V cumple con la relación dada en la De�nición 1.5.1.
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Lema 2.2.3 Las estructuras de Weyl y de Lyra, son proyectivas, si y sólo si:

H(U; V ) +H(V; U) = r(
(U)V + 
(V )U) (2.18)

o tensorialmente,

Hl
ji +Hl

ij = r(
i�
i
j + 
j�

j
i )

donde r es un parámetro arbitrario.

Demostración: Si las estructuras de�nidas en (2.8) y (2.9) son proyectivas,

entonces,

rV V = �1(t)V y �rV V = �2(t)V:

Sigue del Lema 2.1.1 y la Observación 2.1.1 que,

g (�1(t)V; U) =

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
� �Smkn

@L

@xm
vn
�
Uk

g (�2(t)V; U) =

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk

�
Uk;

ahora, por el Lema 2.1.2, se deduce: �1(t) = r
(V ) y �2(t) = 0; r 2 R

Así que,

rV V = �r
(V ) y �rV V = 0:

Como,

H(V; V ) = �rV V �rV V

entonces se concluye que,

H(V; V ) = r
(V )

y de aquí,

H(U; V ) +H(V; U) = r(
(U)V + 
(V )U):
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Recíprocamente, si H cumple con (2.19) y si rV V = �1(t)V; entonces,

�2(t) = �1(t) + a
(V )

o,

�rV V = �2(t)V;

entonces � y �� son proyectivas.

Si se considera mecánico no holonómico � = (M;r; g) ; el cual se describe por

las ecuaciones
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
=
�
gjnB

l
nk

�
vjvn; (2.19)

donde,

Blkn �Blnk = 0

L =
1

2
g(V; V );

entonces se tiene el siguiente resultado;

Teorema 2.2.1. Las ecuaciones de�nidas por (2.19) se pueden expresar de la forma

d

dt

�
@ �L

@wk

�
� @ �L

@xk
= 0; (2.20)

donde

L =
1

2
�2g(W;W );

W = �V; dt = �ds;
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si y sólo si,

Bljk =
1

(N + 1)

�
Bnjn�

l
k +B

n
kn�

l
j

	
(2.21)

y

� = �0 exp

�
2

N + 1

Z
Blnldx

l

�
: (2.22)

En base al Lema 2.1.2, se deduce que el Teorema 2.2.1 , se puede enunciar de

la siguiente manera:

Teorema 2.2.2. Sean � = (M;r; g) y �� =
�
M; �r; g

�
estructuras para las cuales

se cumplen, (
(rUg)(V ;W ) = �2U(ln �)g(V;W )

S(V;W ) = 0
;

(
( �rUg)(V ;W ) = 0

S(V;W ) = B(V; U)�H(V; U)
;

entonces se debe determinar la función � :M ! R; de tal manera que estas estruc-

turas sean proyectivas.

Demostración: Puesto que las estructuras � y �� son proyectivas, entonces

por el Lema 2.1.2 se tiene,

Blil =
1

2

�

j�

l
k + 
k�

l
j

�
; (2.23)

haciendo la contracción k = l, sumando, resulta,

Blil =
N + 1

2

i =

N + 1

2
@i(ln �): (2.24)
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Luego, sustituyendo (2.24) en (2.23), se concluye la relación (2.22). Por otro lado,

resolviendo (2.25) se tiene la relación (2.23).

Recíprocamente, si se cumplen las relaciones ( 2.22) y (2.23), entonces de (2.23)

se deduce (2.25) y que al sustituirla en (2.22) se obtiene,

Blil =
1

2

�

j�

l
k + 
k�

l
j

�
= Hl

kj;

como Blik es simétrico, entonces,

H(W;V ) +H(V;W ) = (
(W )V + 
(V )W;

y así � y �� son proyectivas.

Para ilustrar esta temática se tiene el siguiente,

Ejemplo 2.2.1. Un móvil con dos ruedas se mueve en una super�cie plana. Como

es conocido, las ecuaciones de movimiento para este sistema, se describe por las

ecuaciones, (
d
dt

�
@L
@ _xk

�
� @L

@xk
= m0l

2b
_x _y

d
dt

�
@L
@ _yk

�
� @L

@yk
= m0l

(2b)2
_y _x;

;

donde

L =
1

2

�
g11 _x

2 + g22 _y
2
�
� U;

g11 = m+
c

2b2
; g22 =

m

2b
+

c

8b3
;

m = m0 + 2m1;

m0;m;m1; l; b y c son ciertos parámetros relacionados con el sistema.
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De acuerdo con la relación (2.20), para N = 2; se obtienen(
d
dt

�
@L
@ _xk

�
� @L

@xk
= g11B

1
12 _x _y

d
dt

�
@L
@ _yk

�
� @L

@yk
= g22B

2
21 _y _x;

donde

x = x1; y = x2:

De aquí se deduce

B112 =
m0l

2g11b
y B221 =

m0l

g22(2b)2
;

sustituyendo las desigualdades para g11 y g22 resulta

B112 = B
2
21;

así las condiciones del Teorema 2.2.1. se cumplen y

� = �0 exp

�
m0l

3g11b
y

�
que representa la ecuación de movimiento para el sistema.



Capítulo 3

Sobre el Movimiento de una
Partícula Cargada Bajo un Campo
Electromagnético en Estructuras
H- Equivalentes Proyectivas

En este capítulo se analizará la dinámica de una partícula cargada en una geo-

désica de un campo hamiltoniano y se enunciarán algunas propiedades que servirán

de base para establecer las soluciones de las ecuaciones de movimiento de una

partícula cargada bajo un campo electromagnético en los espacios proyectivos H

- equivalentes.

3.1. Dinámica Hamiltoniana de una Geodésica

En esta sección se revisará la dinámica hamiltoniana de una geodésica, la cual

es de�nida por

r _x _x = 0;
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en una variedad semi-riemanniana (M; h ; i) ; la dinámica hamiltoniana de una partí

cula cargada que se discutirá en la próxima sección.

Sea H una función sobre T (M) de�nida por

H(u) =
1

2
hu; ui (u 2 T (M));

la cual corresponde a la energía cinética.

Observación 3.1.1

Notation 3.1.1. 1. Se denota porXH el campo vectorial hamiltoniano del hamil-

toniano H con respecto a la estructura simpléctica ! sobre T (M);es decir,

dH = {(XH)!:

2. f ; g denotará el corchete de Poisson sobre C1(T (M)) con respecto a !;

la cual es de�nido por

ff; gg = Xf (g) = !(Xg; Xf ) para f; g 2 C1(T (M)):

Cada órbita del �ujo geodésico sobre T (M) coincide con la curva integral de

XH .

Se de�ne la aplicación,

P : �(M) ! (C1(T (M)); f ; g)
Y 7! PY

por,

PY (u) = hu; Y i ;
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donde P es inyectiva.

Si Y es un campo vectorial de Killing, entonces PY es una constante conser-

vativa para geodésicas. En otras palabras,

fH;PY g = 0 (3.1)

para cualquier campo vectorial de Killing Y .

Proposición 3.1.1.

fPY ; PZg = P[Y;Z] (Y; Z 2 �(M)):

Demostración: Sea (x1; :::; xn) un sistema de coordenadas locales sobre M .

Las componentes gij de la métrica h ; i con respecto a (x1; :::; xn) están dadas por

(gij) la matriz inversa de (gij). Se introduce un sistema de coordenadas locales

(x1; :::; xn; u1; :::; un) del T (M), donde los campos son dados por

u = ui(u)
@

@xi
con u 2 T (M):

La forma local de la estructura simpléctica canónica ! viene dada por

! =
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk + gijdxi ^ duk:

Sean

Y = Y i
@

@xi
y Z = Zi

@

@xi
:

Además,

PZ = gijZ
iuj y P[X;Y ] = gjk

�
Y i
@Zi

@xi
� Zi@Y

j

@xi

�
uk:
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Dado que,

dPY = �(XPY )!

se tiene que,

dPY = d
�
gijY

iuj
�

=
@gij
@xk

Y iujdxk + gij
@Y k

@xi
ujdxi + gij

@uj

@uk
Y iduk

=
@gij
@xk

Y iujdxi + gij
@Y k

@xi
ujdxi + gij�

j
kY

iduk

=
@gij
@xk

Y iujdxk + gij
@Y i

@xi
ujdxi + gikY

iduk: (3.2)

Por otro lado,

�(XPY )! = �XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk + gijdxi ^ duk
�

= �XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
+ �XPY

�
gijdx

i ^ dxk
	

(3.3)

Calculando cada uno de los términos de la ecuación (3.3),

�XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
=

�
�XPY

@gij
@xk

uj
�
dxi ^ dxk + @gij

@xk
uj
n
�XPY

�
dxi ^ dxk

�o
como @gij

@xk
uj es una 0 - forma, resulta,

�XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
=
@gij
@xk

uj
n
�XPY

�
dxi ^ dxk

�o
usando el Teorema 1.6.1,

�XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�

=
@gij
@xk

uj�XPY (dx
i)dxk �

�@gij
@xk

uj�XPY (dx
k)dxi
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�XPY

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�

=
@gij
@xk

ujLXPY (x
i) ^ dxk �

�@gij
@xk

ujLXPY (x
k) ^ dxi: (3.4)

Por otro lado,

�XPY
�
gijdx

i ^ duk
	
= �XPY (gij) dx

i ^ duk + gij�XPY (dx
i ^ duk)

como gij es una 0 - forma, se obtiene,

�XPY
�
gijdx

i ^ dxk
	
= gij�XPY (dx

i ^ duk)

= gij�XPY (dx
i) ^ duk � gij�XPY (du

k) ^ dxi

= gijLXPY (x
i) ^ duk � gijLXPY (u

k) ^ dxi (3.5)

luego,

�(XPY )! =
@gij
@xk

ujLXPY (x
i) ^ dxk � @gij

@xk
ujLXPY (x

k) ^ dxi +

+gijLXPY (x
i) ^ duk � gijLXPY (u

k) ^ dxi: (3.6)

Como,

dPY = �(XPY )!

se tiene,

@gij
@xk

Y iujdxk + gij
@Y k

@xi
ujdxi + gikY

iduk =
@gij
@xk

ujLXPY (x
i) ^ dxk �

�@gij
@xk

ujLXPY (x
k) ^ dxi +

+gijLXPY (x
i) ^ duk �

�gijLXPY (u
k) ^ dxi
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es decir,

@gij
@xk

Y iujdxk + gij
@Y k

@xi
ujdxi + gikY

iduk =
@gij
@xk

ujLXPY (x
i)dxk +

+gijLXPY (x
i)duk �

�
�
@gij
@xk

ujLXPY (x
k)+

+gijLXPY (u
k)
o
dxi (3.7)

luego, igualando términos,

@H

@ui
= LXPY (x

i) = Y i . (3.8)

Sustituyendo (3.8) en (3.7), se obtiene

@gij
@xk

Y iujdxk + gij
@Y k

@xi
ujdxi + gikY

iduk =
@gij
@xk

ujY idxk +

+gijY
iduk +�

�@gij
@xk

ujY k+

+gijLXPY (u
k)
o
dxi (3.9)

luego,

gij
@Y k

@xi
uj =

�
�@gij
@xk

ujY k + gijLXPY (u
k)

�
;

así,

gijLXPY (u
k) =

@gij
@xk

ujY k + gij
@Y k

@xi
uj: (3.10)

Operando por gij en ambos lados de (3.10),

@H

@xj
= LXPY (u

k) = gij
�
@gij
@xk

ujY k + gij
@Y k

@xi
uj
�

(3.11)
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por Lema 1.7.3,

XPY =
@H

@ui
@

@xi
� @H
@xj

@

@ul
(3.12)

Sustituyendo (3.6) y (3.9), se obtiene

XPY = Y
i @

@xi
�
�
Y k
@gij
@xk

+ gij
@Y k

@xi

�
giluj

@

@ul

utilizando los resultados anteriores se procede a demostrar la igualdad

fPY ; PZg = P[Y;Z]:

Como

fPY ; PZg = XPY (PZ) = XPY

�
gijZ

iuj
�

= Y i
@gijZ

iuj

@xi
�
�
Y k
@gij
@xk

+ gij
@Y k

@xi

�
giluj

@gpjZ
puj

@ul

al derivar, resulta

fPY ; PZg = Y i
@gjkZ

iuk

@xi
�
�
Y k
@gij
@xk

+ gjk
@Y k

@xi

�
giluj

@gpjZ
puj

@ul

= Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y k
@gij
@xk

+ gjk
@Y k

@xi

�
gilujgpjZ

p@u
j

@ul

= Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y k
@gij
@xk

+ gjk
@Y k

@xi

�
giluj�jl gpjZ

p

= Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y k
@gij
@xk

+ gij
@Y k

@xi

�
gilujgplZ

p

haciendo la contracción p = i;

fPY ; PZg = Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y k
@gij
@xk

+ gij
@Y k

@xi

�
�ipu

jZp

= Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y k
@gij
@xk

+ gjk
@Y k

@xi

�
Ziuj;
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nuevamente una contracción k = j;

fPY ; PZg = Y i
@gjkZ

i

@xi
uk �

�
Y j
@gik
@xj

+ gjk
@Y k

@xi

�
Ziuk

= Y i
@gjk
@xi

Ziuk + Y igjk
@Zi

@xi
uk � Y j @gik

@xj
Ziuk � gjk

@Y k

@xi
Ziuk

= gjk

�
Y i
@Zi

@xi
� @Y

k

@xi
Zi
�
uk = P[Y;Z]:

Por lo tanto,

fPY ; PZg = P[Y;Z].

que es el resultado esperado.

Un difeomor�smo ' de M induce una transformación de '� de T (M).

Un campo vectorial Y de M induce campos vectoriales del T (M) en las dos

formas siguientes:

a El campo vectorial hamiltoniano XPY de PY

b
d

dt
('t�) (u) jt = 0;

donde u 2 T (M) y 't es el grupo de transformaciones a 1-parámetro de M

generado por Y:

Sea Y un campo vectorial de Killing, por (3.1) el grupo de transformación

1- parámetro de T (M) generado por XPY es una transformación simpléctica la cual

preserva a H.
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Lema 3.1.1 Sea 't el grupo de transformaciones a 1-parámetro de M generado por

un campo vectorial

Y =

nX
i=1

Y i
@

@xi
:

Entonces el campo vectorial
d

dt
('t�) (u) jt = 0

puede ser expresado como:

d

dt
('t�) (u) jt = 0=

X
Y i

@

@xi
+
X @Y l

@xj
uj
@

@ul
.

Demostración: Para

u 2 T (M);

el conjunto

x = �(u) 2M:

Se toma una curva x(s) = (x1(s); :::; xn(s)) en M tal que

_x(0) = u =
X

ui
@

@xi
:

Entonces,

d

dt
('t�) (u)

����
t = 0

=
d

dt
('t�) (u)

����
t = 0

@

@xi
+
d

dt

�
d

ds
('t) (x(s))

����
s = 0

�����
t=0

@

@ul

aplicando las propiedades de los grupos a 1- parámetro se tiene,

d

dt
('t�) (u)

����
t = 0

=
d

dt
(Cx(t))

����
t=0

@

@xi
+
d

ds

�
d

dt
('t) (x(s))

����
s = 0

�����
t=0

@

@ul

= Y i
@

@xi
+
d

ds

�
Y 1(x(s)); :::; Y n(x(s))

	����
s = 0

@

@ul

= Y i
@

@xi
+
@Y l

@xj
uj
@

@ul
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realizando la contracción l = i, se obtiene

d

dt
('t�) (u)

����
t = 0

= Y l
@

@xl
+
@Y l

@xj
uj
@

@ui
:

obteniéndose así, el resultado deseado.

Proposición 3.1.2. Sea 't� el grupo de transformación a 1-parámetro del T (M)

inducido desde el grupo de transformación a 1-parámetro 't de M generado por un

campo vectorial de Killing Y . Entonces 't� coincide con el grupo de transformación

a 1-parámetro generado por el campo vectorial hamiltoniano de PY :

Demostración: Como Y es un campo vectorial de Killing,

fPY ; gg = 0

entonces

XpY = 0

por la Proposición 3.1.1

XpY g = Y
k @gij
@xk

�
�
Y k
@gij
@xk

+
@Y k

@xk
gjk

�
giluj

@gps
@ul

como gps no depende de ul; el término
@gps
@ul

= 0; así,

XpY = Y
k @gij
@xk

:

Como Y es un campo vectorial de Killing, entonces

LY g(X;Z) = 0;
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por el Lema 1.5.1,

LY g(X;Z) = Y g(X;Z)� g(LYX;Z)� g(X;LYZ) = 0; (3.13)

luego, sustituyendo la métrica, (3.13) se puede reescribir como

Y

�
@

@xi
;
@

@xj

�
�
�
LY

@

@xi
;
@

@xj

�
�
�
@

@xi
; LY

@

@xj

�
= 0

Por oto lado,

Y k
@gij
@xk

= Y

�
@

@xi
;
@

@xj

�
=

�
LY

@

@xi
;
@

@xj

�
+

�
@

@xi
; LY

@

@xj

�
= �

�
@Y

@xi
;
@

@xj

�
�
�
@

@xi
@Y

@xj
;

�
= �

�
@Y k

@xi
gkj +

@Y k

@xj
gki

�
;

operando con el tensor métrico gil en ambos lados, se obtiene

Y k
@gij
@xk

gil = �
�
@Y k

@xi
gkjg

il +
@Y k

@xj
gkig

il

�
= �

�
@Y k

@xi
gkjg

il +
@Y k

@xj
�lk

�
= �

�
@Y k

@xi
gkjg

il +
@Y l

@xj

�
:

Ahora, despejando @Y l

@xj
de la ecuación anterior, resulta

@Y l

@xj
= �

�
@Y k

@xi
gkj + Y

k @gij
@xk

�
gil; (3.14)

aplicando uj @
@ul
en ambos lados de (3.14),

@Y l

@xj
uj
@

@ul
= �

�
@Y k

@xi
gkj + Y

k @gij
@xk

�
giluj

@

@ul
;
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sumando en ambos lados,

Y i
@

@xi
Y i

@

@xi
+
@Y l

@xj
uj
@

@ul
= Y i

@

@xi
�
�
@Y k

@xi
gkj + Y

k @gij
@xk

�
giluj

@

@ul

usando la Proposición 3.1.1 y el lema anterior, se obtiene

XPY = Y
l @

@xl
+
@Y l

@xj
uj
@

@ui
=
d

dt
('t�) (u)

����
t=0

:

Por lo tanto,

XPY =
d

dt
('t�) (u)

����
t=0

:

3.2. Dinámica Hamiltoniana de una Partícula Car-

gada

En esta sección, se estudiará la dinámica hamiltoniana del movimiento de una

partícula cargada en una conexión semi-riemanniana de una variedad (M; h ; i).

Sea F una 2 - forma cerrada y U una función sobre una variedad (M; h ; i)

con una conexión pseudo-riemanniana. Se denota al operador del producto interior,

inducido por el campo X; por

�(X) : ^m ! ^m�1

y la transformación de Legendre

L : T (M)! T �(M)
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que se de�ne por

L : T (M) ! T �(M)

u 7! L(u) = hu; vi (v 2 T (M))

De�nición 3.2.1. Una curva x(t) es llamada el movimiento de una partícula car-

gada sobre un campo electromagnético F y una energía potencial U , si satisface la

siguiente ecuación diferencial

r _x _x = �gradU � L�1(�( _x)F ); (3.15)

donde r es la conexión de Levi-Civita sobre M:

Observación 3.2.1 1. La ecuación (3.15) es originada de la teoría de la relativi-

dad general. Cuando F = 0 y U = 0, entonces x(t) es llamada una geodésica.

2. Si x(t) es el movimiento de una partícula cargada sobre un campo F y U ,

entonces la energía total,
1

2
h _x; _xi+ U(x(t))

es constante.

3. A tiene un potencial electromagnético, es decir,

F = dA;

entonces el funcional E está de�nido por

E(x) =

Z 1

0

�
1

2
h _x; _xi+ 1

2
(A( _x)� U(x(t)))

�
dt:

La ecuación de Euler-Lagrange de E es el movimiento de una partícula sobre

F y U .
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Se denota por

� : T (M)!M;

la función tangente sobre M y se de�ne la función H sobre el T (M) por

H(u) =
1

2
(u; u) + U(�(u)) u 2 T (M);

correspondiente a la energía total.

Se de�ne una 2 - forma cerrada !F sobre el T (M) por

!F = ! � ��F:

Para cada vector tangente u 2 T (M), se denota por xu al movimiento de una

partícula cargada (3.15) con vector inicial u.

El �ujo electromagnético �t : T (M)! T (M) se de�ne por

�t(u) = _xu(t):

Teorema 3.2.1. (1) La 2�forma cerrada !F es una estructura simpléctica.

(2) Se denota el campo vectorial hamiltoniano XF
H del hamiltoniano H con

respecto a !F :Cada órbita del �ujo electromagnético sobre T (M) coincide con la

curva integral de XF
H .

Demostración: (1) los componentes Fij de F con respecto a (x1; :::; xn) están

dadas por

Fij = F

�
@

@xi
;
@

@xj

�
:

La forma local de la 2�forma cerrada !F es dada por la expresión

!F =
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk + gijdxi ^ duj �
1

2
Fijdx

i ^ dxj;



Dinámica de una Partícula Cargada. 67

donde !F es no degenerada en cada punto; es decir, !F es una estructura simpléctica

sobre T (M).

(2) Sea x(t) = (x1(t); :::; xn(t)) una curva en M . Entonces,

r _x _x =
�
�xk + _xi _xj�kij

� @

@xk
:

Además,

gradU = gij
@U

@xi
@

@xj
y L�1(�( _x)F ) = _xkFkig

ij @

@xj
;

la ecuación de movimiento (3.15) de una partícula cargada es equivalente a

�xk + _xi _xj�kij = �gij
@U

@xi
� _xkFkig

ij:

El hamiltoniano H; expresado en forma local, es dado por

H(x1; :::; xn; u1; :::; un) =
1

2
uiujgij + U(x

1; :::; xn);

calculando dH;se tiene

dH =
1

2

@gij
@xk

dxkuiuj +
1

2
gij

�
@ui

@uk
dukuj +

@uj

@uk
dukui

�
+
@U

@xk
dxk

=
1

2

@gij
@xk

uiujdxk +
1

2
gij
�
�iku

jduk + �jku
iduk

�
+
@U

@xk
dxk

=
1

2

@gij
@xk

uiujdxk +
1

2

�
gjiu

iduj + giju
iduj

�
+
@U

@xk
dxk

=
1

2

@gij
@xk

uiujdxk + giju
iduj +

@U

@xk
dxk:

Por otro lado, se calcula �
�
XF
H

�
!F usando el teorema 1.6.1,

�
�
XF
H

�
!F = �XF

H
(!F )

= �XF
H

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk + gijdxi ^ duj �
1

2
Fijdx

i ^ dxj
�
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�
�
XF
H

�
!F = �XF

H

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
+ �XF

H

�
gijdx

i ^ duj
	
�

��XF
H

�
1

2
Fijdx

i ^ dxj
�
; (3.16)

calculando cada uno de los términos de (3.16)

�XF
H

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
= �XF

H

�
@gij
@xk

uj
�
dxi ^ dxk + @gij

@xk
uj
�
�XF

H

�
dxi ^ dxk

	�
como @gij

@xk
uj es una 0-forma, por el Teorema 1.5.1 se tiene

�XF
H

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
=
@gij
@xk

uj
n
�XF

H

�
dxi
�
^ dxk � �XF

H

�
dxk
�
^ dxi

o
luego,

�XF
H

�
@gij
@xk

ujdxi ^ dxk
�
=
@gij
@xk

uj
n
LXF

H

�
xi
�
^ dxk � LXF

H

�
xk
�
^ dxi

o
: (3.17)

Por otro lado,

�XF
H

�
gijdx

i ^ duj
	
= �XF

H
(gij)dx

i ^ duj + gij
n
�XF

H

�
dxi ^ duj

�o
como gij una 0 - forma se tiene

�XF
H

�
gijdx

i ^ duj
	
= gij

n
�XF

H

�
dxi ^ duj

�o
= gij

n
LXF

H
(xi) ^ duj � LXF

H
(uj) ^ dxi

o
(3.18)

y

�XF
H

�
1

2
Fijdx

i ^ dxj
�
=
1

2
�XF

H
(Fij)dx

i ^ dxj + 1
2
Fij�XF

H

�
dxi ^ dxj

�
:

Como Fij es una 0 - forma, entonces

�XF
H

�
1

2
Fijdx

i ^ dxj
�
=
1

2
Fij

n
LXF

H
(xi) ^ dxj

o
� 1
2
Fij

n
LXF

H
(xj) ^ dxi

o
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�XF
H

�
1

2
Fijdx

i ^ dxj
�
= Fij

n
LXF

H
(xi) ^ dxj

o
(3.19)

luego, por (3.17), (3.18) y (3.19)

�
�
XF
H

�
!F =

@gij
@xk

uj
n
LXF

H

�
xi
�
^ dxk � LXF

H

�
xk
�
^ dxi

o
+

+gij

n
LXF

H
(xi) ^ duj � LXF

H
(uj) ^ dxk

o
+

+Fik

n
LXF

H
(xi) ^ dxk

o
�
�
XF
H

�
!F =

�
@gij
@xk

ujLXF
H

�
xi
�
� @gij
@xk

ujLXF
H

�
xk
�
� gijLXF

H
(uj) +

+FikLXF
H
(xi)

o
dxk + gijLXF

H
(xi) ^ duj (3.20)

Como

dH = �
�
XF
H

�
!F ; (3.21)

sustituyendo, se obtiene

1

2

@gij
@xk

uiujdxk + giju
iduj +

@U

@xk
dxk: =

�
@gij
@xk

ujLXF
H

�
xi
�
� @gij
@xk

ujLXF
H

�
xk
�

�gijLXF
H
(uj) + FikLXF

H
(xi)

o
dxk +

+gijLXF
H
(xi) ^ duj

es decir,�
1

2

@gij
@xk

uiuj +
@U

@xk

�
dxk + giju

iduj =

�
@gij
@xk

ujLXF
H

�
xi
�
� @gij
@xk

ujLXF
H

�
xk
�

�gijLXF
H
(uj) + FikLXF

H
(xi)

o
dxk +

+gijLXF
H
(xi) ^ duj (3.22)

igualando se obtiene
@H

@xi
= LXF

H

�
xi
�
= ui; (3.23)
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sustituyendo (3.23) en (3.22), resulta�
1

2

@gij
@xk

uiuj +
@U

@xk

�
dxk + giju

iduj =

�
@gij
@xk

ujui � @gij
@xk

ujui

�gijLXF
H
(uj) + Fiku

i
o
dxk +

+giju
iduj

luego, �
1

2

@gij
@xk

uiuj +
@U

@xk

�
dxk =

�
@gij
@xk

ujui � @gkj
@xi

ujuk

�gijLXF
H
(uj) + Fiku

i
o
dxk

y despejando, se obtiene

gijLXF
H
(uj) = �1

2

@gij
@xk

uiuj +
@U

@xk
+
@gkj
@xi

ujuk + Fiku
i

= �1
2

@gij
@xk

uiuj +
@U

@xk
+
1

2

@gkj
@xi

ujuk +
@gki
@xj

ujui + Fiku
i

así,

gij
@H

@xj
= gsk�

s
iju

iuj + Fiku
i +

@U

@xk
: (3.24)

Ahora, operando por glken ambos lados de la ecuación (3.24), se obtiene

@H

@xj
= �siju

iuj + gklFiku
i + gkl

@U

@xk
(3.25)

Por el Lema 1.7.3,

XF
H =

@H

@ui
@

@xi
� @H
@xj

@

@ul
; (3.26)

sustituyendo (3.23) y (3.25) en (3.26), se tiene

XF
H = u

i @

@xi
�
�
�siju

iuj + gklFiku
i + gkl

@U

@xk

�
@

@ul
:
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Lo cual es el resultado esperado.

De aquí en adelante, se tomará al conjunto U = 0.

Se de�ne un campo tensorial � de tipo (1.1) por

�X = �L�1(�XF ); F (X; Y ) = hX;�Y i

el cual es skew- simétrica con respecto a h ; i ; es decir,

� hX; Y i = �hX;�Y i :

Considérese el movimiento de una partícula cargada por

r _x _x = �X

bajo el campo electromagnético F . Se de�ne un subálgebra de Lie I�(M) en �(M)

por

I�(M) = fX 2 �(M) = LX h ; i = 0; LX� = 0g

para X 2 I�(M), se tiene d (�XF ) = 0:

En efecto,

d (�XF ) = LXF � �X(dF );

como F es una 2 - forma cerrada, entonces

LXF = 0 y d (�XF ) = 0:

Proposición 3.2.1. Si X; Y 2 I�(M); entonces �[X;Y ]F = �d(F (X;Y ):
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Demostración: Sea Z cualquier campo vectorial de M . Dado que h ; i es

paralelo,

Z(F (X; Y )) = Z(hX;rZ�(Y )i (3.27)

= hrZX;�(Y )i+ hX;rZ(�(Y )) + �(Y )i

= hrZX;�(Y )i � h�(X);rZY i+ hX; (rZ�) (Y )i :

Dado que X y Y son campos vectoriales de Killing,

LX hZ; �Y i = 0) hrZX;�Y i+ hr�YX;Zi = 0

LY hZ; �Xi = 0) hrYZ; �Xi+ hr�XY; Zi = 0; (3.28)

restando (3.27) y (3.28),

hrZX;�Y i+ hr�YX;Zi � hrYZ; �Xi � hr�XY; Zi = 0;

como h ; i es simétrica,

hrZX;�Y i+ hZ;r�YXi � hrYZ; �Xi � hZ;r�XY i = 0;

ordenando términos,

hrZX;�Y i � hrYZ; �Xi = hZ;r�XY i � hZ;r�YXi ;

por ser h ; i bilineal,

hrZX;�Y i � hrYZ; �Xi = hZ;r�XY �r�YXi ; (3.29)

dado que X e Y son automor�smos in�nitesimales de �;

(LX�) (Y ) = 0 =) LX�Y + �(LXY ) = 0;
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como � es skew - simétrica,

[X;�Y ] + � [X; Y ] = 0;

luego,

� [X;Y ] = � [X;�Y ] : (3.30)

Siendo el corche de Lie antisimétrico, se tiene,

� [X;Y ] = [�Y;X]

entonces

LX�Y + �(LXY ) = 0

� [�X; Y ]� � [X; Y ] = 0:

Por lo tanto,

� [X; Y ] = [�X; Y ] : (3.31)

Por otro lado, aplicando (1.3),

(rX�) (Y ) = rX(�Y ) + �(rXY ) (3.32)

(rY �) (X) = rY (�X) + �(rYX) (3.33)

[�X; Y ] = r�XY �rY (�X) (3.34)

[�Y;X] = r�Y Y �rX(�Y ) (3.35)

restando (3.31) y (3.32), se tiene

r�XY �r�Y Y = [�X; Y ] +rY (�X)� [�Y;X] +rX(�Y ):
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Usando (3.33) y (3.34),

r�XY �r�Y Y = [�X; Y ]� [�Y;X] + �(rXY )� �(rYX) +rY (�X)�rX(�Y )

por (3.35) y (3.36) se sigue que

r�XY �r�Y Y = � [X; Y ] +rY (�X)�rX(�Y ): (3.36)

Combinando (3.31), (3.33) y (3.36), se obtiene

Z(F (X;Y )) = hZ; � [X; Y ]i+ hZ; (rY �) (X)i � hZ; (rX�) (Y )i+ hX; (rZ�) (Y )i :

Como � es skew - simétrica y utilizando suma cíclica resulta

Z(F (X; Y )) = hZ; � [X; Y ]i+ �X;Y;Z hX; (rZ�) (Y )i

= �F ([X; Y ] ; Z) = ��[X;Y ]F (Z):

Por otro lado, por ser F una 2-forma cerrada,

dF = 0 (3.37)

y

dF = LXF = LX hX;�Y i

= hrZX;�Y i+ hr�YX;Zi ;

como h ; i es paralelo

dF = Z(F (X; Y ) = ��[X;Y ]F (Z);

por lo tanto, se cumple que

�[X;Y ]F = �dF (X; Y ):
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3.3. Dinámica de una Partícula Cargada en Es-

tructuras H- Equivalentes Proyectivas

En esta sección se darán las soluciones del movimiento de una partícula cargada

bajo un campo electromagnético en las estructuras H- equivalentes Proyectivas.

Se conoce que para el lagrangeano,

L = 1

2
g(v; v);

donde v es el campo de velocidades, se tiene la siguiente igualdad

g (rvv;W ) =

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk

�
W k (3.38)

con vk son los componentes de v;
�
v = vk @

@xk

�
y W 2 �(M):

De (3.38) se deduce que si rvv = 0, entonces

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= 0; (3.39)

es decir, se tiene un sistema lagrangeano holonómico. El sistema (3.39) tiene solución

en la teoría.

Ahora, si las estructuras � = (M;r; g) y �� =
�
M; �r; g

�
son H- equivalentes

proyectivas, entonces se tendrán las relaciones:

a) H(U; V ) +H(V; U) = r (
(U)V + 
(V )U) ó

Hl
ji +Hl

ij = r
�

i�

l
j + 
j�

l
i

�
(Tensorialmente)

b) �rUV = rUV +H(U; V ):



Dinámica de una Partícula Cargada. 76

Si hacemos U = V = v en b), entonces, para todo W 2 �(M);

g
�
�rvv;W

�
= g (rvv +H(v; v);W )

= g (rvv;W ) + g (H(v; v);W ) ;

usando (3.38) se obtiene

g
�
�rvv;W

�
=

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk

�
W k + g

�
Hl
ijv

ivj
@

@xl
;W k @

@xk

�

g
�
�rvv;W

�
=

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
+ glkHl

ijv
ivj
�
W k: (3.40)

Ahora bien, si �rvv = �v; donde � es un tensor de tipo (1.1): (sus componentes

son de la forma �ij), el cual es antisimétrico, respecto a g : (g(v; �v) + g(�v; v) = 0).

La expresión �rvv = �v describe el movimiento de una partícula cargada, bajo la

acción del campo electromagnético F

F (v; v) = g(v; �v);

tensorialmente,

Fij = �
l
jgil.

Si en (3.40) sustituimos �rvv = �v, entonces resulta

g (�v;W ) =

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
+ glkH

l
ijv

ivj
�
W k;

o equivalentemente

g

�
�ljv

j @

@xl
;W k @

@xk

�
=

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
+ glkHl

ijv
ivj
�
W k;
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luego,

�ljglkv
jW k =

�
d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
+ glkHl

ijv
ivj
�
W k;

lo que implica

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= glkv

j
�
�lj �Hl

ijv
i
�
= Fjkv

j � glkHlvivj:

Si introducimos el tensor �lj = Hl
jiv

i, entonces,

d

dt

�
@L

@vk

�
� @L

@xk
= glk

�
Hl
ji �Hl

ij

�
vivj; (3.41)

es decir, se tiene un sistema lagrangeano no holonómico, el cual describe el movimien-

to de la partícula cargada bajo la acción del campo electromagnético F . Resolver

(3.41), implicará encontrar la ecuación de la partícula.

La solución de (3.41), la obtendremos de la siguiente manera:

Sea Slji = Hl
ji �Hl

ij, considerando que � y �� son proyectivas, de a) se obtiene

Hl
ji +Hl

ij = r
�

i�

l
j + 
j�

l
i

�
: (3.42)

Ahora, por el Lema 2.1.1, las componentes del campo H son tales que

Hl
ji +Hl

ij = gls (Aisj + Ajis � Asij) + 2
n
�Hm
sigmj + �Hm

sjgmi

o
gls +

+r
�

i�

l
j + 
j�

l
i � 2gij
l

�
;

y

Hl
ji �Hl

ij = 2�Hl
ij + r

�

j�

l
i � 
i�lj

�
: (3.43)

En este caso,

A(U; V;W ) = �2U(ln �)g(V;W )
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o tensorialmente

Aijk = �2
@

@xi
(ln �)gjk = �2
igjk; (3.44)

donde


i =
@

@xi
(ln �);

entonces

Hl
ji +Hl

ij = 2 f
sgij � 
igsj � 
jgsig gls + 2
n
�Hm
sigmj +

�Hm
sjgmi

o
gls +

+r
�

i�

l
j + 
j�

l
i � 2gij
l

�
(3.45)

y

Hl
ij �Hl

ji = S
l
ij; (3.46)

usando (3.42) se deduce

2
n
�Hm
sigmj +

�Hm
sjgmi = (2� 2r)

�

i�

l
j + 
j�

l
i + gij


l
	
gls
o
;

es decir,

�Hm
ji = (1� r)

�
�mj 
i � �mi 
j

�
; (3.47)

sustituyendo (3.47) en (3.42), resulta

Hl
ij �Hl

ji = �
m
i 
j � �mj 
i;

por lo tanto,


i =
@

@xi
(ln �) =

1

(n� 1)S
l
li;

de aquí se deducen

�Slij =
1

(n� 1)
�
Spip�

l
j � S

p
jp�

l
i

	
;
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@

@xi
Spjp �

@

@xj
Spjp = 0;

� = �0e
� 1
(n�1)

R
S l
lidx

i

; (3.48)

donde (3.48) describe las ecuaciones de movimiento de una partícula cargada en

estructuras H� Proyectivas.
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Resumen (abstract): 
    Sea μ=(M, ,g) y μ=(M, ,g) estructuras geométricas, (M variedad 
diferenciable, ,  conexiones de Levi-Civita y g la métrica formal) tales 
que 
    {( _{x}g)(Y,Z) = A(X,Y,Z)  C^{∞}(M),     X,Y,Z χ(M) 
                S(X,Y) = 0   
y 
    {( _{U}g)(V,W) =  0
                S(U,V) = _{U}V- _{V}U-[U,V],   U,V,W χ(M), 
donde χ(M) es el conjunto de los campos vectoriales sobre M, C^{∞}(M) 
el conjunto de las funciones diferenciables sobre M. S(X,Y) y S(U,V) son 
los campos de torsión de (M, ) y (M, ), respectivamente. Sea μ y μ 
estructuras H-equivalentes proyectivas y x(t) el movimiento de una 
partícula cargada bajo un campo electromagnético F y energía potencial U 
siendo F ^{k}(M) una 2 - forma cerrada es decir dF=0. Se plantea en 
este trabajo: 1) Determinar las soluciones de las ecuaciones de 
movimiento de una partícula cargada, cuando F no tiene potencial y U≠0. 
Esto es equivalente a determinar el movimiento de una partícula cargada 
en un sistema hamiltoniano con un lagrangeano. 2) Determinar las 



soluciones de las ecuaciones de movimiento de una partícula cargada si F 
tiene potencial electromagnético y U=0. Esto se reduce a determinar estas 
ecuaciones a través de estructuras H-equivalentes proyectivas. 
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