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RESUMEN

En este trabajo, se establecen condiciones para que la norma de transforma-
ciones conformes en los espacios de Bergman con peso, se pueda acotar superior-
mente por la expresion que se obtiene cuando se restringe la integral, que aparece en
la definicién de la norma, por la imagen inversa de ciertos sectores.
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INTRODUCCION

En 1950, Stefan Bergman publico su clasica monografia en la que desarrollaba
una elegante teoria de espacios de Hilbert de funciones analiticas sobre dominios del
plano complejo. Su trabajo se centrd en espacios de funciones analiticas de cuadrado
integrable sobre un dominio con respecto a la medida de area de Lebesgue. También
aplicé la teoria de potencial a la ingenieria eléctrica, utilizé las ecuaciones integrales
tratadas por Schmidt y Hilbert y realiz6 un gran aporte con su funcién del nicleo,
usandola luego para transformaciones conformes. Més tarde, cuando la atencién se
dirigié a los espacios AP, de las funciones holomorfas sobre el disco unitario D que

estan en los espacios P, fué natural denominarlos espacios de Bergman.

Si bien éstos tenian propiedades analogas a las de los espacios clasicos HP
de Hardy (véase Duren (1970) para la definicién y las propiedades de los espacios
de Hardy), pronto se puso de relieve que presentaban una estructura mucho maés
complicada que aquellos. Funciones en los espacios de Bergman pueden tener un
comportamiento frontera “descontrolado”, no existe un analogo claro de los produc-
tos de Blaschke ni de la factorizacion interna-externa y los subespacios invariantes no
estdn necesariamente generados por una unica funcién (de acuerdo con la teoria de
Beurling) como en el caso de los espacios de Hardy. Un intento para desarrollar una
teoria correspondiente a los problemas extremales duales para espacios de Bergman
tropezé con serias dificultades a la hora de describir el anulador de AP como un sube-
spacio de LP. Las técnicas de analisis funcional que se habian mostrado tan potentes
para problemas de interpolacién en los espacios HP parecian condenadas al fracaso

al ser aplicadas a los espacios de Bergman.

Revisando la base de datos de la “Mathematical Review” (véase, por ejem-
plo, www.ams.org/mathscinet), se puede observar que existe una gran cantidad de
trabajos de investigacion relacionados con los espacios de Bergman. Muchos de ellos

se encuentran recopilados en las recientes monografias de Hedenmalm, Korenblum



y Zhu (2000), y Duren y Schuster (2004). Entre estos trabajos de investigacion,
son de especial interés aquellos que tienen que ver con la caracterizacién de ciertos
subconjuntos del disco que puedan ser utilizados para acotar la norma de las fun-
ciones en los espacios de Bergman; de estos, podemos citar los resultados de Seip
(2004), donde se caracterizan los conjuntos de interpolacién y los de muestreo para
el espacio A? en términos de ciertas densidades, y los de Luecking (1985), donde se
caracterizan aquellos subconjuntos del disco para los cuales el operador restriccion,

actuando sobre los espacios de Bergman clasicos, sea acotado inferiormente.

Dada una funcién f en el espacio de Bergman con peso A2 (véase Capitulo 3,

para la definicién y propiedades de los espacios de Bergman con peso), la relacién

W(E) = /E F()PdAu(z), EcCD,

donde dA,(z) = (a4 1)(1 — |2]?)*dA(z), dA(z) = Ldazdy = rdrdf, es la medida
bidimensional normalizada de Lebesgue v z = z + iy = r¢%; define una medida
positiva y de Borel sobre ID. Un subconjunto G del disco D se dice conjunto dominante
para el espacio de Bergman AP si existe una constante 6 > 0, que depende de G, «

y p, tal que
w(G) = o[ fI[e

para toda funcion f € AP. Los conjuntos dominantes para los espacios de Bergman
clasicos fueron caracterizados por Luecking (1981), siendo extendido este resultado
para los espacios de Bergman con peso por Pérez-Gonzilez y Ramos (2001); tales
conjuntos deben tener una distribucion uniforme de masa cerca de la frontera del
disco D. En el 2004, Arzolay y Ramos extienden estos ultimos resultados a los
espacios de Besov analiticos (véase Zhu (1990), para la definicién y propiedades de

los espacios de Besov).



En este trabajo se estudia un tema de esta naturaleza, mas precisamente, dado

€ > 0, se desea analizar cuando las imagenes inversas de ciertos sectores
Y.={z€C:|arg(z)| <¢e}

se comportan como un conjunto dominante para los espacios de Bergman AP con
a > —1yp>1; es decir, se buscan condiciones sobre los parametros o y p para que

exista una constante § > 0 tal que

| 1P 2 0111, (1)
para toda funcién f € AP tal que f(0) = 0.

Este problema ha sido motivado por un articulo de Marshall y Smith (1999),
donde se demuestra que efectivamente para cada € > 0, las imagenes inversas de los
sectores se comportan como conjuntos dominantes para la clase de las transforma-
ciones conformes en el espacio de Bergman A} que fijan el origen. Conjeturandose
en este mismo articulo que el resultado es vélido para toda funcién en A} que fija
el origen. El resultado de Marshall y Smith ha sido extendido a los espacios de
Bergman con peso Al por Pérez-Gonzélez y Ramos (2004), demostrandose ademsés,
mediante un contraejemplo, que tal extension no es factible, para todo € > 0, si se
consideran a < 0y p = 1.

Estos ltimos autores probaron que el resultado sigue siendo cierto, para todo
e > 0, y para toda funcion univalente que fije el origen, si los parametros o y p
satisfacen la relacion a > 2p — 1 y que en general la desigualdad (1) no es cierta para

todo € > 0 si a < 2p — 2, quedando pendiente el caso 2p —2 < a < 2p — 1.



CAPITULO 1
PRELIMINARES

Este capitulo ha sido concebido, para ofrecer al lector las herramientas nece-
sarias para el desarrollo de los capitulos posteriores. Asi, en las dos primeras sec-
ciones, se presenta un breve resumen de las definiciones y resultados concernientes
a los espacios L? y H(D). En la tercera seccién se profundiza en las propiedades de
los automorfismos del disco, herramienta fundamental para trabajar con espacios de
funciones analiticas definidas sobre el disco unitario ID. Finaliza el capitulo con los
detalles de la demostracion del célebre teorema de la constante de Bloch, el cual sera
generalizado en la tercera seccion del capitulo 4 para la bola unidad de otro espacio

de funciones analiticas, conocido como el espacio de Bergman.

1.1 Espacios LP, p > 0.

En esta seccién se presenta un breve repaso sobre los resultados de un curso
de Analisis Funcional que serd de gran utilidad en el transcurso de este trabajo.
Las notaciones, definiciones y resultados que se muestran en esta seccion han sido

tomados de los textos Serge Lang (1993) y H.L. Royden (1968).

Recuerde que, dados dos espacios medibles (X, ) y (Y, M) (véase Serge Lang
(1993) para la definicién y propiedades de espacios medibles), una funcién f : X — Y
se dice medible si para cada B € M, el conjunto f~!(B) es un elemento de M. De la
definicién anterior, es claro que una funcién real f definida sobre un espacio medible
(X, M) es medible si y sélo si f~!(a,00) € M para todo a € R; mientras que una
funcién compleja h = f + ig definida en un espacio medible (X,90) es medible si y

sélo si sus componentes f y ¢g son medibles sobre (X, 9).



Sea X un espacio medible y 91 la coleccion de sus conjuntos medibles. Una

medida (positiva) sobre M es una funcién p : M — [0, o] que satisface:
L pu(0) =0,

2. Si {A,,} es una sucesion de conjuntos medibles disjuntos dos a dos, entonces
(Ua) - S
n=1 n=1

Si A es medible, la cantidad p(A) se llama la medida de A. Aqui se conviene que
0-0c0o=00-0=0.

Dado un espacio medible (X, 91), una medida p definida sobre 9t y p > 0 se
define el espacio LP(X,du) como el conjunto de las funciones medibles f (reales o

complejas) sobre X tales que

i1, = ([ Iflpdu); <o (1)

(Véase H.L. Royden (1968) para la definicién y propiedades de la integral de funciones
medibles). Aqui se considera que dos funciones f y g son iguales si son iguales en
casi toda parte; es decir, si f(x) = g(z) para todo x € X \ A, donde A es un conjunto
con medida cero. Para p = 0o, se define L>°(X, du) como el conjunto de las funciones

medibles f sobre X tales que
[l = esssup | f] < oo. (1.2)

Los resultados sobre espacios LP(X, du) que requerimos se puede resumir en el sigui-

ente teorema (véase pag. 244 de H.L. Royden (1968)).

Teorema 1.1. Para 1 < p < 00, los espacios LP(X,du) son de Banach. Si
feLlr(X,du), g€ LYX,du), con }D + % =1, entonces fg € LY (X, du) vy

/ Foldu < 171, Nl (1.3)
X



Comentarios.

1. La desigualdad triangular de la relacién || - ||,, con 1 < p < oo, se conoce como

la desitgualdad de Minkowsks.
2. La desigualdad en (1.3) es conocida como desigualdad de Hélder.

3. El teorema que establece que los espacios LP(X,du), con 1 < p < oo, son de

Banach se conoce como el Teorema de Riesz-Fischer.

Se sigue de la desigualdad de Hélder que cada g € L%(X,du) define un fun-

cional lineal y acotado F' sobre LP(X,du), mediante la expresién

F(f)= /ngdﬂ,

donde % +% = 1; ademds, se cumple que [|F|| = [[g]|,. Reciprocamente, se tiene

2

el siguiente resultado, donde ”o-finita” significa que existe una sucesién {X,} de

conjuntos en M tal que X = U X, y u(X,) < .

Teorema 1.2 (Teorema de Representacién de Riesz). Sea F' un funcional lineal
acotado sobre LP(X du), 1 < p < oo, donde u es una medida o-finita. Entonces

existe una unica funcion g en L9(X, du), % + é =1, tal que

F(f) = / Jgdp.
X
Ademds, ||F| = |lgll4-
Comentarios.

1. Para p > 1 se puede omitir la hipdtesis " es o-finita” (ver pag. 248 de H.L.
Royden (1968)).

2. El teorema de representacion de Riesz junto con el comentario que le precede
nos dice que el espacio dual de LP(X,du) con 1 < p < oo es LY(X,du) con
1,1
s+ =1



Teorema 1.3 (Desigualdad de Jensen). Si (X, X, 1) es un espacio de probabilidad;
es decir, )(X) =1, I C R un intervalo, ¢ : I — R una funcion convexa y f : X — I

una funcion integrable, entonces

o|[ 1] < [ o0 s

Lema 1.1 (Lema de Fatou). Si f, : X — [0,4+00] es medible, para cada entero

positivo n, entonces

/ (lim inf fn) dp < lim inf/ frndpt.
X n—oo n—oo X

Finalizamos esta seccién recordando el célebre teorema de extension de Hahn-

Banach (véase pag. 69 Serge Lang (1993)).

Teorema 1.4 (Teorema de Hahn-Banach). Sea X un espacio normado (real o com-
plejo) y E un subespacio de X. Sea f un funcional lineal y acotado definido sobre E,
entonces existe un funcional lineal y acotado F definido sobre X tal que F(x) = f(x)

para todo v € E y |[|[F|| = | f]

1.2 FUNCIONES ANALITICAS.

En esta seccion se da un resumen sobre los aspectos méas importantes de los
espacios de funciones analiticas que se requieren y se estaran usando en el transcurso
del siguiente trabajo. Las definiciones y resultados que se presentan en esta seccion
han sido tomados de los textos W. Rudin (1974), J. Howie (2003) y Krantz y Greene
(2006).

Se denota por C al conjunto de los niimeros complejos y por D(a,r) al disco
euclideo con centro a y radio r > 0. Una region o dominio ) en el plano complejo
no es mas que un subconjunto de C que es abierto y conexo. Una funcién compleja
de variable compleja definida sobre un dominio €2 se dice diferenciable en zy € €2 si

el limite
EEEY

z2—20 zZ— 2



existe. En este caso, el limite se denota por f'(zg) y se llama la derivada de f en z.
Se dice que una funcién f es holomorfa en un punto zy, si existe un entorno abierto,
D(zo,7) de zp tal que f es diferenciable en cada punto de D(zg, 7). De igual manera,
se dice que f es holomorfa en un conjunto €2 si f es holomorfa en cada punto z de
). Una funcién f holomorfa en todo el plano complejo C, se llama funcion entera.
El conjunto de las funciones holomorfas sobre el conjunto €2 se denota por H(2) y
debido a las reglas de derivacién es claro que éste es un espacio vectorial sobre el

campo de los niimeros complejos.

Si Q2 es un conjunto abiertoy f € H(Q) es de la forma f(z2) = u(x, y)+iv(x,y),
con z = x +4y; donde u y v son funciones de valores reales, entonces u y v satisfacen

las famosas ecuaciones de Cauchy-Riemann

ue (7, ) = vy(,y)

uy(2,y) = —va(2,y)
en cada punto de z = x + iy € (). Note que si u y v no satisfacen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann en un punto, entonces la funciéon f no es diferenciable en ese punto;
pero existen funciones u y v que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann en un

punto sin que la funcién f sea diferenciable en ese punto.

Recuerde que un contorno parametrizado v no es mas que una funcién com-
pleja definida en un intervalo [a, b] la cual es continua en [a, b] y diferenciable a trozos;
es decir, tal que existe un conjunto finito de nimeros a; < as < --- < a; tal que
ay = ay a = by con la propiedad que para cada 1 < j < k —1, 94, a,,, €S una
curva C*. Si el contorno 7 es una funcién inyectiva, entonces se dice simple; mientras
que si y(a) = 7y(b), entonces el contorno se llama cerrado; si el contorno ~ es cerrado

Y 7|[p) s inyectiva, entonces se le dice simple y cerrado.

La integral de una funcién continua f de valores complejos definida en un

dominio €2 que contiene a un contorno ~ se define por

/Wf(z)dz = /abf (y(t)) /' (t)dt.



Note que el lado derecho de esta expresion es la integral de una funcion compleja de
variable real. Similarmente, la integral de f sobre v con respecto a la longitud de

arco viene dada por
b
[ @del = [ o o)
ol a
La integral sobre un contorno y la integral con respecto a la longitud de arco se

relacionan mediante la expresién

Lf(z)dz

También es conocido que si f es holomorfa en un dominio simplemente conexo {2

g/u@mww (1.4)

(ver W. Rudin (1974) para la definicién y propiedades de los dominios simplementes

conexos) y 21, 22 € {2, entonces

f@»—f@nz/}wMa (15)

para todo contorno 7 contenido en €2 con punto inicial z; y punto final zs.

Un resultado que hay que tener presente cuando se trabaja en espacios de
funciones holomorfas es el famoso teorema de la férmula integral de Cauchy que se

enuncia a continuacion.

Teorema 1.5 (Férmula integral de Cauchy). Sea f holomorfa en el interior y en
los puntos de un contorno cerrado simple C, orientado positivamente (en sentido

contrario a las agujas del reloj). Si zy es un punto interior a C, entonces

fa) = = [ L84, (1.6)

C2mi Joz— 2

y en general para cada n € NU {0} se cumple

£ () = n_!/c%dz. (1.7)

N 21 Z— 2
La expresién en (1.7) se conoce como la formula integral de Cauchy para

las derivadas de la funcién holomorfa f. Como consecuencia inmediata del resultado
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anterior surge que si f es holomorfa en un abierto €2, entonces la derivada f’ también

es holomorfa en €2; es decir,
feH Q) = f € HQ);

de manera entonces que toda funcién holomorfa sobre un abierto €2 pertenece a la
clase C*°(2) de las funciones infinita y continuamente diferenciables en €.

El siguiente concepto desempena un papel central en la teoria de funciones de
variable compleja.

Sea 2 C C abierto. Se dice que una funcion f : Q — C es analitica en € si
para cada zy € €2 existen una sucesién de niimeros complejos a,, n > 1, y un niimero
real R > 0 tales que Dg(zp) C Q y para cada z € Dg(z)

o0
flz) = Z an(z — z0)".
n=0
Las funciones holomorfas coinciden con su serie de Taylor tal como se establece

en el siguiente resultado.

Teorema 1.6 (Teorema de Taylor). Si f € H(Q) con Q2 un subconjunto abierto de
C. Entonces para cada a € €2, existe R > 0 tal que

+oo
f"(a)
Z n!a

f(z) = (z—a)" (1.8)

n=0

para todo z € D(a, R).

Ahora se enunciard uno de los resultados mas importante de esta seccién.
Teorema 1.7 (Teorema de analiticidad). Sean Q2 C C abierto y f : Q@ — C una
funcion. Entonces, f € H(Q) si, y solo si, [ es analitica en €.

Otra consecuencia importante de la férmula integral de Cauchy es el principio
del mdzimo el cual reza de la siguiente manera

Teorema 1.8 (Principio del médulo maximo). Sea Q@ C C y f € H(Q). Si existe

un punto zp € S tal que | f(z0)| > |f(2)| para todo z € Q, entonces f es constante.
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Como consecuencia inmediata de este resultado se tiene el principio del minimo

Corolario 1.1 (Principio del minimo). Si f es analitica sobre y en el interior de
la curva simple y cerrada v y f(2) # 0 para todo z en el interior de la region cuya

frontera es 7y, entonces |f(z)| asume su valor minimo sobre ~y.

El siguiente resultado permite realizar acotaciones muy finas del médulo de

funciones analiticas definidas sobre el disco unitario D.

Teorema 1.9 (Lema de Schwarz). Sea f analitica sobre el disco unitario D. Suponga

que

1. |f(2)| <1 para toda z € D y que
2. f(0) = 0.

Entonces |f(z)| < |z| para todo z € D y |f(0)] = 1. Si ademds |f(z)| = |z| para
algin z # 0 o si |f'(0)] = 1, entonces f es una rotacion de la identidad; es decir,

f(2) = az para alguna constante compleja o de mdédulo igual a 1 y para todo z € D.

También se requiere del famoso teorema de la funcién inversa que dice que las
funciones analiticas con derivada no nula en un punto es inyectiva en un entorno de

ese punto.

Teorema 1.10 (Teorema de la funcién inversa). Suponga que f es analitica en un
conjunto abierto que contiene a ¢ y que f'(c) # 0. Entonces eziste n > 0 tal que f
es 1-1 sobre N = N(c,n). Sea g la funcion inversa de f|y (la restriccion de f sobre

N). Sea z € N y f(z) =w. Entonces ¢'(w) = f/%z).

Una sucesion de funciones {f;} definidas en un dominio 2 C C se dice que
converge uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de €1, si para cada sub-
conjunto compacto K C Q y cada € > 0 existe un N € N (que depende de K y ¢)

tal que

sup |fi(z) = f(2)| <e
zeK
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siempre que j > N.

El siguiente resultado dice que el espacio de funciones analiticas H(£2) con
2 un dominio de C es completo con la métrica de la convergencia uniforme sobre

compactos.

Teorema 1.11. Sea {f;} C H(2) con Q un dominio y suponga que {f;} converge
uniformemente a f sobre subconjuntos compactos de ). Entonces f € H(S2) y

fi — f" uniformemente sobre subconjuntos compactos de €.

Esta seccion finaliza, recordando el célebre Teorema de Rouché, el cual permite

contar los ceros de las funciones analiticas.

Teorema 1.12. (Teorema de Rouche) Suponga que f,g : Q — C son funciones
analiticas sobre un conjunto abierto Q C C. Suponga también que D(P,r) C Q y

que, para cada ¢ € OD(P,r),

1F(C) = 9O < [F(O] + lg(O)]

entonces

1 f'(€) 1 q'(¢)
_— d¢ = — dC.
21 Joppry J(C) ‘ 2mi /BD(PJ‘) 9(¢) ‘

Esto es, el nimero de ceros de f en D(P,r) contiene multiplicidad igual a la multi-

plicidad del nimero de ceros de g en D(P,r).

1.3 AUTOMORFISMOS DEL DISCO

Para el logro de los objetivos planteados en este Trabajo de Grado, es necesario
trabajar con espacios de funciones analiticas definidas sobre el disco unitario .
Es por esta razon que en esta seccién, se estudia en detalles la definicion y las
propiedades de los automorfismos del disco que no son més que funciones analiticas

biyectivas del disco ID en si mismo.
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Recuerde, en primer lugar, que una transformacion de Mobius o transfor-

macion lineal fraccionada es una funcién de la forma

az+b
cz+d’

Z =

ad — be # 0;

y entre sus propiedades se puede destacar que éstas son funciones biyectivas y
analiticas en C\ {—d/c} que aplican circunferencias en circunferencias, donde una

recta es considerada una circunferencia. Luego, para a € D fijo, la funcién

a—z

gpa(z) = 1 _ azﬂ

es una transformacién de Mobius que satisface las siguientes propiedades:

Proposicién 1.1. Para cada a € D, las funciones @, son funciones analiticas y

biyectivas del disco D en si mismo que satisfacen:

1. 7! = @,

2. El determinante Jacobiano de ¢, en z es

2 (1= ap)?,
11— az|*

Jou(2) = e (2)]

3. Para cada z € D se cumple

(1 —1z)A — |af’)
|1 —az|?

= (1= [zP)leL(2)]. (1.9)

1 — [@a(2)]* =

Prueba: En efecto, para a € D fijo, como ¢, es una funcién racional, entonces es
holomorfa en C\ {1/a}; en particular ¢, € H(D). Ademds, como |a| < 1, entonces

para cada |z| < 1, se cumple
lal?(1 = [2*) <1 |zP,
luego agrupando y sumando —az — az a ambos lados de la desigualdad se obtiene

la|*> —az —az + |z)* < 1 —az — @z + |a?|z?,
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esto es, (a — z)(a — z) < (1 —az)1l — @z y por tanto

|0a(2)] =

a—z

<1,

1—az
lo que significa que ¢,(2) € Dy p,(D) C D. Reciprocamente, escribiendo w = ¢,(2)
y despejando la z, se obtiene que

a —w

eD,

z = —
1 —aw

¥ . es una funcién biyectiva del disco D en si mismo que satisface ¢! = p,.

(2) Sea z =z +iy y vu(2) = u(z,y) + iv(x,y), entonces

Uy Uy
Jpo (2) = = UyUy — UyVy;
Uy Uy
pero por las ecuaciones de Cauchy-Riemann u, = v, y uy = —v,, y como

Pa(2) = ua(z,y) + iva(2,y),
entonces
Jpu(z) = Uglly + Uylly
= ut;
= lga(=)".

Ahora, si se deriva ©,(2), se obtiene

—1+ |al?
a(2) = A—a? (1.10)
de donde
oz L= lal??
|Q0a(z)‘ - |1_az|4'

(3) Finalmente, sin mas que sustituir la funcién ¢, y usando la expresién de

la derivada en (1.10), se obtiene

2
) a—z
-l = 1- |
1—|a|2 2
= 1 —
T = )

= (1 =12l)lga(2)]-
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La prueba esta completa. |

Esta seccién finaliza demostrando, como aplicacién del Lema de Schwarz, que
salvo rotaciones, las tnicas funciones analiticas y biyectivas que aplican el disco
unitario D en si mismo son los ¢, con a € D; pero antes, es necesario el siguiente

lema:

Lema 1.2. Si f:ID — D es analitica, a € D y f(a) = «, entonces

(1.11)

Prueba: Sea g = ¢, o f o ¢,, entonces g es una funcién analitica sobre el disco que

satisface

(1) lg(2)] < 1,para todo z € Dj

(2)  9(0) = valf(%a(0)) = valf(a)) = pal@) =0,
las cuales son las condiciones del Lema de Schwarz; por lo tanto, |¢/(0)] < 1, y dado
que

g0) = @a(f(pa(0)))f (£a(0)),(0)
= ¢a(a)f(@)[=(1 - a]*)]

1 ! 2
= —_—— - 1 -
= ’an (@)[=(1 = al)]

1 - |a’|2 /
se concluye que

Fl) < 210

~ 1—af?

y la prueba esta completa. |

Observacién. Note que la igualdad se cumple cuando |¢’(0)| = 1. En este caso el

Lema de Schwarz implica que existe ¢ € C con |c¢| = 1 tal que g(z) = cz; es decir,

f(2) = o-alcpa(2)).
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Teorema 1.13. Sea f: D — D una aplicacion biyectiva y analitica del disco en si
mismo y supdngase que f(a) = 0. Entonces existe un nimero complejo ¢ con |c| =1

tal que f = cp,.

Prueba: Dado que la funcién f es biyectiva, entonces existe una funcién g : D — D
tal que g(f(z)) = z para todo z € D. Aplicando la desigualdad (1.11) del lema

anterior a f y a g se tiene

/ _
[f@)] < 1= o (1.12)
\9/<0)‘ < % =1- |a|2’ (1.13)

va que f(a) =0y ¢g(0) = a. Por la regla de la cadena, ¢'(f(2))f'(z) = 1 para todo

z € D; en particular, para z = a se cumple ¢’(0) f’(a) = 1, de donde se tiene

1

|f'(a)| = 70 > PIER (1.14)

Asi de (1.12) y (1.14) se sigue que

1
S 1—la

|f'(a)] (1.15)
Luego, definiendo la funcién h = f o, = @pgo f o p, = v, 0 f 0 p,, se tiene que

(1) [(z)] <1

(3) 1(0) = F/(9a(0)),(0) = —f/(a)(1 — af2), lo cual implica que
7' (0)] = £ (a)|(1 — |af*) =1,
en virtud de (1.15).

Por la observacién del lema anterior, se tiene f(z) = ¢_o(cpa(z)) = cpa(2), para
algin ¢ € C con |c| = 1.

Esto completa la prueba. |
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1.4 EL TEOREMA DE BLOCH

Se culmina este capitulo estableciendo el famoso teorema de la constante de
Bloch, el cual sera generalizado en la tercera seccion del Capitulo 4 para la bola
unidad de un espacio de funciones analiticas conocido como el espacio de Bergman.
Los resultados presentados en esta seccién se pueden consultar en el libro de J.
Conway (1978).

Antes de establecer el teorema principal de esta seccion necesitamos los sigui-

entes lemas:

Lema 1.3. Sea f € H(D) y suponga que f(0) =0, f'(0) =1 y que |f(2)| < M, para
todo z € D. Entonces M > 1y

D (06LM> c f(D).

Prueba: Sea 0 < r < 1, por el Teorema de Taylor (Teorema 1.6) se puede escribir

+oo
f(z) = Zanz”, |z] < 1,
n=0

entonces tomando mddulo en la férmula integral de Cauchy (Teorema 1.7) y usando

el hecho que f es acotada, se obtiene la desigualdad de Cauchy,
TTL
luego, tomando n = 1 y haciendo que  — 17, se obtiene 1 = |ay| < M y asi M > 1.

Por otra parte, considere wy € D (0, GLM); se probard que wy € f(D), para
esto, se debe buscar zg € D tal que wg = f(z). En efecto, ndtese que si |z| = ﬁ,

entonces por la desigualdad triangular

+o0
F()] > 12l =) lanz"]
n=2
1 & M
> -
=AM Z(4M)"
n=2
1 1
- 4M 16M —4
> 1

6M
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pues M > 1; luego, la funcién ¢g(z) = f(z) — wy es analitica sobre . Ademds, para

4l = 7

[/ (z) = 9(2)| = wo| < o < 1f ()],

se deduce(por el Teorema de Rouche) que f y g tienen el mismo nimero de ceros en

el disco D (0 L ) y dado que f(0) = 0, entonces existe zy € D (0, 4M) C D tal que

P AM
g(z0) = 0; es decir, existe zo € D tal que f(zp) = wo.

La prueba del lema esta completa. |

Lema 1.4. Suponga que g es una funcion analitica en el disco D(0, R), con g(0) = 0,

1g'(0)] =pu>0yl|g(2)| <M, para toda = € D(0, R), entonces

D (0, %) C g(D(0,R)).

Prueba: Para |z| < 1, definase

12) = o),
entonces f € H(D), f(0) =0, f(0) = 1y |f(2)] < R%, por lo que, el Lema 1.3
implica el resultado.
La prueba esta completa. |

Lema 1.5. Sea f una funcion analitica en el disco D(a;r) tal que
[f'(z) = f(a)] < [f'(a)l
para cada z € D(a,r)\ {a}, entonces f es 1-1 en D(a,r).

Prueba: Sea 21,20 € D(a,r), 21 # 22 y 7 = [21, 22], un segmento de recta en D que

une z; con zp, entonces

() — fz)| = | / f'(2)dz]

2|/f )dz| |/ @))dz]

> |f(a)l|zr — 22| — [ f(a)]|21 — 2]
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de donde, f(z1) # f(z2) y f es 1-1. |

Ahora ya se tienen todas las herramientas para enunciar y demostrar el resul-

tado principal de esta seccién.

Teorema 1.14 (Teorema de Bloch). Sea f analitica en una region que contiene a
D con f(0) =0, f/(0) = 1. Entonces existe un disco S CID en el cual f es 1-1 y tal

que f(S) contiene un disco de radio 2.
Prueba: Para r € [0, 1], sea
K(r) = max{[f'(z)| : || =r}

y h(r) = (1 — r)K(r), entonces como f es analitica en D, claramente K (r) y, conse-
cuentemente h(r), son funciones reales continuas en [0, 1]. En efecto, sea ro € [0, 1]

y seleccione zp € D, |zo| = 7o tal que
|f'(20)| = K(ro) = max{| f'(z)] : [2| = ro}
Sea ¢ > 0, entonces como f’ es continua en zg, existe 0 > 0 tal que
|2 — 2| < 6= |f(2) — f'(20)] <&,
por tanto, seleccionando z, € D (29,0) tal que |z;| =7y
[f'(z0)] = K(r) = max{| f'(2)| : |2] =1},

se tiene

[r—ro| = [l21] — |22 < |21 — 22 <6
y por tanto
[ K (r) = K(ro)| = |[f'(z0)] = [['(20)l] < [f'(21) = f'(z1)] <&,

lo que dice que K es continua en 7y. Luego, la funcién h : [0,1] — R es continua,

h(0) =1y h(1) =0,
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Counsiderese ahora
ro = sup{r : h(r) = 1},

entonces, por la continuidad de la funcién h, se tiene h(r,) = 1, 1o < 1 y por

definicién de rg, se concluye que h(r) < 1 si r > rp; luego, seleccionando a tal que

la| =70y )
h To
! — K —
/@) = K(ro) = 72
se obtiene
1
, f—
@) = =

Ahora, si |z —a| < 1(1 — r9) = po, entonces por la desigualdad triangular se tiene

2| < 3(1+ro); y por el principio del médulo méximo

F@)] < KGO+ )

= B+ )~ 5 (14 o)]
< [1—%(1+7’0)]1

_ 1

-

donde en la dltima desigualdad se ha usado que h(1) < 1si7 > 1oy 5(1+r9) > 7o;

luego para |z — a| < po, se tiene

1f'(2) = fla)] < [f' ()] +[f(a)l
-
po 1 —rg

_ .3

Copo 200 2p0

De aqui que, definiendo la funcién
o 2p0 / /
9(z) = 5~ Af(poz +a) = fa)}, 2 €D
se satisface: g(0) =0, y, si z € D entonces

w = poz +a
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satisface |w — a| = po|z| < po, por lo que

o)) = 201 w) - Pl < 20 () <1

luego el Lema de Schwarz implica

9(2)] < 2]
para toda z € D, es decir,
3 |w—ad 3
fl(w)— flla))| < ——— = —|w—a

para toda w € D(a, po). De aqui, que si z € S = D (a, %pg) se tiene

7(2) = £ @] < 30 = |(a)]

y por el Lema 1.5, fes 1-l1 en S =D (a, %po).

Se probard que f(S) contiene un disco de radio % Para esto, considerese la

funcién g : D (0, £py) — C que asigna z a g(z) = f(z+a) — f(a), entonces g(0) = 0,

ld'(0)] = |f'(a)| = ﬁ. Ademss, si z € D (0,4pp), entonces el segmento [a,z + a]

estd contenido en S C D(a, pg) y por tanto

M@!=‘[_Hf@%
< f(s)|d
Lﬁ@'“”s

< —lzl< =

donde hemos usado que si s € [a, z + al, entonces |f'(s)] < pio. Luego, aplicando el

D(0,0) C g <D (o, %po)) ,

Lema 1.3, se obtiene

donde
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haciendo la traslacion se concluye que

D (f@).5) < £15).

La prueba esta completa. ]

Comentario. Uno de los problemas mas famoso en el analisis complejo es hallar
la menor constante B, llamada constante de Bloch, para la cual el teorema de Bloch
es valido. Muchos matematicos famosos han abordado este problema; por ejemplo,

Ahlfors y Grunsky (1937), demostraron que

1 L e
I e A (O

En este mismo articulo ellos conjeturan que esta cota superior es realmente el valor

de B; pero hasta la fecha esto no ha sido demostrado. Mas recientemente, Finch

(2004) ha encontrado que B > v/3/4 +2 x 1074,



CAPITULO 2
FUNCIONES UNIVALENTES Y TEOREMAS DE DISTORSION

En este capitulo se estudian los resultados sobre la teoria geométrica de fun-
ciones analiticas que se usaran en el resto de este trabajo. En primer lugar, recuerde
que una funcién compleja f de variable compleja, definida y analitica sobre un do-
minio G se dice univalente en G C C, si ésta es inyectiva en G; es decir, si no
toma el mismo valor dos veces; en particular, si 21,20 € G con z; # z3, entonces
f(z1) # f(22). Una funcién f € H(G) se dice localmente univalente en un punto

zo € G, si ésta es univalente en algin entorno de z.

Claramente, toda funcién univalente es localmente univalente; pero el reciproco
es falso. Para ver esto basta considerar la funcién f(z) = e*. También, por el Teo-
rema de la funcién inversa, f € H(G) es localmente univalente en zy € G si y sélo si
f'(z0) # 0; luego, una funcién analitica y univalente tiene la propiedad de preservar
angulos. Por tal motivo también se le suele llamar a estas funciones transformaciones

conformes.

2.1 LA CLASE S Y LA CLASE X

Ahora se pasara a estudiar una de las clases de funciones univalentes mas
importantes del andlisis complejo; a saber, la clase S de funciones f univalentes en
D, tales que f(0) =0y f(0) = 1. Se puede observar que, por el Teorema de Taylor,

cada f € S tiene una serie de potencias de la forma
f(2)=z2+az® +azz® +---, |2| <1,

y entre las funciones que se encuentran en esta clase podemos citar la funcion de

Koebe dada por

K(z) =

1/1+2\* 1
— 2,2 43834+ ... =2 _
z+ 22"+ 02" + 4(1_2) 1

-2y
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En vista que la transformacion de Mobius

R

w =
1—=2

aplica el disco unitario D en el semiplano Re(w) > 0 y la transformaciéon w = z*

aplica el semiplano derecho Re(w) > 0 en el semiplano superior Im(w) > 0, es
claro que, por una dilatacién y una traslacion, la transformacién de Koebe aplica

conformemente el disco D en C \ [—1, +-00).

Otra propiedad evidente de la transformacién de Koebe es que |a,| = n para
todon =0,1,2,---. Un problema muy famoso (planteado por Bieberbach en 1916)
establecia que

la,| <n, n=0,1,2,---,

para toda funcién f(z) = z + ag2? + azz® + ---+, |z] < 1, en la clase S. Este
problema fue resuelto en 1985 por L. de Branges. El siguiente resultado ayuda a

construir otras transformaciones conformes en la clase S.

Teorema 2.1. Sea f € S, z € D. La clase S se preserva bajo un nimero de

transformaciones elementales:
1. Conjugacion: Si g(z) = f(z) = z + @z2® + azz> + -+ -, entonces g € S.
2. Rotacién: Si g(z) = e ¥ f(z€), entonces g € S.

3. Dilatacion: Si g(z) =r~1f(rz), 0 <r < 1, entonces g € S.

4. Automorfismo del disco: Si

f(E5) — fla)
(1= lal?)f'(a)’

9(z) = o <1,
entonces g € S.

5. Rango transformacién: Si ¢ es univalente en el rango de f, con (0) =0 y

Y'(0) =1, entonces g =1 o fe€S.



25

6. Transformacién valor omitido: Si w ¢ Rang(f), entonces

wf

7. Raiz cuadrada: S7

entonces g € S.

Prueba: Se debe verificar que las funciones son analiticas e inyectivas, que fijan el
origen y que la derivada evaluada en z = 0 es igual a 1. En efecto, sélo se hara la
demostracién de los item (4.) y (7.). La prueba de los demds casos es similar.

4. En primer lugar, nétese que como f es analitica, entonces g hereda esta

propiedad; ademas
fla) — f(@)
(1 —la?)f(e)

9(0) = =0

y como
(&%)

(1—az)*f'(a)

9'(2) =

entonces

Solo falta probar que g es 1-1. En efecto, si g(z1) = g(z2), entonces por definicién se

tiene, para |o| < 1

Flee) - f@) f(a)-fe
A—laP)fla) ~ (—laP)f(a)

Z21t o Zo + & )
F(252) - e =1 (252) - fla

luego, como f es 1-1, entonces se verifican las siguientes relaciones

de donde

21+« . 2o+«
l+az 1+az

(z1+ @) (1 +az) = (2n+a) (1 +az)
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2+ a2 +a+ otz = 2+ a2 +a+ oy
21— |al?z = 20 — a2
21 (1= o) =2 (1—|af?)
2 = 2y

con lo que se muestra que g es 1-1 y de esta manera que pertenece a la clase S.

7. Como f(0) = 0, entonces

Por otro lado,

N|=

g(z) = [f(zQ)}% = (2 +az +azz® + )2, 2] <1

pero considerando una rama de la raiz cuadrada y usando el hecho de que f es

univalente, se puede escribir

g(z) = [22 (1 + a9z + azzt + )]% 2 <1

de donde
9(z) =z (1 + apz® +azz* + )%, |2| < 1.
Ahora, si se define la funciéon h mediante la expresion
h(w) = (1+ w)?

entonces, por el teorema de binomio

1 I

h(w) =(1+w)? = chw”, lw| <1
n=0

donde ¢, = % Ademss, se verifica que h(0) = 1, /'(0) = 3, h"(0) = —1, R”(0) =

3. .
g asl
1 1w 1w? 3w’

hw) = — + -2 -2 2%
W =5*tsn 12 Tsar t
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es decir,
— 14w aw st
T TR T

de donde haciendo w = as2? + asz* + a42% + -+, se obtiene

[NIES

(14 w)

[T

1
(14 a2z® +asz’ + a2’ + )2 =1+ Mﬂ”+%f+~)—§mﬂ”+%f+~)+m

N | —

luego, se puede escribir
(T4 a0z® +agz" + ) = L4+b12? +boz +b32° + -+, |2] < 1
por lo tanto

9(2) = [F (D)]? = 2 [1 4+ bi2? + byzt + byz® + ], 2] < 1

g(2) = 14+ b12° + boz* + b32” + -, |2] < 1.

De esta forma g es una funcién analitica que satisface g(—z) = —g(z). Asi, si
g(z1) = g(z2), entonces f(2}) = f(23) y 22 = 23, con lo que se obtiene z; = +2zy,

pero si z; = —zy entonces

9(z1) = g(—20) = [f ((—22)2)] = [f (23)] = g(22) = g(—21) = —g(=1)

luego g(z1) =0,y 21 =0, lo que muestra que z; = 25, y asi g € S.

Otra clase de funciones univalentes relacionada con la clase S es la clase 32 de

las funciones en el dominio A = {z : |z| > 1} de la forma
g(2) =2+by+ bz + bz 2 -

Una de las propiedades mas importantes de las funciones en la clase ¥ se enuncia en

el siguiente resultado.

Teorema 2.2 (Teorema del drea). Si g € ¥, entonces

“+o00

> nlb)* <1

n=1
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Prueba: Sea E = C\ Rang(g), el conjunto omitido por g. Para r > 1, sea C, la
imagen por ¢ del circulo |z| = r. Dado que g es univalente, C,. es una curva simple

y cerrada la cual encierra un dominio £, D E. Por otro lado,

:// dxdy,

pero para P = —%y y Q= —:c tenemos que 3 @ — %—5 = 1y por el Teorema de Green

A(B,) — / / (@ - a_z;) ddy — / (Pdr +Qdy)
_ -—l/‘ady ydz

1 -
- wdw = — "(2)d
i L= g [ a@
1 o —1i6 n m9 k-1 7(k+1)9
= 5/ —l—Zbr 1—Zkbr )dé
+oo
= 7 = Y nlbPr):
n=1

luego, como A(E,) > 0, para todo r > 1, podemos hacer » — 17 y obtener

“+o00

> nlb* < 1.

n=1

La prueba esta completa. |

Un corolario inmediato del teorema anterior, pero no menos importante, es el

siguiente resultado:

Corolario 2.1. Si g € 3, entonces |b1| < 1. Ademds, la igualdad ocurre si y sdlo si
g tiene la forma

b
9(2) :z+b0+;1, Iby| = 1.

Prueba: Por el teorema del rea

—+00

ba] <D mlbal* <1,

n=1
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luego, si |b1] = 1 se debe tener 0 = by = by = ... y por tanto
b
g(2) :Z+b0+;1.

Esto completa la prueba del resultado. |

2.2 TEOREMA 1/4 DE KOEBE

En esta seccién se establece el célebre Teorema 1/4 de Koebe. Con este fin,

primero se enuncia y demuestra el siguiente resultado debido a Bieberbach (1916).

Teorema 2.3 (Teorema de Bieberbach). Si f € S, entonces |as| < 2. Ademds, la

wqualdad ocurre si y solo si f es una rotacion de la transformacion de Koebe.

Prueba: Si f € S, entonces por el Teorema 2.1, la funcién

9(z) = {f(%)}ézz—%z_ T

es un elemento de la clase . Luego, por el Corolario 2.1 se tiene
|az| < 2,

donde la igualdad vale si g tiene la forma

esto es, sustituyendo, si f tiene la forma

1 - w —if i0
flw) = [g<(w)é>] fm—e K(e”w).

Lo cual es una rotacion de la transformacion de Koebe. [ |

Ahora se enunciard y demostrara el famoso Teorema 1/4 de Koebe, el cual

serd de gran utilidad en el capitulo final de esta tesis.

Teorema 2.4 (Teorema ;11 de Koebe). El rango de cada funcion f en la clase S

contiene al disco {w : |w| < 1}.
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Prueba: Se va a probar que C\ f(D) C C\ D(0,1). Sea w € C\ f(D); es decir,

suponga que f omite el valor w € C. Entonces por el Teorema 2.1

wf(z)

1N
es una funciéon en la clase S y por el Teorema de Bieberbach, se obtiene
1
as + —‘ < 2
w

que junto con la desigualdad |as| < 2 implica || < 4 o equivalentemente |w| >

" -

Esto completa la prueba.

2.3 TEOREMAS DE DISTORSION

En esta seccion se establecen los resultados que permitiran controlar el creci-
miento de una aplicacién conforme definida sobre el disco unitario D, asi como
obtener cotas para controlar el crecimiento de su derivada. El lector interesado en
profundizar en la teoria relativa a las transformaciones conformes se le recomienda

revisar las excelentes obras de C. Pommerenke (1975) y (1992) y de P. Duren (1980).

Teorema 2.5. Para cada f €S yzeD, se cumple

2f"(z) 2z

(2) 1|z

47|
1=z

(2.1)

Prueba: Sea f € Sy fije £ € D, entonces
! (5%) - 1@
9(z) = ,
(1= 1€1?) f'(6)
es una funcién en la clase S con

L (ES) a—ler) - (25) 200+ 208
s FE+

O O
i) = TP =3 {a- e - ).

=2+ Ay(€)2* + ...

luego,
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Luego, por el Teorema de Bierberbach, |As(£)| < 2 y por lo tanto,

1 o
3|1~ 1en 5 -2 <2
de donde 3
1o e |6 2€
5 (1= 1EP)IE] ) 1R S 21¢],
esto es, _
1o e |87 26¢
Asi, cambiando & por z se obtiene
2f"(z)  2Jz 47|
fiz) 1= 71—z
La prueba esta completa. |

Como consecuencia del resultado anterior, se enuncia y demuestra el siguiente
resultado, el cual sirve para estimar el médulo de la derivada de una transformacion

conforme en la clase S.

Teorema 2.6 (Teorema de distorsion). Para cada f € S y z € D,

RTINS R E
Ay == 22

La igualdad ocurre si y solo si f es una rotacion de la funcion de Koebe.

Prueba: Sea z € Dy r = |z|; dado que |Re(a)| < |al|, el Teorema 2.5 implica que

B 4r < Re zf”(z)_ 2r2 < 4r 7
1 —7r2 f(2) 1 —r2 1—7r?

de donde

2 7 2
2r” —4r < Re (Zf (Z)> < 2 4 (2.3)

1—1r2 1(2) 1—r2 "
Por otra parte, dado que f'(z) # 0y f'(0) = 1, se puede considerar una rama

de Log(f'(z)) que se anule en el origen y como

Re (Log(f'(2))) = Lnlf'(2)] = Ln |f'(re”)

)
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se puede derivar con respecto a r y obtener

& Re (Log(f'(2))) = Re {%Log(f’(z))} ,

es decir, multiplicando por r

8 "
’I“ERG (Log(f'(2))) = Re (z}{/((zz))) : (2.4)
Sustituyendo (2.4) en (2.3) se obtiene
2r —4 0 : 2r + 4
lr_ = < gLog |/ (re”)] < lr—+7“2' (2.5)

Luego, para 6 fijo, una integracién con respecto a r desde 0 a R y la monotonia de

la exponencial implica

1—R ,
m < ‘f,(Rele)‘ <

y la desigualdad (2.2) esté probada.

1+ R
(1-R)?

Por otra parte, seleccionando una rotacién de la funciéon de Koebe cuya

derivada sea
1+ 2
(1—2)3

se tiene que las cotas de f’(z) son las mejores posibles. Todavia més, si en (2.3) ocurre

K'(z) =

alguna de las igualdades, entonces ocurre lo mismo en (2.5) para todo r € [0, R]; en

Re (e“’%(oo))) =44

lo cual implica que |as| = 2 y el Teorema de Bieberbach implica que f debe ser una

particular,

rotacién de la funcién de Koebe. [ ]

Una consecuencia inmediata del resultado anterior para transformaciones con-

formes definidas sobre el disco es:

Corolario 2.2. §i f es una transformacion conforme del disco D en C, entonces
para todo z € D

1-— |Z|3 <|f'(2)| < |f/(0)|%'

|f’(0)|m
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Prueba: Si f es univalente sobre D, entonces en particular f'(0) # 0 y se puede

definir
_ f(z) = f(0)

Entonces, claramente g hereda la univalencia de f y satisface g(0) = 0. También, de

L~ f'(2), se obtiene ¢’(0) = 1, y por tanto g € S. Aplicando el

la relacion ¢'(z) =

17(0)
teorema de distorsion a g, se tiene
1— |z 1+ 2|
s <R < T,
(1+]z[)? (1 —z[)?
luego, haciendo el cambio respectivo, se obtiene
— |7] oy Lt 12
'O —ns S <P O)lm— 75
(1+ |2])? (1—z])?
La prueba esta completa. |

Teorema 2.7 (Teorema del Crecimiento). Para cada f € S y z € D,

T

(T+1z)* — (1—1z)*

La igualdad ocurre si y solo si f es una rotacion de la funcion de Koebe.

(2.6)

Prueba: Sea f € Sy z = re? fijo con 0 < 7 < 1, dado que f(0) = 0, entonces

f(2) = f@wzzvaw%x

[0,2]

luego por el Teorema de distorsién, se obtiene

ro T r
2)| S/O |f/(P€w)’dp§/0 (1 j_;))i’)dp_ (1—r)%

Para la cota inferior, se puede suponer |f(z)| < %, pues en el caso contrario, se

tendria
1
P14 < 3 < 1G]
El Teorema % de Koebe implica que el segmento radial desde 0 hasta z esta totalmente

contenido en el rango de f. Si C es la preimagen de este segmento, entonces C' es

=Aﬂ@%;

un arco simple desde 0 a z y
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pero por construcciéon f'(€) tiene signo constante a lo largo de C, asi que por el

Teorema de distorsion

B , " 1—p B T
1= 1@l = [ Gt - s

Esto completa la prueba. |

Considerando, como antes, la funcién

se obtiene el siguiente corolario:

Corolario 2.3. Para cada transformacion conforme f definida sobre D y para cada

z €D, se cumple

I ) 2| ,
(1+ |2])2 <[f(z) = f(O)] < —<1 — ‘Z|)2’f (0)].

F(0)]

Suponga ahora que f es una transformacion conforme del disco D sobre 2

y dendtese por dg(f(z)) la distancia euclidea de f(z) a 0%, la frontera de 2. A
continuacién se establece que dq(f(z)) es comparable con la distancia de z a la

frontera del disco D multiplicado, donde el médulo de f'(z) es valor variable de

comparacion.

Teorema 2.8. Para cada transformacion conforme f del disco D en un dominio

simplemente conexof) y para cada z € D, se cumple

LA 2P < 6alF(2) < (1= [2P)F ()] 27)

Prueba: Sea f una transformacién conforme del disco D sobre €2 y considere 2y € D,
entonces, por el Teorema 2.1, la funcién

FEE) = f(z)

(1 = [20[?) f"(20)

9(2) =

es univalente y estd en la clase S.



35

Aplicando el teorema del crecimiento a la funcién g se obtiene

de donde claramente se obtiene

1 )] 1
A2 S o] S A=

(2.8)
siempre que |z| # 0. Note que como g € S, entonces g tiene la forma
g(2) =2(14+agz +azz® +as2® +---), z€D

luego, definiendo h(z) = 1g(z), z € D), se tiene que h € H(ID), con una singularidad

evitable en z = 0, pues ¢g(0) = 0. Ademds h(0) = 1; luego, por el Principio del

Minimo
, G _
O = fiim ©2) = [t a(2)| = [1(0)
S T
> inf |h(z)] 1|lzr‘ri1111f|h(Z)!
lim inf |g(z)|
ST .

asi, de esta ultima relacién y la acotacién en (2.8), se puede escribir

1
lim inf 5 < lim inf l9(2)

<lg'(0)] =1,

esto es

Z+ﬁ) _ 2
TR ot (O R
47 = [2]|(1 = [20)*) ' (20))
y por lo tanto, haciendo el cambio de variable

= Z+ 2
1+ 7%z

y tomando en cuenta que

da(f(20)) = dist(09, f(z0)) = lin inf £ (&) = f(z0)],

se concluye que

%(1 = [z20")If'(20)] < da(f(20)) < (1 = |z0l*)|f'(20)]
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Esto completa la prueba. |

Finalmente, si ¢ es una transformacién conforme del disco Dg, con centro en
el origen y radio R < 1 sobre el dominio {2 con g(0) = 0, entonces sin mas que

considerar la funcion

1
f(Z):mg

se puede reescribir los teoremas de distorsion y de crecimiento de la siguiente manera:

(Rz)

Teorema 2.9. Para todo z € Dy se cumple:

1. Pﬂg’(@\ﬁ <lg(z)| < RQ|9,(O)|ﬁ'
2 R2|g'(0)|ﬁ <lg'()] < RQIQ’“”'%'

5 L (R 2P ()] < balg(2)) <

iR (R* = 121")lg'(2)I-

=y e



CAPITULO 3
ESPACIOS DE BERGMAN

En este capitulo se hard un estudio sobre los espacios de Bergman con pesos A?
conp >0y a>—1. En la primera seccion, del presente capitulo, se establecera que
estos son espacios métricos completos separables. La segunda seccion estéa dedicada
al estudio de la proyeccion de Bergman y a establecer una formula reproductora que
satisface todas las funciones de estos espacios; la tercera y iltima seccion de este
capitulo esta concebida a establecer los espacios duales de los espacios de Bergman.
Un estudio mas detallado de estos espacios se puede consultar en los excelentes textos

de Zhu (1990), Hedelmann, Korenblum y Zhu (2000) y Duren y Schuster (2004).

3.1 EL Espacio A2, cONa>—-1Y p>0

Sea D = {z € C : |z|] < 1} el disco unitario abierto del plano complejo C.
Para p > 0y o > —1, denote por A? el conjunto de las funciones analiticas en I tal

que
1

1o = ([ 1IPa4()) " < o0 5.1)
donde, dA,(2) = (a+1)(1—|2|*)*dA(2) y dA es la medida normalizada de Lebesgue
sobre D, es decir,

dA(z) = %dxdy = %rdrd@,

con z = + iy = re?.

De la definicién se puede notar que para cada p > 0y cada a > —1,

AP = [P(D,dA,) N H(D);

(07

es decir, la interseccion de dos espacios vectoriales. Por este motivo, A? es un espacio
vectorial, el cual es conocido como el espacio de Bergman. Ademas, es conocido (ver

Royden (1968)) que para p > 1, el espacio LP(DD,dA,) es de Banach con la norma
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definida en (3.1); mientras que para 0 < p < 1, el espacio vectorial LP(D,dA,) es un

espacio métrico completo con la métrica dada por

d(f’g> = ||f - gHIIZ,a'

Antes de enunciar y demostrar las propiedades mas importante de los espacios
de Bergman, se necesita el siguiente resultado que es consecuencia de la féormula

integral de Cauchy (Teorema 1.6).

Proposicién 3.1. Si f € HD), a €D yr >0 es tal que D(a,r) C D, entonces

1
a) = w)dA(w). 3.2
f(a) /D(w)f() (w) (3.2)

2
Prueba: Sea f € H(D),a € Dy r > 0tal que D(a,r) C D, entonces parametrizando

la férmula integral de Cauchy (Teorema 1.6) se obtiene

/%f (a + peie) df =27 f(a),
0

donde p es cualquier valor en (0,7). Luego, multiplicando por £ e integrando con

respecto a p desde 0 a r se obtiene

_ l r 2T 0
/ | Jwaa) = / / F(a+ re”)pdodp
= l/ 2nf(a)pdp = r* f(a);

™ Jo

es decir,

como se afirmd. [ |

Seguidamente se probard que la funcién |f|? con p > 0y f € H(D) es una
funcion subarménica (ver Ransford (1995) para la definiciéon y propiedades de las

funciones subarménicas)

Teorema 3.1. Seap >0, g€ H(D), a €D yr >0 tal que D(a,r) C D, entonces

gla)P <+ /D . lgwpda)

r2
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Prueba: En efecto, de la proposicién anterior, es claro que si ¢ € H(D(a,r)) y
g(z) # 0 para todo z € D(a,r), entonces, tomando parte real en la expresién (3.2)

con f = Log(g), se obtiene

1
tnlg(o) =5 [ Inlg(2)dAe)

lo cual implica que para todo p > 0 y para todo g € H(D(a,r))

1
Inlg@P < 5 [ Inlg)P dAG).
™ JD(a,r)
Observe que, en esta ultima desigualdad, no se exige que g(z) # 0 para todo

z € D(a,r). Asi, tomando exponencial a ambos lados de esta ultima expresién y

usando la desigualdad de Jensen (Teorema 1.3), se obtiene

s < e[ i 24)

dA(z)
< g(2)I" :
I ClE

La prueba esta completa. |

Comentario: Para el caso p > 1 se puede hacer una demostracion del resultado
anterior usando la desigualdad de Holder.
En efecto, sea g € H(D), a € Dy r > 0 tal que D(a,r) C D, entonces por la

Proposicién 3.1

1

o) = [ gtw)dAw)

" JD(a,r)

luego, tomando médulos a ambos lados de la expresion y usando la desigualdad de

Holder, se tiene

s@ < 5 [ lewlaaw
- 7’_12 (/D(a,r) 1qu<w))é (/D(a,r) |g(w)|pdA(w)>;

- (i) (/ y |g<w>|pdA<w>)’ll
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donde se ha usado que ]lj + % =1y que A(D(a,r)) = r2.

Finalmente, elevando a la potencia p, se obtiene

M@Pséé(ymwmw>

r

y la prueba de la afirmacion esta completa. |

Ahora se enuncia y demuestra una propiedad importante que trata sobre el
crecimiento de las funciones (y de sus derivadas) en los espacios de Bergman sobre

subconjuntos compactos del disco D.

Teorema 3.2. Suponga p > 0, « > —1, n € NU {0} y que K es un subconjunto

compacto de D. Entonces eziste una constante C' = C(n, K,p,a) > 0 tal que

sup{| /" (2)| : z € K} <C| fllpa
para toda f € AP.

Prueba: Dado que todo subconjunto compacto de D es cerrado y acotado, sin

pérdida de generalidad, se puede asumir que
K={ze€C: |z <r}

para algin r € (0,1).
Suponga primero que n = 0. Sea D(z,0) el disco euclideo de centro z y radio
o, donde o0 = %(1 —r). Se puede notar que, por construccién, D(z, o) C D para todo

z € K, entonces, por el Teorema 3.1, se cumple

LmWs%A(ywmwm. (3.3)

g

Se afirma que existe una constante C;(a,r) > 0 tal que
(1= |w*)® > Ci(a,r) (3.4)
para cada w € D(z,0). En efecto, note que si a < 0 entonces

(1=|wf)*>1
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pues |w| < 1; mientras que si a > 0 entonces por la desigualdad triangular se puede
escribir

lw| — 2| < |lw— 2| < o
luego, usando el hecho que o = (1 —r) < £(1 — |z|), se obtiene
(I=]wP)” = (1 —|w)* (1 +w)”
> (1= fw])®
> (1—|z|—0)*>(1—r—0)"=0°,
como se afirmo.

En consecuencia, en virtud de las expresiones (3.3) y (3.4), se puede escribir

/ F)PdAu(w) = (a+1) / F)P(1 — [wf?)*dA(w)
D(z,0) D(z,0)

v

(a + 1)Ci(ar) / [ (w) PdA(w)

D(z,0)
> (a+1)Cia,r)a’|f(2),

luego, existe una constante Cy(cr,r) > 0 tal que

FEP < Caferr) / 1 (w) PdA (w),

D(z,0)

y como D(z,0) C D, se obtiene

£GP < Calar) [ 17(w)PdA(w)
D
y asi, el resultado se cumple para n = 0.

Ahora suponga que n > 0. Sea z € K y considere R = %(1 + r), entonces

z € D(0, R) y la férmula integral de Cauchy para la derivada garantiza que

(n) _ L‘ f(w)
e = 2m /8D(0,R) (w— Z)nﬂdw’

de donde, tomando médulos a ambos lados de la desigualdad, se obtiene

£ (2)| < n! |f(w)]

= om aD(o,R)m ’
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pero la frontera de la bola cerrada D(0, R), dD(0, R), es un subconjunto compacto
de D (que depende sélo de r y por tanto del compacto K); luego, por el caso n = 0,

probado anteriormente, existe una constante Cs(a,r,p) > 0 tal que

[F(w)] < Cs(e, 7, )| fllp.o

para todo w € dD(0, R). De aqui que, sustituyendo en (3.5), se obtiene

< TL!C3(CY, r, p)

1) < D

1
o — dw.
P /GD(O,R) |w — 2|+

Finalmente, como |z| < r y |w| = R para cada w € dD(0, R) se tiene que

147 1—7r
—r =

— > — >R —r=
2] 2 ] = 2| 2 R—r = = )

=0
y por tanto, existe una constante Cy(c, 7, p,n) > 0 tal que

1 (2)] < Cale,r, p,n)l| fllpas

para todo z € K. Esto completa la prueba del Teorema 3.2. ]

Comentario: Es de especial interés el caso en el cual el compacto K es unitario
en el teorema anterior; es decir, K = {z} con z € D fijo. En este caso, se define el

funcional evaluacion T, : A2 — C mediante la expresion

T.(f) = f(2), fe AL

Entonces como una aplicacién del Teorema 3.2, existe una constante C(«,p, z) > 0

tal que
TN =1f(2)] < Cla, p, 2)|| f

P,

es decir, cada funcional evaluacién es lineal y acotado sobre AP.

Otra consecuencia importante del Teorema 3.2 es el siguiente resultado, el

cual establece que los espacios de Bergman son espacios métricos completos.

Teorema 3.3. Parap >0y« > —1, AP es un subespacio cerrado de LP(D,dA,).
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Prueba: Sea [ € A_ﬁ, entonces, por definicién de clausura, existe una sucesién
{fn}nen C AP tal que

tim [ £~ £l = 0.
Como A2 C LP(D,dA,) y éste es completo, entonces f € LP(D,dA,) v {fn}nen €s
una sucesién de Cauchy sobre LP(D,dA,). Ademads, si K es cualquier subconjunto

compacto de D, entonces como una aplicacion del Teorema 3.2, se puede encontrar

una constante C' > 0 (dependiendo sélo de «, p y el compacto K) tal que

[fn(2) = fm(2)| < Cllfn = frnllap

para toda z € K y para todo n,m € N. Asi, {f,}, oy es una sucesién uniformemente
de Cauchy sobre subconjuntos compactos del disco unitario I, y como el espacio
H (D) es completo con la métrica de la convergencia uniforme sobre compactos (Teo-
rema 1.11), se obtiene que f € H(D); esto es, f € AP.

La prueba esta completa. |

Observacién 3.1. El teorema anterior permite concluir que para p > 1, (A2, ||.||a.p)
es un espacio de Banach; mientras que para 0 < p < 1, (A2, d) es un espacio métrico

completo, con la métrica dada por d(f,g) = ||f —gllb.; f, g € AL.

Se finaliza esta seccion estableciendo que las funciones en los espacios de

Bergman con peso se pueden aproximar por sus dilataciones y por polinomios analiticos.

Teorema 3.4. Sean f € HD), p > 0y 0 < r < 1; sea f, la funcion dilatada
definida por f.(z) = f(rz), z € D. Entonces

(1) Para cada f € AP, tenemos || f, — fllp.a — O siempre que r — 17,

(2) Para cada f € AP, existe una sucesion de polinomios {pn tnen tal que

(%

lpn — fllp.a — O siempre que n — +o0.

Prueba: Se probara (1); para esto observe que, para cada r € (0, 1), las funciones f,

son analiticas en el disco euclideo con centro en el origen y radio % > 1; en particular,
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fr € HD) y f, € A2, pues al ser f,. continua sobre el compacto D es acotada. Asf,

para cada r € (0,1), se tiene
L1560 = 1 d4a() < o
Luego, dado € > 0 se puede encontrar R € (0,1) tal que

/A £(2) = ) dAa(z) < (3.6)

DO ™

donde Ap = {2z €D:|z| > R}.

Sea Dp ={z € D: |z| < R}. Se afirma que existe 7o € (0, 1) tal que

12— Fl < ()7 37)

para todo z € Dg y para todo r € (rg, 1).
En efecto, como f es continua en el compacto Dg, entonces es uniformemente

continua en Dp, luego, existe § > 0 tal que

1

)= f) < (5)"

siempre que |z; — 29| < 0. Asi, seleccionando rq € (0,1) tal que 7 > 1 — E’

suponiendo 7 € (rg,1) y tomando z € Dg se tiene
lrz —z|=(1—=7r)|z| < (1=7r)R <,

1
y por tanto |f,(z) — f(2)] < (), como se afirmd.

Integrando la desigualdad en (3.7) se obtiene

/D 1£(2) = F(2) dAa(z) <

DO ™

siempre que r € (rg, 1). Por tanto, de esta ultima desigualdad y de la acotacion (3.6)

se obtiene

/ (2) — F)F dAa(z) = / £(2) = ()P dAa(z) + /D () — F(2)F dAa(2)

e ¢
to=¢

< —_ —_
2 2
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siempre que r € (19, 1) y

Tl_i},{l_ ||f7" - f||p70¢ = O

Ahora, para probar (2), considere ¢ > 0 y seleccione, en virtud de la parte
(1), r € (0,1) tal que
€
Hf?” - pr,a < 5 (38)

Entonces, como la funcién f, es analitica en el disco D (O, %), el teorema de Taylor

(Teorema 1.6) y el criterio M de Weierstrass implica que la serie

= 100 .
D —r
— m!

converge uniformemente a f,(z) en D; es decir, la sucesién de polinomios {p,} dados

por

p(2) =3 Wen ep
m=0 ’

converge uniformemente a f, en D. Luego, existe ny € N tal que

sup| f,() = pal2)| < - (3.9)

zeD

siempre que n > ng y por tanto

B =

<

I =ml = ([16G) - moPas)
;

siempre que n > ng. Finalmente, usando la desigualdad triangular y (3.8) se obtiene

Hpn - f”p,a = H(pn - f?") + (f?“ - f)”zw < ”pn — fr

pa+ Ifr = fllpa <e,

siempre que n > nyg.

La prueba del teorema esta completa. |

Observacién : La parte (2) del teorema anterior dice que el conjunto de los poli-

nomios (analiticos) es denso en los espacios de Bergman. Ademds, como cada nimero
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complejo se puede aproximar por otros complejos cuyas partes reales e imaginarias
sean racionales, es claro que cada funcién analitica en los espacios de Bergman se
puede aproximar por polinomios cuyos coeficientes tengan parte real e imaginaria
racionales. Esto dice que para cada p > 0 y @ > —1, existe un conjunto numerable
de funciones analiticas cuya clausura es todo AP; es decir, se tiene la siguiente

propiedad:

Corolario 3.1. Para cadap >0y a > —1, el espacio AP es separable.

3.2 LA PROYECCION DE BERGMAN

Es conocido (Hedenmalm, Koremblum, Zhu (2000)) que el conjunto L? (D, dA,,)

es un espacio de Hilbert con el producto interno dado por

(f. g = / F(2)g(2)dAu(2).

En virtud del Teorema 3.3, para cada a > —1, el espacio de Bergman A2 es un
subespacio cerrado de L? (D, dA,); luego (ver Rudin (1974), Teorema 4.11), existe

un tnico operador proyeccién P, : L* (D, dA,) — A2 lineal y continuo que satisface:

Po(f) =T (3.10)

para toda f € A%. Para estudiar mas propiedades de las proyecciones véase los
excelentes textos de Bachman y Narici (2000) y de Kubrusli (2001).

El objetivo en esta seccién es hallar una féormula explicita para el operador
P,. En este sentido, por el teorema de Taylor, cada funcién f € A2 admite una

representacién de la forma
o
f(z) = E anz",
n=0

lo cual significa que el conjunto de funciones {p,} dados por po(z) =1y
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forman una base para el espacio A2. Ademds, para n > 1 se tiene
2 2
Ionlle = [ 1= dAu(2)
1 2w 1
_ ot / / (1 — %)% drdf
o Jo
1

™

= 2(a+ 1)/ r? (1= %) dr
0

n! I'(2 + «)
F'n+2+a)

(Véase Apostol (1982) para la definiciéon y propiedades de la funcién Gamma I').

Luego, el conjunto de funciones {e, } dados por eg(z) =1y

IS B S AUES DA L,
en(z) = s pu(2) = ( W T2+ a) ) , 2 €D, (3.11)

2,

forman una base ortonormal para A%. Asi, se ha establecido el siguiente resultado:
Proposicién 3.2. El conjunto {e,}>2, en donde los términos e, han sido definidos

como en (3.11), forman una base ortonormal para el espacio A%.

Usando las propiedades de los productos internos, se puede observar que si

f € A2, escrita en su serie de Taylor

f(Z) = Zanzn7

n=0
entonces
1113 = (f, fla
- < anzna Z amzm>o¢
n=0 m=0
= D D anam(e" 2"
n=0 m=0
pero, por (3.11) se puede escribir
n 1
c= [F(n+2+a)]% ”(Z)
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para todo z € D y para toda n € N; luego, sin mas que sustituir se obtiene

1
171z = Zza"am n+2+a)]%e n(2), Torara e em(2))a

1
n=0 m=0 [ n'F(2+a) [ m!l(24a) ]2
1
- Z Zanam F(n+2+a) T(m+2+a)q2 {en(2); m(2))a
n=0 m=0 n'F(2+a) ] [ m!(24-a) ]2

y como {e, }nen €s una base ortonormal para A2, entonces

1
2 _
HfH? - Z a”a" n+2+a) L(n+2+a)ql
[ n!T'(24a) ] [ n!l'(24a) ]2
+00 ) 1
- Z ‘(Zn| I'(n+2+a)
n=0 nll(2+a)

Asi, se ha establecido que

[e.o]

nl'(2 + «)
IF15= =5 lanl”

—~I'(n+2+a)
para toda f € A2,

Finalmente, usando el hecho que la sucesién {e,} es una base ortonormal, se

puede ver que si f € A2 tiene la forma

= anen(z), z €D,
n=0
entonces para cada n =0,1,2,---, se tiene
bn = <f7 €n>o¢;
es decir, cada funcién f € A2 tiene la forma
F=> (fen)acn. (3.12)
n=0

Ahora se enuncia y demuestra el resultado principal de esta seccién, en la cual se da

una féormula explicita para la proyeccion P,.
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Teorema 3.5. Para o > —1, sea P, la proyeccién ortogonal de L*(D,dA,) sobre

A%, Entonces

P f(2) :/D#cma(w),z ebD

1 — Z@)2+a
para toda f € L*(D,dA,).

Prueba: Sea {e,}.en la base ortonormal de A2 definida en (3.11), entonces para

cada f € L*(D, dA,), se puede usar la escritura (3.12) para obtener

Pof =Y (Paf en)atn.

En particular,
o0

Pof(2) = Z(Pafa en)aln () (3.13)

n=0

para cada z € D y la serie converge uniformemente sobre cada subconjunto compacto
de D, pues es una serie de potencias que converge en el disco unitario. Como P, es
un operador autoadjunto (ver propiedades de los operadores proyeccién, por ejemplo,

Bachman y Narici (2000)), se puede escribir

<Pafa €n>a = <fv Pa€n>a = <fa en>ow

donde se usa que P,(h) = h para toda funcién h € A2. Sustituyendo esta tltima

relacién en (3.13), se obtiene

Pof(z) = Z<Paf: €n)atn(?)

n=0
oo

= Z(f’ €n)atn(2)

n=0
oo

_ Z;( Df(w)WdAa(w)) enl2)

S / f(w)en(w)en(z)dAq(w);

n=0 D
pero, por (3.11) se tiene

en@enls) = (M) @) (M) (o)

nlI'(2 + «) (2 + «a)

 I'n+2+4+a),__ .,
a2+ a) (2)"
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Por lo tanto,
P = 3 [ s (S ) adun

— Z L(n+2+a) /f )(Wz)"dA (w);

— n!l'(2 4+ «)

y como para cada z € D, la serie
+o0
I'n+2+«
LR EL

|
— nll'(2+a)
converge uniformemente con respecto a la variable w € D, a la funcién

1
(1 _ Zw)2+a’

h(w) =

se puede introducir la suma en la integral y obtener

Pln+2+4a)

Pt = [ s ( iR <wz>“> dAa(w)
[
B /D(l—zw)2+adA“< )

para todo z € D y para todo f € A2.

Esto completa la prueba del teorema. |

Comentario: Al operador P, se le llama Proyeccion de Bergman sobre D. Ademaés,
por la propiedad (3.10) que satisfacen las proyecciones ortogonales, se obtiene la
siguiente féormula reproductora

() = / (ﬂma(w), 2eD, (3.14)

p (1 — zw)?te
valida para todas las funciones f € A2. Por tal motivo, a la funcién de dos variables

1
K<Z7w)zm, Z,U/G]D

se le denomina nicleo reproductor de Bergman sobre D para cada o > —1. La

existencia de tal ntcleo reproductor viene garantizado por el hecho que el funcional
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evaluacion T,(f) = f(z), con z € D fijo, es lineal y acotado en A2 (ver comentario
después de la prueba del Teorema 3.2), junto con el Teorema de Representacion de
Riesz para espacios de Hilbert (Kubrusly (2001), Teorema 5.62) que establece la

existencia de una funcién K, € A2 tal que

para toda funcién f € A2.

Como A2 estd contenido en Al

(o %}

es natural preguntarse si la formula repro-
ductora (3.14) es vélida para toda funcién f € Al. En el siguiente teorema se da

una respuesta afirmativa a esta pregunta.

Teorema 3.6. Si f es una funcién en AL, entonces

(o

)= [ (L‘i)cma(w), €D

p (1 — zw)2+e
y la integral converge uniformemente para cada z en cada subconjunto compacto del

disco unitario D.

Prueba: Sea f € Al, entonces por la propiedad del valor medio, se tiene

1 2 0
:%/0 f(re*)do

en consecuencia, multiplicando por (a + 1)(1 — 72)%r e integrando con respecto a r

desde r = 0 hasta r = 1 se obtiene
1 1 2 A
/ fO)(a+ D)1 —r*)%rdr = 2—/ / f(re®®)(a + 1)(1 — r?)*rdrdd,
0 T Jo 0
es decir,
£(0) = (a+1 /f )1 — [w]2)*dA(w /f JdAL(

Ahora, cambiando f por f o ¢,, resulta

R e e 1}

|1 — zwl|4 |1 — zw|?
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donde se ha usado la identidad (3.) de la Proposicién 3.2, que satisfacen los auto-

morfismos del disco. Asi,

|Z| )2+0¢

fz) = (a+1) / flw _|4+2a<1—|w|2>adA<w>

_ /f \z| i)
- (1—wz 2+a(1 — )t oW,

de donde, fijando z € D y reemplazando f por la funcién w — (1 — wz)?*T* f(w), se

obtiene la formula reproductora

f(z):/#d/la(w)

p (1 — zw)2+e
para toda funcién f € Al.

La prueba esta completa. |

3.3 LoOS ESPACIOS DUALES DE LOS ESPACIOS DE BERGMAN

En esta seccion se hallaran los espacios duales de los espacios de Bergman
AP para todo @ > —1 y para todo p > 0. Recuerde (ver Royden (1968)) que
para p > 1 el espacio dual de L? (D, dA,) es L?(D,dA,), donde p y ¢ son nimeros
conjugados; es decir, satisfacen la relacion % + % = 1; ademas, es conocido que para

cada g € L? (D, dA,) la relacién

T,(f) = / f(2)9@)dAu(2), f € L7 (D,dAy),

define un funcional lineal y acotado en LP (D, dA,). Reciprocamente, por el teorema
de representacién de Riesz (ver Teorema 1.2), si T es un funcional lineal y acotado

en L? (D, dA,), entonces existe g € L? (D, dA,) tal que T' = Tj,.

En el siguiente resultado se establece que el espacio dual del espacio de

Bergman AP con p > 1 es justamente A2, donde p y ¢ son nimeros conjugados.

Teorema 3.7. Parap > 1y a > —1, se tiene (A2)" = A%, bajo el par integral

< f,9>a= /D f(2)g(2)dAq(2)

para f € AP g € Al donde %—i—%: 1.
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Prueba: En primer lugar, es claro que, en virtud de la desigualdad de Holder, cada
funciéon g € A% define un funcional lineal acotado sobre A? mediante el producto

interno dado por

T,(f) =< .9 >a= /f 9(2)dAL(2), [ €A,

lo cual proporciona la contencién A% C (AP)*.

Ahora, si F' es un funcional lineal acotado sobre AP entonces por el teorema
de extension de Hahn-Banach, F' puede ser extendido a un funcional lineal acotado
sobre LP(D, dA,) sin incrementar la norma. Usando el teorema de representacién de
Riesz sobre el espacio LP(D, dA,), se tiene que existe una funcién ¢ en LY(D,dA,)

tal que
/f dA (2), f € AL,

Usando ahora el Teorema 3.6, se tiene que f = P, f y por tal motivo,

F(f) = (;¢)a

(f,

(Paf,®)a
= ([, PiP)a

(f, Patp)ars

donde se ha usado el hecho que el operador P, es autoadjunto. Asi,

:/Df(z)Pago(z)dAa(z), € AL

luego, haciendo g = P, y como para p > 1, 1 + a < (1 + a)q, entonces [usando el

teorema 1.10 del Royden] se tiene que g € A%. Por tanto,

_ / F(2)g(2)dAa(z) = T,(f); [ e AL,

y (48)" C AL

Esto completa la prueba del teorema. |
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Ahora se procedera a encontrar los espacios duales de AP para el caso p € (0, 1].
Vale la pena destacar que en vista del teorema anterior y el hecho que el espacio
dual de L'(D,dA,) es L>(D,dA,), es natural preguntarse si el dual del espacio de
Bergman Al es H*°(DD), el conjunto de las funciones analiticas y acotadas sobre D.
La respuesta a esta incertidumbre es falsa; pero para establecerlo se necesita primero

de los siguientes lemas.

Lema 3.1. Para cada o > —1, eziste un unico operador lineal D* sobre H(D) con

las siguientes propiedades:
1. D* es continuo sobre H(D),

2. D*[(1 — 2w) % = (1 — 2w)*"*, para cada w € D, donde el subindice z indica

que se estd aplicando el operador D con respecto a la variable z.

Prueba: Paran =0,1,2,---, definase

'n+24+a)

D = i ire s a7

y en general, para f € H(D) de la forma

o) = Y

n=0

considere
I'(n+2+a)

D) =DNE) =D o ira s o)™

n=0

z2". (3.15)

Claramente el operador definido en (3.15) es lineal en H(ID). Se verd que satisface

las propiedades (1.) y (2.).

Para probar (1.), suponga que { f,} es una sucesién de funciones en H(ID) que
converge uniformemente sobre subconjuntos compactos de D a la funcién f € H(D).
Por el Teorema de Taylor, cada funcién f,, admite una representacién en serie de

potencias de la forma

fm(2) = Za;m)z”, z € D.
n=0
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De manera que, si
o
= E a,z", z €D,
n=0

entonces se debe tener

lim o™ = a,,
m—0o0

para cadan =0,1,2---. Por tanto,

I'n+2+a) ) 1
(n+DII'2+a) "

- F(n+2+a) . Y\ n
- nzz(](n+1)!F(2+a)(llm a )>Z

lim D*(f,))(z) = lim Z

m—0o0

e}

Z(F(n—l—Z—l—a) "

2+ P2 +a) "
= D*(f)(2)

para cada z € D. Luego lim,, ... D*(fn) = D*(lim,, 0o frn) = D*(f) y el operador

D* es continuo en H (D).

Ahora, para probar la parte (2.) recuerde que para cada z,w € D se cumple

+oo
]' n—mnm
n=0
mientras que para cada z,w € ID se tiene
+oo
1 'n+2+a) ,_,
(1 _ Zm)Z—i—a - Z w

z
| Y
— nll'(2+a)

por tanto,

DY ((1--w)?) = D¢ (Z(n + 1)z”w">

= Z(n + Dw" D™ (z")

B o F'(n+2+a)
- nf”+” M+ D2 +a)

= (1-zw) @

n
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y la prueba del lema estd completa. |
De igual forma se puede mostrar que para —1 < a < +o00, el operador D®

puede estar representado también por

frw JdA(w

'r—>11 1—zw2+a’

D f(z eD

para f € H(D). En particular, el limite anterior siempre existe y asi, si f € Al

Daf(z):/M z € D.

D (1 _ Zw)QJra’

entonces

En el préximo lema se demuestra otra propiedad importante del operador D.
Lema 3.2. Para cada o > —1, el operador D* es invertible sobre H(D).

Prueba: En efecto, sea a > —1 y definase el operador lineal D,, sobre H(ID) por

(n+ DIT(2+ «a)
I'(n+2+ )

n.,
)

D,(z") =
entonces para cada f € H(D) de la forma
o0
n=0
se tiene

DIT(2+ «)
Fn+2+®

anz". (3.16)

n—=

En particular, con un argumento como el esgrimido en la parte (1.) del lema anterior,

se puede ver que el operador D, es continuo sobre H (D).

Finalmente, como

Da@g@ﬂ):Da(m+JﬂN2+a>{):z”

I'(n+2+a)

para cada n = 0,1,2,---, se concluye que D*(D,(f)) = f para cada f € H(D) y
asi el operador D es invertible sobre H (D). |
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El siguiente resultado establece que para p € (0,1] y @ > —1 el espacio de
Bergman AP estd continuamente embebido en A}, donde

2+«
0=-2+ .
p

Teorema 3.8. Para 0 < p <1 ya > —1, existe una constante C' > 0, dependiendo

solo de o y p, tal que

/le(Z)l(l — [2) 5 dA(2) < Ol fllag

para toda f € AP.

Prueba: Sea z € D, y D(z) el disco euclideo centrado en z y de radio 3(1 — |z]).
Por el Teorema 3.1, se tiene
FOP < s | f)PdA) (317)
(1—1z])? D(2)
Por otra parte, para cualquier w € D(z), se puede usar la desigualdad triangular
para obtener

1
] = Jz] < Jw =2 < 5 (1~ |2]);

lo cual implica que
1 2 1 2
T <=z <1—|w[<1—uwl
4 2

para todo w € D(z). Mientras que de la relacién

1
|2 = Jwl < Jw =2 < 5 (1~ 2]),

se obtiene

1—|w)®* <2(1 - |w]) <3(1—|2]) <3(1—|z%)
para todo w € D(z).

Por tanto, considerando los casos o > 0 y a < 0, se deduce que existen

constantes positivas Ki(«) y Ky(«) tales que

Ky(a)(1 = [2[)" < (1= [w]’)* < Ka(a)(1 = [2*)" (3.18)
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para todo w € D(z).
Sustituyendo (3.18) en (3.17) y usando el hecho que 1 — [z| > 1(1 — |z|?) para

cada z € D, se obtiene

p 4 e
1P < G L Ve A

[f(w)P(1 = [w]*)*dA(w)

16
= Ka(a)(1 - o /D(Z)
16 ) .
T (a+ 1)K (a)(1 — |z]2)Fe /D(z) | f(w)|PdAq(w)
= I
(o + 1)K (a)(1 — |z]2)2ta !t lop

lo que nos permite escribir

101 (arvmm) A 1l

luego para 0 < p < 1, tenemos

1-p

FEP < (%)”(1—\&) Vv
= Kylaup)(1— o) 7 L,

donde

1-p

o0 = (i)

Por tanto,

24«

/ FEI = )5 dAG) = / PG — |25 dA()
< Kyap) / FOPIFILZ - 2P dA(2)

= BBy / F()PdAL(z

Ko
= 2 )

La prueba esta lista. |



Lema 3.3. Para o > —1, fijo, definase, para z € D, la relacion
dAq(w)
L) = [
p |1 — 2|

donde ¢ es un numero real. Entonces se tiene
1. Sic<0, I.(2) es una funcidn acotada en la variable z.

2. 5ic>0, entonces

L(2) ~ ﬁ (2] = 1)

3. 8ic=0, entonces

1

I()(Z) ~ lOgl_—|Z|2 (|Z’ — 1_) .

Prueba. Dado que a@ > —1, la integral I, esta definida para todo z € D. Sea

1
)\25(24-05-1-0).

Si A es cero o negativo, entonces ¢ < 0y

I.(2) = / 11— 2w|  dAg(w) < 272 < 400
D

y por tanto, I. es acotada en este caso.

Si A es positivo, se puede escribir

dAq(w) _ /D 1 1 dA, (1)

o |1 — 2w (1—zw) (1 —zw)
o= T(n 4+ N (m+ N) e o m
= ZZ PIET 2"Z /Dw wmdA,(w)

= DPPh+ )T+ (n+1)
N Z (n2r2(\) T'(n+a+2)

|Z|2n

n=0
D(a+1) i [2(n+\) 2P
[2(A) “Znll(n+a+2) '

Pero por la férmula de Stirling (ver Apostol (1982)), se tiene que

I(n+ M)
n!T'(n 4+ a4+ 2)

~(n+1)" n — +00;

29
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luego

L(z) ~ S (n+ 1) P

n=0

Por tanto, si ¢ < 0, entonces I.(z) define una funcién acotada sobre D. Si ¢ = 0,

entonces

cuando |z] — 17.

Si ¢ > 0, entonces de la relacién

1 T(n4c), o,
2 1P
0

(1= [z ~ & nll(e)
y la férmula de Stirling,
I'(n+¢) —1
LRI 1)¢
n!T(c) (n+1)7,
se encuentra que
1 [e.e]
~ 1 c—1 n [c
11— 2P Y (1) (2)
n=0
cuando |z| — 17.
La prueba esta completa. |

También se necesitara el siguiente lema para poder establecer el espacio dual

de AP con p € (0, 1].

Lema 3.4. Sea o > —1 y supongase que [ es una funcion analitica sobre D. Si
la funcion (1 — |2)*)7*f(2) es acotada, entonces la funcidn (1 — |z|?)*D*f(z) es

drea-integrable y
[ #6aEAE) = @+ 1) [ DR - Praac),
para toda g € H*.

Prueba: El caso a = 0 estd listo. Si 0 < o < +00, entonces por la representacién

integral de D* y el Lema 3.3, la funcién (1 — |2]?)*D“f(2) es acotada.
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Si —1 < a < 0y f es acotada, entonces el Lema 3.3 y la representacion
integral de D* implica que D®f(z) es acotada, y asi la funcién (1 — |2|*)*D* f(z) es
area-integrable.

Si -1 < a < 0y |f(2)] < Ci(1 —|2[*)?, entonces por el Lema 3.3 y la
representacion integral de D®, se tiene

1 1
—<|z| <1,

_ 2\a| Do < _ 2\«
(1= PPID ()] < Colt = ) o T,

y asi (1 —|z]?)*D*f(z) es drea integrable. |
Teorema 3.9. Supongase 0 < p <1, -1 < a < +0 y g = “TO‘ — 2. Entonces
(AP)* = B dotado de el producto interno

< fog>=lim | f(rz)g(2)(1 —|2[*)°dA(2),

r—1- D

donde f € AP y g € B.

Prueba: Primero suponga que F' € (A2)*y f € AL, Como || f — f;|lap — 0 cuando
r — 17, se tiene

F(f)= lim F(f,), fe A

r—1-

Escribiendo

fr(w)dA(w)
o (1—z(w))?’

vease que la convergencia de la integral en AP y la continuidad de F' implica que

O ]

donde en el lado derecho de la igualdad, se piensa a F' dependiente de la variable z.

fr(z) = zeD

Sea

Entonces h es analitica en D y

NMZAﬁWWEMW)
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Haciendo
24+«

D

= ~2

y aplicando el lema anterior, resulta

F(f,) = (B +1) / £, () DPR(w)(1 — |w]?) dA(w).

Sea g = (3 + 1)DPh. Aplicando la segunda propiedad del Lema.3.3.1, se tiene

@ =@+ 1F {(1 — uf)(ﬂa)/p}

—_ (B+1)2+a) 2
g'(w) = D F {(1 — 2w)(2+e)/pHl

De acéa, usando el Lema 3.3 y la acotacion de F', se puede verificar que g esta en el

], w € D.

espacio de Bloch y que

F(f)=lim [ f(rw)g(w)(l - [2]*)’dA(w)

r—1- D
para cada f € AP.

Ahora, suponga que g € B. Se mostrard que la expresion

F(f) = lim fr( )9(2)(1 = [2*)7dA(2),  f € A,

r—1-

define un funcional lineal acotado sobre A?. Por la proyeccién de Bergman existe un

funcional ¢ € L>(D) tal que
EPENC
o2 = Pople) = (94 1) [ - owiaaw), zep,

Usando el teorema de Fubini y la propiedad reproductora de Pg, se obtiene

/D £(2)9)(1 — |2 Az / fo(w ~ |wP) dA(w).

Por el Lema 3.3.2, se obtiene

= [ FERE0 - PraAG), e,

y esto define un funcional lineal acotado sobre A?. n



CAPITULO 4
OBTENCION DE LA NORMA EN ESPACIOS DE BERGMAN

El objetivo principal de este capitulo es analizar la distribucion angular de
masa por funciones en los espacios de Bergman con peso. En vista que se estd tra-
bajando con funciones analiticas f definidas en el disco unitario ID sobre un dominio
) = f(D), es necesario trabajar con métricas distintas a la euclidea. Esto se hace
para garantizar que las bolas abiertas queden totalmente contenidas en el dominio
D o €2, segin sea el caso. Asi, en la primera seccion de este capitulo se define y
estudian las propiedades de la métrica hiperbdlica o de Bergman, mientras que en la
segunda seccién se hace lo mismo con la métrica cuasi-hiperbdlica y se establece la
relacion entre estas dos distancias. La tercera seccion de este capitulo establece un
resultado similar al teorema de Bloch para funciones en la bola unidad del espacio
de Bergman A? con p > 1y a > —1. El capitulo finaliza exhibiendo que en ciertas
clases de funciones en los espacios de Bergman la norma se obtiene esencialmente

por integracion sobre las imagenes inversas de ciertos sectores.

4.1 LA METRICA HIPERBOLICA O DE BERGMAN

Para z1, zo € D, se define la relacién

5(21,22) = mf{/%},

donde el infimo se toma sobre todas las curvas v contenidas en el disco D que conectan
a z; con zp. Claramente, dado que el infimo se toma sobre niimeros no negativos, se
cumple que:

(1) B(z1,22) > 0, para cualquiera que sean zj, zo € D.
También, se puede ver de la definicién, que para cada z € D, se cumple 3(z, z) = 0;

mientras que si 3(z1, 2z2) = 0, entonces, por propiedad del infimo, para ¢ > 0 existe
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un camino 7. en D, que conecta z; con zs, tal que

/ 2|dz| _
&
Ve ]' - |Z|2

pero como para cada z € D se cumple ﬁ > 2 > 1, entonces se obtiene

2|dz
tong(oe) = [ lazl < | 1_‘,2"2 <,
Ye Ye

donde long(7.) denota la longitud Euclidea de la curva +., que conecta a z; con zs.

Luego, como la curva de longitud Euclidea minima que une los puntos z; y z se

obtiene a través del segmento de recta [z1, 23], se concluye
|21 — 22| = long ([z1, 22]) < long(v:) < €

y de esta manera, por la arbitrariedad de € > 0, se obtiene z; = z3. Asi,

(2) B(z1,29) = 0 siy solosi z; = zo.

Para ver que esta relacion es simétrica, note que si v es una curva en D que
une los puntos z; y 2o, entonces la curva opuesta [' = —v esta contenida en D y une

los puntos 29 y z1; ademas, si la curva v esta parametrizada por
z=7(t), a<t<b,
entonces I' tiene la parametrizacion
z=T{t)=7va+b—1), a<t<b;

y se cumple

JEC T
cT-lP T ) T-T@P

- /b 2~ Fatb-1)
o 1=ha+b=1)p

“ 21y(n)| / 2|dz|
B ,
A 1—|y(7)? v 1= 22

de donde se deduce que
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(3) B(21,22) = B(22,21)-

Finalmente, para ver que la relacién [ satisface la desigualdad triangular,
considérese z1, 2o y 23 € D. Entonces, dado € > 0, se puede encontrar curvas v; y ¥
que conectan a z; con zy y 29 con z3, respectivamente, tales que

2|dz|
1 1— ‘2‘2

2|dz|
2 1— ’2’2

ﬁ(,2’1,,22)+§>/7 y 5(22,z3)+§>[/

2

Considerese el arco v = 1 + 2. Se puede notar que éste es un arco en D que conecta
a z; con z3 y que por definicién resulta

6(21’23) < /M

1—[z?

2|dz| 2|dz|
= 5+ 2
711_|Z| 721—|Z|

< Bz, 22) + B(29, 23) + &

luego, dado que € > 0 es arbitrario, se concluye que

(4) B(z1,23) < B(z1,22) + B(2a, 23).

Las propiedades (1), (2), (3) v (4) establecidas previamente, dicen que efectivamente
la relaciéon 3 es una distancia definida sobre el disco DD, la cual es conocida como la

métrica hiperbolica o de Bergman. Ademads, se cumple la siguiente propiedad:

Proposicién 4.1 (Invarianza conforme). La métrica hiperbdlica es invariante por
automorfismo del disco; es decir, si ¢ es un automorfismos del disco, entonces para

cada 21,25 € D se cumple

Bp(21), p(22)) = B(z1, 22). (4.1)

Prueba: Sea I' la coleccion de todas las curvas en D que conectan a z; con 25 y
considérese un automorfismo del disco ¢. La imagen por ¢ de una curva v € I" es
una curva, 3 = ¢(7) € I = ¢(I'), que va de ¢(z1) a ¢(2z2) y viceversa: la imagen

inversa de una curva y € r por el automorfismo ¢ es una curva v € I'. Por tanto, al
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hacer el cambio de variable z = ¢(s) se tiene
, 2|dz|
) = W )
_ {2@@%@
’yEF 11— |S|2
2|d
= inf { 1ds] 2}
'yEF 1- | |
= (21 p(2)),
donde en la peniltima igualdad se ha usado la conocida identidad
L—[e(s)]” = ¢/ (s)I(1 = |s[*)
que satisface cualquier automorfismo del disco (Proposicién 1.1). n

Ahora se da una férmula explicita para la métrica hiperbdlica.

Teorema 4.1. Para cada z1,29 € D se tiene

B (21, 22) = log <%> : (4.2)

Prueba. Considerese primero z; = 0, entonces dado que la distancia mas corta del

0 a cualquier otro punto es a lo largo de un radio, se tiene

|dz|
80 = [
0,:1) 1 — 122
1 dt

0 1-— |Zl|2t2

= g (L) L (11 0
2 T o)) "2 U= 0)])

Para el caso general, se usa el hecho que la distancia hiperbdlica es invariante por

= \21!

los automorfismos del disco; luego, si se considera

21 — %

9021(2) = 1 _Z—lz’

se tiene ., (21) = 0 y por el caso anterior,

ﬁ(zla'z?) = 6(5021< ) szl = 9021 (22))

1 14 |o.
— —10g ( + ‘(10 1 ZQ )
2 |902’1 Z2
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La prueba esta completa. |

En vista que la relacién [ define una métrica sobre D, es natural definir el
disco hiperbolico, Dg(a,r), con centro hiperbélico a € D y radio hiperbdlico r > 0.

Este se define por
Ds(a,r) ={ze€D:[(z,a) <r}.
En el siguiente teorema se establece la relacién entre la métrica hiperbdlica y la

distancia euclidea.

Teorema 4.2. Para cada a € D yr > 0, el disco hiperbdlico Dg(a,r) es un disco

euclideo con centro y radio

1— s _1—|af?

ey | - - @
1—s2lal*”’ Y 1—s2la]*’

respectivamente, donde s = tanh(r).

Prueba. En efecto, se tiene

B(z,a) <r < %log(it}izgz;=))<r
2r
0 (2)] < gy = banh(r) = s

de aqui que |z —a|’ < s*|1 —az|; es decir, (z —a) (Z—a) = s*(1 —az) (1 — a2);

de donde se obtiene, sin mas que agrupar adecuadamente que |z — C| < R, con

1—s? 1—lal?
C=—"—a, R=—7—
1—s2|al Y 1—s2|al

La prueba esta completa. |

Finalmente, en virtud de la invarianza por automorfismos del disco de la
métrica hiperbdlica y del teorema de la aplicacién abierta de Riemann (ver Rudin
(1974), Teorema 14.8), que establece que todo dominio simplemente conexo propia-
mente contenido en el plano es conformemente equivalente al disco unitario, es natu-

ral definir esta métrica para dominios simplemente conexos de la siguiente manera:
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Definicién 4.1 (Distancia hiperbdlica para dominios simplemente conexos). Si 2,
subconjunto de C, es un dominio simplemente conexo y ¢ es una transformacién
conforme de ID sobre €2, para wy, ws € €2, se define la distancia hiperbdlica de w; a
Wo POT

Ba(wr, ws) := B(z1, 22)

donde, wi = p(z1) y w2 = p(22).

Comentario. Obsérvese que esta definicion no depende de la transformacion
conforme . En efecto, si ¢; es otra transformacién conforme del disco unitario D
en €, entonces ;' o ¢ es un automorfismo del disco y por la invarianza conforme de

la distancia hiperbélica, tenemos

B(z1,22) = B (o1 o (z1), 01 0w (21) =B (e (wr), 01" (wr)),

lo cual da la definicién en caso de haberse considerado la transformacion ;.

4.2 LA METRICA CUASI-HIPERBOLICA

En vista que se trabajard con transformaciones conformes en el espacio de
Bergman que aplican el disco unitario D en un dominio simplemente conexo €2,
es conveniente estudiar otra métrica, definida sobre ). Con este fin, considérese
wi, wy € )y dendtese por I' la coleccion de arcos en ) que conectan w; con ws.

Entonces se puede definir la relacion kg por

ka(wn,wp) = inf { l 55@) } . (4.3)

Observe que cuando © = D, entonces dq(s) =1 — |s| y por tal motivo, en este caso,

kp(wy,we) = B(wy,ws); todavia més, kq(wi,wy) es comparable con Bq(wi,ws) tal

como se establece en el siguiente resultado debido a Gehring y Palka (1976).

Teorema 4.3. Si wy; y wy son dos puntos de un dominio simplemente conexo ),

entonces

%ﬂg(wl,wa) < ko (wr, w2) < 26q(wr, ws). (4.4)
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Prueba: Dado que 2 es un dominio simplemente conexo, entonces por el teorema
de la transformaciéon de Riemann, existe una transformacién conforme ¢ del disco D
en . Sean w; = ¢(z1), wy = p(z2) dos elementos de €2, entonces por el Teorema de
distorsién (Teorema 2.8) se tiene que
IO R B 1G]
ba(f(2)) = (L —1z[*) ~ da(f(2))
De aqui se desprende claramente que
/
L el 4
1—[z* = da(f(2)) — 1— 7]

luego, integrando en los tres lados de la desigualdad, sobre una curva que une a z;

[ [woe < =

asi, haciendo el cambio de variables z = ¢(s), se encuentra

L2l |dw] 26°(s)l o
2/71— |g0(8)|2|d < 5 Oo(w) : 24 1- |s0(s)|2|d :

donde 7 = () y es una curva que une a w; = ¢(z1) con wy = @(z2). Por tanto,

con 2y, se obtiene

tomando el infimo sobre todas las curvas que unen a w; con ws, en la desigualdad

anterior, se obtiene

%5(90(21); p(22)) < ka(wr, wz) < 26(p(21), ¢(22))

y por la definicion de la métrica de hiperbdlica para conjuntos simplemente conexos,

resulta
1
§ﬁQ(w17w2) < ko(wr, ws) < 26 (wr,ws).
La prueba esta completa. |

Ahora se probard que la relacién kq definida en (4.3) efectivamente es una

distancia la cual se conoce como la métrica cuasi-hiperbolica.

Proposicion 4.2. Sea €2 un conjunto simplemente conexo. La relacion ko definida

en (4.3) satisface las siguientes propiedades:



1. Para todo wy,ws € S0, se cumple kq(wy,wy) > 0.
2. kq(wy,ws) =0 si y sdlo si wy = ws.
3. Para todo wy,wy € Q, se tiene kq(wy, wy) = ko(ws, wy).

4. Para todo wy,ws, wy € €2

kﬂ(wla w;) < kﬂ(w17w2) + kﬂ(w2, w3)-

Prueba: 1. Como dq(s) > 0, para todo s € v,y € I, entonces

ds
ﬂ/ 5[)(5)

para todo v € I'. En particular

d
kq(wy,ws) = inf { il }20.

vyeTl 7(59(8)

2. Supongase que kq(w;,ws) = 0, entonces por el Teorema 4.3 se obtiene

0 < Bao(wy, we) < 2kg(wy, ws) =0,

70

de donde se deduce que fq(w;,wy) = 0y como (g describe una métrica sobre

entonces w; = wy. Reciprocamente, si wy; = ws, entonces como fq es una métrica,

se tiene fqo(wy, we) = 0 y por tanto, el Teorema 4.3 implica que

0 S kg(wl,wg) S 269(’(1)1,'11]2) =0.

3. Para demostrar la simetria, se ve que si z = 7(t), a < t < b, es una curva

parametrizada en 2 que une los puntos w; con wsy, entonces la curva opuesta

z=%(t)=m(a+b—1t), a<t<b,
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es una curva parametrizada en {2 que une los puntos wy con w;. Ademas, procediendo

como en la prueba de la simetria de la métrica hiperbdlica, es claro que

ddw| (" 2A(0)
/72 Salw) /a59(72(t))dt
_/“ hitatb-wl
, Fa(n(atb—u)

()|
/a San ()"
/ 2|dul
" 6Q<UJ>’

de donde se concluye que kq(wq,ws) = kq(ws, wy).

4. Para probar la desigualdad triangular, se procede de manera similar a lo hecho
para la métrica hiperbdlica. Esto es, dados wq, ws, ws € §2, entonces por definicion
de infimo, dado € > 0, existen curvas y; y 72 en {2 que conectan a w; con wy y ws

con ws, respectivamente, tales que

5 2|dw| 5 2|dw|
ko(wy, wy) + = > / kao(wsg, w3) + = > / .
o(wr, w2) 5 . S (w) Y ka(wa, ws) 9 - Ser(w)

Luego, considerando la curva v = 71 4+ 72, se observa que ésta es una curva en €2 que

conecta a w; con w3 y que

2|dw|
ho(wn, ws) < /

< /2|dw| +/ 2|dw|
Iy (59(10) V2 69(7“0)

< k:g(wl,wg) + kQ(UJQ, ’LU3) +e

y por tanto,

ka(wi,ws) < ko(wy, wz) + ka(ws, ws).
La prueba de la proposicion esta completa. |
Comentario. En virtud del Teorema 4.3 que establece que la métrica hiperbdlica y

la cuasi-hiperbdlica, definidas sobre un dominio €2, son equivalentes, es necesario un

comentario que justifique el estudio de la métrica cuasi-hiperbdlica.



72

La justificacion yace en el hecho que para hallar la distancia hiperbdlica entre dos
elementos de un dominio €2, hay que encontrar primero una transformacién de Rie-
mann que aplique el disco unitario D en Q (lo cual, en general no es trivial), para
luego hallar la distancia hiperbdlica en el disco de sus preimégenes; mientras que en

la distancia cuasi-hiperbdlica se trabaja directamente con la geometria del dominio

Q.

4.3 TEOREMA DE BLOCH PARA FUNCIONES EN LOS ESPACIOS DE BERGMAN

CON PESO

Esta seccién estd dedicada a establecer un resultado similar al teorema de
Bloch (Teorema 1.14); pero para funciones en la circunferencia unitaria del espacio
de Bergman. Obsérvese que las constantes que se encuentran en el siguiente teorema
dependen de los parametros « y p involucrados en la definicion de los espacios de

Bergman.

Teorema 4.4. Sean a« > —1, p > 1 y f € A2, tal que f(0) = 0, f'(0) # 0 y
| flla.p = 1. Entonces, existen constantes o y R, tales que f es univalente en el disco
D(0, R) y se verifica que

R
Ademas, las constantes se pueden tomar como

2%(2p+2a+2) 1
/
0= —Q@ama Y R:@U(O)’-

P

Prueba: Dado que f es analitica en D(0, 3), entonces para cada r € (3, 1), se puede

usar la férmula integral de Cauchy para la derivada y escribir

re =g [ S

21 Jopory (8 — 2)?

donde |z] < % Luego, parametrizando, multiplicando por (1 — 7?)%r y tomando

, 1
modulos resulta que, para cada |z| < 5

2m ret
(1 =r)r|f'(2)] < i/D M(1 — 12)r2df.

~ 2 |rei? — z|2
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Integrando con respecto a r desde r = Ry > % hasta r = Ry > R; y usando el hecho

que r < 1, se obtiene

Ro 1 27 |f T@w e
/R1 (1 —r®)r|f'(z |dr</ / el — 2 Z|2 — r°)%rdldr.

Calculando la integral del lado izquierdo se puede escribir

(1— R)™ — (1 R)™ ) |f(2)) < 21 / / u _7:2) dodr,
es decir,

()] < !

TR T T T gm0, 649

donde |z| <1 < Ry < Ry < 1.

Ahora bien, si p > 1, usando la desigualdad de Holder y el hecho de que f es

de norma igual a 1, resulta

/ F(s)|dAu(s) <
{R1<|s|<R2}

|—=

1

(/R1< \<R2} )|ijA ( ))p (/{R1<S<R2} jquoc(S)> q
(frrania) ([, 40)
(/

32 .
/ (a+1) r(1— r2)ad9d7’)
Rq 0

= ((1- R~ <—R§>aﬂ)%;

IN

asi, sustituyendo en (4.5) se obtiene

/Z 1
POl o me o mrnm e

1
(L= Bt — (1= B3 1) (1) — 42

L= R (1= B!

para todo |z| < 3 < R; < Ry < 1.

Obsérvese que la desigualdad (4.6) también es valida para p = 1 en virtud de

la estimacién en (4.5). Ahora, fijando R; = 2 y haciendo Ry — 1 en (4.6) se obtiene

)] < 1 I S Y
= T = o = (e =0 :
(1= &ty @=Lz (Frdp 7%
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para cada z € D(0, 3).

En particular, la estimacién en (4.7) junto con la desigualdad triangular im-

plica que
[f'(z) = F'(0)] < 20, (4.8)
para todo |z| < 3. Luego, si definimos la funcién
I (z) __ /O
o= LEZTO o

claramente g es una funcién analitica sobre el disco que satisface:

2. |g(2)] = t |/ (%) — f/(0)] < 3 para todo z € D, en virtud de (4.8).
Asi, invocando el Lema de Schwarz (Teorema 1.9), se concluye que
l9(2)] < 2|
para todo z € D. Luego, sustituyendo la funciéon g se obtiene
[f'(2) = F/(0)] < 4olz] (4.9)

para todo z € D(0, 3). Definiendo

se puede observar de (4.7) que R < I y que en virtud de la desigualdad (4.9)
[f'(z) = F(0)] < [f(0)]
para todo z € D(0, R).

En virtud del Lema 1.5, se concluye que f es univalente en el disco D(0, R).
Por otra parte, tomando z € D(0, R) y considerando el segmento radial I de 0 a z,

se puede escribir

&) = / 1F(s)lds < / F()lds < olz| < oR,
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de lo cual se sigue que f(D(0,R)) C D(0, 0R), luego, aplicando el Lema 1.4 resulta
que f(D(0,R)) D D(0,0), donde

R? R
a:%:@. (4.10)

La prueba esta completa. |

4.4 IMAGENES INVERSAS DE SECTORES POR FUNCIONES EN LOS ESPACIOS DE

BERGMAN

El objetivo de esta seccién es establecer que para ciertas clases de funciones
analiticas en los espacios de Bergman con peso, la norma de estas funciones esencial-
mente se obtiene por integracién sobre las imagenes inversas de ciertos sectores X,
dados por

Ye={weC:larg(w)| <e},

donde € > 0. M&s precisamente, se daran los detalles de los resultados que aparecen
en el articulo de Pérez-Gonzédlez y Ramos-Ferndndez (2004), titulado Imdgenes in-
versas de sectores de funciones en el espacio de Bergman con peso y que aparece en
la Rewvista Colombiana de Matemdatica. La clave de los resultados que se presentan

en esta seccién reposa en el siguiente lema:

Lema 4.1. Seana > —1, p > 1 y fijese e > 0. Existen constantesr > 0y d(c,p) > 0

tal que
/ £GP 2 Slap)l O
f~HDOr)NX.)

para toda funcion f € AP tal que f(0) =0, f'(0) #0 y || f]

ap = 1.
Prueba: Témese r = %QR, donde p y R son las constantes encontradas en el Teorema
4.4. Entonces, es claro que D, = D(0,r) C D(0,0) C Q2 = f(D), donde

R

O':@

y que la funcién f es univalente en el disco D(0, R).
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Considérese ahora el anillo A = {w € C: § < |w| <r} yseaw = f(z) € A,
entonces como el disco D, esta contenido en la imagen €2, usando la desigualdad

triangular se obtiene

do(w) = dist(w,09) > dist(0,00) — dist(0,0D,)
= 5Q(O) —T.

Lo mismo es cierto para cada s en el segmento radial [0, w]; es decir,
(59(8) Z 5Q(O) - T (4.11)

para todo s en el segmento radial [0,w]. Asi, por el Teorema de Gehring y Palka

(Teorema 4.3) se puede escribir

ﬁQ(o,w)g%g(o,w)gz/ lds| . _ 2r

0] 30(8) ~ 00(0) =1 (4.12)

pero como f es univalente en el disco D(0, R), se usa el Teorema de distorsién

(Teorema 2.8), para obtener la acotacién

1
ro o= 7—QR
< 357 = 55Ol < 38a(0):
luego, sustituyendo en (4.12) se obtiene
2r 2r 1

< < = —
Fal0,w) < 6o(0) —r ~ B5r—r 2’

y en vista de la definicién de la distancia hiperbdlica (Teorema 4.1) se encuentra

jlog (1) = 50.2) = 0w < 5

2 1—|z|

para todo z € f~1(A) N D(0, R), lo cual implica que

T 21—z
1 1
> —(1 > —
> (142 2



77

para todo z € f71(A)N D(0,R). Asi, paraa >0y 2z € f~1(A) N D(0, R) se obtiene
la acotacion

(1= |2 = e
mientras que para cada —1 < a < 0y z € D se tiene

(1 [=P)* > 1

Por tanto, se concluye que para cada o > —1, existe una constante Csy(a)) > 0 tal
que

(1= 121 = Cy() (4.13)

para todo z € f~1(A) N D(0, R).

Por otra parte, aplicando nuevamente los Teoremas de distorsién (Corolario
2.2 y Teorema 2.8) y la definicién de la métrica hiperbdlica (Teorema 4.1), también
se tiene

’f/(z” < %59(0)@359(0#(2)) < 463,
para cada z € f~1(A) N D(0, R). Por tanto,

[f(2)PdAa(z) > |F(2)[PdAq(z)

/fl (DrNZ:)ND(0,R) /fl ANZ)ND(0,R)

> (3) o | dA(2)
2 f~1(ANZ)ND(0,R)
r\? Cy(a '
. <_> 2(3)/ I (2)PdA(2)
2 16e° Ji-1(ans.)nD(0,R)
rm\? Cy(a)
= <§> Tges ArealAnE)
- (L) Claley
2/ 163 m

donde en la tercera desigualdad se ha usado que si f es univalente en el conjunto F,

entonces
/E F/(2)| dA(z) = Area (f(E)).

Finalmente, de la desigualdad

2)|PdA,(2) > 2)|PdAL(2),
[ o, A 2 F(2)PdAL(2)

f~1(DrNZ:)ND(0,R)
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y del hecho que

o 28@ (01,

se obtiene el resultado deseado. |
Ahora se enuncia y demuestra el resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.5. Sean o > —1 y p > 1 tales que a > 2p — 1. Entonces para cada

e > 0, existe una constante § > 0, que depende solamente de p, « y €, tal que

/ F()PdAa(z) > 6 / F()PdAL)
7120 D

para toda funcion univalente f € AP que satisface f(0) = 0.

Prueba: Sean p > 1, a > —1, con o > 2p — 1 y definase § = a — 2p. Entonces
claramente se tiene 3 > —1; ademds, si f € AP es univalente con f(0) = 0, entonces

por el Teorema de distorsiéon (Corolario 2.3) se puede escribir

(a—1=p?
N

para todo z € D. Luego, elevando a la p-ésima potencia e integrando sobre el disco

(L= =22,

»-I>I>—‘

[F(0)] = f(2) =

D con respecto a la medida dAg, se obtiene

[1roraase = [ £0-ERPIEPdAse), (4.14)
Por otra parte, se tiene
[ FA= PP = 4 =R Pa+ a = 2n)dAC)

— _/yf )P(1 = |2]*)*(1 + o — 2p)dA(2)

= 5 (C55) [rera - gpra s aae

o Lferlomy o
- 5 (55 [repaa

asi, sustituyendo en (4.14), resulta

1 (a—2p+1\7
I e (4.15)
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donde se ha usado que dAg es una medida de probabilidad.

Por otra parte, para z € D, se define la funcién

1
[/ llev.o

entonces ¢ es una funcién analitica sobre D que satisface:

9(z) =

f(2),

2. ¢(0) = mf’(()) # 0 pues la funcién f es univalente en z = 0; y

3. ||g||oz,p = Hmfuap =1

Asi, por el Lema 4.1, se tiene que existen constantes r > 0y K;(«a,p) > 0 tales que

/ () aA(z) = Ko p)lg O (1.16)
“HDO,r)N3L)

pero, por definicién de la funcién g, es claro que z € g~ (D(0,7)NX.) si y sélo
|f(2)] )

[ fllap "

siz € f7H(D0,7|f]lap) NE:), ya que f es univalente y arg(f(z)) = arg (15

Luego, sustituyendo esta informacion en (4.16) se obtiene

f(2)P 1O+ )lp+2
dAL(2) > Ki(a, :
/fl(D(Orlfapﬂz [ ) e ple Wik

Por tanto, usando esta ultima relacién y la desigualdad (4.15) se obtiene

[ erade = f )P (2)
f71(Ze) f7HDOx fllap) N Ze)

[f'(0) P2
> Ki(a,ple=7rn—
171125
1 —2p+1
> Kl(a,p)54p+2 ( a1 ) 1 £115 -
Esto completa la prueba del teorema. |

En vista de las hipotesis que se imponen en el Teorema 4.5, es natural pregun-
tarse si un resultado similar es también valido para todo € > 0 y para toda funcion
fe APl conp >0y a> —1. El siguiente resultado da una respuesta parcial positiva

a esta pregunta.
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Corolario 4.1. Considérese p > 0 y a > —1 fijos. Entonces para cada € > 0 existe

una constante 6 = 0(a, p,e) > 0 tal que

| 1P > [ 1P (4.17)
f7HZe) D
para cualquier funcion f € AP univalente con f(0) =0 = f'(0) =1 y || fllap < 1.

Prueba: Sea Q = f(D), r = 260(0) y D, C Q el disco euclideo con centro en
el origen y radio r. Por el teoremas de distorsién (Teorema 2.8) y el hecho que

f'(0) =1, se puede observar que 7 € (55, 1).

Luego, usando un argumento similar al de la prueba del Lema 4.1 se encuentra

que existen constantes positivas K, y K3 dependiendo sélo de o y p tal que
L sy FEPAAGE) < Kala )z fy1p,) LFFdAL(R).
2 [ s HPAAW) 2 Kl p)m — o)

donde S, = {w € C: |arg(w)| > ¢}.

También, como los sectores Y. crecen con &, se puede suponer, sin perder

generalidad, que € < gy, donde

= €0, p) = min —1 T
f0 = e Py = K2(1+7TK3)’2 .

Entonces por la desigualdad 1. arriba se puede escribir

/ F()PdAL() > 6 / F)PdA2),
f=Y(Dr)

f=1(Dr N Se)
donde 6; = ﬁ > 1. Esta ultima observacion junto con la desigualdad 2. arriba y

la hipétesis || f]|a,p < 1 implica
[reriae = [ p@rade s [ e
D f=1(Dr) f=HC\Dy)

SCRY IRTCTZNG

v

(6, — DEs(r — <) / FPdAL:) + /f F()PdAL:):

—1(Se)
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luego existe una constante ds € (0,1) tal que

/ F()PdAL(z) < 6 / F(2)PdA(2)
F=1(Se) D

de donde se seguiria que

p 1 p z
[ireranc < 25 [ ireradde)

y la prueba estd lista haciendo 6 = 1 — ds. ]

4.5 UN CONTRA-EJEMPLO

A continuacién se indica que para algunos valores de los parametros « y p,
la desigualdad (4.17) no es cierta, en general, para todo ¢ > 0 y para toda funcién
f € AP, El ejemplo que se presenta en esta seccién ha sido tomado del articulo de F.
Pérez-Gonzélez y J. C. Ramos Ferndandez (2006): On dominating sets for Bergman

spaces que aparece en la revista Contemporay Mathematics AMS.

Ahora se puede construir el contra-ejemplo. Considerese un par («,p) con
a>—1yp>1tal que a < 2p — 2. Se demostrara que existe un angulo & > 0 tal
que la imagen inversa de los sectores . con 0 < ¢ < & por funciones f € AP con

(o %}

f(0) =0 no domina a la norma || f||, . Para ello, definase

p 2p T

Se asume que n es lo suficientemente grande para que g, < w. Obsérvese que, por
la seleccién de v y p, €, > 0 para todo n € N. Considerese ahora la aplicacién
de Riemann f, : D — , := C\ (1 + X.,) tal que f,(0) = 0y f/(0) > 0. Por
composicién de transformaciones elementales (ver Figura 4.1), estas funciones estén

dadas explicitamente por

R =1-(
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W)= fiofyo 10 )

:D—)C—(I+EE')

+ ;

Figura 4.1: Transformacién de los contraejemplos

Se afirma que f,, € A2. Para ello, es suficiente verificar que (1 + z)_2(1_57n) €AY

2
y, en efecto, usando el Lema 3.3, con ¢ = _P < 0, se obtiene que
nmw
2\ &
—2(1-=)p (1 —z[) T
I+ 270Dz, = [ = Tindae) = Jim 1) < oo

y puesto que para ¢ < 0, I.(z) es una funcién acotada. Luego, se puede concluir que

| frllap < 0o para todo n =1,2,---. Nétese que
1— 2 p(2+a)
e - s =1-(12)

cuando n — oo, para cualquier z € D, y f ¢ AP (esto es debido al caso ¢ = 0 en el
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Lema 3.3). Aplicando el lema de Fatou se obtiene que

||fn||a7p — 00, cuando n — oo. (4.18)
: SO o
Por otra parte, tomando, por ejemplo, € = 5 lim €,, no es dificil ver que
n—oo

YN, CX¥nN(C\(1+X%..)) CcD(0,2).

En efecto, si zo = xg +iyo € Xz N (C\ (1+X.)) entonces de las relaciones

tan (€) = % y tan (28) = —2 7o 5e tiene
0

o —
tan (2€) _ tan (&) tan (2€)

O tan (28 —tan(® ¥ 7 tan(28) — tan(3)

con lo que |z|* = 22 + y2 = 4 cos® (€) < 4. Esto implica que |29 <2y
SenN(C\(1+3%..))CD(0,2).

Por tanto, para todo €, 0 < ¢ < &, se tiene que

/f o, IPAAL() < /f )

n

() PdAL(2) < 2 / dAL(x) =2 (4.19)
) D

para todo n. Pero si § es una constante tal que

loll,, <6 / 9(=)PdA(2)
9_1(26)

para cualquier funcion univalente g € AP que fije al origen, en particular se deberia

tener que

Ny BRTACTEZNG

n

lo que da una contradiccién entre (4.18) y (4.19). [ |



CONCLUSIONES

En el transcurso de esta investigacién se ha podido establecer lo siguiente:

1. Las transformaciones conformes o funciones univalentes, definidas sobre el disco
unitario D, tienen crecimientos controlados tal como lo establecen los teoremas

de distorsion (Capitulo 2).

2. Los espacios de Bergman con peso son subespacios métricos completos de los
espacios clésicos L”, con p > 0. También, se pudo ver que estos son separables
y que el crecimiento de una funcién y la de su derivada sobre subconjuntos
compactos del disco estd controlado por su norma (o la distancia al origen,

segln sea el caso).

3. La norma de transformaciones conformes que fijan el origen que estan en los
espacios de Bergman AP, con o > 2p — 1, se puede acotar superiormente
restringiendo la integral, que aparece en la definicién de la norma, por la imagen
inversa de ciertos sectores Y. para cada ¢ > 0 (Teorema 4.5); mientras que
un resultado similar no es cierto, para todo € > 0, si los pardametros o y p
involucrados en la definicion del espacio de Bergman, satisfacen la relacién
a < 2p — 2. Quedando pendiente para investigaciones futuras, los siguientes

problemas:

(a) (Es cierto el Teorema 4.5, para a € [2p—2,2p—1]7 Una respuesta parcial
a esta incertidumbre, para el caso p = 1, se encuentra en el articulo de

Pérez-Gonzélez y Ramos (2004).

(b) (Es valido el Teorema 4.5 si se omite la condicién que la funcién f es
univalente? Para p = 1, Marshall y Smith (1999) demostraron que este
problema es equivalente a resolver una conjetura hecha por Ortel y Smith

en 1988. A este problema todavia no se le conoce solucién.
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(¢) En vista del contra-ejemplo en la seccién 4.5, es natural preguntarse:
JExiste un angulo ¢y < 7 tal que el Teorema 4.5 sea cierto para todo
e > gy y para toda funciéon f € A2 con « > —1 y p > 17 Una re-
spuesta positiva a este problema, para el caso p = 1, se encuentra en

Pérez-Gonzélez y Ramos (2006).
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