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RESUMEN

En este trabajo de investigación se analizan los resultados dados y demostra-

dos por Rautenbach y Volkmann (2002), los cuales establecen condiciones para que

un grafo tenga ciertas propiedades usando parámetros como el número de domi-

nación, número matching, orden y número de dominación independiente. A través

de una investigación teórica, usando un método anaĺıtico descriptivo y haciendo uso

de un nuevo parámetro como el número de independencia balanceada, se logra la

adaptación de algunos resultados a grafos bipartitos balanceados.
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INTRODUCCIÓN

La teoŕıa de grafos tiene su origen en el problema de los siete puentes de

Königsber resuelto por Leonhard Euler. Más tarde otros problemas influyeron en el

desarrollo de la teoŕıa de grafos como el de Gustav Kirchoff, quien publicó sus leyes

de los circuitos para calcular el voltaje y la corriente en los circuitos eléctricos, el

problema de los cuatros colores planteado por Francis Guthrie, entre otros. Este tema

es bastante relevante porque todas sus aplicaciones se utilizan en la vida cotidiana,

por ejemplo: el circuito eléctrico de las casas, las ĺıneas telefónicas, las ĺıneas de

televisión por cable, una red de computadoras, entre otros, pueden representarse y

estudiarse mediante un grafo.

Un grafo G es un par de conjuntos (V (G), E(G)), donde V (G) es un conjunto

no vaćıo de elementos llamados vértices, nodos o puntos y E(G) es un conjunto

formado por pares no ordenados de elementos de V (G), llamados lados, aristas o

ĺıneas.

Un conjunto dominante de un grafo G = (V,E), es un subconjunto S de V

tal que cada vértice que pertenezca a V − S está unido a (al menos) un miembro de

S.

El número de dominación de un grafo G = (V,E), denotado por γ(G), es la

mı́nima cardinalidad de un conjunto dominante.

Un conjunto independiente de un grafo G, es un conjunto S de vértices de G

tal que no existen dos vértices adyacentes contenidos en S.

El número matching de un grafo G, denotado por α0(G), es la máxima car-

dinalidad del conjunto de lados independientes de un grafo.

El número de dominación independiente, denotado por i(G), es la mı́nima

cardinalidad de un conjunto máximal independiente de G.

El número de independencia balanceada, denotado por αBip(G), es la máxima

cardinalidad de un conjunto independiente balanceado.

El orden de un grafo G, denotado por n(G), es el número de vértices del grafo.
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Dado un grafo G, se define el grafo corona, como el grafo obtenido desde G

por añadir a cada vértice de G un vértice de grado uno.

En el año 2002, Rauntenbach Dieter y Volkmann Lutz, dieron a conocer resul-

tados sobre número de dominación independiente, número matching en grafos, entre

los cuales se encuentra como resultado principal el siguiente teorema: Sea G = (V,E)

un grafo sin vértices aislados. Entonces γ(G) + i(G) = n(G) si y sólo si toda com-

ponente de G es un ciclo C4 o un grafo corona con H ◦K1 para algún grafo conexo

H.

Además del estudio de los grafos, es esencial resaltar el estudio de los grafos

bipartitos balanceados.

Un grafo G = (V,E) es bipartito balanceado si hay una partición de V en dos

conjuntos A y B, donde V = A ∪B, A ∩B = Ø, y |A| = |B| = n, tal que cada lado

del grafo tiene un vértice extremo en A y otro en B. Se denota por G = (A,B,E).

El estudio de los grafos bipartitos balanceados es importante, pues estos per-

miten el estudio de ciertos fenómenos, en donde los grafos resultan insuficientes.

Los grafos bipartitos al igual que los grafos, son de gran utilidad ya que cuentan

con muchas propiedades, que han ayudado al estudio de problemas basados en la

programación ĺıneal, topoloǵıa, computación, entre otros.

Este trabajo consta de tres caṕıtulos, los cuales están estructurados de la

siguiente manera:

En el caṕıtulo I, se introducen aquellos conceptos básicos de teoŕıa de grafos,

que se utilizarán a lo largo de los siguientes caṕıtulos.

En el caṕıtulo II, se enuncian y demuestran los resultados expuestos por Rau-

tenbach Dieter y Volkmann Lutz (2002), referidos a dominación independiente y

matching en grafos.

Finalmente, en el caṕıtulo III, se adaptan y demuestran dichos resultados en

grafos bipartitos balanceados.



CAPÍTULO 1

DEFINICIONES Y NOTACIONES BÁSICAS

En este caṕıtulo se describe, en forma general, algunas definiciones y notaciones

básicas extráıdas de Benzad et al. (1981), las cuales se ilustran con ejemplos sencillos,

estrictamente necesarios para el desarrollo de este trabajo.

Definición 1.1. Un grafo G es un par de conjuntos (V (G), E(G)), donde V (G) es

un conjunto no vaćıo de elementos llamados vértices, nodos o puntos y E(G) es un

conjunto formado por pares no ordenados de elementos de V (G), llamados lados,

aristas o ĺıneas.

Notación: Se denota G = (V (G), E(G)) o simplemente G = (V,E).

Ejemplo 1.1. En el grafo de la figura 1.1

V = {v1, v2, v3, v4} y E = {e1, e2, e3, e4}

Figura 1.1: Grafo G = (V,E).

Definición 1.2. Un conjunto dominante de un grafo G = (V,E), es un subconjunto

S de V tal que cada vértice que pertenezca a V − S está unido a (al menos) un

miembro de S.

Ejemplo 1.2. Ver figura 1.2
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Figura 1.2: Conjunto dominante de G: {v5, v3}.

Definición 1.3. El número de dominación de un grafo G = (V,E), es la mı́nima

cardinalidad de un conjunto dominante de G.

Notación: Se denota γ(G).

En el ejemplo 1.2, γ(G)= 2.

Definición 1.4. Un vértice s es adyacente a otro vértice v, si el grafo contiene una

arista (v, s) que los une.

Definición 1.5. Un conjunto independiente de un grafo G, es un conjunto S de

vértices de G tal que no existen dos vértices adyacentes contenidos en S.

Ejemplo 1.3. Ver figura 1.3

Figura 1.3: Conjunto independiente de G: {v1, v4}.

Definición 1.6. Un conjunto independiente maximal, es un conjunto independiente

tal que añadiendo cualquier otro vértice al conjunto, éste deja de ser independiente.
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Ejemplo 1.4. Ver figura 1.4

Figura 1.4: Conjunto independiente maximal de G: {v1, v3}.

Definición 1.7. El número de dominación independiente de un grafo G = (V,E),

es la mı́nima cardinalidad de un conjunto maximal independiente de G.

Notación: Se denota i(G).

En el ejemplo 1.4, i(G)= 2.

Definición 1.8. El orden de un grafo G es el número de vértices del grafo, es decir,

n(G) = |V |.

Notación: Ord(G) o n(G), denota el orden de G.
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Definición 1.9. Un matching en un grafo G, es un conjunto de lados indepen-

dientes.

Ejemplo 1.5. M1 = {e2, e4, e6} es un matching en la figura 1.5.

Figura 1.5: Ejemplo de un Matching M1.

Definición 1.10. Se entiende por número matching de un grafo G, a la máxima

cardinalidad del conjunto de lados independientes de un grafo.

Notación: se denota por α0(G).

En el ejemplo 1.5, α0(G)=3.

Definición 1.11. El grado de un vértice v, es el número de lados de G incidentes a

v.

Notación: se denota por d(v) o dG(v).

Definición 1.12. Un grafo G es trivial o aislado si posee un único vértice.

Ejemplo 1.6. Ver figura 1.6
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Figura 1.6: Grafo trivial.

Definición 1.13. Un grafo G es conexo, si es el grafo trivial, o si entre cada par de

vértices de G existe un camino que los conecte.

Ejemplo 1.7. Ver figura 1.7

Figura 1.7: Grafo conexo.

Definición 1.14. Un ciclo es un camino simple cerrado. La longitud de un ciclo es

el número de vértices (o lados) que lo conforman.

Definición 1.15. Dado un grafo G, se define el grafo corona, como el grafo obtenido

desde G por añadir a cada vértice de G un vértice de grado uno.

Ejemplo 1.8. Ver figura1.8

Figura 1.8: Ejemplo de un Grafo corona de un camino.

Definición 1.16. Un grafo bipartito es un grafo G = (V,E) en el cual hay una

partición de V de la forma V = A∪B, A∩B = Ø, tal que cada lado del grafo tiene

un vértice extremo en A y otro en B.
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Ejemplo 1.9. Ver figura1.9

Figura 1.9: Grafo bipartito.

Definición 1.17. Un grafo bipartito balanceado G = (A,B,E), es un grafo bipartito

en el cual |A|=|B|.

Ejemplo 1.10. Ver figura1.10

Figura 1.10: Grafo bipartito balanceado.

Definición 1.18. El orden de un grafo bipartito G = (A,B,E) es p + q, donde

p = |A| y q = |B|.

Definición 1.19. Un grafo bipartito G es conexo, si para toda pareja de vértices

u, v ∈ X ∪ Y , existe un camino de u a v.

Ejemplo 1.11. Ver figura1.11
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Figura 1.11: Grafo bipartito conexo.

Nota 1.1. Las definiciones en grafos bipartitos de conjunto dominante, número de

dominación y grafo corona, son análogas a las existentes en grafo.

Definición 1.20. El número de independencia balanceada de un grafo bipartito ba-

lanceado G, es la máxima cardinalidad de un conjunto independiente balanceado de

G.

Notación: se denota por αBip(G).

En el ejemplo 1.10, αBip(G)= 2.



CAPÍTULO 2

RESULTADOS PREVIOS

En este caṕıtulo se introducen los resultados dados por Dieter Rautenbach y

Lutz Volkmann (2002), las cuales sirven como herramientas fundamentales para la

realización del siguiente caṕıtulo.

Teorema 2.1. Sea G = (V,E) un grafo y M un matching máximo de G, es decir,

M = α0(G). Demostrar la siguiente equivalencia:

(a) i(G) + α0(G) = n(G).

(b) Hay una partición V = A ∪B ∪ C de los vértices de G tal que:

(i) A = {a1, a2, ....., ar} ,B = {b1, b2, ....., br} donde r = α0(G)

(ii) M = {aibi : 1 ≤ i ≤ r}

(iii) A es un conjunto independiente

(iv) Los vértices en C son aislados

(v) No hay dos ı́ndices diferentes 1 ≤ i, j ≤ r tal que aibj ∈ E y

(vi) No hay tres ı́ndices diferentes 1 ≤ i, j, k ≤ r tal que aibj, bibk ∈ E y bjbk /∈ E o

aibj, biak ∈ E y bjak /∈ E.

Figura 2.1: Ejemplo de un grafo con i(G) + α0(G) = n(G).
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Prueba:

SeaM = {a1b1, a2b2, .....arbr}, A = {ai|i = 1, 2, ....., r}, B = {bi|i = 1, 2, ....., r}

y C = V − (A ∪B).

Se supone que I es un conjunto mı́nimo de dominación independiente, |I| =

i(G). El conjunto I contiene a lo más ai o bi para cada 1 ≤ i ≤ r, ya que I es de

dominación independiente. (Ver figura 12).

a ⇒ b

Se supone que i(G) + α0(G) = n(G) entonces se obtiene que |I ∩ {ai, bi}| = 1

para cada 1 ≤ i ≤ r y C ⊆ I, es decir, C es independiente. Por lo tanto se puede

decir, sin pérdida de generalidad, que I = A ∪ C y A ∪ C es independiente, pues no

existen lados entre ellos.

Ahora se asume que hay vértices b ∈ B y c ∈ C tal que bc ∈ E. Sea I ′ ⊆ B,

I ′ es independiente, y |I ′| es máximo.

El conjunto I ′′ es un conjunto de dominación independiente, donde:

I ′′ = I ′ ∪ [A−N(I ′)] ∪ [C −N(I ′)] (1).

Ahora se sabe que:

|A ∪ B ∪ C| = |A| + |B| + |C| − |A ∩ B| − |A ∩ C| − |B ∩ C| + |A ∩ B ∩ C|.

Utilizando esta propiedad en la ecuación (1) se obtiene lo siguiente:

|I ′′| ≤ |I ′|+ |A−N(I ′)|+ |C−N(I ′)|− |I ′∩ [A−N(I ′)]|− |I ′∩ [C−N(I ′)]|−

|[A−N(I ′)] ∩ [C −N(I ′)]|+ |I ′ ∩ [A−N(I ′)] ∩ [C −N(I ′)]|. (2)

Por la figura 12 se puede observar que:

a) I ′ ∩ [A−N(I ′)] = Ø

b) I ′ ∩ [C −N(I ′)] = Ø

c) [A−N(I ′)] ∩ [C −N(I ′)] = Ø

d) I ′ ∩ [A−N(I ′)] ∩ [C −N(I ′)] = Ø

Pues, no tienen elementos en común, por lo tanto, la cardinalidad de a), b),

c), d), es cero. Entonces, la desigualdad (2), queda de la siguiente manera:

|I ′′| ≤ |I ′|+ |A−N(I ′)|+ |C −N(I ′)| (3)

Por otro lado, se tiene que: I ′ ⊆ B y que N(I ′) ⊆ A ∪ B ∪ C, por lo tanto,
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|I ′| < |N(I ′)|. Luego, |I ′| ≤ |A|, y |A| ≤ |N(I ′)|. Ver figura 12.

Entonces, se puede concluir que: |A−N(I ′)| ≤ |A−I ′| = |A|−|I ′| (4)

Aplicando (4) en (3), se tiene:

|I ′′| ≤ |I ′|+ (|A| − |I ′|) + (|C| − 1) = |A|+ |C| − 1 < |I|

Se concluye que: |I ′′| < |I|

Esto es una contradicción ya que |I| es el conjunto mı́nimo de dominación

independiente.

Por lo que, no existe tal lado bc.

Por lo tanto, los vértices en C son aislados.

Ahora se asume, que hay dos ı́ndices diferentes 1 ≤ i, j ≤ r tal que aibj, bibj ∈

E.

Sea I ′ ⊆ B un conjunto independiente máximo conteniendo bj. El conjunto

I ′′ = I ′ ∪ [A−N(I ′)] ∪ C.

Utilizando un razonamiento análogo al anterior se tiene que:

|I ′′| ≤ |I ′|+ (|A| − |I ′| − 1) + |C| = |A|+ |C| − 1 < |I|

Se observa que I ′′ es un conjunto de dominación independiente. Luego, |I ′′| <

|I|. Pero esto es una contradiccción, ya que |I| es el conjunto mı́nimo de dominación

independiente.

Por lo tanto, no existe tal ı́ndice.

Ahora se asume que hay tres ı́ndices diferentes 1 ≤ i, j, k ≤ r tal que aibj, bibk ∈

E y bjbk /∈ E. Seleccionando I ′ ⊆ B, un conjunto independiente máximo conteniendo

bj y bk.

Utilizando un razonamiento análogo al anterior se tiene que:

|I ′′| ≤ |I ′|+ (|A| − |I ′| − 2) + |C| = |A|+ |C| − 2 < |I|

Se observa que I ′′ es un conjunto de dominación independiente, entonces:

|I ′′| < |I|. Pero esto es una contradiccción, ya que |I| es el conjunto mı́nimo de

dominación independiente.

Por lo tanto no existe tal ı́ndice.

Finalmente, se supone que hay tres ı́ndices diferentes 1 ≤ i, j, k ≤ r tal que
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aibj, biak ∈ E y bjak /∈ E. Selecccionando I ′ ⊆ B−N(ak) un conjunto independiente

máximo conteniendo bj.

Luego, por un razonamiento similar a los anteriores, se obtiene una con-

tradicción.

Por lo tanto, no existe tal ı́ndice.

b) ⇒ a)

Se sabe por a) que: i(G) + α0(G) = n(G).

Entonces al despejar i(G) se tiene: i(G) = n(G)− α0(G) (1)

Se sabe que: |I| = i(G) (2)

Se tiene que: I = A ∪ C, ahora aplicando cardinalidad se tiene:

|I| ≤ |A|+ |C| (3)

Luego, se obtiene que: |I| = n(G)− α0(G) (4)

Ahora por contradicción, se asume lo siguiente:

i(G) = |I| < n(G)− α0(G) = |A|+ |C|, (Por (3) y (4))

Luego, como C ⊆ I, se encuentra que hay algunos 1 ≤ i ≤ r tal que ai, bi /∈ I.

como I es independiente y dominante, esto implica que: hay algunos 1 ≤ j ≤ r

tal que ai, bi ∈ N(bj) y bi ∈ I, o hay dos indices diferentes 1 ≤ j, k ≤ r tal que

ai ∈ N(bj), bi ∈ N(bk), bjbk /∈ E con bj, bk ∈ I, o ai ∈ N(bj), bi ∈ N(ak), bi ∈

N(ak), bjak /∈ E con bj, ak ∈ I.

Se puede observar que todas estas posibilidades contradicen a v) y vi).

Por lo tanto, i(G) + α0(G) = n(G). �

Proposición 2.1. Sea G = (V,E) un grafo con un matching perfecto M . Esto puede

ser claro en tiempo polinomial, si hay una partición V = A ∪B tal que:

(i) A es independiente.

(ii) A contiene exactamente un punto final y cada lado en M .

Si este tipo de partición existe, entonces una de esta partición puede ser fun-

damentada en tiempo polinomial.
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Prueba:

Figura 2.2: C = (x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x̄3) ∧ (x̄3 ∨ x4) ∧ (x3 ∨ x4).

Sea G = (V,E) un grafo y M = {xix̄i|1 ≤ i ≤ r}. Se considera los xi como

variables de Booleana con ¯̄xi = xi para 1 ≤ i ≤ r.

La fórmula para el instance de 2− Sat es:

C =
∧

uv∈E\M(ū ∨ v̄) (1)

En la figura 13, Dado G = (V,E) y M = {(x1x̄1), (x2x̄2), (x3x̄3), (x4x̄4)}

Aplicando (1) se tiene:

C = (¯̄x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄2 ∨ ¯̄x3) ∧ (¯̄x2 ∨ x̄3) ∧ (x̄3 ∨ ¯̄x4) ∧ (¯̄x3 ∨ ¯̄x4)

Luego, C = (x1 ∨ x̄2) ∧ (x̄2 ∨ x3) ∧ (x2 ∨ x̄3) ∧ (x̄3 ∨ x4) ∧ (x3 ∨ x4)

Si se da una asignación verdadera que satisfaga a los xi, entonces se tiene los

siguientes casos:

Si xi ∈ A, x̄i ∈ B entonces xi es el conjunto verdadero, y si x̄i ∈ A, xi ∈ B

entonces xi es el conjunto falso.

Si uv ∈ E para algunos u, v ∈ A entonces uv ∈ E\M y C contiene la clausura

ū ∨ v̄, la cual no es satisfactoria, entonces A es un conjunto independiente.

Por otro lado, si se da una partición V = A ∪B, entonces cada variable en A

es ”verdadera”, y cada variable en B es ”falsa”, definiendo una asignación verdadera

para los xi. Ya que A es independiente, para cada clausura ū ∨ v̄ ya que uv ∈ E\M

uno de u o v debe estar en B lo cual implica que ū o v̄ es ”verdadero” y la clausura

es satisfactoria.
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Observe que el número de variables en C es |V |
2

y el número de clausuras en

C es |E| − |V |
2
.

Por lo tanto, este tipo de partición existe, y una de esta partición puede ser

fundamentada en tiempo polinomial. �

Teorema 2.2. Sea G = (V,E) un grafo. Puede ser resuelto en tiempo polinomial si

i(G) + α0(G) = n(G).

Prueba: Dado que los tres parámetros son aditivos con respecto a los componentes

de G. Se supone que G es conexo entonces:

En caso de que n(G) = 1 se dice que G es un grafo trivial, por lo tanto no

tiene matching, por lo que :

i(G) + α0(G) = 1 + 0 = n(G).

De aqúı se asume que n(G) ≥ 2. Se determina un matching máximo M de

G, esto puede ser en tiempo polinomial.

Si |M | ≤ n(G)
2

entonces G no tiene matching perfecto y por Teorema 2.1 se

concluye que:

i(G) + α0(G) < n(G).

Por lo tanto se asume que M es matching perfecto de G.

Se comprueba si hay una partición V = A ∪ B tal que A es independiente y

contiene exactamente un punto final de cada lado en M .

Si una de las particiones existe, entonces se determina una tal partición. Por

proposición 2.1, esto puede ser en tiempo polinomial.

Ahora, si no existe partición, entonces i(G) + α0(G) < n(G) por teorema 2.1.

De aqúı se asume que V = A ∪B es tal partición.

Se comprueba si la propiedad (v) y (vi) dadas en el teorema 2.1(b) son sa-

tisfactorias. Dado que estos involucran a lo sumo tres ı́ndices diferentes, esto puede

hacerse en tiempo polinomial.

Si (v) y (vi) son satisfactorias, entonces i(G) = n(G) − α0(G), por teorema

2.1
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Si (v) o (vi) no satisfacen, entonces se puede encontrar un conjunto de domi-

nación independiente I de G, mediante |I| < |M | = n(G) − α0(G), exactamente

como en la primera parte de la prueba del teorema 2.1

Entonces, i(G) < n(G)− α0(G) y la prueba se completa.

�

Teorema 2.3. Sea G = (V,E) un grafo sin vértices aislados. Entonces γ(G) ≤

α0(G).

Teorema 2.4. (Payan et al. 1982) Sea G = (V,E) un grafo sin vértices aislados.

Entonces γ(G) = n(G)
2

si y sólo si toda componente de G es un ciclo C4 o un grafo

corona con H ◦K1 para algún grafo conexo H.

Corolario 2.1. Sea G = (V,E) un grafo sin vértices aislados. Entonces γ(G) +

i(G) = n(G) si y sólo si toda componente de G es un ciclo C4 o un grafo corona con

H ◦K1 para algún grafo conexo H.

Proof. (⇒)

Por hipótesis γ(G) + i(G) = n(G)

Por teorema 2.3 se tiene que: γ(G) ≤ α0(G) (1)

Luego sumando i(G) en ambos lados de la desigualdad (1), queda que:

γ(G) + i(G) ≤ α0(G) + i(G) = n(G) y por hipótesis,

n(G) = γ(G) + i(G) ≤ α0(G) + i(G) = n(G)

Por lo tanto, α0(G) + i(G) = n(G). Entonces G no tiene vértices aislados, y

por teorema 2.1: i(G) = n(G)
2

Por lo que:

γ(G) + i(G) = n(G)

γ(G) +
n(G)

2
= n(G)

γ(G) = n(G)− n(G)

2

γ(G) =
n(G)

2
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Por lo tanto, γ(G) = n(G)
2

. Ahora por teorema 2.4 se tiene que todas las

componentes de G es un ciclo C4 o un grafo corona H ◦K1 para algún grafo conexo

H.

(⇐) Si G es un grafo corona entonces:

por teorema 2.4 se tiene que, γ(G) = n(G)
2

. Ahora por definición de iG) y por

la figura 14 , se puede observar que i(G) = n(G)
2

Entonces, γ(G) + i(G) = n(G)
2

+ n(G)
2

Figura 2.3: Ejemplo de un grafo corona para algún grafo conexo H.

Por lo tanto, γ(G) + i(G) = n(G).

O si es un C4, por la figura 15, se observa que:

n(G) = 4

γ(G) = 2

i(G) = 2

Entonces, γ(G) + i(G) = 2 + 2 = 4

Figura 2.4: Ejemplo de un ciclo C4.

Por lo tanto, γ(G) + i(G) = n(G).



CAPÍTULO 3

DISCUSIÓN Y RESULTADOS

En este caṕıtulo se introducen conceptos de nuevos grafos que surjieron al agre-

gar el αBip como un nuevo parámetro, para el desarrollo de los teoremas adaptados

a grafos bipartitos balanceados.

Definición 3.1. Se define el grafo J como la unión disjuntas de grafos G1, G2,G3,G4,

tal que αBip(G) > γ(G) y γ(G) + αBip(G) = 2n(G).

se denota: J = G1 ∪G2 ∪G3 ∪G4, donde:

Se define el grafo G1, como el grafo obtenido al agregarle n − 1 hojas a cada

vértices del grafo K1,1, con n ≥ 3.

Figura 3.1: Mı́nima representación del Grafo G1.

Se define el grafo G2, como el grafo obtenido por escoger del grafo G1 un par

de vértices de grado uno de clases distintas, y conectar a cada uno de ellos un camino

de longitud uno.

Figura 3.2: Grafo G2.

Se define el grafo G3, como el grafo obtenido por escoger del grafo G1 un par

de vértices de grado uno de clases distintas, y conectar a cada uno de ellos un camino

de longitud tres.
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Figura 3.3: Grafo G3.

Se define el grafo G4, como el grafo obtenido por escoger del grafo G1 un par de

vértices de grado uno de clases distintas, y conectar a cada uno de ellos un camino de

una determinada longitud, agregando una hoja en cada uno de los vértices de dicho

camino.

Figura 3.4: Grafo G4.

Teorema 3.1. (Payan et al. 1982) Sea G = (A,B,E) un grafo bipartito balanceado

sin vértices aislados de orden 2n. Entonces γ(G) = n(G) si y sólo si toda componente

de G es un ciclo C4 o un grafo corona para algún grafo bipartito balanceado conexo

H.

Prueba: (⇒)

Se considera cualquier conjunto mı́nimo T (G) = {e1, e2, e3, ...., er} la cual

cubre todos los vértices de G. Como |T | ≤ n(G) se tiene que γ(G) ≤ n(G). Por lo

tanto, γ(G) = n(G) si y sólo si el número de dominación de cualquier componente

conexa de G es igual a ni(G), donde ni(G) denota su número de vértices.

Por lo tanto, sin pérdida de generalidad se puede decir que G es conexo.

Como γ(G) = n(G), T puede ser un matching máximo de r = n(G) lados. Para
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cada ei ∈ T (G) y ei = aibi con ai ∈ A, bi ∈ B.

Se prueba primero que si r ≥ 3 entonces, para cada i, ai o bi tiene grado uno.

Si no existe i tal que ai y bi tiene al menos grado 2. Entonces G puede contener

uno de los subgrafos bipartitos generadores mostrado en la figura 20. Por lo que se

puede encontrar fácilmente un conjunto dominante de cardinalidad r− 1 < n(G), la

cual es una contradicción porque por hipótesis se tiene que γ(G) = n(G).

Por lo tanto, G es un grafo corona para algún grafo bipartito balanceado

conexo H.

Ahora si r ≤ 2 entonces G es isomorfo a uno de los grafos en la figura 21.

Por lo que se puede encontrar fácilmente un conjunto dominante de cardinalidad

r = n(G).

Por lo tanto, G es un ciclo C4 o un grafo corona para algún grafo bipartito

balanceado conexo H.

Figura 3.5: Ejemplo de grafos con γ(G) < n(G).

(⇐) Por hipótesis si G es el grafo corona entonces dicho grafo puede tener la siguiente

forma:

Luego, se toma un subconjunto de vértices de G, es decir, S ⊆ V (G), tal que

cada vértice que pertenece a V − S esta unido a (al menos) un vértice de S, por lo

que |S| = n(G). Ver figura 22.

Entonces por definición de γ(G) se puede concluir que γ(G) = |S| = n(G).

Por lo tanto, si G es un grafo corona entonces γ(G) = n(G)
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Figura 3.6: Ejemplo de grafos con γ(G) = n(G).

Figura 3.7: Grafo corona de un grafo bipartito balanceado conexo.

Por lo que, γ(G) = n(G) si y sólo si G es el grafo corona de algún grafo

bipartito conexo H.

O si es un C4, por la figura 23, se puede observar lo siguiente:

Los vértices xi, yj, con i = 1, 2, j = 1, 2 son dominantes, entonces γ(G) = 2 =

n(G)

Por lo tanto, γ(G) = n(G)

Figura 3.8: Grafo corona de un grafo bipartito C4.

�

Como inmediato corolario de este último teorema, se tiene el siguiente resul-

tado.
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Corolario 3.1. Sea G = (A,B,E) un grafo bipartito balanceado sin vértices aislados

de orden 2n. Si αBip(G) = γ(G) = n(G) entonces G es el grafo corona para algún

grafo bipartito balanceado conexo H.

Prueba: (Por reducción al absurdo):

Se supone que no es el grafo corona, entonces por teorema 3.1, se tiene que

γ(G) ̸= n(G), entonces esto contradice la hipótesis que αBip(G) = γ(G) = n(G). Por

lo que, G es el grafo corona.

Por lo tanto queda demostrado que: Si αBip(G) = γ(G) = n(G) entonces G

es el grafo corona para algún grafo bipartito balanceado conexo H.

�

Teorema 3.2. Sea G = (A,B,E) un grafo bipartito balanceado sin vértices aislados

de orden 2n. Entonces γ(G) + αBip(G) = 2n(G) si y sólo si G es el grafo corona

para algún grafo bipartito balanceado conexo H o el grafo J .

Prueba: (⇒)

(i) Si αBip(G) = γ(G), Y por hipótesis γ(G) + αBip(G) = 2n(G) entonces esto

quiere decir que αBip(G) = γ(G) = n(G), en consecuencia por corolario 3.1 se

puede afirmar que G es un grafo corona para algún grafo bipartito conexo H.

(ii) Si αBip(G) ̸= γ(G). Existen las siguientes posibilidades:

(a) αBip(G) < γ(G). Esta posibilidad no puede ocurrir, pues siempre en todo

grafo γ(G) ≤ n(G), en cambio existen grafos en donde αBip(G) > n(G).

(b) αBip(G) > γ(G) y por hipótesis γ(G) + αBip(G) = 2n(G), entonces se

puede afirmar que es el grafo J .

Por lo tanto, si γ(G) + αBip(G) = 2n(G) entonces G es el grafo corona para

algún grafo bipartito balanceado conexo H o el grafo J .

(⇐) Si G es el grafo corona de algún grafo bipartito balanceado conexo H.
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Se define T (G) como el cobertor de G, es decir, T (G) = {hi : hivi ∈ E(G), vi ∈

G−H, hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n}. Se puede observar que |T (G)| = γ(G), por definición de

γ(G).

Por lo que, |T (G)| = γ(G) = n(G).

De aqúı se obtiene que γ(G) = n(G). Ver figura 22.

Ahora, sea M = {vihi : vi ∈ G−H, hi ∈ H, 1 ≤ i ≤ n}. Entonces:

|M | = αBip(G) = n(G). Ver figura 22.

Por lo tanto,

αBip(G) + γ(G) = n(G) + n(G)

αBip(G) + γ(G) = 2n(G).

O si es el grafo J , se tiene que:

(i) Si es el grafo G1, se puede observar lo siguiente:

n(G1) = 3

γ(G1) = 2

αBip(G1) = 4

Entonces, γ(G1) + αBip(G1) = 2 + 4 = 6

Por lo tanto, γ(G1) + αBip(G1) = 2n(G).

(ii) Si es el grafo G2, se puede observar lo siguiente:
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n(G2) = 5

γ(G2) = 4

αBip(G2) = 6

Entonces, γ(G2) + αBip(G2) = 4 + 6 = 10

Por lo tanto, γ(G2) + αBip(G2) = 2n(G2).

(iii) Si es el grafo G3, se puede observar lo siguiente:

n(G3) = 7

γ(G3) = 6

αBip(G3) = 8

Entonces, γ(G3) + αBip(G3) = 6 + 8 = 14

Por lo tanto, γ(G3) + αBip(G3) = 2n(G3).

(iv) Si es el grafo G4, se puede observar lo siguiente:

n(G4) = 7

γ(G4) = 6

αBip(G4) = 8

Entonces, γ(G4) + αBip(G4) = 6 + 8 = 14
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Por lo tanto, γ(G4) + αBip(G4) = 2n(G4).

�



CONCLUSIÓN

Se resume a continuación las conclusiones obtenidas en este trabajo:

Se logró la adaptación de algunos resultados dados por Rautenbach y Volk-

mann a grafos bipartitos balanceados, usando αBip como un nuevo parámetro.

Se consiguieron nuevos grafos que cumplen con las condiciones de los resulta-

dos adaptados a grafos bipartitos.
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