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Resumen

Dado un espacio topológico (X, τ) sobre el que se considera un ideal, se estu-

dian las nociones de ΛI-conjuntos, conjuntos I-g-cerrados, conjuntos ΛI-cerrados,

Λs
I-conjuntos, conjuntos I-gs-cerrados y conjuntos Λs

I-cerrados. Además, se ca-

racterizan las propiedades de separación I-T1, I-T1/2, semi-I-T1 y semi-I-T1/2, las

cuales generalizan algunas propiedades clásicas de separación. De igual manera, se

introducen y caracterizan nuevas variantes de funciones continuas en términos de

los conjuntos mencionados anteriormente, se investigan las relaciones existentes

entre éstas y se estudia el comportamiento de nuevas nociones de compacidad y

conexidad, bajo imágenes directas de este tipo de funciones.
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Introducción

En 1966, Kuratowski [8] utiliza la idea de ideales sobre espacios topológicos

para generalizar la noción de clausura de un conjunto, introduciendo el concepto

de función local de un conjunto con respecto a un ideal y una topoloǵıa. Posterior-

mente, en 1990, Jankovic y Hamlett [6] estudian ciertas propiedades locales y glo-

bales que involucran la noción de ideal sobre un espacio topológico. En particular,

estos autores definen un operador clausura de Kuratowski, Cl⋆, usando la noción

de función local y demuestran que la topoloǵıa generada por Cl⋆ es más fina que

la topoloǵıa original del espacio. En 1992, Jankovic y Hamlett [7] introducen la

noción formada por los conjuntos I-abiertos en espacios topológicos v́ıa ideales,

la cual es independiente de la clase formada por los conjuntos abiertos. Emplean-

do el operador Cl⋆, Hatir y Noiri [4], en 2002, definen las nociones de conjuntos

α-I-abiertos, semi-I-abiertos y β-I-abiertos y utilizan estas nociones para obte-

ner ciertas descomposiciones de continuidad. Las clases de conjuntos α-I-abiertos,

semi-I-abiertos y β-I-abiertos están respectivamente contenidas en las clases de

conjuntos α-abiertos, semi-abiertos y β-abiertos, introducidas por Nj̊astad [13],

Levine [9] y El-Monsef, El-Deeb y Mahmoud [1], respectivamente.

La noción de conjunto cerrado generalizado (abreviado g-cerrado) y el axioma

de separación T1/2 fueron introducidos por Levine [10] en el año 1970. De igual for-

ma, Maki [11] en 1996 introduce la noción de Λ-conjuntos en espacios topológicos,

como los conjuntos que coinciden con su kernel, donde el kernel de un conjunto

A es la intersección de todos los conjuntos abiertos que contienen a A. En 1997,

Arenas, Dontchev y Ganster [2] introducen y estudian las nociones de conjuntos

λ-cerrados y λ-abiertos, empleando Λ-conjuntos y conjuntos cerrados. Además,

estos autores utilizan los conjuntos λ-cerrados para caracterizar el axioma T1/2.



En este contexto, Dontchev y Maki [3] en el año 1997 introducen las nociones

de Λs-conjuntos y conjuntos semi-λ-cerrados de manera similar a los Λ-conjuntos

introducidos en [11] y los conjuntos λ-cerrados introducidos en [2], reemplazando

los conjuntos abiertos por los semi-abiertos.

Recientemente, algunos autores (ver [14] y [15]) se han dedicado a introducir

y estudiar ciertas clases de Λ-conjuntos, conjuntos λ-cerrados, Λs-conjuntos, con-

juntos semi-λ-cerrados y g-cerrados, reemplazando las clases de conjuntos abiertos

y semi-abiertos por las de conjuntos I-abiertos y semi-I-abiertos, en el contexto

de espacios topológicos dotados de un ideal. Este hecho motivó a realizar un estu-

dio de propiedades topológicas relacionadas con las modificaciones de Λ-conjuntos

antes mencionadas.

El aporte principal de este trabajo es la presentación organizada y detallada

de resultados relacionados con la noción de ΛI-conjuntos introducida por Noiri y

Keskin [14] y la noción de Λs
I-conjuntos introducida por Sanabria, Rosas y Car-

pintero [15]. Además, se proporcionan nuevos ejemplos, contraejemplos y algunas

pruebas que ayudan a mejorar la comprensión del tema en cuestión. También, se

introducen y se estudian nuevas variantes de continuidad, aśı como nuevas nocio-

nes de compacidad y conexidad empleando ciertas clases de conjuntos derivadas

de las nociones de ΛI-conjuntos y Λs
I-conjuntos.

El trabajo está organizado en tres caṕıtulos. En el primer caṕıtulo se introdu-

cen algunos conceptos conocidos en el ambiente de topoloǵıa general, y se estudian

de manera generalizada empleando la noción de ideal sobre un espacio topológico,

aśı como algunos resultados asociados con esta noción, los cuales se utilizarán a

lo largo del trabajo.
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En el segundo caṕıtulo se introducen y estudian las nociones de ΛI-conjuntos,

conjuntos I-g-cerrados y ΛI-cerrados. Se establecen caracterizaciones de dos pro-

piedades de separación denominadas I-T1 y I-T1/2 usando ΛI-conjuntos y conjun-

tos I-g-cerrados y ΛI-cerrados, respectivamente. Además, se definen y se caracte-

rizan las funciones ΛI-continuas, cuasi-ΛI-continuas y ΛI-irresolutas. También, se

introducen las nociones de ΛI-compacidad y ΛI-conexidad para estudiar su com-

portamiento bajo las imágenes directas de las nuevas variantes de continuidad

definidas en este caṕıtulo.

En el tercer caṕıtulo se introducen y se estudian las nociones de Λs
I-conjuntos,

conjuntos I-gs-cerrados y Λs
I-cerrados. Se establecen caracterizaciones de dos pro-

piedades de separación denominadas semi-I-T1 y semi-I-T1/2 usando Λs
I-conjuntos

y conjuntos I-gs-cerrados y Λs
I-cerrados, respectivamente. Se definen y se carac-

terizan las funciones Λs
I-continuas, cuasi-Λ

s
I-continuas y Λs

I-irresolutas. Además,

se introducen las nociones de Λs
I-compacidad y Λs

I-conexidad para estudiar su

comportamiento bajo las imágenes directas de las nuevas clase de funciones men-

cionadas anteriormente.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se introducen ciertas clases de conjuntos, los cuales gene-

ralizan las nociones clásicas de conjuntos abiertos y conjuntos cerrados de un

espacio topológico, a través del concepto de ideal sobre un espacio topológico. Se

estudian también algunas propiedades relativas a estas clases de conjuntos, que

serán empleadas en los próximos dos caṕıtulos. En el desarrollo de este trabajo,

Int(A) y Cl(A) denotarán el interior y la clausura de A ⊂ X, respectivamente.

Para más detalles de los temas tratados en este caṕıtulo se recomienda consultar

[1], [4], [5], [6], [8], [9] y [11].

En el contexto de un espacio topológico se han definido las siguientes genera-

lizaciones de conjuntos abiertos.

Definición 1.1 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) se dice:

(1) Semi-abierto, si A ⊂ Cl(Int(A)).

(2) Pre-abierto, si A ⊂ Int(Cl(A)).

La familia de los conjuntos semi-abiertos (resp. pre-abiertos) se denota por SO(X, τ)

(resp. PO(X, τ)). Los complementos de los conjuntos semi-abiertos (resp. pre-

abiertos) son llamados conjuntos semi-cerrados (resp. pre-cerrados). Para un sub-

conjunto A de (X, τ), la semi-clausura (resp. pre-clausura), denotada por sCl(A)

(resp. pCl(A)), se define como la intersección de todos los conjuntos semi-cerrados

(resp. pre-cerrados) de X que contienen al conjunto A.

A continuación se introduce la noción de conjunto cerrado generalizado (abre-

viado g-cerrado) junto con dos nuevas clases de conjuntos g-cerrados que serán

generalizados en los caṕıtulos posteriores.



Definición 1.2 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) se dice:

(1) g-cerrado, si Cl(A) ⊂ U siempre que A ⊂ U y U ∈ τ .

(2) sg∗-cerrado, si Cl(A) ⊂ U siempre que A ⊂ U y U ∈ SO(X, τ).

(3) pg∗-cerrado, si Cl(A) ⊂ U siempre que A ⊂ U y U ∈ PO(X, τ).

Seguidamente se introduce el concepto del kernel de un subconjunto de un

espacio topológico introducido por Maki [11] y otros conceptos similares descritos

mediante conjuntos semi-abiertos y conjuntos pre-abiertos.

Definición 1.3 Sea (X, τ) un espacio topológico y A un subconjunto de X.

(1) La intersección de todos los conjuntos abiertos que contienen a A se denomina

kernel de A y se denota por Ker(A). Es decir, Ker(A) =
∩
{U : A ⊂ U, U ∈

τ}.

(2) La intersección de todos los conjuntos semi-abiertos que contienen a A se

denomina semi-kernel de A y se denota por sKer(A). Es decir, sKer(A) =∩
{U : A ⊂ U, U ∈ SO(X, τ)}.

(3) La intersección de todos los conjuntos pre-abiertos que contienen a A se deno-

mina pre-kernel de A y se denota por pKer(A). Es decir, pKer(A) =
∩
{U :

A ⊂ U, U ∈ PO(X, τ)}.

Puesto que uno de los objetivos principales de este trabajo es estudiar mo-

dificaciones de la noción de Λ-conjunto v́ıa ideales sobre espacios topológicos, a

continuación se define esta y otras nociones relacionadas con la misma.

Definición 1.4 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) se dice:

(1) Λ-conjunto, si A = Ker(A).

(2) Λs-conjunto, si A = sKer(A).
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(3) Λp-conjunto, si A = pKer(A).

A continuación se introduce la noción de ideal sobre un espacio topológico, la

cual permitirá introducir otras nociones que, en cierto sentido, generalizan a las

nociones descritas en las Definiciones 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4.

Definición 1.5 Un ideal I sobre un espacio topológico (X, τ) es una colección no

vaćıa de subconjuntos de X, que satisface las siguientes propiedades:

(1) Si A ∈ I y B ⊂ A, entonces B ∈ I (hereditaria).

(2) Si A ∈ I y B ∈ I, entonces A ∪B ∈ I (aditiva).

Observe que si I es un ideal, entonces ∅ ∈ I, puesto que ∅ ⊂ A para cualquier

A ∈ I.

Ejemplo 1.1 Sea (X, τ) un espacio topológico. Las siguientes colecciones son

ideales sobre X:

(1) {∅} y P (X) = {A : A ⊆ X}.

(2) La colección F de todos los subconjuntos finitos de (X, τ).

(3) La colección C de todos los subconjuntos contables de (X, τ).

(4) La colección N de todos los subconjuntos nunca densos de (X, τ).

A lo largo de este trabajo, la terna (X, τ, I) denotará un espacio topológi-

co (X, τ) junto con un ideal I sobre X y será simplemente llamado un espacio

topológico.

Definición 1.6 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. Para cada subconjunto A de

X, se define la función local de A con respecto a I y τ de la siguiente manera:

A⋆(I, τ) = {x ∈ X : U ∩ A /∈ I, para cada U ∈ τ(x)},
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donde τ(x) = {U ∈ τ : x ∈ U}.

Cuando no exista confusión, se escribirá A⋆ en lugar de A⋆(I, τ). En el siguiente

ejemplo se muestra que, en general, X⋆ es un subconjunto propio de X.

Ejemplo 1.2 Sea X = {a, b, c} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}} y el

ideal I = {∅, {a}}. Observe que X⋆ = {b, c} $ X.

En el caso que X⋆ = X se tiene la siguiente definición.

Definición 1.7 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice que es un espacio Hayashi-

Samuels (abreviado E.H.S.) si X⋆ = X ó equivalentemente, τ ∩ I = {∅}.

La noción de espacio Hayashi-Samuels también se menciona en la literatura

denominando al ideal como τ -acotado o codenso.

Teorema 1.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. Para cada subconjunto A de

X, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si I = {∅}, entonces A⋆ = Cl(A).

(2) Si I = P (X), entonces A⋆ = ∅.

Demostración:

(1) Suponga que I = {∅}, entonces A⋆ = {x ∈ X : U ∩ A /∈ {∅}, para cada U ∈

τ(x)} = {x ∈ X : U ∩ A ̸= ∅, para cada U ∈ τ(x)} = Cl(A).

(2) Suponga que I = P (X), entonces A⋆ = {x ∈ X : U ∩ A /∈ P (X), para cada

U ∈ τ(x)} = {x ∈ X : U ∩ A * X, para cada U ∈ τ(x)} = ∅.

Lema 1.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. Si A y B son subconjuntos de X,

entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Si A ⊂ B, entonces A⋆ ⊂ B⋆.
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(2) A⋆ = Cl(A⋆) ⊂ Cl(A).

(3) (A⋆)⋆ ⊂ A⋆.

(4) ∅⋆ = ∅.

(5) (A ∪B)⋆ = A⋆ ∪B⋆.

(6) Si U ∈ τ , entonces U ∩ A⋆ = U ∩ (U ∩ A)⋆ ⊂ (U ∩ A)⋆.

Demostración:

(1) Suponga que x /∈ B⋆, entonces existe U ∈ τ(x) tal que U ∩ B ∈ I y como

A ⊂ B se tiene que U ∩ A ⊂ U ∩ B. Por la propiedad hereditaria de I, se sigue

que U ∩ A ∈ I y por lo tanto, x /∈ A⋆.

(2) Sea x ∈ Cl(A⋆) y U ∈ τ(x), entonces U ∩ A⋆ ̸= ∅, por lo que existe un punto

y ∈ U∩A⋆, de modo que y ∈ U y y ∈ A⋆. Puesto que U ∈ τ(y), entonces U∩A /∈ I

y aśı x ∈ A⋆. Por otra parte, dado que A⋆ ⊂ Cl(A⋆) se concluye que A⋆ = Cl(A⋆).

Para demostrar que Cl(A⋆) ⊂ Cl(A), suponga que x ∈ Cl(A⋆) = A⋆ entonces

U ∩ A /∈ I para todo U ∈ τ(x), y aśı U ∩ A ̸= ∅ para todo U ∈ τ(x), por lo que

x ∈ Cl(A) y aśı Cl(A⋆) ⊂ Cl(A).

(3) Por la parte (2), A⋆ = Cl(A⋆) ⊂ Cl(A) para cada subconjunto A de X. En

particular, para A⋆ se tiene que (A⋆)⋆ ⊂ Cl(A⋆) = A⋆.

(4) Suponga que existe x ∈ ∅⋆ y sea U ∈ τ(x), entonces U ∩ ∅ /∈ I y U ∩ ∅ = ∅,

por lo que ∅ /∈ I y esto es una contradicción, pues ∅ ∈ I. Por lo tanto, no existe

un elemento x ∈ ∅⋆ y en consecuencia ∅⋆ = ∅.

(5) Por la parte (1), tenemos que A⋆ ⊂ (A ∪ B)⋆ y B⋆ ⊂ (A ∪ B)⋆. Por lo tanto,

A⋆ ∪ B⋆ ⊂ (A ∪ B)⋆. Para demostrar que (A ∪ B)⋆ ⊂ A⋆ ∪ B⋆, suponga que

x /∈ A⋆ ∪ B⋆, entonces existen U ∈ τ(x) y V ∈ τ(x) tales que U ∩ A ∈ I y

V ∩ B ∈ I. Puesto que U ∩ V ⊂ U , entonces (U ∩ V ) ∩ A ⊂ U ∩ A y como

U ∩ A ∈ I se obtiene que (U ∩ V ) ∩ A ∈ I. Análogamente, se puede concluir que
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(U ∩V )∩B ∈ I, por lo que (U ∩V )∩ (A∪B) = [(U ∩V )∩A]∪ [(U ∩V )∩B] ∈ I,

es decir, (U ∩ V ) ∩ (A ∪B) ∈ I, en consecuencia x /∈ (A ∪B)⋆.

(6) Sean U ∈ τ , x ∈ U ∩ A⋆ y V ∈ τ(x), entonces x ∈ (U ∩ V ), (U ∩ V ) ∈ τ(x) y

x ∈ A⋆, por lo que V ∩ (U ∩ A) /∈ I y x ∈ (U ∩ A)⋆. De esta manera, U ∩ A⋆ ⊂

(U ∩ A)⋆, U ∩ A⋆ ⊂ U y se concluye que U ∩ A⋆ ⊂ U ∩ (U ∩ A)⋆. Por otra parte,

la inclusión U ∩A ⊂ A implica que (U ∩A)⋆ ⊂ A⋆ y U ∩ (U ∩A)⋆ ⊂ U ∩A⋆. Por

lo tanto, U ∩ A⋆ = U ∩ (U ∩ A)⋆ ⊂ (U ∩ A)⋆.

Lema 1.2 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y {Aα : α ∈ ∆} una colección de

subconjuntos de X. Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) (
∩
{Aα : α ∈ ∆})⋆ ⊂

∩
{A⋆

α : α ∈ ∆}.

(2) (
∪
{Aα : α ∈ ∆})⋆ =

∪
{A⋆

α : α ∈ ∆}, si ∆ es finito.

Demostración:

(1) Para cada α ∈ ∆, se tiene que
∩
{Aα : α ∈ ∆} ⊂ Aα y por la parte (1) del Lema

1.1, (
∩
{Aα : α ∈ ∆})⋆ ⊂ A⋆

α. Por lo tanto, (
∩
{Aα : α ∈ ∆})⋆ ⊂

∩
{A⋆

α : α ∈ ∆}.

(2) Por la parte (5) del Lema 1.1, se tiene que (A ∪ B)⋆ = A⋆ ∪ B⋆ para cada

par de subconjuntos A y B de X. Luego, si ∆ es finito entonces por inducción

matemática, se concluye que (
∪
{Aα : α ∈ ∆})⋆ =

∪
{A⋆

α : α ∈ ∆}

Recuerde que si P (X) es el conjunto de partes de X, un operador clausura

de Kuratowski es una función γ : P (X) → P (X) que satisface las siguientes

propiedades:

(1) γ(∅) = ∅.

(2) Si A ∈ P (X), entonces A ⊂ γ(A).

(3) Si A,B ∈ P (X), entonces γ(A ∪B) = γ(A) ∪ γ(B).
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(4) Si A ∈ P (X), entonces γ(γ(A)) = γ(A).

Además, {A ∈ P (X) : γ(A) = A} es una colección de conjuntos cerrados para

una topoloǵıa sobre X.

Definición 1.8 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. Para cada subconjunto A de

X, se define Cl⋆(A) como la unión de A con A⋆, es decir, Cl⋆(A) = A ∪ A⋆.

Observe que si I = {∅}, entonces para cada subconjunto A de X tenemos que

Cl⋆(A) = A ∪ A⋆ = A ∪ Cl(A) = Cl(A).

Proposición 1.1 Cl⋆ es un operador clausura de Kuratowski.

Demostración:

Se verifica que Cl⋆ satisface las propiedades deseadas:

(1) Puesto que Cl⋆(∅) = ∅⋆ ∪ ∅ y ∅⋆ = ∅, entonces Cl⋆(∅) = ∅.

(2) Si A ∈ P (X), entonces A ⊂ A⋆ ∪ A = Cl⋆(A).

(3) Si A,B ∈ P (X), se tiene que Cl⋆(A) ∪ Cl⋆(B) = (A ∪ A⋆) ∪ (B ∪ B⋆) =

(A ∪B) ∪ (A⋆ ∪B⋆) = (A ∪B) ∪ (A ∪B)⋆ = Cl⋆(A ∪B).

(4) Si A ∈ P (X), entonces por la parte (2), Cl⋆(A) ⊂ Cl⋆(Cl⋆(A)). Por otra parte,

Cl⋆(Cl⋆(A)) = (Cl⋆(A))⋆ ∪ Cl⋆(A) = (A ∪A⋆)⋆ ∪ Cl⋆(A) = A⋆ ∪ (A⋆)⋆ ∪ Cl⋆(A) ⊂

A⋆ ∪ Cl⋆(A) = Cl⋆(A). Por lo tanto, Cl⋆(Cl⋆(A)) = Cl⋆(A).

En virtud del teorema anterior, si (X, τ, I) es un espacio topológico se denota

por τ ⋆ a la topoloǵıa generada por Cl⋆, esto es, τ ⋆ = {U ∈ P (X) : Cl⋆(X − U) =

X − U}. Los elementos de τ ⋆ son llamados τ ⋆-abiertos y el complemento de un

τ ⋆-abierto es llamado τ ⋆-cerrado.

Lema 1.3 Si {Aα : α ∈ ∆} es la colección de conjuntos τ ⋆-cerrados de un espacio

topológico (X, τ, I), entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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(1)
∩
{Aα : α ∈ ∆′} es un conjunto τ ⋆-cerrado para cualquier subconjunto ∆′ de

∆.

(2)
∪
{Aα : α ∈ ∆0} es un conjunto τ ⋆-cerrado para cualquier subconjunto finito

∆0 de ∆.

Demostración:

La prueba es una consecuencia inmediata de las leyes de De Morgan y la dualidad

entre las nociones de conjuntos τ ⋆-abiertos y τ ⋆-cerrados.

Proposición 1.2 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) es τ ⋆-

cerrado si y sólo si A⋆ ⊂ A.

Demostración:

Suponga que A es τ ⋆-cerrado, entonces Cl⋆(A) = A. En consecuencia, A⋆∪A = A

y por lo tanto, A⋆ ⊂ A. Rećıprocamente, suponga que A⋆ ⊂ A. Puesto que

Cl⋆(A) = A⋆ ∪ A y A⋆ ∪ A ⊂ A, entonces Cl⋆(A) ⊂ A. Por la Proposición 1.1,

se tiene que A ⊂ Cl⋆(A) y aśı, se obtiene que Cl⋆(A) = A. Esto demuestra que

X − A es τ ⋆-abierto y por lo tanto, A es τ ⋆-cerrado.

Observación 1.1 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I), en-

tonces del Lema 1.1, se deduce que (Cl⋆(A))⋆ = (A ∪ A⋆)⋆ = A⋆ ∪ (A⋆)⋆ ⊂ A⋆ ⊂

Cl⋆(A) y de esta manera, Cl⋆(A) es un conjunto τ ⋆-cerrado.

Proposición 1.3 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X.

Entonces A⋆ − A no contiene ningún conjunto τ ⋆-abierto no vaćıo.

Demostración:

Suponga que A ⊂ X y U es un conjunto τ ⋆-abierto tal que U ⊂ A⋆ −A, entonces

U ⊂ A⋆ − A ⊂ X − A, A ⊂ X − U y X − U es τ ⋆-cerrado. Por la parte (3) del
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Lema 1.1 y la Proposición 1.2, se obtiene que A⋆ ⊂ (X − U)⋆ ⊂ X − U y aśı,

U ⊂ X −A⋆. Puesto que U ⊂ A⋆ se tiene que U ⊂ (X −A⋆)∩A⋆ = ∅, por lo que

U = ∅ y de esta manera, A⋆−A no contiene ningún conjunto τ ⋆-abierto no vaćıo.

Observación 1.2 Observe que si U ∈ τ ⋆, entonces X − U es τ ⋆-cerrado y aśı,

(X−U)⋆ ⊂ X−U o equivalentemente U ⊂ X− (X−U)⋆. Por lo tanto, si x ∈ U

entonces x /∈ (X−U)⋆ y aśı, existe un conjunto V ∈ τ(x) tal que (X−U)∩V ∈ I.

Si se define J = (X − U) ∩ V se obtiene x ∈ V − J ⊂ U , donde V ∈ τ y J ∈ I.

Este hecho sugiere el siguiente resultado.

Proposición 1.4 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. La colección β(I, τ) = {U−

J : U ∈ τ y J ∈ I} es una base para la topoloǵıa τ ⋆.

Demostración:

Sea U ∈ τ , J ∈ I entonces el conjunto A = X − (U − J) = X − (U ∩ (X − J)) =

(X − U) ∪ J es τ ⋆-cerrado, pues x /∈ A si y sólo si x ∈ U − J , por lo tanto x ∈ U

y U ∩ A = U ∩ (X − (U − J)) = U ∩ ((X − U) ∪ J) = U ∩ J ∈ I, aśı que x /∈ A⋆

y A⋆ ⊂ A. Por lo tanto, β(I, τ) ⊂ τ ⋆.

Por otra parte, de la Observación 1.2, se obtiene que todo elemento U ∈ τ ⋆ se

puede expresar como la unión de conjuntos en β(I, τ). De esta manera, β(I, τ) es

una base para la topoloǵıa τ ⋆.

Definición 1.9 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice:

(1) ⋆-perfecto, si A = A⋆.

(2) I-abierto, si A ⊂ Int(A⋆).

(3) Semi-I-abierto, si A ⊂ Cl⋆(Int(A)).
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La familia de los conjuntos I-abiertos (resp. semi-I-abiertos) es denotada por

IO(X, τ) (resp. SIO(X, τ)). Los complementos de los conjuntos I-abiertos (resp.

semi-I-abiertos) son llamados conjuntos I-cerrados (resp. semi-I-cerrados). Ob-

serve que en cualquier espacio topológico (X, τ, I) se tiene que ∅⋆ = ∅, por lo que

∅ es un conjunto I-abierto, pero X no necesariamente es un conjunto I-abierto ya

que en general, X⋆ es un subconjunto propio de X como se mostró en el Ejemplo

1.2. Ahora bien, si (X, τ, I) es un E.H.S, entonces X es un conjunto I-abierto,

pues en este caso X⋆ = X. Por otra parte, ∅ y X siempre son conjuntos semi-I-

abiertos en cualquier espacio topológico (X, τ, I).

Los siguientes dos ejemplos muestran que las nociones de conjuntos abiertos y

conjuntos I-abiertos son independientes.

Ejemplo 1.3 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {d}, {a, c}, {a, c, d}}

y el ideal I = {∅, {c}, {d}, {c, d}}. Si A = {a, c, d}, entonces A es un conjunto

abierto, pero A no es un conjunto I-abierto, ya que A⋆ = {a, c, d}⋆ = {a, b, c} y

A = {a, c, d} ̸⊂ Int(A⋆) = Int({a, b, c}) = {a, c}.

Ejemplo 1.4 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {c}, {a, b}, {a, b, c}}

y el ideal I = {∅, {a}}. Si A = {b, c, d}, entonces A⋆ = X y A = {b, c, d} ⊂ X =

Int(X) = Int(A⋆). Por lo tanto, A = {b, c, d} es un conjunto I-abierto, pero no es

un conjunto abierto.

Teorema 1.2 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes propie-

dades se satisfacen:

(1) Todo conjunto I-abierto es un conjunto pre-abierto.

(2) Todo conjunto abierto es un conjunto semi-I-abierto.

(3) Todo conjunto semi-I-abierto es un conjunto semi-abierto.
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Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto I-abierto, entonces A ⊂ Int(A⋆) y como A⋆ ⊂

Cl(A), se obtiene que A ⊂ Int(A⋆) ⊂ Int(Cl(A)) y aśı A es pre-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces A = Int(A) y aśı Cl⋆(A) =

Cl⋆(Int(A)). Por lo tanto, A ⊂ Cl⋆(A) = Cl⋆(Int(A)) y A es semi-I-abierto.

(3) Suponga que A es semi-I-abierto, entonces A ⊂ Cl⋆(Int(A)). Por el Lema 1.1,

(Int(A))⋆ ⊂ Cl(Int(A)) y aśı A ⊂ Cl⋆(Int(A)) = Int(A) ∪ (Int(A))⋆ ⊂ Cl(Int(A)),

lo que demuestra que A es semi-abierto.

Los siguientes tres ejemplos muestran que, los rećıprocos de las implicaciones

del Teorema 1.2 no son ciertos en general:

Ejemplo 1.5 El conjunto A = {a, c, d} dado en el Ejemplo 1.3, es un conjunto

abierto y por lo tanto pre-abierto, pero no es I-abierto.

Ejemplo 1.6 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {d}, {a, c}}, {a, c, d}}

y el ideal I = {∅, {c}, {d}, {c, d}}. El conjunto A = {a, b, c} es semi-I-abierto ya

que A = {a, b, c} = {a, c} ∪ {a, b, c} = Int(A) ∪ (Int(A))⋆ ⊂ Cl⋆(Int(A)), pero no

es abierto.

Ejemplo 1.7 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a}} y el ideal

I = {∅, {a}}. El conjunto A = {a, d} es semi-abierto ya que A ⊂ X = Cl({a}) =

Cl(Int(A)), pero no es semi-I-abierto pues A ̸⊂ {a} = ∅ ∪ {a} = (Int(A))⋆ ∪

Int(A) = Cl⋆(Int(A)).

Observe que el conjunto A = {a, c, d} dado en el Ejemplo 1.3, es un conjunto

semi-I-abierto que no es I-abierto. En el siguiente ejemplo se muestra que existe

un conjunto I-abierto que no es semi-I-abierto y aśı, se concluye que las nociones

de conjuntos I-abiertos y conjuntos semi-I-abiertos son independientes.

Ejemplo 1.8 Sea (R, τ) los números reales con la topoloǵıa usual y F el ideal de

todos los subconjuntos finitos de R. Si Q es el conjunto de los números racionales,
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entonces Q⋆(F , τ) = R y Q ⊂ R ⊂ Int(R) ⊂ Int(Q⋆(F , τ)), por lo que Q es un

conjunto I-abierto y puesto que Q ̸⊂ ∅ = Cl⋆(∅) = Cl⋆(Int(Q)), entonces Q no es

un conjunto semi-I-abierto.

Observación 1.3 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I) donde

I = {∅}, entonces:

(1) A es I-abierto si y sólo si A es pre-abierto.

(2) A es semi-I-abierto si y sólo si A es semi-abierto.

Lema 1.4 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A, B subconjuntos de X.

(1) Si Uα ∈ IO(X, τ) para cada α ∈ ∆ entonces
∪
{Aα : α ∈ ∆} ∈ IO(X, τ).

(2) Si A ∈ IO(X, τ) y B ∈ τ , entonces A ∩B ∈ IO(X, τ).

Demostración:

(1) Suponga que Uα ∈ IO(X, τ) para cada α ∈ ∆, entonces Uα ⊂ Int(U⋆
α) para

cada α ∈ ∆. Por la parte (1) del Lema 1.1, se obtiene que:∪
α∈∆

Uα ⊂
∪
α∈∆

Int(U⋆
α) ⊂ Int

(∪
α∈∆

U⋆
α

)
⊂ Int

((∪
α∈∆

Uα

)⋆)
.

Esto demuestra que
∪
α∈∆

Uα ∈ IO(X, τ).

(2) Suponga que A ∈ IO(X, τ) y B ∈ τ , entonces A ⊂ Int(A⋆) y usando la

parte (6) del Lema 1.1, se obtiene que:

A ∩B ⊂ Int(A⋆) ∩B = Int(A⋆) ∩ Int(B)

= Int(A⋆ ∩B) ⊂ Int((A ∩B)⋆).

Esto demuestra que A ∩B ∈ IO(X, τ).

El siguiente ejemplo muestra que la intersección de dos conjuntos I-abiertos

no necesariamente es un conjunto I-abierto.
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Ejemplo 1.9 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a, b}, {a, b, c}} y el

ideal I = {∅}, entonces A = {a, c} y B = {b, c, d} son conjuntos I-abiertos, ya que

A = {a, c} ⊂ X = Int(X) = Int(A⋆) y B = {b, c, d} ⊂ X = Int(X) = Int(B⋆),

pero A ∩ B = {c} no es un conjunto I-abierto porque A ∩ B = {c} ̸⊂ ∅ =

Int({c, d}) = Int({c}⋆).

Lema 1.5 Sea (X, τ, I) un espacio topológico. A, B subconjuntos de X y {Uα :

α ∈ ∆} una familia de subconjuntos de X, entonces:

(1) Si Uα ∈ SIO(X, τ) para cada α ∈ ∆, entonces
∪
{Uα : α ∈ ∆} ∈ SIO(X, τ).

(2) Si A ∈ SIO(X, τ) y B ∈ τ , entonces A ∩B ∈ SIO(X, τ).

Demostración:

(1) Suponga que Uα ∈ SIO(X, τ) para cada α ∈ ∆, entonces Uα ⊂ Cl⋆(Int(Uα))

para cada α ∈ ∆. Por la parte (1) del Lema 1.1, se obtiene que:∪
α∈∆

Uα ⊂
∪
α∈∆

Cl⋆(Int(Uα)) ⊂
∪
α∈∆

{(Int(Uα))
⋆ ∪ Int(Uα)}

⊂

(∪
α∈∆

Int(Uα)

)⋆

∪ Int

(∪
α∈∆

Uα

)

⊂

(
Int

(∪
α∈∆

Uα

))⋆

∪ Int

(∪
α∈∆

Uα

)

= Cl⋆

(
Int

(∪
α∈∆

Uα

))
.

Esto demuestra que
∪
α∈∆

Uα ∈ SIO(X, τ).

(2) Suponga que A ∈ SIO(X, τ) y B ∈ τ , entonces A ⊂ Cl⋆(Int(A)) y por la parte
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(6) del Lema 1.1, se obtiene que:

A ∩B ⊂ Cl⋆(Int(A)) ∩B = ((Int(A))⋆ ∪ Int(A)) ∩B

= ((Int(A))⋆ ∩B) ∪ (Int(A) ∩B)

⊂ (Int(A) ∩B)⋆ ∪ Int(A ∩B)

= (Int(A ∩B))⋆ ∪ Int(A ∩B) = Cl⋆(Int(A ∩B)).

Esto demuestra que A ∩B ∈ SIO(X, τ).

El siguiente ejemplo muestra que la intersección de dos conjuntos semi-I-

abiertos no necesariamente es un conjunto semi-I-abierto.

Ejemplo 1.10 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, {a, b, d},

{a, b, c}, X} y el ideal I = {∅, {d}}, entonces A = {b, c, d} y B = {a, c, d} son con-

juntos semi-I-abiertos, ya que A = {b, c, d} ⊂ {b}∪{b, c, d} = Int(A)∪(Int(A))⋆ =

Cl⋆(Int(A)) y B = {a, c, d} ⊂ {a} ∪ {a, c, d} = Int(B) ∪ (Int(B))⋆ = Cl⋆(Int(B)),

pero A∩B = {b, c, d}∩ {a, c, d} = {c, d} no es un conjunto semi-I-abierto porque

A ∩B = {c, d} ̸⊂ ∅ = ∅ ∪ ∅ = Int(A ∩B) ∪ (Int(A ∩B))⋆ = Cl⋆(Int(A ∩B)).
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Caṕıtulo 2

ΛI-conjuntos y nociones asociadas

En este caṕıtulo se introducen y estudian las nociones de ΛI-conjuntos, con-

juntos I-g-cerrados, conjuntos ΛI-cerrados y alguna nociones asociadas que fueron

introducidas por Noiri y Keskin [14] en el 2011. Además, se definen y caracteri-

zan nuevas variantes de continuidad tales como funciones ΛI-continuas, cuasi-ΛI-

continuas y ΛI-irresolutas, y también se introducen nuevas nociones de compa-

cidad y conexidad denominadas ΛI-compacidad y ΛI-conexidad para estudiar su

comportamiento bajo las imágenes directas de las nuevas variantes de continuidad

definidas en este caṕıtulo.

2.1. ΛI-conjuntos y espacios I-T1

En esta sección se introduce la noción de ΛI-conjunto en un espacio topológico

(X, τ, I) y estudian algunas propiedades relacionadas con esta noción, que serán

de utilidad en el desarrollo de las siguientes secciones de este caṕıtulo.

Definición 2.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X, se

define el conjunto ΛI(A) como la intersección de todos los conjuntos I-abiertos

que contienen al conjunto A, es decir, ΛI(A) =
∩
{U : A ⊂ U, U ∈ IO(X, τ)}.

Observación 2.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X.

Si I = {∅}, entonces tenemos que ΛI(A) = pKer(A).

Lema 2.1 Sean A, B y {Aα : α ∈ ∆} subconjuntos de un espacio topológico

(X, τ, I). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) A ⊂ ΛI(A).

(2) Si A ⊂ B, entonces ΛI(A) ⊂ ΛI(B).
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(3) ΛI(ΛI(A)) = ΛI(A).

(4) Si A ∈ IO(X, τ), entonces A = ΛI(A).

(5) ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
=
∪
α∈∆

ΛI(Aα).

(6) ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂
∩
α∈∆

ΛI(Aα).

Demostración:

(1) Sea x ∈ A, entonces x ∈ U para cada U ∈ IO(X, τ) tal que A ⊂ U . Aśı,

x ∈
∩
{U : A ⊂ U, U ∈ IO(X, τ)} = ΛI(A).

(2) Suponga que x /∈ ΛI(B), entonces existe un subconjunto U ∈ IO(X, τ) tal que

B ⊂ U y x /∈ U . Puesto que A ⊂ B ⊂ U , se tiene que x /∈ ΛI(A) y por lo tanto,

ΛI(A) ⊂ ΛI(B).

(3) Por la parte (1), se tiene que ΛI(A) ⊂ ΛI(ΛI(A)). Para demostrar la inclusión

opuesta, suponga que x /∈ ΛI(A), entonces existe U ∈ IO(X, τ) tal que A ⊂ U y

x /∈ U . Puesto que A ⊂ ΛI(A) ⊂ U , se obtiene que x /∈ ΛI(ΛI(A)) y por lo tanto,

ΛI(ΛI(A)) ⊂ ΛI(A).

(4) Por la parte (1), A ⊂ ΛI(A) . Ahora, si x ∈ ΛI(A) entonces x ∈ U para cada

U ∈ IO(X, τ) tal que A ⊂ U . Puesto que A ∈ IO(X, τ) y A ⊂ A, entonces x ∈ A

y por lo tanto, ΛI(A) ⊂ A.

(5) Puesto que Aα ⊂
∪
α∈∆

Aα para cada α ∈ ∆, entonces por la parte (2), se

tiene que ΛI(Aα) ⊂ ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
para cada α ∈ ∆. Por lo tanto,

∪
α∈∆

ΛI(Aα) ⊂

ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
. Para demostrar la inclusión opuesta, suponga que x /∈

∪
α∈∆

ΛI (Aα),

entonces x /∈ ΛI(Aα) para cada α ∈ ∆ y por lo tanto, existe Uα ∈ IO(X, τ) tal

que Aα ⊂ Uα y x /∈ Uα para cada α ∈ ∆. Puesto que
∪
α∈∆

Aα ⊂
∪
α∈∆

Uα y
∪
α∈∆

Uα
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es un conjunto I-abierto que no contiene a x, se obtiene que x /∈ ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
y

aśı se demuestra que ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
⊂
∪
α∈∆

ΛI(Aα).

(6) Puesto que
∩
α∈∆

Aα ⊂ Aα para cada α ∈ ∆, usando la parte (2), se obtiene

que ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂ ΛI(Aα) para cada α ∈ ∆ y de esta manera, ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂∩

α∈∆

ΛI(Aα).

El siguiente ejemplo muestra que, en la parte (6) del Lema 2.1, la igualdad no

es necesariamente cierta.

Ejemplo 2.1 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a}, {a, c}, {a, d},

{a, c, d}} y el ideal I = {∅, {b}}. Sean A = {a, b, d} y B = {c}, entonces ΛI(A ∩

B) = ΛI(∅) = ∅, ΛI(A) = {a, b, d} y ΛI(B) = {a, c}, pero ΛI(A)∩ΛI(B) = {a} ̸⊂

∅ = ΛI(A ∩B).

Definición 2.2 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice que

es un ΛI-conjunto, si A = ΛI(A).

Observación 2.2 Si (X, τ, I) es un espacio topológico donde I = {∅}, entonces

la noción de ΛI-conjunto coincide con la noción de Λp-conjunto.

Lema 2.2 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Para cada subconjunto A de X, ΛI(A) es un ΛI-conjunto.

(2) Si A es I-abierto, entonces A es un ΛI-conjunto.

(3) La unión de ΛI-conjuntos es un ΛI-conjunto.

(4) La intersección de ΛI-conjuntos es un ΛI-conjunto.
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Demostración:

(1) Por la parte (3) del Lema 2.1, se tiene que ΛI(A) = ΛI(ΛI(A)) y aśı, ΛI(A) es

un ΛI-conjunto.

(2) Puesto que A es un conjunto I-abierto, entonces por la parte (4) del Lema

2.1, se tiene que A = ΛI(A) y aśı A es un ΛI-conjunto.

(3) Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de ΛI-conjuntos en (X, τ, I), entonces

Aα = ΛI(Aα) para cada α ∈ ∆ y por la parte (5) del Lema 2.1, se tiene que∪
α∈∆

Aα =
∪
α∈∆

ΛI(Aα) = ΛI

(∪
α∈∆

Aα

)
. Por lo tanto,

∪
α∈∆

Aα es un ΛI-conjunto.

(4) Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de ΛI-conjuntos en (X, τ, I), entonces

Aα = ΛI(Aα) para cada α ∈ ∆ y por la parte (6) del Lema 2.1, se tiene que

ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂
∩
α∈∆

ΛI(Aα) =
∩
α∈∆

Aα. Por otro lado, de la parte (1) del Lema

2.1 se obtiene que
∩
α∈∆

Aα ⊂ ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
y de esta manera, se concluye que

∩
α∈∆

Aα = ΛI

(∩
α∈∆

Aα

)
y por lo tanto,

∩
α∈∆

Aα es un ΛI-conjunto.

Observación 2.3 Note que en cualquier espacio topológico (X, τ, I) se tiene que

∅ es un conjunto I-abierto y por lo tanto es un ΛI-conjunto, pero X no necesaria-

mente es un ΛI-conjunto. Si (X, τ, I) es un E.H.S., entonces X es un conjunto

I-abierto y por lo tanto es un ΛI-conjunto.

Recuerde que un espacio topológico (X, τ) es un espacio Alexandroff si las in-

tersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. En el corola-

rio siguiente se considera la colección τΛI = {A : A es un ΛI-conjunto de (X, τ, I)}.

Corolario 2.1 Si (X, τ, I) es un E.H.S., entonces el par (X, τΛI ) es un espacio

Alexandroff.

Observación 2.4 De acuerdo con el Corolario 2.1, un subconjunto A de un

E.H.S (X, τ, I) es abierto en (X, τΛI ), si A es un ΛI-conjunto en (X, τ, I). Además,
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cuando se mencione al par (X, τΛI ) quedará sobreentendido que (X, τ, I) es un

E.H.S.

Definición 2.3 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice I-T1 si para cada par de

puntos distintos a, b de X, existen conjuntos I-abiertos U , V de X tales que a ∈ U

y b ∈ V pero a /∈ V y b /∈ U .

Proposición 2.1 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades

son equivalentes:

(1) (X, τ, I) es I-T1.

(2) Para cada x ∈ X, el conjunto unitario {x} es un ΛI-conjunto.

(3) Para cada x ∈ X, el conjunto unitario {x} es un conjunto I-cerrado.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea x un punto arbitrario de X, entonces para cualquier punto y distinto

de x, existe un conjunto I-abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U . Por lo tanto,

y /∈ ΛI({x}) y en consecuencia ΛI({x}) ⊂ {x}. Puesto que {x} ⊂ ΛI({x}), se

obtiene que {x} = ΛI({x}) y {x} es un ΛI-conjunto.

(2)⇒(3) Sea x ∈ X, entonces para cualquier punto y ∈ X − {x} se tiene que

y = ΛI({y}) y por lo tanto, existe Uy ∈ IO(X, τ) tal que x /∈ Uy y y ∈ Uy. De esta

manera, y ∈ Uy ⊂ X − {x} y en consecuencia X − {x} =
∪
{Uy : y ∈ X − {x}}.

Por la parte (1) del Lema 1.4, se tiene que X − {x} es un conjunto I-abierto y

aśı {x} es un conjunto I-cerrado.

(3)⇒(1) Para cada par de puntos distintos x, y de X, se tiene que {x} y {y} son

conjuntos I-cerrados. Por lo tanto, X − {x} y X − {y} son conjuntos I-abiertos

tales que y ∈ X − {x} y x ∈ X − {y} pero y /∈ X − {y} y x /∈ X − {x}. Esto

demuestra que (X, τ, I) es I-T1.

A continuación se da un ejemplo de un espacio I-T1
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Ejemplo 2.2 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {b, c}, {a, b, c}} y el

ideal I = {∅, {d}}. Note que:

{a, b, c} ⊂ X = Int(X) = Int({a, b, c}⋆),

{a, b, d} ⊂ X = Int(X) = Int({a, b, d}⋆),

{a, c, d} ⊂ X = Int(X) = Int({a, c, d}⋆),

{b, c, d} ⊂ X = Int(X) = Int({b, c, d}⋆),

aśı los conjuntos {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d} y {b, c, d} son I-abiertos y los con-

juntos {a}, {b}, {c} y {d} son conjuntos I-cerrados. Por la Proposición 2.1, se

tiene que (X, τ, I) es I-T1.

Teorema 2.1 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (X, τ, I) es I-T1.

(2) Cada subconjunto de X es un ΛI-conjunto.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea A cualquier subconjunto de X y x un punto arbitrario de A, entonces

por la Proposición 2.1, el conjunto unitario {x} es un ΛI-conjunto y por la parte

(3) del Lema 2.2, se tiene que A =
∪
{x : x ∈ A} es un ΛI-conjunto.

(2)⇒(1) Sea x un punto arbitrario de X. Por hipótesis, se tiene que el conjunto

unitario {x} es un ΛI-conjunto y por la Proposición 2.1, se concluye que (X, τ, I)

es I-T1.

Corolario 2.2 Un espacio topológico (X, τ, I) es I-T1 si y sólo si (X, τΛI ) es un

espacio discreto.
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En el siguiente ejemplo se muestra que, el rećıproco de la parte (2) del Lema

2.2, en general, no es cierto, es decir, existe un ΛI-conjunto que no es I-abierto.

Ejemplo 2.3 Sea X = R el conjunto de los números reales con τ = τu la topoloǵıa

usual e I = F el ideal de todos los conjuntos finitos de X. Sean x e y dos puntos

distintos de X. Si ε = |x−y| > 0, entonces U = (x− ε
2
, x+ ε

2
) y V = (y− ε

2
, y+ ε

2
)

son conjuntos I-abiertos tales que x ∈ U , y /∈ U y además y ∈ V , x /∈ V . Por lo

tanto, (X, τ, I) es un espacio I-T1 y por el Teorema 2.1, cada conjunto unitario

{x} es un ΛI-conjunto. Sin embargo, {x} no es un conjunto I-abierto en X.

2.2. Conjuntos I-g-cerrados y espacios I-T1/2

En esta sección, se usa el operador función local para introducir la clase de los

conjuntos I-g-cerrados y se estudian algunas propiedades de estos conjuntos.

Definición 2.4 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice I-g-

cerrado, si A⋆ ⊂ U siempre que A ⊂ U y U ∈ IO(X, τ).

El complemento de un conjunto I-g-cerrado se denomina conjunto I-g-abierto.

Observación 2.5 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I) donde

I = {∅}, entonces:

A es I-g-cerrado si y sólo si A es pg∗-cerrado.

Proposición 2.2 Si A y B son subconjuntos de un espacio topológico (X, τ, I),

las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si A es τ ⋆-cerrado, entonces A es I-g-cerrado.

(2) Si A es I-g-cerrado e I-abierto, entonces A es ⋆-perfecto.

(3) Si A es I-g-cerrado y A ⊂ B ⊂ A⋆, entonces B es I-g-cerrado.
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Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto τ ⋆-cerrado y sea U cualquier conjunto I-abierto

tal que A ⊂ U , entonces A⋆ ⊂ A ⊂ U y por lo tanto, A es I-g-cerrado.

(2) Suponga que A es I-g-cerrado e I-abierto, entonces A⋆ ⊂ A y por lo tanto, A

es τ ⋆-cerrado. Además, puesto que A es I-abierto, se tiene que A ⊂ Int(A⋆) ⊂ A⋆

y aśı A es ⋆-perfecto.

(3) Suponga que A es I-g-cerrado y A ⊂ B ⊂ A⋆. Sea U ∈ IO(X, τ) tal que

B ⊂ U , entonces A ⊂ U y por lo tanto, A⋆ ⊂ U . Puesto que B ⊂ A⋆, se tiene que

B⋆ ⊂ (A⋆)⋆ ⊂ A⋆ ⊂ U y aśı, B es un conjunto I-g-cerrado.

En los siguientes dos ejemplos, se muestra que, los rećıprocos de las partes (1)

y (2) de la Proposición 2.2, no son necesariamente ciertos.

Ejemplo 2.4 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {d}, {a, c}, {a, c, d}}

y el ideal I = {∅, {c}, {d}, {c, d}}. Note que {a, c, d} y X no son conjuntos

I-abiertos y esto implica que no existen conjuntos I-abiertos que contengan a

{a, c, d}. Por lo tanto, {a, c, d} es trivialmente I-g-cerrado, pero {a, c, d} no es un

conjunto τ ⋆-cerrado pues {a, c, d}⋆ = {a, b, c} ̸⊂ {a, c, d}.

Ejemplo 2.5 Sea X = {a, b, c} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a}, {a, b}, {a, c}} y

el ideal I = {∅, {b}}. El conjunto {c} es ⋆-perfecto ya que {c}⋆ = {c}, pero no es

I-abierto porque {c} ̸⊂ ∅ = Int({c}) = Int({c}⋆).

Proposición 2.3 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) es I-g-

cerrado si y sólo si A⋆ ⊂ ΛI(A).

Demostración:

Necesidad: Suponga que A es es un conjunto I-g-cerrado y sea U ∈ IO(X, τ) tal

que A ⊂ U , entonces A⋆ ⊂ U y por lo tanto, A⋆ ⊂ ∩{U : A ⊂ U, U ∈ IO(X, τ)} =

ΛI(A).
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Suficiencia: Suponga que A⋆ ⊂ ΛI(A) y sea U ∈ IO(X, τ) tal que A ⊂ U , entonces

A⋆ ⊂ ΛI(A) ⊂ U y aśı, A es I-g-cerrado.

Proposición 2.4 Si un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) es I-g-

cerrado, entonces A⋆ − A no contiene ningún conjunto I-cerrado no vaćıo.

Demostración:

Suponga que A es I-g-cerrado y sea F un conjunto I-cerrado tal que F ⊂ A⋆−A,

entonces F ⊂ A⋆ − A ⊂ X − A, A ⊂ X − F y X − F ∈ IO(X, τ). Por lo tanto,

A⋆ ⊂ X−F y F ⊂ X−A⋆. Puesto que F ⊂ A⋆ se tiene que F ⊂ (X−A⋆)∪A⋆ = ∅,

por lo que F = ∅ y de esta manera, A⋆−A no contiene ningún conjunto I-cerrado

no vaćıo.

Teorema 2.2 Sea A un subconjunto I-g-cerrado de un E.H.S (X, τ, I). Entonces,

A es τ ⋆-cerrado si y sólo si A⋆ − A es un conjunto I-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que A es un conjunto τ ⋆-cerrado, entonces A⋆ ⊂ A y aśı,

A⋆ − A = ∅. Puesto que (X, τ, I) es un E.H.S., entonces X es I-abierto y por lo

tanto A⋆ − A es un conjunto I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A⋆ − A es un conjunto I-cerrado. Puesto que A es un

conjunto I-g-cerrado, la Proposición 2.4 implica que A⋆ − A = ∅ y por lo tanto,

A⋆ ⊂ A. Esto demuestra que A es τ ⋆-cerrado.

Teorema 2.3 Sean (X, τ, I) un espacio topológico, A un subconjunto de X y ∆

un conjunto finito de ı́ndices. Si {Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos

I-g-cerrados, entonces
∪
{Aα : α ∈ ∆} es un conjunto I-g-cerrado.

Demostración:

Suponga que {Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos I-g-cerrados y sea
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U ∈ IO(X, τ) tal que
∪
α∈∆

Aα ⊂ U . Puesto que para cada α ∈ ∆ se tiene Aα ⊂∪
α∈∆

Aα ⊂ U , entonces A⋆
α ⊂ U y

∪
α∈∆

A⋆
α ⊂ U . Por la parte (2) del Lema 1.2, se

concluye que

(∪
α∈∆

Aα

)⋆

=
∪
α∈∆

A⋆
α ⊂ U y por lo tanto,

∪
α∈∆

Aα es I-g-cerrado.

Definición 2.5 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice I-T1/2, si todo conjunto

I-g-cerrado es τ ⋆-cerrado.

Proposición 2.5 Sea (X, τ, I) un E.H.S., entonces para cada x ∈ X el conjunto

unitario {x} es I-cerrado o I-g-abierto.

Demostración:

Suponga que {x} no es I-cerrado, entonces X − {x} no es I-abierto y el único

conjunto I-abierto que contiene a X − {x} es X. Aśı, (X − {x})⋆ ⊂ X y por lo

tanto, X−{x} es un conjunto I-g-cerrado. Esto demuestra que {x} es un conjunto

I-g-abierto.

Teorema 2.4 Un E.H.S. (X, τ, I) es I-T1/2 si y sólo si cada conjunto unitario

{x} de X es τ ⋆-abierto o I-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Sea (X, τ, I) un E.H.S. que es I-T1/2 y sea x ∈ X. Suponga que {x}

no es I-cerrado, entonces por la Proposición 2.5, {x} es I-g-abierto y por lo tanto,

X − {x} es I-g-cerrado. Puesto que (X, τ, I) es I-T1/2, entonces X − {x} es τ ⋆-

cerrado y aśı {x} es τ ⋆-abierto.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-g-cerrado y sea x ∈ A⋆. Se tienen los

siguientes dos casos:

Caso 1. {x} es I-cerrado. Por la Proposición 2.4, A⋆ − A no contiene ningún

conjunto no vaćıo I-cerrado y por lo tanto, x /∈ A⋆ − A. Puesto que x ∈ A⋆,
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entonces se tiene que x ∈ A.

Caso 2. {x} es τ ⋆-abierto. Por la Proposición 1.3, A⋆ − A no contiene ningún

conjunto no vaćıo τ ⋆-abierto y por lo tanto, x /∈ A⋆ − A. Puesto que x ∈ A⋆,

entonces se tiene que x ∈ A.

Aśı, en ambos casos x está en A y por lo tanto, A⋆ ⊂ A. De esta manera, A es

τ ⋆-cerrado y esto demuestra que (X, τ, I) es I-T1/2.

2.3. Conjuntos ΛI-cerrados y otra caracterización de espacios I-T1/2

En esta sección, se introduce la clase de los conjuntos ΛI-cerrados, se estudian

algunas propiedades de estos conjuntos y se proporciona otra caracterización de

los espacios I-T1/2.

Definición 2.6 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice ΛI-

cerrado, si A = L∩F , donde L es un ΛI-conjunto y F es un conjunto τ ⋆-cerrado.

El complemento de un conjunto ΛI-cerrado se denomina conjunto ΛI-abierto.

Lema 2.3 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo ΛI-conjunto es ΛI-cerrado.

(2) Si (X, τ, I) es un E.H.S. entonces todo conjunto τ ⋆-cerrado es ΛI-cerrado.

Demostración:

(1) Si A es un ΛI-conjunto, entonces A = A ∩ X, A es un ΛI-conjunto y X es

τ ⋆-cerrado. Esto demuestra que A es un conjunto ΛI-cerrado.

(2) Si A es un conjunto τ ⋆-cerrado y (X, τ, I) es un E.H.S., entonces A = X ∩A,

A es τ ⋆-cerrado, X es un conjunto I-abierto y por lo tanto un ΛI-conjunto. Esto

demuestra que A es un conjunto ΛI-cerrado.
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Corolario 2.3 Cada conjunto τ ⋆-abierto de un E.H.S. (X, τ, I) es ΛI-abierto.

En el siguiente ejemplo, se muestra que, los rećıprocos de las partes (1) y (2)

del Lema 2.3, en general, no son ciertos.

Ejemplo 2.6 Sean X = {a, b, c} con la topoloǵıa τ = {∅, X, {a}, {a, b}, {a, c}} y

el ideal I = {∅, {b}}. Nóte que {b}⋆ = ∅, por lo que {b}⋆ ⊂ {b} y aśı {b} es un

conjunto τ ⋆-cerrado. Por otro parte, ΛI({a, b}) = {a, b} y {a, b} es un ΛI-conjunto.

Luego {b} = {b} ∩ {a, b} y aśı {b} es un conjunto ΛI-cerrado, pero {b} no es un

ΛI-conjunto, pues ΛI({b}) = {a, b}. De igual manera, se tiene que {a}⋆ = X y

Int({a}⋆) = X, por lo que {a} es un conjunto I-abierto que no es τ ⋆-cerrado. Por

los Lemas 2.2 y 2.3, se concluye que {a} es un conjunto ΛI-cerrado.

Lema 2.4 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I), entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:

(1) A es ΛI-cerrado.

(2) A = L ∩ Cl⋆(A), donde L es un ΛI-conjunto.

(3) A = ΛI(A) ∩ Cl⋆(A).

Demostración:

(1)⇒(2) Suponga que A es un conjunto ΛI-cerrado, entonces A = L∩F donde L

es un ΛI-conjunto y F es un conjunto τ ⋆-cerrado. Puesto que A ⊂ F , se tiene que

A⋆ ⊂ F ⋆ ⊂ F y aśı Cl⋆(A) = A∪A⋆ ⊂ F . Por lo tanto,A ⊂ L∩Cl⋆(A) ⊂ L∩F = A

y en consecuencia, A = L ∩ Cl⋆(A).

(2)⇒(3) Suponga que A = L ∩ Cl⋆(A), donde L es un ΛI-conjunto. Puesto que

A ⊂ L, entonces ΛI(A) ⊂ ΛI(L) = L y por lo tanto, A ⊂ ΛI(A) ∩ Cl⋆(A) ⊂

L ∩ Cl⋆(A) = A. Aśı, se obtiene que A = ΛI(A) ∩ Cl⋆(A).

(3)⇒(1) Por la parte (1) del Lema 2.2, se tiene que ΛI(A) es un ΛI-conjunto y
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por la Observación 1.1, Cl⋆(A) es un conjunto τ ⋆-cerrado. Luego, si A = ΛI(A) ∩

Cl⋆(A), entonces A es ΛI-cerrado.

Proposición 2.6 Sea (X, τ, I) un E.H.S. y A un subconjunto de X. Entonces, A

es un conjunto τ ⋆-cerrado si y sólo si A es un conjunto I-g-cerrado y ΛI-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que A es τ ⋆-cerrado, entonces por la parte (1) de la Propo-

sición 2.2, se tiene que A es I-g-cerrado y por la parte (2) del Lema 2.3, A es un

conjunto ΛI-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-g-cerrado y ΛI-cerrado, entonces por

la Proposición 2.3, A⋆ ⊂ ΛI(A) y esto implica que Cl⋆(A) = A ∪ A⋆ ⊂ ΛI(A).

Puesto que A es ΛI-cerrado, el Lema 2.4 garantiza que A = ΛI(A)∩Cl⋆(A) y por

lo tanto, A = Cl⋆(A) = A ∪ A⋆. Aśı, A⋆ ⊂ A y A es un conjunto τ ⋆-cerrado.

Teorema 2.5 Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de subconjuntos de un espacio

topológico (X, τ, I). Si Aα es un conjunto ΛI-cerrado para cada α ∈ ∆, entonces∩
{Aα : α ∈ ∆} es un conjunto ΛI-cerrado.

Demostración:

Suponga que Aα es ΛI-cerrado para cada α ∈ ∆, entonces para cada α ∈ ∆ existe

un ΛI-conjunto Lα y un conjunto τ ⋆-cerrado Fα tal que Aα = Lα ∩ Fα. Por lo

tanto,
∩
α∈∆

Aα =
∩
α∈∆

(Lα ∩ Fα) =

(∩
α∈∆

Lα

)
∩

(∩
α∈∆

Fα

)
. Por la parte (4) del

Lema 2.2,
∩
α∈∆

Lα es un ΛI-conjunto y por la parte (1) del Lema 1.3,
∩
α∈∆

Fα es un

conjunto τ ⋆-cerrado. Esto demuestra que
∩
α∈∆

Aα es ΛI-cerrado.

Corolario 2.4 Sea {Bα : α ∈ ∆} una colección de subconjuntos de un espacio

topológico (X, τ, I). Si Bα es un conjunto ΛI-abierto para cada α ∈ ∆, entonces∪
{Bα : α ∈ ∆} es un conjunto ΛI-abierto.
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Demostración:

Es consecuencia inmediata de las leyes de D´Morgan y el Teorema 2.5.

Teorema 2.6 Un E.H.S. (X, τ, I) es I-T1/2 si y sólo si cada subconjunto de X

es ΛI-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que (X, τ, I) es I-T1/2 y A es cualquier subconjunto de X.

Por el Teorema 2.4, para cada x ∈ X se tiene que {x} es un conjunto τ ⋆-abierto

o I-cerrado. Sea A1 = {x ∈ X − A : {x} ∈ τ ⋆} el conjunto de todos los unitarios

τ ⋆-abiertos de X − A y sea A2 = X − (A ∪ A1). Sean U =
∩
x∈A2

(X − {x}) y

F =
∩
x∈A1

(X−{x}). Para cada x ∈ A2 el conjunto {x} es I-cerrado y aśı, X−{x}

es un ΛI-conjunto. Por la parte (4) del Lema 2.2, U es un ΛI-conjunto y por la

parte (1) del Lema 1.3, F es un conjunto τ ⋆-cerrado. Puesto que A = U ∩ F , se

concluye que A es un conjunto ΛI-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-g-cerrado, entonces por la hipótesis

A es un conjunto ΛI-cerrado y por la Proposición 2.6, A es τ ⋆-cerrado. Por lo

tanto, (X, τ, I) es I-T1/2.

2.4. Funciones ΛI-continuas

En esta sección se usan los conjuntos abiertos, ΛI-abiertos y τ ⋆-abiertos para

definir nuevas formas de continuidad denominadas funciones ΛI-continuas, cuasi-

ΛI-continuas y ΛI-irresolutas. Se estudian las relaciones existentes entre éstas

clases de funciones, aśı como también se obtienen propiedades y caracterizaciones

de las mismas.

Definición 2.7 Una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) se dice I-irresoluta, si

f−1(V ) es un conjunto I-abierto en (X, τ, I) para cada conjunto J-abierto V de
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(Y, σ, J).

Teorema 2.7 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es I-irresoluta, entonces

f : (X, τΛI ) → (Y, σΛJ ) es continua.

Demostración:

Sea V cualquier ΛJ -conjunto de (Y, σ, J), es decir V ∈ σΛJ , entonces V = ΛJ(V ) =

∩{W : V ⊂ W y W es J-abierto en (Y, σ, J)}. Puesto que f es I-irresoluta, en-

tonces f−1(W ) es un conjunto I-abierto en (X, τ, I) para cada W , por lo tanto

se tiene que ΛI(f
−1(V )) = ∩{U : f−1(V ) ⊂ U y U es I-abierto en (X, τ, I)} ⊂

∩{f−1(W ) : f−1(V ) ⊂ f−1(W ) y W es J-abierto en (Y, σ, J)} = f−1(V ). Por

otra parte, siempre se cumple que f−1(V ) ⊂ ΛI(f
−1(V )) y aśı se obtiene que

f−1(V ) = ΛI(f
−1(V )). Por lo tanto, f−1(V ) ∈ τΛI y f : (X, τΛI ) → (Y, σΛJ ) es

continua.

Definición 2.8 Una función f : (X, τ, I) −→ (Y, σ, J) se dice:

(1) ΛI-continua, si f
−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I) para cada con-

junto abierto V de (Y, σ, J).

(2) Cuasi-ΛI-continua, si f
−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I) para cada

conjunto σ⋆-abierto V de (X, σ, I).

(3) ΛI-irresoluta, si f
−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I) para cada con-

junto ΛJ-abierto V en (Y, σ, J).

Teorema 2.8 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es ΛI-irresoluta y (Y, σ, J)

es un E.H.S., entonces f es cuasi-ΛI-continua.

Demostración:

Sea V un conjunto σ⋆-abierto en (Y, σ, J), entonces por el Corolario 2.3 se tiene que
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V es un conjunto ΛJ -abierto en (Y, σ, J) y puesto que f es ΛI-irresoluta, f
−1(V )

es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Por lo tanto, f es cuasi-ΛI-continua.

El siguiente ejemplo muestra que el rećıproco del teorema anterior, en general,

no es cierto.

Ejemplo 2.7 Sean X = {a, b, c}, τ = {∅, {a, c}, X}, σ = {∅, {a}, {a, b}, {a, c},

X}, I = {∅, {c}} y J = {∅, {b}}. Entonces, la colección de los conjuntos ΛI-

abiertos de (X, τ, I) es {∅, {a, c}, {a, b}, {a}, X}, la colección de los conjuntos σ⋆-

abiertos de (X, σ, J) es {∅, {a}, {a, c}, {a, b}, X} y la colección de los conjuntos

ΛJ-abiertos de (X, σ, J) es {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X}. La función

identidad f : (X, τ, I) → (X, σ, J) es cuasi-ΛI-continua, pero no es ΛI-irresoluta

debido a que f−1({c}) = {c}, f−1({b}) = {b} y f−1({b, c}) = {b, c} no son

conjuntos ΛI-abiertos.

El siguiente ejemplo muestra que en el Teorema 2.8, la condición de que

(Y, σ, J) sea un E.H.S. no puede ser omitida.

Ejemplo 2.8 Sean X = {a, b, c}, τ = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}, X} e

I = {∅, {c}}. Note que X no es un E.H.S. pues τ∩I = {∅, {c}}. Además, la colec-

ción de los conjuntos ΛI-abiertos de (X, τ, I) es {∅, {a, c}, {b, c}, {c}, X}, la colec-

ción de los conjuntos τ ⋆-abiertos de (X, τ, I) es {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {b, c}{a, c},

X}. La función identidad f : (X, τ, I) → (X, τ, I) es ΛI-irresoluta , pero no es

cuasi-ΛI-continua ya que f−1({a}) = {a}, f−1({b}) = {b} y f−1({a, b}) = {a, b}

no son conjuntos ΛI-abiertos.

Teorema 2.9 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es cuasi-ΛI-continua, en-

tonces f es ΛI-continua.

Demostración:

Sea V un conjunto abierto en (Y, σ, J), entonces V es un conjunto σ⋆-abierto en
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(Y, σ, J) y puesto que f es cuasi-ΛI-continua, se tiene que f−1(V ) es ΛI-abierto

en (X, τ, I). Esto demuestra que f es ΛI-continua.

El siguiente ejemplo exhibe que el rećıproco del teorema anterior, en general,

no es cierto.

Ejemplo 2.9 Sean X = {a, b, c}, τ = {∅, {c}, {a, c}, {b, c}, X}, σ = {∅, {a, c}, X},

I = {∅, {b}} y J = {∅, {c}}. La colección de los conjuntos ΛI-abiertos de (X, τ, I)

es {∅, {b, c}, {a, c}, {c}, X} y la colección de los conjuntos σ⋆-abiertos de (X, σ, J)

es {∅, {a}, {a, c}, {a, b}, X}. La función identidad f : (X, τ, I) → (X, σ, J) es ΛI-

continua, pero no es cuasi-ΛI-continua ya que f−1({a}) = {a} y f−1({a, b}) =

{a, b} no son conjuntos ΛI-abiertos.

Corolario 2.5 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es ΛI-irresoluta y (Y, σ, J)

es un E.H.S., entonces f es ΛI-continua.

Demostración:

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.8 y 2.9.

Proposición 2.7 Sean f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) y g : (Y, σ, J) → (Z, θ,K) dos

funciones, donde I, J,K son ideales sobre X, Y, Z respectivamente. Entonces:

(1) g ◦ f es ΛI-irresoluta, si f es ΛI-irresoluta y g es ΛJ-irresoluta.

(2) g ◦ f es ΛI-continua, si f es ΛI-irresoluta y g es ΛJ-continua.

(3) g ◦ f es ΛI-continua, si f es ΛI-continua y g es continua.

(4) g ◦ f es cuasi-ΛI-continua, si f es ΛI-irresoluta y g es cuasi-ΛJ-continua.

Demostración:

(1) Sea V un conjunto ΛK-abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es ΛJ -irresoluta, en-

tonces g−1(V ) es un conjunto ΛJ -abierto en (Y, σ, J) y como f es ΛI-irresoluta, se
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tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =

(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto ΛI-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es ΛI-irresoluta.

(2) Sea V un conjunto abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es ΛJ -continua, enton-

ces g−1(V ) es un conjunto ΛJ -abierto en (Y, σ, J) y como f es ΛI-irresoluta, se

tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =

(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto ΛI-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es ΛI-continua.

(3) Sea V un conjunto abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es continua, enton-

ces g−1(V ) es un conjunto abierto en (Y, σ, J) y como f es ΛI-continua, se tiene

que f−1(g−1(V )) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =

(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto ΛI-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es ΛI-continua.

(4) Sea V un conjunto θ⋆-abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es cuasi-ΛJ -continua,

entonces g−1(V ) es un conjunto ΛJ -abierto en (Y, σ, J) y como f es ΛI-irresoluta,

se tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Pero (g◦f)−1(V ) =

(f−1◦g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g◦f)−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto

en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es cuasi-ΛI-continua.

En los siguientes tres teoremas se caracterizan las funciones ΛI-continuas,

cuasi-ΛI-continuas y ΛI-irresolutas, respectivamente.

Teorema 2.10 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ), los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) f es ΛI-continua.

(2) f−1(B) es un conjunto ΛI-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto cerrado B

en (Y, σ).
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(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto abierto V en (Y, σ) que contiene a f(x)

existe un conjunto ΛI-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂ V .

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea B cualquier conjunto cerrado en (Y, σ), entonces V = Y \ B es un

conjunto abierto en (Y, σ) y puesto que f es ΛI-continua, f
−1(V ) es un subcon-

junto ΛI-abierto en (X, τ, I), pero f−1(V ) = f−1(Y \ B) = f−1(Y ) \ f−1(B) =

X \ f−1(B) y por lo tanto, f−1(B) es un conjunto ΛI-cerrado en (X, τ, I).

(2) ⇒ (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, σ), entonces B = Y \ V es un

conjunto cerrado en (Y, σ) y por hipótesis, se tiene que f−1(B) es un conjunto ΛI-

cerrado en (X, τ, I), pero f−1(B) = f−1(Y \ V ) = f−1(Y ) \ f−1(V ) = X \ f−1(V )

y por lo tanto, f−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que

f es ΛI-continua.

(1) ⇒ (3) Sea x ∈ X y V un conjunto abierto en (Y, σ) tal que f(x) ∈ V , entonces

x ∈ f−1(V ) y puesto que f es una función ΛI-continua, f
−1(V ) es un conjunto

ΛI-abierto en (X, τ, I). Si U = f−1(V ), entonces U es un conjunto ΛI-abierto en

(X, τ, I) que contiene a x y además f(U) = f(f−1(V )) ⊂ V .

(3) ⇒ (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, σ) y x ∈ f−1(V ), enton-

ces f(x) ∈ V y por (3) existe un conjunto ΛI-abierto Ux en (X, τ, I) tal que

x ∈ Ux y f(Ux) ⊂ V . Aśı x ∈ Ux ⊂ f−1(f(Ux)) ⊂ f−1(V ) y por lo tanto

f−1(V ) =
∪
{Ux : x ∈ f−1(V )}. Por la parte (3) del Lema 2.2, se tiene que

f−1(V ) es un conjunto ΛI-abierto en (X, τ, I) y aśı f es ΛI-continua.

Teorema 2.11 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J), los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

(1) f es cuasi-ΛI-continua.

(2) f−1(B) es un conjunto ΛI-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto σ⋆-cerrado

B en (Y, σ, J).
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(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto σ⋆-abierto V en (Y, σ, J) que contiene a f(x)

existe un conjunto ΛI-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂ V .

Demostración:

Se prueba de manera similar al Teorema 2.10.

Teorema 2.12 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J), las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(1) f es ΛI-irresoluta.

(2) f−1(B) es un conjunto ΛI-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto ΛJ-cerrado

B en (Y, σ, J).

(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto ΛJ-abierto V en (Y, σ, J) que contiene a

f(x) existe un conjunto ΛI-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂

V .

Demostración:

Se prueba de manera similar al Teorema 2.10.

2.5. Compacidad y Conexidad v́ıa conjuntos ΛI-abiertos

En esta sección se introducen nuevas nociones de compacidad y de conexidad

en términos de conjuntos ΛI-abiertos, conjuntos τ
⋆-abiertos y conjuntos I-abiertos,

para estudiar su comportamiento bajo las imágenes directas de las nuevas formas

de continuidad definidas en este caṕıtulo.

Definición 2.9 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice:

(1) ΛI-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos ΛI-abiertos tiene un

subcubrimiento finito.
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(2) τ ⋆-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos τ ⋆-abiertos tiene un

subcubrimiento finito,

(3) I-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos I-abiertos tiene un sub-

cubrimiento finito.

Teorema 2.13 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) (X, τ, I) es ΛI-compacto si y sólo si para cada colección {Aα : α ∈ ∆} de

conjuntos ΛI-cerrados en (X, τ, I) satisfaciendo que
∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅,

existe una subcolección finita Aα1 , Aα2 , Aα3 , . . . , Aαn tal que
∩
{Aαk

: k =

1, . . . , n} = ∅.

(2) (X, τ, I) es τ ⋆-compacto si y sólo si para cada colección {Aα : α ∈ ∆} de

conjuntos τ ⋆-cerrados en (X, τ, I) satisfaciendo que
∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅,

existe una subcolección finita Aα1 , Aα2 , Aα3 , . . . , Aαn tal que
∩
{Aαk

: k =

1, . . . , n} = ∅.

(3) (X, τ, I) es I-compacto si y sólo si para cada colección {Aα : α ∈ ∆} de

conjuntos I-cerrados en (X, τ, I) satisfaciendo que
∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅, existe

una subcolección finita Aα1 , Aα2 , Aα3 , . . . , Aαn tal que
∩
{Aαk

: k = 1, . . . , n} =

∅.

Demostración:

(1) Necesidad: Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos ΛI-cerrados tal que∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅, entonces {X − Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos

ΛI-abiertos tal que

X = X − ∅ = X −
∩
{Aα : α ∈ ∆} =

∪
{X − Aα : α ∈ ∆},
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es decir, {X − Aα : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X por conjuntos ΛI-abiertos.

Puesto que X es ΛI-compacto, existe una subcolección X−Aα1 , X−Aα2 , . . . , X−

Aαn tal que

X =
∪
{X − Aαk

: k = 1, . . . , n} = X −
∩
{Aαk

: k = 1, . . . , n}.

Esto demuestra que
∩
{Aαk

: k = 1, . . . , n} = ∅.

Suficiencia: Suponga que {Uα : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X por conjuntos ΛI-

abiertos, entonces {X − Uα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos ΛI-cerrados

tal que
∩
{X − Uα : α ∈ ∆} = X −

∪
{Uα : α ∈ ∆} = X − X = ∅. Por

hipótesis, existe una subcolección finita X − Uα1 , X − Uα2 , . . . , X − Uαn tal que∩
{X−Uαk

: k = 1, . . . , n} = ∅. Ahora observe que X = X−∅ = X−
∩
{X−Uαk

:

k = 1, . . . , n} = X − (X −
∪
{Uαk

: k = 1, . . . , n}) =
∪
{Uαk

: k = 1, . . . , n}. Por

lo tanto, (X, τ, I) es ΛI-compacto.

(2) y (3) se demuestran de manera similar a la parte (1).

Teorema 2.14 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) Si (X, τΛI ) es compacto, entonces (X, τ, I) es I-compacto.

(2) Si (X, τ, I) es un E.H.S. ΛI-compacto, entonces (X, τ, I) es τ ⋆-compacto.

(3) Si (X, τ, I) es un E.H.S. ΛI-compacto, entonces (X, τ, I) es compacto.

Demostración:

(1) Sea {Uα : α ∈ ∆} cualquier cubrimiento de X por conjuntos I-abiertos,

entonces para cada α ∈ ∆, Uα es un ΛI-conjunto y por lo tanto, Uα ∈ τΛI para

cada α ∈ ∆. Puesto que (X, τΛI ) es compacto, entonces existe un subconjunto

finito ∆0 de ∆ tal que X =
∪
{Uα : α ∈ ∆0}. Esto demuestra que (X, τ, I) es

I-compacto.
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(2) Sea {Fα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos τ ⋆-cerrados en (X, τ, I) tal que∩
{Fα : α ∈ ∆} = ∅. Puesto que cada conjunto τ ⋆-cerrado es ΛI-cerrado, entonces

{Fα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos ΛI-cerrados y (X, τ, I) es ΛI-compacto.

Por la parte (1) del Teorema 2.13, existe un subconjunto finito ∆0 de ∆ tal que∩
{Fα : α ∈ ∆0} = ∅ y por la parte (2) del Teorema 2.13, se concluye que (X, τ, I)

es τ ⋆-compacto.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio τ ⋆-compacto es compacto.

Teorema 2.15 Si f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es una función sobreyectiva, las si-

guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una función ΛI-irresoluta y (X, τ, I) es ΛI-compacto, entonces (Y, σ, J)

es ΛJ-compacto.

(2) Si f es una función I-irresoluta y (X, τ, I) es I-compacto, entonces (Y, σ, J)

es J-compacto.

(3) Si f es una función cuasi-ΛI-continua y (X, τ, I) es ΛI-compacto, entonces

(Y, σ, J) es σ⋆-compacto.

(4) Si f es una función ΛI-continua y (X, τ, I) es ΛI-compacto, entonces (Y, σ)

es compacto.

Demostración:

(1) Sea {Vα : α ∈ ∆} un cubrimiento de Y por conjuntos ΛJ -abiertos. Puesto

que f es ΛI-irresoluta, setiene que {f−1(Vα) : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X

por conjuntos ΛI-abiertos y como (X, τ, I) es ΛI-compacto, existe un subconjunto

finito ∆0 de ∆ tal que X =
∪
{f−1(Vα) : α ∈ ∆0}. Por la sobreyectividad de f , se

obtiene que Y = f(X) = f(
∪
{f−1(Vα) : α ∈ ∆0}) =

∪
{f(f−1(Vα)) : α ∈ ∆0} =

{Vα : α ∈ ∆0} y esto demuestra que (Y, θ, J) es ΛJ -compacto.

(2), (3) y (4) se demuestran de manera similar a la parte (1).
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Definición 2.10 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice:

(1) ΛI-conexo, si X no se puede expresar como la unión disjunta de dos conjuntos

ΛI-abiertos no vaćıos.

(2) τ ⋆-conexo, si X no se puede expresar como la unión disjunta de dos conjuntos

τ ⋆-abiertos no vaćıos.

(3) I-conexo, si X no se puede expresar como la unión disjunta de dos conjuntos

I-abiertos no vaćıos.

Teorema 2.16 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) Si (X, τΛI ) es conexo, entonces (X, τ, I) es I-conexo.

(2) Si (X, τ, I) es un E.H.S. ΛI-conexo, entonces (X, τ, I) es τ ⋆-conexo.

(3) Si (X, τ, I) es un E.H.S. ΛI-conexo, entonces (X, τ, I) es conexo.

Demostración:

(1) Suponga que (X, τ, I) no es I-conexo, entonces existen conjuntos I-abiertos A

y B no vaćıos tales que A ∩ B = ∅ y A ∪ B = X. Por la parte (2) del Lema 2.2,

se tiene que A y B son ΛI-conjuntos y por lo tanto, (X, τΛI ) no es conexo.

(2) Suponga que (X, τ, I) no es τ ⋆-conexo, entonces existen conjuntos τ ⋆-abiertos

A y B no vaćıos tales que A ∩B = ∅ y A ∪B = X. Por el Corolario 2.3, se tiene

que A y B son conjuntos ΛI-abiertos y aśı, (X, τ, I) no es ΛI-conexo.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio τ ⋆-conexo es conexo.

Teorema 2.17 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (X, τ, I) es ΛI-conexo.
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(2) ∅ y X son los únicos subconjuntos de X que son a la vez ΛI-abiertos y ΛI-

cerrados.

(3) Cada función ΛI-continua de X en un espacio discreto Y con al menos dos

puntos, es una función constante.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea V un subconjunto de X que es ΛI-abierto y ΛI-cerrado, entonces

X − V es ΛI-abierto y ΛI-cerrado, aśı X = V ∪ (X − V ). Es decir, X es la unión

de dos conjuntos ΛI-abiertos disjuntos y como (X, τ, I) es ΛI-conexo, entonces

uno de estos conjuntos tiene que ser ∅. Por lo tanto, V = ∅ o V = X.

(2)⇒(1) Suponga que (X, τ, I) no es ΛI-conexo y sea X = U∪V , donde U y V son

conjuntos ΛI-abiertos no vaćıos y disjuntos en (X, τ, I), entonces U = X − V es

un conjunto ΛI-abierto y ΛI-cerrado. Por hipótesis, se tiene que U = ∅ o U = X,

lo que contradice el hecho que U y V son no vaćıos y disjuntos y por lo tanto,

(X, τ, I) es ΛI-conexo.

(2)⇒(3) Sea f : (X, τ, I) → Y una función Λs
I-continua donde Y es un espacio

topológico con la topoloǵıa discreta y contiene al menos dos puntos, entonces X

se puede cubrir por una colección de conjuntos que son a la vez ΛI-abiertos y ΛI-

cerrados de la forma {f−1(y) : y ∈ Y }, de esto, se concluye que existe un y0 ∈ Y

tal que f−1({y0}) = X y aśı, f es una función constante.

(3)⇒(2) Sea W un subconjunto de (X, τ, I) que es ΛI-abierto y ΛI-cerrado. Su-

ponga que W ̸= ∅ y sea f : (X, τ, I) → Y una función ΛI-continua definida por

f(W ) = {y1} y f(X −W ) = {y2} para y1 ̸= y2, con y1, y2 ∈ Y . Puesto que f es

una función constante, se concluye que X = W .

Seguidamente, se estudia bajo que condiciones se preserva la imagen directa

de un espacio ΛI-conexo.

Teorema 2.18 Si f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es una función sobreyectiva, las si-
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guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una función ΛI-irresoluta y (X, τ, I) es ΛI-conexo, entonces (Y, σ, J)

es ΛJ-conexo.

(2) Si f es una función I-irresoluta y (X, τ, I) es I-conexo, entonces (Y, σ, J) es

J-conexo.

(3) Si f es una función cuasi-ΛI-continua y (X, τ, I) es ΛI-conexo, entonces

(Y, σ, J) es σ⋆-conexo.

(4) Si f es una función ΛI-continua y (X, τ, I) es ΛI-conexo, entonces (Y, σ) es

conexo.

Demostración:

(1) Suponga que (Y, σ, J) no es ΛJ -conexo, entonces existen conjuntos ΛJ -abiertos

no vaćıos H, G en (Y, σ, J) tales que G∩H = ∅ y G∪H = Y . Por lo tanto, se tiene

que f−1(G) ∩ f−1(H) = ∅, f−1(G) ∪ f−1(H) = X y además, f−1(G) y f−1(H)

son conjuntos ΛI-abiertos no vaćıos en (X, τ, I). Esto demuestra que (X, τ, I) no

es ΛI-conexo.

(2), (3) y (4) se demuestran de manera similar a la parte (1).

Problemas Abiertos. Los Teoremas 2.14 y 2.16 se demostraron usando los he-

chos que todo conjunto I-abierto es ΛI-abierto y que todo conjunto τ ⋆-abierto de

un E.H.S. es ΛI-abierto. Sin embargo, no se han obtenidos contraejemplos para

mostrar que los rećıprocos de las implicaciones exhibidas en tales teoremas no son

ciertos. En este orden de ideas se plantean los siguientes problemas.

(1) ¿Existe un espacio topológico (X, τ, I) que es I-compacto (resp. I-conexo)

pero el espacio (X, τΛI ) no es compacto (resp. conexo)?

(2) ¿Existe un espacio topológico (X, τ, I) que es τ ⋆-compacto (resp. τ ⋆-conexo)

pero el espacio (X, τ, I) no es ΛI-compacto (resp. ΛI-conexo)?
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Caṕıtulo 3

Λs
I-conjuntos y nociones asociadas

En este caṕıtulo se introducen y se estudian las nociones de Λs
I-conjuntos,

conjuntos I-gs-cerrados, Λs
I-cerrados y algunas nociones asociadas que fueron in-

troducidas por Sanabria, Rosas y Carpintero [15] en el 2013. Además, se definen y

se caracterizan nuevas variantes de continuidad tales como funciones Λs
I-continuas,

cuasi-Λs
I-continuas y Λs

I-irresolutas, y adicionalmente se introducen nuevas nocio-

nes de compacidad y conexidad denominadas Λs
I-compacidad y Λs

I-conexidad para

estudiar su comportamiento bajo las imágenes directas de las nuevas variantes de

continuidad definidas en este caṕıtulo.

3.1. Λs
I-conjuntos y espacios semi-I-T1

En esta sección se introduce la noción de Λs
I-conjunto en un espacio topológico

(X, τ, I) y se estudian algunas propiedades relacionadas con esta noción que serán

de utilidad en el desarrollo de las siguientes secciones de este caṕıtulo, aśı como

también se caracterizan los espacios semi-I-T1.

Definición 3.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X,

se define el conjunto Λs
I(A) como la intersección de todos los conjuntos semi-I-

abiertos que contienen al conjunto A, es decir, Λs
I(A) =

∩
{U : A ⊂ U, U ∈

SIO(X, τ)}.

Observación 3.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X.

Si I = {∅}, entonces se tiene que Λs
I(A) = sKer(A).

Lema 3.1 Sean A, B y {Aα : α ∈ ∆} subconjuntos de un espacio topológico

(X, τ, I). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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(1) A ⊂ Λs
I(A).

(2) Si A ⊂ B, entonces Λs
I(A) ⊂ Λs

I(B).

(3) Λs
I(Λ

s
I(A)) = Λs

I(A).

(4) Si A ∈ SIO(X, τ), entonces A = Λs
I(A).

(5) Λs
I

(∪
α∈∆

Aα

)
=
∪
α∈∆

Λs
I(Aα).

(6) Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂
∩
α∈∆

Λs
I(Aα).

Demostración:

(1) Sea x ∈ A, entonces x ∈ U para cada U ∈ SIO(X, τ) tal que A ⊂ U . Luego,

x ∈
∩
{U : A ⊂ U, U ∈ SIO(X, τ)} = Λs

I(A).

(2) Suponga que x /∈ Λs
I(B), entonces existe un subconjunto U ∈ SIO(X, τ) tal

que B ⊂ U y x /∈ U . Puesto que A ⊂ B ⊂ U , se tiene que x /∈ Λs
I(A) y aśı,

Λs
I(A) ⊂ Λs

I(B).

(3) Por la parte (1), se tiene que Λs
I(A) ⊂ Λs

I(Λ
s
I(A)). Para demostrar la inclusión

opuesta, suponga que x /∈ Λs
I(A), entonces existe U ∈ SIO(X, τ) tal que A ⊂ U

y x /∈ U . Puesto que A ⊂ Λs
I(A) ⊂ U , se obtiene que x /∈ ΛI(Λ

s
I(A)) y aśı,

Λs
I(Λ

s
I(A)) ⊂ Λs

I(A).

(4) Por la parte (1), A ⊂ Λs
I(A). Si x ∈ Λs

I(A), entonces x ∈ U para cada

U ∈ SIO(X, τ) tal que A ⊂ U . Puesto que A ∈ SIO(X, τ) y A ⊂ A, entonces

x ∈ A y por lo tanto, Λs
I(A) ⊂ A.

(5) Puesto que Aα ⊂
∪
α∈∆

Aα para cada α ∈ ∆, entonces por la parte (2), se

tiene que Λs
I(Aα) ⊂ Λs

I

(∪
α∈∆

Aα

)
para cada α ∈ ∆. Por lo tanto,

∪
α∈∆

Λs
I(Aα) ⊂

Λs
I

(∪
α∈∆

Aα

)
. Para demostrar la inclusión opuesta, suponga que x /∈

∪
α∈∆

Λs
I (Aα),
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entonces x /∈ Λs
I(Aα) para cada α ∈ ∆ y aśı, existe Uα ∈ SIO(X, τ) tal que

Aα ⊂ Uα y x /∈ Uα para cada α ∈ ∆. Puesto que
∪
α∈∆

Aα ⊂
∪
α∈∆

Uα y
∪
α∈∆

Uα es un

conjunto semi-I-abierto que no contiene a x, se obtiene que x /∈ Λs
I

(∪
α∈∆

Aα

)
y

aśı se demuestra que Λs
I

(∪
α∈∆

Aα

)
⊂
∪
α∈∆

Λs
I(Aα).

(6) Puesto que
∩
α∈∆

Aα ⊂ Aα para cada α ∈ ∆, usando la parte (2), se obtiene

que Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂ Λs

I(Aα) para cada α ∈ ∆ y de esta manera, Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂∩

α∈∆

Λs
I(Aα).

Definición 3.2 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice que

es un Λs
I-conjunto, si A = Λs

I(A).

Observación 3.2 Si (X, τ, I) es un espacio topológico donde I = {∅}, entonces

la noción de Λs
I-conjunto coincide con la noción de Λs-conjunto.

Lema 3.2 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) ∅ y X son Λs
I-conjuntos.

(2) Para cada subconjunto A de X, Λs
I(A) es un Λs

I-conjunto.

(3) Si A es semi-I-abierto, entonces A es un Λs
I-conjunto.

(4) La unión de Λs
I-conjuntos es un Λs

I-conjunto.

(5) La intersección de Λs
I-conjuntos es un Λs

I-conjunto.

Demostración:

(1) Puesto que ∅ y X son conjuntos semi-I-abiertos, entonces se tiene que Λs
I(∅) =

46



∩
{U : ∅ ⊂ U, U ∈ SIO(X, τ)} = ∅ y Λs

I(X) =
∩
{U : X ⊂ U, U ∈ SIO(X, τ)} =

X. (2) Por la parte (3) del Lema 3.1, se tiene que Λs
I(A) = Λs

I(Λ
s
I(A)) y aśı Λs

I(A)

es un Λs
I-conjunto.

(3) Puesto que A es un conjunto semi-I-abierto, entonces por la parte (4) del

Lema 3.1, se tiene que A = Λs
I(A) y por lo tanto A es un Λs

I-conjunto.

(4) Suponga que {Aα : α ∈ ∆} es una colección de Λs
I-conjuntos en (X, τ, I),

entonces Aα = Λs
I(Aα) para cada α ∈ ∆ y por la parte (5) del Lema 3.1, se

tiene que
∪
α∈∆

Aα =
∪
α∈∆

Λs
I(Aα) = Λs

I

(∪
α∈∆

Aα

)
. Por lo tanto,

∪
α∈∆

Aα es un Λs
I-

conjunto.

(5) Suponga que {Aα : α ∈ ∆} es una colección de Λs
I-conjuntos en (X, τ, I),

entonces Aα = Λs
I(Aα) para cada α ∈ ∆ y por la parte (6) del Lema 3.1, se

obtiene que Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
⊂
∩
α∈∆

Λs
I(Aα) =

∩
α∈∆

Aα. Por otra lado, de la parte (1)

del Lema 3.1 se tiene que
∩
α∈∆

Aα ⊂ Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
y de esta manera, se concluye

que
∩
α∈∆

Aα = Λs
I

(∩
α∈∆

Aα

)
y por lo tanto,

∩
α∈∆

Aα es un Λs
I-conjunto.

Corolario 3.1 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y consideremos la colección

τΛ
s
I = {A : A es un Λs

I-conjunto en (X, τ, I)}. Entonces, el par (X, τΛ
s
I ) es un

espacio Alexandroff.

Observación 3.3 De acuerdo con el Corolario 3.1, un subconjunto A de un espa-

cio topológico (X, τ, I) es abierto en (X, τΛ
s
I ), si A es un Λs

I-conjunto en (X, τ, I).

Definición 3.3 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice semi-I-T1 si para cada par

de puntos distintos a, b de X, existen conjuntos semi-I-abiertos U , V de X tales

que a ∈ U y b ∈ V pero a /∈ V y b /∈ U .

Proposición 3.1 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades

son equivalentes:
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(1) (X, τ, I) es semi-I-T1.

(2) Para cada x ∈ X, el conjunto unitario {x} es un Λs
I-conjunto.

(3) Para cada x ∈ X, el conjunto unitario {x} es un conjunto semi-I-cerrado.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea x un punto arbitrario de X, entonces para cada punto y distinto

de x, existe un conjunto semi-I-abierto U tal que x ∈ U y y /∈ U . Por lo tanto,

y /∈ Λs
I({x}) y en consecuencia Λs

I({x}) ⊂ {x}. Puesto que {x} ⊂ Λs
I({x}), se

tiene que {x} = Λs
I({x}) y aśı {x} es un Λs

I-conjunto.

(2)⇒(3) Sea x ∈ X, entonces para cualquier punto y ∈ X − {x} se tiene que

y = Λs
I({y}) y por lo tanto, existe Uy ∈ SIO(X, τ) tal que x /∈ Uy y y ∈ Uy. De

esta manera, y ∈ Uy ⊂ X−{x} y en consecuenciaX−{x} =
∪
{Uy : y ∈ X−{x}}.

Por la parte (1) del Lema 1.5, se tiene que X −{x} es un conjunto semi-I-abierto

y aśı {x} es un conjunto semi-I-cerrado.

(3)⇒(1) Para cada par de puntos distintos x, y de X, se tiene que {x} y {y} son

conjuntos semi-I-cerrados. Por lo tanto, X − {x} y X − {y} son conjuntos semi-

I-abiertos tales que y ∈ X −{x} y x ∈ X −{y} pero y /∈ X −{y} y x /∈ X −{x}.

Esto demuestra que (X, τ, I) es semi-I-T1.

Ejemplo 3.1 Sea X = {a, b, c, d} con la topoloǵıa τ = {∅, {a}, {b}, {c}, {a, b},

{a, c}, {b, c}, {a, b, c}, X} y el ideal I = {∅, {d}}. Note que

{a, b, c} ⊂ X = Cl⋆(Int({a, b, c})),

{a, b, d} ⊂ {a, b, d} = Cl⋆(Int({a, b, d})),

{a, c, d} ⊂ {a, c, d} = Cl⋆(Int({a, c, d})),

{b, c, d} ⊂ {b, c, d} = Cl⋆(Int({b, c, d})),
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aśı los conjuntos {a, b, c}, {a, b, d}, {a, c, d} y {b, c, d} son semi-I-abiertos y por lo

tanto, los conjuntos {a}, {b}, {c} y {d} son semi-I-cerrados. Por la Proposición

3.1, se concluye que (X, τ, I) es semi-I-T1.

Teorema 3.1 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (X, τ, I) es semi-I-T1.

(2) Cada subconjunto de X es un Λs
I-conjunto.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea A cualquier subconjunto de X y x un punto arbitrario de A, entonces

por la Proposición 3.1, el conjunto unitario {x} es un Λs
I-conjunto y por la parte

(4) del Lema 3.2, se tiene que A =
∪
{x : x ∈ A} es un Λs

I-conjunto.

(2)⇒(1) Sea x un punto arbitrario de X. Por hipótesis, se tiene que el conjunto

unitario {x} es un Λs
I-conjunto y por la Proposición 3.1, se concluye que (X, τ, I)

es semi-I-T1.

Corolario 3.2 Un espacio topológico (X, τ, I) es semi-I-T1 si y sólo si (X, τΛ
s
I )

es un espacio discreto.

En el siguiente ejemplo se muestra que, el rećıproco de la parte (3) del Lema

3.2, en general, no es cierto.

Ejemplo 3.2 Sea X = R el conjunto de los números reales con τ = τu la topoloǵıa

usual e I = F el ideal de todos los conjuntos finitos de X. Sean x e y dos puntos

distintos de X. Si ε = |x−y| > 0, entonces U = (x− ε
2
, x+ ε

2
) y V = (y− ε

2
, y+ ε

2
)

son conjuntos semi-I-abiertos tales que x ∈ U , y /∈ U y además y ∈ V , x /∈ V . Por

lo tanto, (X, τ, I) es un espacio semi-I-T1 y por el Teorema 3.1, cada conjunto

unitario {x} es un Λs
I-conjunto. Sin embargo, {x} no es un conjunto semi-I-

abierto en X.
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Observación 3.4 Note que el espacio topológico (X, τ, I) dado en el Ejemplo 3.2

es el mismo espacio dado en el Ejemplo 2.3, por lo que este, es un espacio I-T1

y semi-I-T1. Sin embargo, las nociones de espacio I-T1 y espacio semi-I-T1 son

independientes, como se exhibe en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 3.3 Sea (X, τ, I) el espacio semi-I-T1 dado en el Ejemplo 3.1. Observe

que el conjunto A = {a, c, d} no es un conjunto I-abierto y por lo tanto, {b} no

es un conjunto I-cerrado. Por la Proposición 2.1, se concluye que (X, τ, I) no es

I-T1.

Ejemplo 3.4 Sea (X, τ, I) el espacio I-T1 dado en el Ejemplo 2.2. Observe que

el conjunto A = {a, b, d} no es un conjunto semi-I-abierto y por lo tanto, {c} no

es un conjunto semi-I-cerrado. Por la Proposición 3.1, se concluye que (X, τ, I)

no es semi-I-T1.

3.2. Conjuntos I-gs-cerrados y espacios semi-I-T1/2

En esta sección se introduce la noción de conjuntos I-gs-cerrados y se estudian

algunas propiedades relacionadas con ésta y otras nociones ya definidas en este

trabajo. Además, se caracterizan los espacios semi-I-T1/2.

Definición 3.4 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) se dice I-gs-

cerrado, si A⋆ ⊂ U siempre que A ⊂ U y U ∈ SIO(X, τ).

El complemento de un conjunto I-gs-cerrado se denomina conjunto I-gs-

abierto.

Observación 3.5 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I) donde

I = {∅}, entonces:

A es I-gs-cerrado si y sólo si A es sg∗-cerrado.
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Proposición 3.2 Si A y B son subconjuntos de un espacio topológico (X, τ, I),

las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si A es τ ⋆-cerrado, entonces A es I-gs-cerrado.

(2) Si A es I-gs-cerrado y semi-I-abierto, entonces A es τ ⋆-cerrado.

(3) Si A es I-gs-cerrado y A ⊂ B ⊂ A⋆, entonces B es I-gs-cerrado.

Demostración:

(1) Suponga que A es un conjunto τ ⋆-cerrado y sea U cualquier conjunto semi-I-

abierto tal que A ⊂ U , entonces A⋆ ⊂ A ⊂ U y por lo tanto, A es I-gs-cerrado.

(2) Suponga que A es I-gs-cerrado y semi-I-abierto, entonces A⋆ ⊂ A y por lo

tanto, A es τ ⋆-cerrado.

(3) Suponga que A es I-gs-cerrado y A ⊂ B ⊂ A⋆. Sea U ∈ SIO(X, τ) tal que

B ⊂ U , entonces A ⊂ U y por lo tanto, A⋆ ⊂ U . Puesto que B ⊂ A⋆, se tiene que

B⋆ ⊂ (A⋆)⋆ ⊂ A⋆ ⊂ U y aśı, B es un conjunto I-gs-cerrado.

En los siguientes dos ejemplos se muestra que, en general, los rećıprocos de las

partes (1) y (2) de la Proposición 3.2 no son ciertos.

Ejemplo 3.5 Sea X = {a, b, c} con la topoloǵıa τ = {∅, {a, c}, X} y el ideal

I = {∅, {c}}. Sea A = {a, b}, entonces A⋆ = {a, b}⋆ = X y X es el único conjunto

semi-I-abierto que contiene a A. Por lo tanto, A = {a, b} es un conjunto I-gs-

cerrado, pero no es τ ⋆-cerrado pues A⋆ = {a, b}⋆ = X ̸⊂ {a, b} = A.

Ejemplo 3.6 Sea X = {a, b} con la topoloǵıa τ = {∅, {a}, X} y el ideal I =

{∅, {a}}. Entonces {b} es un conjunto τ ⋆-cerrado ya que {b}⋆ = {b} ⊂ {b} y por

lo tanto es I-gs-cerrado, pero no es un conjunto semi-I-abierto porque {b} ̸⊂ ∅ =

Cl⋆(∅) = Cl⋆(Int({b}).

Proposición 3.3 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) es I-gs-

cerrado si y sólo si A⋆ ⊂ Λs
I(A).
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Demostración:

Necesidad: Suponga que A es es un conjunto I-gs-cerrado y sea U ∈ SIO(X, τ)

tal que A ⊂ U , entonces A⋆ ⊂ U y por lo tanto, A⋆ ⊂
∩
{U : A ⊂ U, U ∈

SIO(X, τ)} = Λs
I(A).

Suficiencia: Suponga que A⋆ ⊂ Λs
I(A) y sea U ∈ SIO(X, τ) tal que A ⊂ U ,

entonces A⋆ ⊂ Λs
I(A) ⊂ U y aśı, A es I-gs-cerrado.

Proposición 3.4 Si un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I) es I-gs-

cerrado, entonces A⋆ − A no contiene ningún conjunto semi-I-cerrado no vaćıo.

Demostración:

Suponga que A es I-gs-cerrado y sea F un conjunto semi-I-cerrado tal que F ⊂

A⋆ − A entonces F ⊂ A⋆ − A ⊂ X − A, A ⊂ X − F y X − F ∈ SIO(X, τ).

Por lo tanto, A⋆ ⊂ X − F y F ⊂ X − A⋆. Puesto que F ⊂ A⋆ se tiene que

F ⊂ (X − A⋆) ∪ A⋆ = ∅, por lo que F = ∅ y de esta manera, A⋆ − A no contiene

ningún conjunto semi-I-cerrado no vaćıo.

Teorema 3.2 Sea A un subconjunto I-gs-cerrado de un espacio topológico (X, τ, I).

Entonces, A es τ ⋆-cerrado si y sólo si A⋆ − A es un conjunto semi-I-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que A es un conjunto τ ⋆-cerrado, entonces A⋆ ⊂ A y aśı,

A⋆ − A = ∅. Puesto que X es semi-I-abierto, se tiene que A⋆ − A es un conjunto

semi-I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A⋆ −A es un conjunto semi-I-cerrado. Puesto que A es

un conjunto I-gs-cerrado, la Proposición 3.4 implica que A⋆ − A = ∅ y por lo

tanto, A⋆ ⊂ A. Esto demuestra que A es τ ⋆-cerrado.
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Teorema 3.3 Sean (X, τ, I) un espacio topológico, A un subconjunto de X y ∆

un conjunto finito de ı́ndices. Si {Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos

I-gs-cerrados, entonces
∪
{Aα : α ∈ ∆} es un conjunto I-gs-cerrado.

Demostración:

Suponga que {Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos I-gs-cerrados y sea

U ∈ SIO(X, τ) tal que
∪
α∈∆

Aα ⊂ U . Puesto que para cada α ∈ ∆se tiene Aα ⊂∪
α∈∆

Aα ⊂ U , entonces A⋆
α ⊂ U y

∪
α∈∆

A⋆
α ⊂ U . Por la parte (2) del Lema 1.2, se

concluye que

(∪
α∈∆

Aα

)⋆

=
∪
α∈∆

A⋆
α ⊂ U y por lo tanto,

∪
α∈∆

Aα es I-gs-cerrado.

Definición 3.5 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice semi-I-T1/2 si todo con-

junto I-gs-cerrado es τ ⋆-cerrado.

Proposición 3.5 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces para cada x ∈ X

el conjunto unitario {x} es semi-I-cerrado o I-gs-abierto.

Demostración:

Suponga que {x} no es semi-I-cerrado, entonces X−{x} no es semi-I-abierto y el

único conjunto semi-I-abierto que contiene a X −{x} es X. Aśı, (X −{x})⋆ ⊂ X

y por lo tanto, X − {x} es un conjunto I-gs-cerrado. Esto demuestra que {x} es

un conjunto I-gs-abierto.

Teorema 3.4 Un espacio topológico (X, τ, I) es semi-I-T1/2 si y sólo si cada con-

junto unitario {x} de X es τ ⋆-abierto o semi-I-cerrado

Demostración:

Necesidad: Sea (X, τ, I) un espacio topológico que es semi-I-T1/2 y sea x ∈ X.

Suponga que {x} no es semi-I-cerrado, entonces por la Proposición 3.5, {x} es
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I-gs-abierto y por lo tanto, X−{x} es I-gs-cerrado. Puesto que (X, τ, I) es semi-

I-T1/2, entonces X − {x} es τ ⋆-cerrado y aśı {x} es τ ⋆-abierto.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-gs-cerrado y sea x ∈ A⋆. Se tienen

los siguientes dos casos:

Caso 1. Si {x} es semi-I-cerrado. Por la Proposición 3.4, A⋆ − A no contiene

ningún conjunto no vaćıo semi-I-cerrado y por lo tanto, x /∈ A⋆ − A. Puesto que

x ∈ A⋆, entonces se tiene que x ∈ A.

Caso 2. Si {x} es τ ⋆-abierto. Por la Proposición 1.3, A⋆ − A no contiene ningún

conjunto no vaćıo τ ⋆-abierto y por lo tanto, x /∈ A⋆ − A. Puesto que x ∈ A⋆,

entonces se tiene que x ∈ A.

Aśı, en ambos casos x está en A y por lo tanto, A⋆ ⊂ A. De esta manera, A es

τ ⋆-cerrado y esto demuestra que (X, τ, I) es semi-I-T1/2.

3.3. Conjuntos Λs
I-cerrados y nueva caracterización de espacios semi-

I-T1/2

En esta sección, se introduce la clase de los conjuntos Λs
I-cerrados, se estudian

algunas propiedades de estos conjuntos y se da una nueva caracterización de los

espacios semi-I-T1/2.

Definición 3.6 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ, I), se dice Λs
I-

cerrado, si A = L∩F , donde L es un Λs
I-conjunto y F es un conjunto τ ⋆-cerrado.

El complemento de un conjunto Λs
I-cerrado se denomina conjunto Λs

I-abierto.

Lema 3.3 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo Λs
I-conjunto es Λs

I-cerrado.

(2) Todo conjunto τ ⋆-cerrado es Λs
I-cerrado.
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Demostración:

(1) Si A es un Λs
I-conjunto, entonces A = A ∩ X, A es un Λs

I-conjunto y X es

τ ⋆-cerrado. Esto demuestra que A es un conjunto Λs
I-cerrado.

(2) Si A es un conjunto τ ⋆-cerrado, entonces A = X ∩ A, X es un Λs
I-conjunto y

A es τ ⋆-cerrado. Por lo tanto, A es un conjunto Λs
I-cerrado.

En el siguiente ejemplo se muestra que los rećıprocos del Lema 3.3, en general,

no son ciertos.

Ejemplo 3.7 . Sea X = {a, b, c} con la topoloǵıa τ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X} y el

ideal I = {∅, {a}, {c}, {a, c}}. Entonces {c} es un conjunto Λs
I-cerrado, pero no

es un Λs
I-conjunto y {b} es un conjunto Λs

I-cerrado que no es τ ⋆-cerrado.

Corolario 3.3 Cada conjunto τ ⋆-abierto es Λs
I-abierto.

Lema 3.4 Si A es un subconjunto de un espacio topológico (X, τ, I), entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:

(1) A es Λs
I-cerrado.

(2) A = L ∩ Cl⋆(A), donde L es un Λs
I-conjunto.

(3) A = Λs
I(A) ∩ Cl⋆(A).

Demostración:

(1)⇒(2) Suponga que A es un conjunto Λs
I-cerrado, entonces A = L∩F donde L

es un Λs
I-conjunto y F es un conjunto τ ⋆-cerrado. Puesto que A ⊂ F , se tiene que

A⋆ ⊂ F ⋆ ⊂ F y aśı Cl⋆(A) = A∪A⋆ ⊂ F . Por lo tanto,A ⊂ L∩Cl⋆(A) ⊂ L∩F = A

y en consecuencia, A = L ∩ Cl⋆(A).

(2)⇒(3) Suponga que A = L ∩ Cl⋆(A), donde L es un Λs
I-conjunto. Puesto que

A ⊂ L, entonces Λs
I(A) ⊂ Λs

I(L) = L y por lo tanto, A ⊂ Λs
I(A) ∩ Cl⋆(A) ⊂

L ∩ Cl⋆(A) = A. Aśı, se obtiene que A = Λs
I(A) ∩ Cl⋆(A).
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(3)⇒(1) Por la parte (2) del Lema 3.2, se tiene que Λs
I(A) es un Λs

I-conjunto y

por la Observación 1.1, Cl⋆(A) es un conjunto τ ⋆-cerrado. Luego, si A = Λs
I(A) ∩

Cl⋆(A), entonces A es Λs
I-cerrado.

Proposición 3.6 Sea (X, τ, I) un espacio topológico y A un subconjunto de X.

Entonces, A es un conjunto τ ⋆-cerrado si y sólo si A es un conjunto I-gs-cerrado

y Λs
I-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que A es τ ⋆-cerrado, entonces por la parte (1) de la Propo-

sición 3.2, se tiene que A es I-g-cerrado y por la parte (2) del Lema 3.3, A es un

conjunto Λs
I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-gs-cerrado y Λs
I-cerrado, entonces

por la Proposición 3.3, A⋆ ⊂ Λs
I(A) y esto implica que Cl⋆(A) = A∪A⋆ ⊂ Λs

I(A).

Puesto que A es Λs
I-cerrado, el Lema 3.4 garantiza que A = Λs

I(A)∩Cl⋆(A) y por

lo tanto, A = Cl⋆(A) = A ∪ A⋆. Aśı, A⋆ ⊂ A y A es un conjunto τ ⋆-cerrado.

Teorema 3.5 Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de subconjuntos de un espacio

topológico (X, τ, I). Si Aα es un conjunto Λs
I-cerrado para cada α ∈ ∆ entonces∩

{Aα : α ∈ ∆} es un conjunto Λs
I-cerrado.

Demostración:

Suponga que Aα es Λs
I-cerrado para cada α ∈ ∆, entonces para cada α ∈ ∆

existe un Λs
I-conjunto Lα y un conjunto τ ⋆-cerrado Fα tal que Aα = Lα ∩Fα. Por

lo tanto,
∩
α∈∆

Aα =
∩
α∈∆

(Lα ∩ Fα) =

(∩
α∈∆

Lα

)∩(∩
α∈∆

Fα

)
. Por la parte (5) del

Lema 3.2,
∩
α∈∆

Lα es un Λs
I-conjunto y por la parte (1) del Lema 1.3,

∩
α∈∆

Fα es un

conjunto τ ⋆-cerrado. Esto demuestra que
∩
α∈∆

Aα es Λs
I-cerrado.
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Corolario 3.4 Sea {Bα : α ∈ ∆} una colección de subconjuntos de un espacio

topológico (X, τ, I). Si Bα es un conjunto Λs
I-abierto para cada α ∈ ∆ entonces∪

{Bα : α ∈ ∆} es un conjunto Λs
I-abierto.

Demostración:

Es consecuencia inmediata del Teorema 3.5.

Teorema 3.6 Un espacio topológico (X, τ, I) es semi-I-T1/2 si y sólo si cada sub-

conjunto de X es Λs
I-cerrado.

Demostración:

Necesidad: Suponga que (X, τ, I) es semi-I-T1/2 y A es cualquier subconjunto de

X. Por el Teorema 3.4, para cada x ∈ X se tiene que {x} es un conjunto τ ⋆-abierto

o semi-I-cerrado. Sea A1 el conjunto de todos los unitarios τ ⋆-abiertos de X − A

y sea A2 = X − (A ∪ A1). Sean U =
∩
x∈A2

(X − {x}) y F =
∩
x∈A1

(X − {x}). Para

cada x ∈ A2 el conjunto {x} es semi-I-cerrado y aśı, X − {x} es un Λs
I-conjunto.

Por la parte (5) del Lema 3.2, U es un Λs
I-conjunto y por la parte (1) del Lema

1.3, F es un conjunto τ ⋆-cerrado. Puesto que A = U ∩F , se concluye que A es un

conjunto Λs
I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-gs-cerrado, entonces por la hipótesis

A es un conjunto Λs
I-cerrado y por la Proposición 3.6, A es τ ⋆-cerrado. Por lo

tanto, (X, τ, I) es semi-I-T1/2.

3.4. Funciones Λs
I-continuas

En esta sección se usan los conjuntos abiertos, Λs
I-abiertos y τ ⋆-abiertos pa-

ra introducir nuevas formas de continuidad denominadas funciones Λs
I-continuas,

cuasi-Λs
I-continuas y Λs

I-irresolutas. Se estudian las relaciones existentes entre
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éstas clases de funciones, aśı como también se obtienen propiedades y caracte-

rizaciones de las mismas.

Definición 3.7 Una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) se dice semi-I-irresoluta,

si f−1(V ) es un conjunto semi-I-abierto en (X, τ, I) para cada conjunto semi-J-

abierto V de (Y, σ, J).

Teorema 3.7 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es semi-I-irresoluta, en-

tonces f : (X, τΛ
s
I ) → (Y, σΛs

J ) es continua.

Demostración:

Suponga que V cualquier Λs
J -conjunto de (Y, σ, J), es decir V ∈ σΛs

J , entonces V =

Λs
J(V ) =

∩
{W : V ⊂ W y W es semi-J-abierto en (Y, σ, J)}. Puesto que f es

semi-I-irresoluta, entonces f−1(W ) es un conjunto semi-I-abierto en (X, τ, I) para

cada W , por lo tanto Λs
I(f

−1(V )) =
∩
{U : f−1(V ) ⊂ U : U ∈ SIO(X, τ, I)} ⊂∩

{f−1(W ) : f−1(V ) ⊂ f−1(W ) : W ∈ SJO(Y, σ, J)} = f−1(V ). Por otra parte,

siempre se cumple que f−1(V ) ⊂ Λs
I(f

−1(V )) y aśı se obtiene que f−1(V ) =

Λs
I(f

−1(V )). Por lo tanto, f−1(V ) ∈ τΛ
s
I y f : (X, τΛ

s
I ) → (Y, σΛs

J ) es continua.

Definición 3.8 Una función f : (X, τ, I) −→ (Y, σ, J) se dice:

(1) Λs
I-continua, si f

−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I) para cada con-

junto abierto V de (Y, σ, J).

(2) Cuasi-Λs
I-continua, si f

−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I) para cada

conjunto σ⋆-abierto V de (X, τ, I).

(3) Λs
I-irresoluta, si f

−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I) para cada con-

junto Λs
J-abierto V en (Y, σ, J).

Teorema 3.8 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es Λs
I-irresoluta, entonces

f es cuasi-Λs
I-continua.
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Demostración:

Sea V un conjunto σ⋆-abierto en (Y, σ, J), entonces por el Corolario 3.3 se tiene que

V es un conjunto Λs
J -abierto en (Y, σ, J) y puesto que f es Λs

I-irresoluta, f
−1(V )

es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Por lo tanto, f es cuasi-Λs

I-continua.

El siguiente ejemplo exhibe una función cuasi-Λs
I-continua pero no Λ

s
I-irresoluta.

Ejemplo 3.8 Sean X = {a, b, c}, τ = {∅, {a, c}, X}, σ = {∅, {a}, {a, b}, {a, c}, X},

I = {∅, {c}} y J = {∅, {b}}. La colección de los conjuntos Λs
I-abiertos de (X, τ, I)

es {∅, {a, b}, {a, c}, {a}, {b}, X}, la colección de los conjuntos σ⋆-abiertos de (X, σ, J)

es {∅, {a}, {a, c}, {a, b}, X} y la colección de los conjuntos Λs
J-abiertos de (X, σ, J)

es {{∅}, {a}, {b}, {c}, {a, c}, {b, c}, X}. La función identidad f : (X, τ, I) → (X, σ, J)

es cuasi-Λs
I-continua, pero no es Λs

I-irresoluta ya que f
−1({b, c}) = {b, c} y f−1({c}) =

{c} no son conjuntos Λs
I-abiertos.

Teorema 3.9 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es cuasi-Λs
I-continua, en-

tonces f es Λs
I-continua.

Demostración:

Sea V un conjunto abierto en (Y, σ, J), entonces V es un conjunto σ⋆-abierto en

(Y, σ, J) y puesto que f es cuasi-Λs
I-continua, se tiene que f−1(V ) es Λs

I-abierto

en (X, τ, I). Esto demuestra que f es Λs
I-continua.

El siguiente ejemplo muestra una función Λs
I-continua pero no cuasi-Λ

s
I-continua.

Ejemplo 3.9 Sean X = {a, b, c}, τ = {∅, {a, c}, X}, σ = {∅, {a}, {b}, {a, b}, X},

I = {∅, {c}} y J = {∅, {a}}. La colección de los conjuntos Λs
I-abiertos de (X, τ, I)

es {∅, {a, b}, {a, c}, {a}, {b}, X} y la colección de los conjuntos σ⋆-abiertos de

(X, σ, J) es {∅, {a}, {b, c}, {a, b}, {b}, X}. La función identidad f : (X, τ, I) →

(X, σ, J) es Λs
I-continua, pero no es cuasi-Λs

I-continua ya que f−1({b, c}) = {b, c}

no es un conjunto Λs
I-abierto.
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Corolario 3.5 Si una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es Λs
I-irresoluta, entonces

f es Λs
I-continua.

Demostración:

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 3.8 y 3.9.

Proposición 3.7 Sean f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) y g : (Y, σ, J) → (Z, θ,K) dos

funciones, donde I, J,K son ideales sobre X, Y, Z respectivamente. Entonces:

(1) g ◦ f es Λs
I-irresoluta, si f es Λs

I-irresoluta y g es Λs
J-irresoluta.

(2) g ◦ f es Λs
I-continua, si f es Λs

I-irresoluta y g es Λs
J-continua.

(3) g ◦ f es Λs
I-continua, si f es Λs

I-continua y g es continua.

(4) g ◦ f es cuasi-Λs
I-continua, si f es Λs

I-irresoluta y g es cuasi-Λs
J-continua.

Demostración:

(1) Sea V un conjunto ΛK-abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es Λs
J -irresoluta, en-

tonces g−1(V ) es un conjunto Λs
J -abierto en (Y, σ, J) y como f es Λs

I-irresoluta, se

tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =

(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto Λs
I-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es Λs
I-irresoluta.

(2) Sea V un conjunto abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es Λs
J -continua, enton-

ces g−1(V ) es un conjunto Λs
J -abierto en (Y, σ, J) y como f es Λs

I-irresoluta, se

tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =

(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto Λs
I-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es Λs
I-continua.

(3) Sea V un conjunto abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es continua, enton-

ces g−1(V ) es un conjunto abierto en (Y, σ, J) y como f es Λs
I-continua, se tiene

que f−1(g−1(V )) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Pero (g ◦ f)−1(V ) =
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(f−1 ◦ g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g ◦ f)−1(V ) es un conjunto Λs
I-

abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es Λs
I-continua.

(4) Sea V un conjunto θ⋆-abierto en (Z, θ,K). Puesto que g es cuasi-Λs
J -continua,

entonces g−1(V ) es un conjunto Λs
J -abierto en (Y, σ, J) y como f es Λs

I-irresoluta,

se tiene que f−1(g−1(V )) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Pero (g◦f)−1(V ) =

(f−1◦g−1)(V ) = f−1(g−1(V )) y por lo tanto, (g◦f)−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto

en (X, τ, I). Esto demuestra que g ◦ f es cuasi-Λs
I-continua.

En los siguientes tres teoremas se caracterizan a las funciones Λs
I-continuas,

cuasi-Λs
I-continuas y Λs

I-irresolutas, respectivamente.

Teorema 3.10 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ), los siguientes enunciados

son equivalentes:

(1) f es Λs
I-continua.

(2) f−1(B) es un conjunto Λs
I-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto cerrado B

en (Y, σ).

(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto abierto V en (Y, σ) que contiene a f(x)

existe un conjunto Λs
I-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂ V .

Demostración:

(1) ⇒ (2) Sea B cualquier conjunto cerrado en (Y, σ), entonces V = Y \ B es un

conjunto abierto en (Y, σ) y puesto que f es Λs
I-continua, f

−1(V ) es un subcon-

junto Λs
I-abierto en (X, τ, I), pero f−1(V ) = f−1(Y \ B) = f−1(Y ) \ f−1(B) =

X \ f−1(B) y por lo tanto, f−1(B) es un conjunto Λs
I-cerrado en (X, τ, I).

(2) ⇒ (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, σ), entonces B = Y \ V es un

conjunto cerrado en (Y, σ) y por la hipótesis, se tiene que f−1(B) es un conjunto

Λs
I-cerrado en (X, τ, I), pero f−1(B) = f−1(Y \V ) = f−1(Y )\f−1(V ) = X\f−1(V )

y por lo tanto, f−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I). Esto demuestra que

61



f es Λs
I-continua.

(1) ⇒ (3) Sea x ∈ X y V un conjunto abierto en (Y, σ) tal que f(x) ∈ V , entonces

x ∈ f−1(V ) y puesto que f es una función Λs
I-continua, f

−1(V ) es un conjunto

Λs
I-abierto en (X, τ, I). Si U = f−1(V ), entonces U es un conjunto Λs

I-abierto en

(X, τ, I) que contiene a x y además f(U) = f(f−1(V )) ⊂ V .

(3) ⇒ (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, σ) y x ∈ f−1(V ), enton-

ces f(x) ∈ V y por (3) existe un conjunto Λs
I-abierto Ux en (X, τ, I) tal que

x ∈ Ux y f(Ux) ⊂ V . Aśı x ∈ Ux ⊂ f−1(f(Ux)) ⊂ f−1(V ) y por lo tanto

f−1(V ) =
∪
{Ux : x ∈ f−1(V )}. Por la parte (4) del Lema 3.2, se tiene que

f−1(V ) es un conjunto Λs
I-abierto en (X, τ, I) y aśı f es Λs

I-continua.

Teorema 3.11 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J), los siguientes enun-

ciados son equivalentes:

(1) f es cuasi-Λs
I-continua.

(2) f−1(B) es un conjunto Λs
I-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto σ⋆-cerrado

B en (Y, σ, J).

(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto σ⋆-abierto V en (Y, σ, J) que contiene a f(x)

existe un conjunto Λs
I-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂ V .

Demostración:

Se prueba de manera similar al Teorema 3.10.

Teorema 3.12 Para una función f : (X, τ, I) → (Y, σ, J), las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(1) f es Λs
I-irresoluta.
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(2) f−1(B) es un conjunto Λs
I-cerrado en (X, τ, I) para cada conjunto Λs

J-cerrado

B en (Y, σ, J).

(3) Para cada x ∈ X y cada conjunto Λs
J-abierto V en (Y, σ, J) que contiene a

f(x) existe un conjunto Λs
I-abierto U en (X, τ, I) que contiene a x y f(U) ⊂

V .

Demostración:

Se prueba de manera similar al Teorema 3.10.

3.5. Compacidad y Conexidad v́ıa conjuntos Λs
I-abiertos

En esta sección se introducen nuevas nociones de compacidad y de conexidad

en términos de conjuntos Λs
I-abiertos y conjuntos semi-I-abiertos, para estudiar su

comportamiento bajo las imágenes directas de las nuevas formas de continuidad

definidas en este caṕıtulo.

Definición 3.9 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice:

(1) Λs
I-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos Λs

I-abiertos tiene un

subcubrimiento finito.

(2) Semi-I-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos semi-I-abiertos

tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 3.13 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) (X, τ, I) es Λs
I-compacto si y sólo si para cada colección {Aα : α ∈ ∆} de

conjuntos Λs
I-cerrados en (X, τ, I) satisfaciendo que

∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅,

existe una subcolección finita Aα1 , Aα2 , Aα3 , . . . , Aαn tal que
∩
{Aαk

: k =

1, . . . , n} = ∅.
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(2) (X, τ, I) es semi-I-compacto si y sólo si para cada colección {Aα : α ∈ ∆} de

conjuntos semi-I-cerrados en (X, τ, I) satisfaciendo que
∩
{Aα : α ∈ ∆} = ∅,

existe una subcolección finita Aα1 , Aα2 , Aα3 , . . . , Aαn tal que
∩
{Aαk

: k =

1, . . . , n} = ∅.

Demostración:

(1) Necesidad: Sea {Aα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos Λs
I-cerrados tal que∩

{Aα : α ∈ ∆} = ∅, entonces {X − Aα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos

Λs
I-abiertos tal que

X = X − ∅ = X −
∩
{Aα : α ∈ ∆} =

∪
{X − Aα : α ∈ ∆},

es decir, {X − Aα : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X por conjuntos Λs
I-abiertos.

Puesto que X es Λs
I-compacto, existe una subcolección X−Aα1 , X−Aα2 , . . . , X−

Aαn tal que

X =
∪
{X − Aαk

: k = 1, . . . , n} = X −
∩
{Aαk

: k = 1, . . . , n}.

Esto demuestra que
∩
{Aαk

: k = 1, . . . , n} = ∅.

Suficiencia: Suponga que {Uα : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X por conjuntos Λs
I-

abiertos, entonces {X − Uα : α ∈ ∆} es una colección de conjuntos Λs
I-cerrados

tal que
∩
{X − Uα : α ∈ ∆} = X −

∪
{Uα : α ∈ ∆} = X − X = ∅. Por

hipótesis, existe una subcolección finita X − Uα1 , X − Uα2 , . . . , X − Uαn tal que∩
{X−Uαk

: k = 1, . . . , n} = ∅. Ahora observe que X = X−∅ = X−
∩
{X−Uαk

:

k = 1, . . . , n} = X − (X −
∪
{Uαk

: k = 1, . . . , n}) =
∪
{Uαk

: k = 1, . . . , n}. Por

lo tanto, (X, τ, I) es Λs
I-compacto.

(2) Se demuestra de manera similar a la parte (1).

Teorema 3.14 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:
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(1) Si (X, τΛ
s
I ) es compacto, entonces (X, τ, I) es semi-I-compacto.

(2) Si (X, τ, I) es Λs
I-compacto, entonces (X, τ, I) es τ ⋆-compacto.

(3) Si (X, τ, I) es Λs
I-compacto, entonces (X, τ, I) es compacto.

Demostración:

(1) Sea {Uα : α ∈ ∆} cualquier cubrimiento de X por conjuntos semi-I-abiertos,

entonces para cada α ∈ ∆, Uα es un Λs
I-conjunto y por lo tanto, Uα ∈ τΛI para

cada α ∈ ∆. Puesto que (X, τΛ
s
I ) es compacto, entonces existe un subconjunto

finito ∆0 de ∆ tal que X =
∪
{Uα : α ∈ ∆0}. Esto demuestra que (X, τ, I) es

semi-I-compacto.

(2) Sea {Fα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos τ ⋆-cerrados en (X, τ, I) tal que∩
{Fα : α ∈ ∆} = ∅. Puesto que cada conjunto τ ⋆-cerrado es Λs

I-cerrado, entonces

{Fα : α ∈ ∆} una colección de conjuntos Λs
I-cerrados y (X, τ, I) es Λs

I-compacto.

Por la parte (1) del Teorema 3.13, existe un subconjunto finito ∆0 de ∆ tal que∩
{Fα : α ∈ ∆0} = ∅ y por la parte (2) del Teorema 2.13, se concluye que (X, τ, I)

es τ ⋆-compacto.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio τ ⋆-compacto es compacto.

Teorema 3.15 Si f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es una función sobreyectiva, las si-

guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una función Λs
I-irresoluta y (X, τ, I) es Λs

I-compacto, entonces (Y, σ, J)

es Λs
J-compacto.

(2) Si f es una función semi-I-irresoluta y (X, τ, I) es semi-I-compacto, entonces

(Y, σ, J) es semi-J-compacto.

(3) Si f es una función cuasi-Λs
I-continua y (X, τ, I) es Λs

I-compacto, entonces

(Y, σ, J) es σ⋆-compacto.
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(4) Si f es una función Λs
I-continua y (X, τ, I) es Λs

I-compacto, entonces (Y, σ)

es compacto.

Demostración:

(1) Sea {Vα : α ∈ ∆} un cubrimiento de Y por conjuntos Λs
J -abiertos. Puesto

que f es Λs
I-irresoluta, se tiene que {f−1(Vα) : α ∈ ∆} es un cubrimiento de X

por conjuntos Λs
I-abiertos y como (X, τ, I) es Λs

I-compacto, existe un subconjunto

finito ∆0 de ∆ tal que X =
∪
{f−1(Vα) : α ∈ ∆0}. Por la sobreyectividad de f , se

obtiene que Y = f(X) = f(
∪
{f−1(Vα) : α ∈ ∆0}) =

∪
{f(f−1(Vα)) : α ∈ ∆0} =

{Vα : α ∈ ∆0} y esto demuestra que (Y, θ, J) es Λs
J -compacto.

(2), (3) y (4) se demuestran de manera similar a la parte (1).

Definición 3.10 Un espacio topológico (X, τ, I) se dice:

(1) Λs
I-conexo, si X no puede ser escrito como una unión disjunta de dos conjun-

tos Λs
I-abiertos no vaćıos.

(2) Semi-I-conexo, si X no puede ser escrito como una unión disjunta de dos

conjuntos semi-I-abiertos no vaćıos.

Teorema 3.16 Sea (X, τ, I) un espacio topológico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) Si (X, τΛ
s
I ) es conexo, entonces (X, τ, I) es semi-I-conexo.

(2) Si (X, τ, I) es Λs
I-conexo, entonces (X, τ, I) es τ ⋆-conexo.

(3) Si (X, τ, I) es Λs
I-conexo, entonces (X, τ, I) es conexo.

Demostración:

(1) Suponga que (X, τ, I) no es semi-I-conexo, entonces existen conjuntos semi-

I-abiertos A y B no vaćıos tales que A ∩ B = ∅ y A ∪ B = X. Por la parte (3)
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del Lema 3.2, se tiene que A y B son Λs
I-conjuntos y por lo tanto, (X, τΛ

s
I ) no es

conexo.

(2) Suponga que (X, τ, I) no es τ ⋆-conexo, entonces existen conjuntos τ ⋆-abiertos

A y B no vaćıos tales que A ∩B = ∅ y A ∪B = X. Por el Corolario 3.3, se tiene

que A y B son conjuntos Λs
I-abiertos y aśı, (X, τ, I) no es Λs

I-conexo.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio τ ⋆-conexo es conexo.

Teorema 3.17 En un espacio topológico (X, τ, I), las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (X, τ, I) es Λs
I-conexo.

(2) ∅ y X son los únicos subconjuntos de X que son a la vez Λs
I-abiertos y Λs

I-

cerrados.

(3) Cada función Λs
I-continua de X en un espacio discreto Y con al menos dos

puntos, es una función constante.

Demostración:

(1)⇒(2) Sea V un subconjunto de X que es Λs
I-abierto y Λs

I-cerrado, entonces

X − V es Λs
I-abierto y Λs

I-cerrado, aśı X = V ∪ (X − V ). Es decir, X es la unión

de dos conjuntos Λs
I-abiertos disjuntos y como (X, τ, I) es Λs

I-conexo, entonces

uno de estos conjuntos tiene que ser ∅. Por lo tanto, V = ∅ o V = X.

(2)⇒(1) Suponga que (X, τ, I) no es Λs
I-conexo y sea X = U∪V , donde U y V son

conjuntos Λs
I-abiertos no vaćıos y disjuntos en (X, τ, I), entonces U = X − V es

un conjunto Λs
I-abierto y Λs

I-cerrado. Por hipótesis, se tiene que U = ∅ o U = X,

lo que contradice el hecho que U y V son no vaćıos y disjuntos y por lo tanto,

(X, τ, I) es Λs
I-conexo.

(2)⇒(3) Sea f : (X, τ, I) → Y una función Λs
I-continua donde Y es un espacio

topológico con la topoloǵıa discreta y contiene al menos dos puntos, entonces X
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se puede cubrir por una colección de conjuntos que son a la vez Λs
I-abiertos y Λs

I-

cerrados de la forma {f−1(y) : y ∈ Y }, de esto, se concluye que existe un y0 ∈ Y

tal que f−1({y0}) = X y aśı, f es una función constante.

(3)⇒(2) Sea W un subconjunto de (X, τ, I) que es Λs
I-abierto y Λs

I-cerrado. Su-

ponga que W ̸= ∅ y sea f : (X, τ, I) → Y una función Λs
I-continua definida por

f(W ) = {y1} y f(X −W ) = {y2} para y1 ̸= y2, con y1, y2 ∈ Y . Puesto que f es

una función constante, se concluye que X = W .

A continuación, se estudia bajo que condiciones se preserva la Λs
I-conexidad

por imagen directa de un espacio Λs
I-conexo.

Teorema 3.18 Si f : (X, τ, I) → (Y, σ, J) es una función sobreyectiva, las si-

guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una función Λs
I-irresoluta y (X, τ, I) es Λs

I-conexo, entonces (Y, σ, J)

es Λs
J-conexo.

(2) Si f es una función semi-I-irresoluta y (X, τ, I) es semi-I-conexo, entonces

(Y, σ, J) es semi-J-conexo.

(3) Si f es una función cuasi-Λs
I-continua y (X, τ, I) es Λs

I-conexo, entonces

(Y, σ, J) es σ⋆-conexo.

(4) Si f es una función Λs
I-continua y (X, τ, I) es Λs

I-conexo, entonces (Y, σ) es

conexo.

Demostración:

(1) Suponga que (Y, σ, J) no es Λs
J -conexo, entonces existen conjuntos Λs

J -abiertos

no vaćıos H, G en (Y, σ, J) tales que G∩H = ∅ y G∪H = Y . Por lo tanto, se tiene

que f−1(G) ∩ f−1(H) = ∅, f−1(G) ∪ f−1(H) = X y además, f−1(G) y f−1(H)

son conjuntos Λs
I-abiertos no vaćıos en (X, τ, I). Esto demuestra que (X, τ, I) no
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es Λs
I-conexo.

(2), (3) y (4) se demuestran de manera similar a la parte (1).

Problemas Abiertos. Los Teoremas 3.14 y 3.16 se demostraron usando los he-

chos que todo conjunto semi-I-abierto es Λs
I-abierto y que todo conjunto τ

⋆-abierto

es Λs
I-abierto. Sin embargo, no se han obtenidos contraejemplos para mostrar que

los rećıprocos de las implicaciones contenidas en tales teoremas no son ciertos. En

este sentido se plantean los siguientes problemas.

(1) ¿Existe un espacio topológico (X, τ, I) que es semi-I-compacto (resp. semi-

I-conexo) pero el espacio (X, τΛ
s
I ) no es compacto (resp. conexo)?

(2) ¿Existe un espacio topológico (X, τ, I) que es τ ⋆-compacto (resp. τ ⋆-conexo)

pero el espacio (X, τ, I) no es Λs
I-compacto (resp. Λs

I-conexo)?
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Conclusiones

En este trabajo se realizó un estudio detallado de las nociones de ΛI-conjuntos,

conjuntos I-g-cerrados y ΛI-cerrados, Λs
I-conjuntos, conjuntos I-gs-cerrados y

Λs
I-cerrados, aśı como también se caracterizaron algunos axiomas débiles de se-

paración tales como espacios I-T1, I-T1/2, semi-I-T1 y semi-I-T1/2. Se introdu-

jeron nuevas clases de funciones denominadas ΛI-continuas, cuasi-ΛI-continuas,

ΛI-irresoluta, Λ
s
I-continuas, cuasi-Λ

s
I-continuas y Λs

I-irresoluta, se estudiaron las

relaciones existentes entre estas clases de funciones y algunas propiedades de las

mismas. De igual manera, se introdujeron nuevas nociones de compacidad y co-

nexidad v́ıa conjuntos ΛI-abiertos, τ
⋆-abiertos, I-abiertos, Λs

I-abiertos y semi-I-

abiertos para estudiar el comportamiento de tales nociones bajo las imágenes

directas de las clases de funciones definidas en este trabajo. Cabe señalar que en

algunos resultados obtenidos que involucraban el uso de nociones descritas me-

diante conjuntos I-abiertos, se tuvo que pedir la condición adicional de que el

espacio topológico (X, τ, I) empleado fuese Hayashi-Samuels para garantizar que

el conjunto X resultara ser I-abierto. Para un estudio posterior se considera in-

teresante analizar el comportamiento de las distintas nociones de compacidad y

conexidad tratadas en esta investigación bajo las imágenes inversas de las nuevas

formas de continuidad que se han introducido.
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