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Resumen

Dado un espacio topoldgico (X, 7) sobre el que se considera un ideal, se estu-
dian las nociones de Aj-conjuntos, conjuntos I-g-cerrados, conjuntos Aj-cerrados,
Aj-conjuntos, conjuntos I-gs-cerrados y conjuntos Aj-cerrados. Ademas, se ca-
racterizan las propiedades de separacion I-T1, I-T' /o, semi-I-T y semi-I-T7 /5, las
cuales generalizan algunas propiedades clasicas de separacion. De igual manera, se
introducen y caracterizan nuevas variantes de funciones continuas en términos de
los conjuntos mencionados anteriormente, se investigan las relaciones existentes
entre éstas y se estudia el comportamiento de nuevas nociones de compacidad y

conexidad, bajo imagenes directas de este tipo de funciones.
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Introduccién

En 1966, Kuratowski [8] utiliza la idea de ideales sobre espacios topolégicos
para generalizar la nocion de clausura de un conjunto, introduciendo el concepto
de funcion local de un conjunto con respecto a un ideal y una topologia. Posterior-
mente, en 1990, Jankovic y Hamlett [6] estudian ciertas propiedades locales y glo-
bales que involucran la nocién de ideal sobre un espacio topoldgico. En particular,
estos autores definen un operador clausura de Kuratowski, C1*, usando la nocién
de funcién local y demuestran que la topologia generada por C1* es més fina que
la topologia original del espacio. En 1992, Jankovic y Hamlett [7] introducen la
nocién formada por los conjuntos I-abiertos en espacios topoldgicos via ideales,
la cual es independiente de la clase formada por los conjuntos abiertos. Emplean-
do el operador CI*, Hatir y Noiri [4], en 2002, definen las nociones de conjuntos
a-I-abiertos, semi-/-abiertos y [-I-abiertos y utilizan estas nociones para obte-
ner ciertas descomposiciones de continuidad. Las clases de conjuntos a-I-abiertos,
semi-/-abiertos y [-I-abiertos estan respectivamente contenidas en las clases de
conjuntos a-abiertos, semi-abiertos y [-abiertos, introducidas por Njastad [13],

Levine [9] y El-Monsef, El-Deeb y Mahmoud [1], respectivamente.

La nocién de conjunto cerrado generalizado (abreviado g-cerrado) y el axioma
de separacion 77, fueron introducidos por Levine [10] en el afio 1970. De igual for-
ma, Maki [11] en 1996 introduce la nocién de A-conjuntos en espacios topoldgicos,
como los conjuntos que coinciden con su kernel, donde el kernel de un conjunto
A es la interseccion de todos los conjuntos abiertos que contienen a A. En 1997,
Arenas, Dontchev y Ganster [2] introducen y estudian las nociones de conjuntos
A-cerrados y A-abiertos, empleando A-conjuntos y conjuntos cerrados. Ademas,

estos autores utilizan los conjuntos A-cerrados para caracterizar el axioma T} /;.



En este contexto, Dontchev y Maki [3] en el afio 1997 introducen las nociones
de As-conjuntos y conjuntos semi-A-cerrados de manera similar a los A-conjuntos
introducidos en [11] y los conjuntos A-cerrados introducidos en [2], reemplazando

los conjuntos abiertos por los semi-abiertos.

Recientemente, algunos autores (ver [14] y [15]) se han dedicado a introducir
y estudiar ciertas clases de A-conjuntos, conjuntos A-cerrados, A,-conjuntos, con-
juntos semi-A-cerrados y g-cerrados, reemplazando las clases de conjuntos abiertos
y semi-abiertos por las de conjuntos [-abiertos y semi-/-abiertos, en el contexto
de espacios topologicos dotados de un ideal. Este hecho motivé a realizar un estu-
dio de propiedades topoldgicas relacionadas con las modificaciones de A-conjuntos

antes mencionadas.

El aporte principal de este trabajo es la presentacion organizada y detallada
de resultados relacionados con la nociéon de Aj-conjuntos introducida por Noiri y
Keskin [14] y la nocién de Aj-conjuntos introducida por Sanabria, Rosas y Car-
pintero [15]. Ademads, se proporcionan nuevos ejemplos, contraejemplos y algunas
pruebas que ayudan a mejorar la comprension del tema en cuestién. También, se
introducen y se estudian nuevas variantes de continuidad, asi como nuevas nocio-
nes de compacidad y conexidad empleando ciertas clases de conjuntos derivadas

de las nociones de Aj-conjuntos y Aj-conjuntos.

El trabajo estd organizado en tres capitulos. En el primer capitulo se introdu-
cen algunos conceptos conocidos en el ambiente de topologia general, y se estudian
de manera generalizada empleando la nocién de ideal sobre un espacio topolégico,
asi como algunos resultados asociados con esta nocion, los cuales se utilizaran a

lo largo del trabajo.



En el segundo capitulo se introducen y estudian las nociones de Aj-conjuntos,
conjuntos I-g-cerrados y Aj-cerrados. Se establecen caracterizaciones de dos pro-
piedades de separacién denominadas I-T} y I-T/, usando A;-conjuntos y conjun-
tos I-g-cerrados y Aj-cerrados, respectivamente. Ademas, se definen y se caracte-
rizan las funciones Aj-continuas, cuasi-A;-continuas y Aj-irresolutas. También, se
introducen las nociones de Aj-compacidad y A;-conexidad para estudiar su com-
portamiento bajo las imagenes directas de las nuevas variantes de continuidad
definidas en este capitulo.

En el tercer capitulo se introducen y se estudian las nociones de Aj-conjuntos,
conjuntos I-gs-cerrados y Aj-cerrados. Se establecen caracterizaciones de dos pro-
piedades de separacién denominadas semi-I-T' y semi-I-T; /, usando Aj-conjuntos
y conjuntos [-gs-cerrados y Aj-cerrados, respectivamente. Se definen y se carac-
terizan las funciones Aj-continuas, cuasi-Aj-continuas y Aj-irresolutas. Ademas,
se introducen las nociones de Aj-compacidad y Aj-conexidad para estudiar su
comportamiento bajo las imagenes directas de las nuevas clase de funciones men-

cionadas anteriormente.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se introducen ciertas clases de conjuntos, los cuales gene-
ralizan las nociones clésicas de conjuntos abiertos y conjuntos cerrados de un
espacio topolégico, a través del concepto de ideal sobre un espacio topolégico. Se
estudian también algunas propiedades relativas a estas clases de conjuntos, que
seran empleadas en los préoximos dos capitulos. En el desarrollo de este trabajo,
Int(A) y CI(A) denotaran el interior y la clausura de A C X, respectivamente.
Para mas detalles de los temas tratados en este capitulo se recomienda consultar
1), 41, [5], [6]. [8], [9] v [11).

En el contexto de un espacio topoldgico se han definido las siguientes genera-

lizaciones de conjuntos abiertos.

Definicién 1.1 Un subconjunto A de un espacio topologico (X, T) se dice:
(1) Semi-abierto, si A C Cl(Int(A)).

(2) Pre-abierto, si A C Int(Cl(A)).

La familia de los conjuntos semi-abiertos (resp. pre-abiertos) se denota por SO(X, 7)
(resp. PO(X,7)). Los complementos de los conjuntos semi-abiertos (resp. pre-
abiertos) son llamados conjuntos semi-cerrados (resp. pre-cerrados). Para un sub-
conjunto A de (X, 7), la semi-clausura (resp. pre-clausura), denotada por sCI(A)
(resp. pCl(A)), se define como la interseccién de todos los conjuntos semi-cerrados

(resp. pre-cerrados) de X que contienen al conjunto A.

A continuacion se introduce la nocién de conjunto cerrado generalizado (abre-
viado g-cerrado) junto con dos nuevas clases de conjuntos g-cerrados que seran

generalizados en los capitulos posteriores.



Definicién 1.2 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, T) se dice:
(1) g-cerrado, si Cl(A) C U siempre que ACU yU € T.

(2) sg*-cerrado, si Cl(A) C U siempre que A C U y U € SO(X, ).

(3) pg*-cerrado, si CI(A) C U siempre que A C U y U € PO(X, ).

Seguidamente se introduce el concepto del kernel de un subconjunto de un
espacio topolégico introducido por Maki [11] y otros conceptos similares descritos

mediante conjuntos semi-abiertos y conjuntos pre-abiertos.
Definicién 1.3 Sea (X, 7) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X .

(1) La interseccion de todos los conjuntos abiertos que contienen a A se denomina

kernel de A y se denota por Ker(A). Es decir, Ker(A) = (U : AC U, U €
T}

(2) La interseccion de todos los conjuntos semi-abiertos que contienen a A se
denomina semi-kernel de A y se denota por sKer(A). Es decir, sKer(A) =
(U :ACU UeSO(X,n)}.

(3) La interseccion de todos los conjuntos pre-abiertos que contienen a A se deno-
mina pre-kernel de A y se denota por pKer(A). Es decir, pKer(A) = ({U :
ACU UePO(X,T1)}.

Puesto que uno de los objetivos principales de este trabajo es estudiar mo-
dificaciones de la nociéon de A-conjunto via ideales sobre espacios topoldgicos, a

continuacion se define esta y otras nociones relacionadas con la misma.
Definicién 1.4 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, 1) se dice:
(1) A-conjunto, si A = Ker(A).

(2) Ag-congunto, si A = sKer(A).



(3) A,-conjunto, si A= pKer(A).

A continuacién se introduce la nocién de ideal sobre un espacio topolégico, la
cual permitird introducir otras nociones que, en cierto sentido, generalizan a las

nociones descritas en las Definiciones 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4.

Definicién 1.5 Un ideal I sobre un espacio topoldgico (X, T) es una coleccion no

vacia de subconjuntos de X, que satisface las siguientes propiedades:
(1) SiAelyBCA, entonces B € I (hereditaria).
(2) Si Ael yBel, entonces AUB € I (aditiva).

Observe que si I es un ideal, entonces () € I, puesto que ) C A para cualquier

Ael.

Ejemplo 1.1 Sea (X,7) un espacio topoldgico. Las siguientes colecciones son

tdeales sobre X :

(1) {0} y P(X) ={A: AC X}.

(2) La coleccion § de todos los subconjuntos finitos de (X, 7).
(3) La coleccion € de todos los subconjuntos contables de (X, T).

(4) La coleccion 2 de todos los subconjuntos nunca densos de (X, 7).

A lo largo de este trabajo, la terna (X, 7,I) denotard un espacio topolégi-
co (X, 7) junto con un ideal I sobre X y serd simplemente llamado un espacio

topologico.

Definicién 1.6 Sea (X, 7,1) un espacio topolégico. Para cada subconjunto A de

X, se define la funcion local de A con respecto a I y 7 de la siguiente manera:
A(I,7)={z e X:UNA¢I, para cada U € 7(x)},
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donde T(x) ={U e 7 : x € U}.

Cuando no exista confusién, se escribird A* en lugar de A*(I, 7). En el siguiente

ejemplo se muestra que, en general, X* es un subconjunto propio de X.

Ejemplo 1.2 Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {0, X, {a},{b},{a,b}} y el
ideal I = {0, {a}}. Observe que X* = {b,c} G X.

En el caso que X* = X se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.7 Un espacio topoldgico (X, T, 1) se dice que es un espacio Hayashi-

Samuels (abreviado E.H.S.) si X* = X d equivalentemente, T N1 = {0}.

La nocién de espacio Hayashi-Samuels también se menciona en la literatura

denominando al ideal como 7-acotado o codenso.

Teorema 1.1 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico. Para cada subconjunto A de

X, las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) SiI={0}, entonces A* = CI(A).

(2) Si I = P(X), entonces A* = ().

Demostracién:

(1) Suponga que I = {0}, entonces A* ={x € X : UN A ¢ {0}, para cada U €
T(x)} ={x € X :UNA#0, para cada U € 7(x)} = Cl(A).

(2) Suponga que I = P(X), entonces A* = {x € X : UN A ¢ P(X), para cada
Uer(x)}={r e X:UNAZ X, paracadaU € 7(x)} = 0. .

Lema 1.1 Sea (X, 7,1) un espacio topolégico. Si A y B son subconjuntos de X,

entonces se satisfacen las siguientes propiedades:

(1) Si A C B, entonces A* C B*.



(2) A* = Cl(A*) C CI(A).
(3) (A%)* C A*.

(4) 0*=90.

(5) (AUB)* = A*U B*,

(6) SiU €7, entonces UNA*=U N (UNA)* C (UN A

Demostracion:

(1) Suponga que = ¢ B*, entonces existe U € 7(x) tal que U N B € [ y como
A C B se tiene que UN A C U N B. Por la propiedad hereditaria de I, se sigue
que UN A € I y por lo tanto, z ¢ A*.

(2) Sea x € Cl(A*) y U € 7(x), entonces U N A* # (), por lo que existe un punto
y € UNA*, demodoquey € Uyy € A*. Puesto que U € 7(y), entonces UNA ¢ [
y asi x € A*. Por otra parte, dado que A* C CI(A*) se concluye que A* = CI(A*).
Para demostrar que Cl(A*) C CIl(A), suponga que x € Cl(A*) = A* entonces
UNA ¢ I para todo U € 7(z), y asi U N A # () para todo U € 7(x), por lo que
z € Cl(A) y asf C1(4*) C CI(A).

(3) Por la parte (2), A* = CI(A*) C CI(A) para cada subconjunto A de X. En
particular, para A* se tiene que (A*)* C Cl(A*) = A*.

(4) Suponga que existe x € (* y sea U € 7(x), entonces UND ¢ I y UND = 0,
por lo que () ¢ I y esto es una contradiccion, pues () € I. Por lo tanto, no existe
un elemento x € (* y en consecuencia (* = ().

(5) Por la parte (1), tenemos que A* C (AU B)* y B* C (AU B)*. Por lo tanto,
A*U B* C (AU B)*. Para demostrar que (AU B)* C A* U B*, suponga que
r ¢ A* U B*, entonces existen U € 7(x) y V € 7(x) tales que UNA € Iy
VN B € I Puesto que UNV C U, entonces (UNV)NA C UNAy como

UN A€ I seobtiene que (UNV)N A € I. Andlogamente, se puede concluir que



(UNV)NB e I,porloque (UNV)N(AUB) =[(UNV)NAJU[(UNV)NB] € I,
es decir, (UNV)N(AUB) € I, en consecuencia x ¢ (AU B)*.

(6) Sean U e T, x e UNA*yV € 7(x), entonces x € (UNV), (UNV) e 1(x)y
r e A, porloque VN(UNA)¢1yaxe (UNA)* De esta manera, U N A* C
(UNA)*, UNA* C Uy se concluye que U N A* C UN (U N A)*. Por otra parte,
la inclusion U N A C A implica que (UNA* C A*y UnN(UNA)* C Un A*. Por
lo tanto, UNA*=UN(UNA)* C(UNA)* .

Lema 1.2 Sea (X, 7,I) un espacio topoldgico y {As : a € A} una coleccion de

subconjuntos de X . Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) (({Aa:ae A" CN{AL:a e A}

(2) (H{As:ae A= U{AL: a € A}, si A es finito.

Demostracién:

(1) Para cada o € A, se tiene que ({4, : @« € A} C A, y por la parte (1) del Lema
L1, (({Aa : € A})* C A% Por lo tanto, ((J{Aax:a € A})* C{AL:a € A}
(2) Por la parte (5) del Lema 1.1, se tiene que (AU B)* = A* U B* para cada

par de subconjuntos A y B de X. Luego, si A es finito entonces por induccién

matematica, se concluye que (|J{As: a € A})* =U{AL:a € A} .

Recuerde que si P(X) es el conjunto de partes de X, un operador clausura
de Kuratowski es una funcién v : P(X) — P(X) que satisface las siguientes

propiedades:
(1) ~(0) =0.
(2) Si A€ P(X), entonces A C y(A).

(3) Si A, B € P(X), entonces (AU B) = v(A) Uy(B).



(4) Si A € P(X), entonces y(y(A4)) = v(A).

Ademds, {A € P(X) : v(A) = A} es una coleccién de conjuntos cerrados para

una topologia sobre X.

Definicién 1.8 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico. Para cada subconjunto A de

X, se define CI*(A) como la union de A con A*, es decir, CI*(A) = AU A*.

Observe que si I = {0}, entonces para cada subconjunto A de X tenemos que

ClI*(A) = AU A* = AUCI(A) = CI(A).
Proposicion 1.1 C1* es un operador clausura de Kuratowski.

Demostracion:

Se verifica que CI* satisface las propiedades deseadas:

(1) Puesto que CI*(0) = 0*U D y 0* = 0, entonces CI*(0) = 0.

(2) Si A € P(X), entonces A C A*U A = CI*(A).

(3) Si A,B € P(X), se tiene que CI*(A) U CI*(B) = (AU A*) U (BU B*) =
(AUB)U(A*UB*) = (AUB)U(AUB)*=CI"(AU B).

(4) Si A € P(X), entonces por la parte (2), CI*(A) C CI*(CI*(A)). Por otra parte,
CI*(CI*(A)) = (CI"(A))* UCI*(A) = (AU A*)*UCI*(A) = A* U (A*)*UCI*(A) C
A*UCI*(A) = CI*(A). Por lo tanto, CI*(CI*(A)) = CI*(A). .

En virtud del teorema anterior, si (X, 7, 1) es un espacio topoldgico se denota
por 7% a la topologia generada por CI*, esto es, 7" = {U € P(X) : CI"(X —U) =
X — U}. Los elementos de 7" son llamados 7*-abiertos y el complemento de un

T*-abierto es llamado 7*-cerrado.

Lema 1.3 Si{A, : a € A} esla coleccion de conjuntos T*-cerrados de un espacio

topoldgico (X, ,1), entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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(1) (A : a € A’} es un conjunto T -cerrado para cualquier subconjunto A’ de

A.

(2) U{As : a € Ao} es un conjunto 7*-cerrado para cualquier subconjunto finito

AO de A.

Demostracion:
La prueba es una consecuencia inmediata de las leyes de De Morgan y la dualidad

entre las nociones de conjuntos 7*-abiertos y 7*-cerrados. "

Proposicién 1.2 Un subconjunto A de un espacio topologico (X, T,1) es 7*-

cerrado si y solo si A* C A.

Demostracién:

Suponga que A es 7*-cerrado, entonces C1*(A) = A. En consecuencia, A*UA = A
y por lo tanto, A* C A. Reciprocamente, suponga que A* C A. Puesto que
Cl*(A) = AAUA y A*UA C A, entonces CI*(A) C A. Por la Proposicién 1.1,
se tiene que A C CI*(A) y asi, se obtiene que CI*(A) = A. Esto demuestra que

X — A es 7*-abierto y por lo tanto, A es 7*-cerrado. "

Observacion 1.1 Si A es un subconjunto de un espacio topolégico (X, T,1I), en-
tonces del Lema 1.1, se deduce que (CI*(A))* = (AU A*)* = A* U (A*)* C A* C

CI*(A) y de esta manera, CI*(A) es un conjunto 7*-cerrado.

Proposicién 1.3 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

Entonces A* — A no contiene ningun conjunto T*-abierto no vacio.

Demostracién:
Suponga que A C X y U es un conjunto 7*-abierto tal que U C A* — A, entonces
UCA—ACX—-A ACX—-Uy X —U es t*-cerrado. Por la parte (3) del

11



Lema 1.1 y la Proposicién 1.2, se obtiene que A* C (X —U)* C X — U y asi,
U C X — A*. Puesto que U C A* se tiene que U C (X — A*) N A* = (), por lo que
U = () y de esta manera, A* — A no contiene ningiin conjunto 7*-abierto no vacio.

Observacion 1.2 Observe que si U € 1, entonces X — U es 7™ -cerrado y ast,
(X —=U)* € X —U o equivalentemente U C X — (X —U)*. Por lo tanto, si x € U
entonces v ¢ (X —U)* y asi, existe un conjunto V € 7(z) tal que (X —=U)NV € I.
Si se define J = (X —U)NV se obtienex € V—J CU, dondeVerylJel.

Este hecho sugiere el siguiente resultado.

Proposicién 1.4 Sea (X, 7, 1) un espacio topoldgico. La coleccion (I, 7) = {U —

J:UertydJel} esuna base para la topologia 7.

Demostracién:

Sea U € 7, J € I entonces el conjunto A=X —(U—-J)=X—-(UN(X—-J)) =
(X —U)U J es t*-cerrado, pues x ¢ A siy sélosi x € U — J, por lo tanto z € U
yUNA=UNX-(U-J)=UnNn((X-U)uJ)=UnJel,asiquex¢ A*
y A* C A. Por lo tanto, 5(I,7) C 7*.

Por otra parte, de la Observacién 1.2, se obtiene que todo elemento U € 7* se
puede expresar como la unién de conjuntos en (I, 7). De esta manera, 5(I,7) es

una base para la topologia 7*. .

Definicién 1.9 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, ,1) se dice:
(1) %-perfecto, si A = A*.
(2) I-abierto, si A C Int(A*).

(3) Semi-I-abierto, si A C CI*(Int(A)).
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La familia de los conjuntos [-abiertos (resp. semi-/-abiertos) es denotada por
IO(X, 1) (resp. SIO(X, 7)). Los complementos de los conjuntos I-abiertos (resp.
semi-/-abiertos) son llamados conjuntos I-cerrados (resp. semi-I-cerrados). Ob-
serve que en cualquier espacio topolégico (X, 7, ) se tiene que (* = (), por lo que
() es un conjunto I-abierto, pero X no necesariamente es un conjunto /-abierto ya
que en general, X* es un subconjunto propio de X como se mostré en el Ejemplo
1.2. Ahora bien, si (X, 7,I) es un E.H.S, entonces X es un conjunto [-abierto,
pues en este caso X* = X. Por otra parte, ) y X siempre son conjuntos semi-I-

abiertos en cualquier espacio topolégico (X, 7, 1).

Los siguientes dos ejemplos muestran que las nociones de conjuntos abiertos y

conjuntos [-abiertos son independientes.

Ejemplo 1.3 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X,{d},{a,c}, {a,c,d}}
y el ideal I = {0,{c},{d},{c,d}}. Si A = {a,c,d}, entonces A es un conjunto
abierto, pero A no es un conjunto I-abierto, ya que A* = {a,c,d}* = {a,b,c} y

A=Aa,c,d} ¢ Int(A*) = Int({a,b,c}) = {a,c}.

Ejemplo 1.4 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X,{c},{a,b},{a,b,c}}
y el ideal I = {0,{a}}. Si A= {b,c,d}, entonces A* =X y A={b,¢c,d} C X =
Int(X) = Int(A*). Por lo tanto, A = {b,c,d} es un conjunto I-abierto, pero no es

un conjunto abierto.

Teorema 1.2 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siquientes propie-

dades se satisfacen:
(1) Todo conjunto I-abierto es un conjunto pre-abierto.
(2) Todo conjunto abierto es un conjunto semi-I-abierto.

(3) Todo conjunto semi-I-abierto es un conjunto semi-abierto.
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Demostracién:

(1) Suponga que A es un conjunto I-abierto, entonces A C Int(A*) y como A* C
Cl(A), se obtiene que A C Int(A*) C Int(Cl(A)) y asi A es pre-abierto.

(2) Suponga que A es un conjunto abierto, entonces A = Int(A) y asi CI*(A) =
CI*(Int(A)). Por lo tanto, A C CI*(A) = CI*(Int(A)) y A es semi-I-abierto.

(3) Suponga que A es semi-I-abierto, entonces A C C1*(Int(A)). Por el Lema 1.1,
(Int(A))* € Cl(Int(A)) y asi A C CI*(Int(A)) = Int(A) U (Int(A))* C Cl(Int(A)),

lo que demuestra que A es semi-abierto. "

Los siguientes tres ejemplos muestran que, los reciprocos de las implicaciones

del Teorema 1.2 no son ciertos en general:

Ejemplo 1.5 El conjunto A = {a,c,d} dado en el Ejemplo 1.3, es un conjunto

abierto y por lo tanto pre-abierto, pero no es I-abierto.

Ejemplo 1.6 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X, {d},{a,c}},{a,c,d}}
y el ideal I ={0,{c},{d},{c,d}}. El conjunto A = {a,b,c} es semi-I-abierto ya
que A ={a,b,c} = {a,c} U{a,b,c} = Int(A) U (Int(A))* C CI*(Int(A)), pero no

es abierto.

Ejemplo 1.7 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X,{a}} y el ideal
I ={0,{a}}. El conjunto A ={a,d} es semi-abierto ya que A C X = Cl({a}) =
Cl(Int(A)), pero no es semi-I-abierto pues A ¢ {a} = 0 U {a} = (Int(A))* U
Int(A) = CI*(Int(A)).

Observe que el conjunto A = {a,c,d} dado en el Ejemplo 1.3, es un conjunto
semi-/-abierto que no es [-abierto. En el siguiente ejemplo se muestra que existe

un conjunto I-abierto que no es semi-/-abierto y asi, se concluye que las nociones

de conjuntos [-abiertos y conjuntos semi-/-abiertos son independientes.

Ejemplo 1.8 Sea (R, 7) los nimeros reales con la topologia usual y F el ideal de

todos los subconjuntos finitos de R. St Q es el conjunto de los nimeros racionales,
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entonces Q*(F,7) = R y Q C R C Int(R) C Int(Q*(F, 7)), por lo que Q es un
conjunto I-abierto y puesto que Q ¢ ) = CI*(0) = CI*(Int(Q)), entonces Q no es

un conjunto semi-I-abierto.

Observacion 1.3 Si A es un subconjunto de un espacio topolégico (X, 1,1I) donde

I = {0}, entonces:

(1) A es I-abierto si y sdlo si A es pre-abierto.

(2) A es semi-I-abierto si y sdlo si A es semi-abierto.

Lema 1.4 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico y A, B subconjuntos de X .
(1) Si U, € 10(X,7) para cada o € A entonces | J{Aqs : @ € A} € IO(X, 7).
(2) Si AelO(X,7) y Ber, entonces AN B € 10(X, 7).

Demostracién:
(1) Suponga que U, € 10(X,7) para cada a € A, entonces U, C Int(U}) para
cada o € A. Por la parte (1) del Lema 1.1, se obtiene que:

UJu. c UIm(U;)clm(U U;>c1m<<U Ua>*>.

a€A aEA a€A a€A
Esto demuestra que U U, € I0(X, 7).
a€A

(2) Suponga que A € I0(X,7) y B € 7, entonces A C Int(A*) y usando la
parte (6) del Lema 1.1, se obtiene que:

ANB C Int(A*) N B = Int(A%) N Int(B)

= Int(A*N B) C Int((AN B)*).
Esto demuestra que AN B € I0(X, 7). .

El siguiente ejemplo muestra que la interseccion de dos conjuntos [-abiertos

no necesariamente es un conjunto /-abierto.
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Ejemplo 1.9 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0, X, {a, b}, {a,b,c}} y el
ideal I = {0}, entonces A = {a,c} y B = {b,c,d} son conjuntos I-abiertos, ya que
A=Ha,c} C X =Int(X) = Int(A*) y B = {b,¢,d} C X = Int(X) = Int(B*),
pero AN B = {c} no es un conjunto I-abierto porque AN B = {c} ¢ 0 =

Int({c,d}) = Int({c}*).

Lema 1.5 Sea (X, 7,I) un espacio topolégico. A, B subconjuntos de X y {U, :

a € A} una familia de subconjuntos de X, entonces:
(1) Si U, € SIO(X,7) para cada o € A, entonces | J{U, : « € A} € SIO(X, 7).

(2) Si AeSIO(X,7) y B e, entonces AN B € SIO(X, 7).

Demostracién:
(1) Suponga que U, € SIO(X, 7) para cada a € A, entonces U, C CI*(Int(U,))

para cada o € A. Por la parte (1) del Lema 1.1, se obtiene que:

UV c | ormu.) c [J{(Int(Ua))* Ulnt(Ua)}

a€A aEA aEA
C (U Int(Ua)> U Int (U Ua)
aEA a€cA

“ (in(ue)) (U
sy

Esto demuestra que U U, € SIO(X, 7).
acA
(2) Suponga que A € SIO(X, 1)y B € 7, entonces A C CI*(Int(A)) y por la parte
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(6) del Lema 1.1, se obtiene que:

ANB C ClI*(Int(A)) N B = ((Int(A))* UInt(A)) N B
= ((Int(A))*N B) U (Int(A) N B)
C (Int(A)NnB)*Ulnt(AN B)

= (Int(ANB))*Ulnt(AN B) = CI*(Int(AN B)).
Esto demuestra que AN B € SIO(X, 7). .

El siguiente ejemplo muestra que la interseccion de dos conjuntos semi-I-

abiertos no necesariamente es un conjunto semi-/-abierto.

Ejemplo 1.10 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia 7 = {0, {a}, {b}, {a, b}, {a,b,d},
{a,b,c}, X} yelideal I = {0,{d}}, entonces A = {b,c,d} y B = {a,c,d} son con-
Juntos semi-I-abiertos, ya que A = {b,c,d} C {b}U{b,c,d} = Int(A)U(Int(A))* =
Cl*(Int(A)) y B ={a,c,d} C {a} U{a,c,d} = Int(B)U (Int(B))* = CI*(Int(B)),
pero AN B ={b,c,d} N{a,c,d} = {c,d} no es un conjunto semi-I-abierto porque
ANB={c,d} ¢ 0 =0U0=Int(ANB)U (Int(AN B))* = CI*(Int(A N B)).
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Capitulo 2

Aj-conjuntos y nociones asociadas

En este capitulo se introducen y estudian las nociones de Aj-conjuntos, con-
juntos I-g-cerrados, conjuntos Aj-cerrados y alguna nociones asociadas que fueron
introducidas por Noiri y Keskin [14] en el 2011. Ademads, se definen y caracteri-
zan nuevas variantes de continuidad tales como funciones A;-continuas, cuasi-A ;-
continuas y Aj-irresolutas, y también se introducen nuevas nociones de compa-
cidad y conexidad denominadas Aj-compacidad y A;-conexidad para estudiar su
comportamiento bajo las imagenes directas de las nuevas variantes de continuidad

definidas en este capitulo.

2.1. Aj-conjuntos y espacios [-T}

En esta seccion se introduce la nocion de Aj-conjunto en un espacio topoldgico
(X, 7,I) y estudian algunas propiedades relacionadas con esta nocién, que serén

de utilidad en el desarrollo de las siguientes secciones de este capitulo.

Definicién 2.1 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X, se
define el conjunto Ar(A) como la interseccion de todos los conjuntos I-abiertos

que contienen al conjunto A, es decir, Aj(A) ={U : AC U, U €lO(X,7)}.

Observacion 2.1 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

Si I = {0}, entonces tenemos que A;(A) = pKer(A).

Lema 2.1 Sean A, B y {A, : a € A} subconjuntos de un espacio topoldgico

(X, 7,1I). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
(1) AC Ar(A).
(2) Si A C B, entonces Af(A) C Ar(B).
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(3) Ar(Ar(A)) = Ar(A).

(4) Si AelO(X, 1), entonces A = Ar(A).

(5) A; (U Aa> = [J Ar(4a).

aEA aEA

(6) A; (ﬂ Aa> C () Ar(Aa).

aeA aeA
Demostracion:
(1) Sea = € A, entonces x € U para cada U € 10(X,7) tal que A C U. Asi,
re({U:ACU UelOX, )} =A(A).
(2) Suponga que x ¢ A;(B), entonces existe un subconjunto U € 10(X, 7) tal que
B cCUyux¢U. Puesto que A C B C U, se tiene que x ¢ Aj(A) y por lo tanto,
Ar(A) C Af(B).
(3) Por la parte (1), se tiene que Aj(A) C Ar(Ar(A)). Para demostrar la inclusién
opuesta, suponga que x ¢ A;(A), entonces existe U € I0O(X, 1) tal que A C U y
x ¢ U. Puesto que A C Aj(A) C U, se obtiene que = ¢ Aj(A;(A)) y por lo tanto,
Ar(Af(A)) C Ar(A).
(4) Por la parte (1), A C A;(A) . Ahora, si x € A;(A) entonces x € U para cada
U € 10(X,7) tal que A C U. Puesto que A € IO(X,7) y A C A, entonces x € A
y por lo tanto, A;(A) C A.

(5) Puesto que A, C U A, para cada o € A, entonces por la parte (2), se
aEA

tiene que Aj(Ay) C Af (U Aa> para cada a € A. Por lo tanto, U Ar(Ay) C
aEA aEA

A; (U Aa> . Para demostrar la inclusién opuesta, suponga que x ¢ U Ar (Ay),
a€A aEA
entonces x ¢ Aj(A,) para cada o € A y por lo tanto, existe U, € 10(X, 1) tal

que A, C U, y x ¢ U, para cada a € A. Puesto que U A, C U U,y U U,

a€A aEA aEA
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es un conjunto I-abierto que no contiene a x, se obtiene que x ¢ A; (U Aa> y
acA

asi se demuestra que A; (U Aa> C U Ar(Ay).

aEA aEA
(6) Puesto que ﬂ A, C A, para cada a € A, usando la parte (2), se obtiene

a€A

que A (ﬂ Aa> C A7(A,) para cada o € A y de esta manera, A; (ﬂ Aa) -
aceA aEA
() Ar(Aa). .

aEA

El siguiente ejemplo muestra que, en la parte (6) del Lema 2.1, la igualdad no

es necesariamente cierta.

Ejemplo 2.1 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia 7 = {0, X,{a},{a,c}, {a,d},
{a,e,d}} y el ideal T = {0,{b}}. Sean A ={a,b,d} y B = {c}, entonces A;(AN
B) =A;(0) =0, Ar(A) = {a,b,d} y A1(B) = {a,c}, pero Af(A)NA;(B) = {a} ¢
0 =A/(ANB).

Definicién 2.2 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, T,I) se dice que

es un Ar-conjunto, si A = A;(A).

Observacion 2.2 Si (X, 7,1) es un espacio topoldgico donde I = {0}, entonces

la nocién de Aj-conjunto coincide con la nocién de A,-conjunto.

Lema 2.2 Sea (X, 7,I) un espacio topoldgico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Para cada subconjunto A de X, Aj(A) es un Ar-conjunto.
(2) Si A es I-abierto, entonces A es un Aj-conjunto.

(3) La union de Aj-conjuntos es un Aj-conjunto.

(4) La interseccion de Ar-conjuntos es un Ar-conjunto.
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Demostracién:

(1) Por la parte (3) del Lema 2.1, se tiene que Aj(A) = Aj(A;(A)) y asi, Aj(A) es
un A;-conjunto.

(2) Puesto que A es un conjunto [-abierto, entonces por la parte (4) del Lema
2.1, se tiene que A = A;(A) y asi A es un Aj-conjunto.

(3) Sea {A, : a € A} una coleccién de Aj-conjuntos en (X, 7,1), entonces

A, = A(A,) para cada o € A y por la parte (5) del Lema 2.1, se tiene que
U A, = U Ar(Ay) = A U A, |. Por lo tanto, U A, es un Aj-conjunto.

a€A aEA a€A a€A
(4) Sea {A, : a € A} una coleccién de Aj-conjuntos en (X, 7,1), entonces

A, = A(A,) para cada o € A y por la parte (6) del Lema 2.1, se tiene que
A; ﬂ A, | C ﬂ A(Ay) = ﬂ A,. Por otro lado, de la parte (1) del Lema

aEA aEA aeA

2.1 se obtiene que ﬂ As C A ﬂ Aa> y de esta manera, se concluye que
aEA aEA

ﬂ A, =A; (ﬂ Aa> y por lo tanto, m A, es un Aj-conjunto. "
aEA aEA a€A

Observacion 2.3 Note que en cualquier espacio topoldgico (X, T,1) se tiene que
0 es un conjunto I-abierto y por lo tanto es un Ar-conjunto, pero X no necesaria-
mente es un Ar-conjunto. Si (X, 7,1) es un E.H.S., entonces X es un conjunto

I-abierto y por lo tanto es un Aj;-conjunto.

Recuerde que un espacio topoldgico (X, 7) es un espacio Alexandrof f silas in-
tersecciones arbitrarias de conjuntos abiertos es un conjunto abierto. En el corola-

rio siguiente se considera la colecciéon 747 = {A : A es un Aj-conjunto de (X, 7,1)}.

Corolario 2.1 i (X,7,I) es un E.H.S., entonces el par (X,71) es un espacio

Alezandroff.

Observacion 2.4 De acuerdo con el Corolario 2.1, un subconjunto A de un

E.H.S (X, 7,1) es abierto en (X, 71), si A es un A;-conjunto en (X, 7,1). Ademds,
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cuando se mencione al par (X, 1) quedard sobreentendido que (X,7,1) es un

E.H.S.

Definicién 2.3 Un espacio topoldgico (X, 1,1) se dice I-T7 si para cada par de
puntos distintos a, b de X, existen conjuntos I-abiertos U,V de X tales que a € U
ybeVoperoag¢V ybgU.

Proposicién 2.1 En un espacio topologico (X, T,1), las siguientes propiedades

son equivalentes:

(1) (X,7,1) es I-T}.

(2) Para cada x € X, el conjunto unitario {x} es un Ar-conjunto.

(3) Para cada x € X, el conjunto unitario {x} es un conjunto I-cerrado.

Demostracién:

(1)=(2) Sea x un punto arbitrario de X, entonces para cualquier punto y distinto
de z, existe un conjunto [-abierto U tal que z € U y y ¢ U. Por lo tanto,
y ¢ Ar({z}) y en consecuencia A;({z}) C {x}. Puesto que {z} C A;({z}), se
obtiene que {x} = A;({z}) y {z} es un Aj-conjunto.

(2)=(3) Sea x € X, entonces para cualquier punto y € X — {z} se tiene que
y = A;({y}) y por lo tanto, existe U, € IO(X, 1) tal que « ¢ U, y y € U,. De esta
manera, y € U, C X — {z} y en consecuencia X — {z} = |J{U, : y € X — {z}}.
Por la parte (1) del Lema 1.4, se tiene que X — {z} es un conjunto I-abierto y
asi {x} es un conjunto I-cerrado.

(3)=-(1) Para cada par de puntos distintos z, y de X, se tiene que {z} y {y} son
conjuntos I-cerrados. Por lo tanto, X — {z} y X — {y} son conjuntos I-abiertos
tales quey € X —{z} yax € X —{y} peroy ¢ X —{y} vy x ¢ X — {x}. Esto

demuestra que (X, 7,1) es I-1}. .

A continuacién se da un ejemplo de un espacio I-7T7
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Ejemplo 2.2 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia 7 = {0, X,{b,c},{a,b,c}} y el
ideal T = {0,{d}}. Note que:

{a,b,c} C X =Int(X) = Int({a, b, c}*),

{a,b,d} C X =Int(X) = Int({a,b,d}"),
{a,c,d} C X = Int(X) = Int({a,c,d}*),
{b,c,d} € X =Int(X) = Int({b, c,d}"),
ast los conjuntos {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d} y {b,c,d} son I-abiertos y los con-

guntos {a}, {b}, {c} y {d} son conjuntos I-cerrados. Por la Proposicion 2.1, se
tiene que (X, 7,1) es I-T7.

Teorema 2.1 En un espacio topoldgico (X, 1,1), las siguientes propiedades son

equivalentes:
(1) (X, 7, 1) es I-T7.
(2) Cada subconjunto de X es un Ar-conjunto.

Demostracién:

(1)=(2) Sea A cualquier subconjunto de X y = un punto arbitrario de A, entonces
por la Proposicién 2.1, el conjunto unitario {z} es un Aj-conjunto y por la parte
(3) del Lema 2.2, se tiene que A = [J{z : € A} es un A;-conjunto.

(2)=(1) Sea x un punto arbitrario de X. Por hipétesis, se tiene que el conjunto
unitario {x} es un A;-conjunto y por la Proposicién 2.1, se concluye que (X, 7, 1)

es I-T7. n

Corolario 2.2 Un espacio topoldgico (X, ,1) es I-T} si y solo si (X, 7)) es un

espacio discreto.
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En el siguiente ejemplo se muestra que, el reciproco de la parte (2) del Lema

2.2, en general, no es cierto, es decir, existe un Aj-conjunto que no es [-abierto.

Ejemplo 2.3 Sea X = R el conjunto de los nimeros reales con T = 7, la topologia
usual e I = § el ideal de todos los conjuntos finitos de X. Sean x e y dos puntos
distintos de X . Sie = |v—y| > 0, entonces U = (x—5,2+5) yV = (y—5,y+5)
son conguntos I-abiertos tales que v € U, y ¢ U y ademasy € V, x ¢ V. Por lo
tanto, (X, 1,1) es un espacio I-T\ y por el Teorema 2.1, cada conjunto unitario

{z} es un Aj-conjunto. Sin embargo, {x} no es un conjunto I-abierto en X.

2.2. Conjuntos [-g-cerrados y espacios [-T7;

En esta seccidn, se usa el operador funcion local para introducir la clase de los

conjuntos [-g-cerrados y se estudian algunas propiedades de estos conjuntos.

Definicién 2.4 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, T,I) se dice I1-g-
cerrado, si A* C U siempre que A C U y U € 10(X, 7).

El complemento de un conjunto /-g-cerrado se denomina conjunto /-g-abierto.

Observacion 2.5 Si A es un subconjunto de un espacio topolégico (X, 1,I) donde

I = {0}, entonces:

A es [-g-cerrado si y solo si A es pg*-cerrado.

Proposicién 2.2 Si A y B son subconjuntos de un espacio topologico (X, T,1),

las siguientes propiedades se satisfacen:
(1) Si A es m*-cerrado, entonces A es I-g-cerrado.
(2) Si A es I-g-cerrado e I-abierto, entonces A es x-perfecto.

(3) Si A es I-g-cerrado y A C B C A*, entonces B es I-g-cerrado.
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Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto 7*-cerrado y sea U cualquier conjunto I-abierto
tal que A C U, entonces A* C A C U y por lo tanto, A es I-g-cerrado.

(2) Suponga que A es I-g-cerrado e [-abierto, entonces A* C A y por lo tanto, A
es 7*-cerrado. Ademds, puesto que A es [-abierto, se tiene que A C Int(A*) C A*
y asi A es x-perfecto.

(3) Suponga que A es [-g-cerrado y A C B C A*. Sea U € 10(X, 1) tal que
B C U, entonces A C U y por lo tanto, A* C U. Puesto que B C A*, se tiene que

B* C (A*)* C A* C U y asi, B es un conjunto I-g-cerrado. .

En los siguientes dos ejemplos, se muestra que, los reciprocos de las partes (1)

y (2) de la Proposicién 2.2, no son necesariamente ciertos.

Ejemplo 2.4 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia 7 = {0, X, {d},{a,c},{a,c,d}}
y el ideal T = {0,{c},{d},{c,d}}. Note que {a,c,d} y X no son conjuntos
I-abiertos y esto implica que no existen conjuntos I-abiertos que contengan a
{a,c,d}. Por lo tanto, {a,c,d} es trivialmente I-g-cerrado, pero {a,c,d} no es un

conjunto T -cerrado pues {a,c,d}* = {a,b,c} ¢ {a,c,d}.

Ejemplo 2.5 Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {0, X, {a},{a,b},{a,c}} y
el ideal I = {0,{b}}. El conjunto {c} es x-perfecto ya que {c}* = {c}, pero no es
I-abierto porque {c} ¢ 0 = Int({c}) = Int({c}*).

Proposicién 2.3 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, 7,1) es I-g-

cerrado si y sélo si A* C Aj(A).

Demostracion:

Necesidad: Suponga que A es es un conjunto /-g-cerrado y sea U € 10(X, 7) tal
que A C U, entonces A* C U y por lo tanto, A*x C {U : AC U, U e€lO(X,7)} =
A(A).
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Suficiencia: Suponga que A* C Aj(A) ysea U € I0(X, 1) tal que A C U, entonces
A* C Af(A) C Uy asi, A es I-g-cerrado. .

Proposicién 2.4 Si un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 1,1) es I-g-

cerrado, entonces A* — A no contiene ningun conjunto I-cerrado no vacio.

Demostracion:

Suponga que A es I-g-cerrado y sea F' un conjunto /-cerrado tal que F' C A* — A,
entonces F C A*—ACX—-A ACX—-FyX—F e€lO(X,1). Por lo tanto,
A*C X—FyF C X—A*. Puesto que F' C A* se tiene que F' C (X —A*)UA* =),
por lo que F' = () y de esta manera, A* — A no contiene ningiin conjunto I-cerrado

no vacio. =

Teorema 2.2 Sea A un subconjunto I-g-cerrado de un E.H.S (X, T,1). Entonces,

A es *-cerrado si y solo si A* — A es un conjunto I-cerrado.

Demostracion:

Necesidad: Suponga que A es un conjunto 7*-cerrado, entonces A* C A y asi,
A* — A = (). Puesto que (X, 7,1) es un E.H.S., entonces X es [-abierto y por lo
tanto A* — A es un conjunto I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A* — A es un conjunto [-cerrado. Puesto que A es un
conjunto I-g-cerrado, la Proposicién 2.4 implica que A* — A = () y por lo tanto,

A* C A. Esto demuestra que A es 7*-cerrado. .

Teorema 2.3 Sean (X, 7,1) un espacio topoldgico, A un subconjunto de X y A
un conjunto finito de indices. Si {A, : a € A} es una coleccion de conjuntos

I-g-cerrados, entonces | J{An : a € A} es un conjunto I-g-cerrado.

Demostracion:

Suponga que {4, : @ € A} es una coleccién de conjuntos I-g-cerrados y sea
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U € 1I0(X, 1) tal que U A, C U. Puesto que para cada a € A se tiene A, C
a€A

U A, C U, entonces A;, C Uy U A C U. Por la parte (2) del Lema 1.2, se

a€A a€A

concluye que <U Aa> = U A, Cc U y por lo tanto, U A, es I-g-cerrado. =

a€A acA acA

Definicién 2.5 Un espacio topolégico (X, 7,1) se dice I-Ty)s, si todo conjunto

1-g-cerrado es T*-cerrado.

Proposicién 2.5 Sea (X, 7,1) un E.H.S., entonces para cada v € X el conjunto

unitario {x} es I-cerrado o I-g-abierto.

Demostracién:

Suponga que {z} no es I-cerrado, entonces X — {x} no es I-abierto y el unico
conjunto [-abierto que contiene a X — {z} es X. Asi, (X — {z})* C X y por lo
tanto, X —{z} es un conjunto I-g-cerrado. Esto demuestra que {z} es un conjunto

I-g-abierto. "

Teorema 2.4 Un E.H.S. (X,1,1) es I-T1/y si y solo si cada conjunto unitario

{z} de X es *-abierto o I-cerrado.

Demostracion:

Necesidad: Sea (X, 7,1) un E.H.S. que es I-Ty/, y sea x € X. Suponga que {z}
no es I-cerrado, entonces por la Proposicién 2.5, {x} es I-g-abierto y por lo tanto,
X — {x} es I-g-cerrado. Puesto que (X, 7,I) es I-T}/5, entonces X — {x} es 7*-
cerrado y asi {x} es 7*-abierto.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-g-cerrado y sea x € A*. Se tienen los
siguientes dos casos:

Caso 1. {z} es I-cerrado. Por la Proposicién 2.4, A* — A no contiene ningin

conjunto no vacio I-cerrado y por lo tanto, + ¢ A* — A. Puesto que = € A*,
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entonces se tiene que x € A.
Caso 2. {z} es 7*-abierto. Por la Proposicién 1.3, A* — A no contiene ningin
conjunto no vacio T*-abierto y por lo tanto, z ¢ A* — A. Puesto que x € A*,
entonces se tiene que x € A.
Asi, en ambos casos x estd en A y por lo tanto, A* C A. De esta manera, A es

7*-cerrado y esto demuestra que (X, 7,1) es I-T} 5. .

2.3. Conjuntos A;-cerrados y otra caracterizacién de espacios -7,

En esta seccidn, se introduce la clase de los conjuntos Aj-cerrados, se estudian
algunas propiedades de estos conjuntos y se proporciona otra caracterizacion de

los espacios I-T} /5.

Definicién 2.6 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, T,I) se dice A;-

cerrado, si A = LNF, donde L es un Aj-conjunto y F' es un conjunto 7*-cerrado.
El complemento de un conjunto Aj-cerrado se denomina conjunto Aj-abierto.

Lema 2.3 Sea (X, 7, 1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo Aj-conjunto es Ar-cerrado.
(2) Si (X, 7,1) es un E.H.S. entonces todo conjunto T*-cerrado es Ar-cerrado.

Demostracion:

(1) Si A es un Aj-conjunto, entonces A = AN X, A es un Aj-conjunto y X es
T*-cerrado. Esto demuestra que A es un conjunto Aj-cerrado.

(2) Si A es un conjunto 7*-cerrado y (X, 7,1) es un E.H.S., entonces A = X N A,
A es 7*-cerrado, X es un conjunto [-abierto y por lo tanto un Aj-conjunto. Esto

demuestra que A es un conjunto Aj;-cerrado. .
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Corolario 2.3 Cada conjunto T -abierto de un E.H.S. (X,7,1) es Aj-abierto.

En el siguiente ejemplo, se muestra que, los reciprocos de las partes (1) y (2)

del Lema 2.3, en general, no son ciertos.

Ejemplo 2.6 Sean X = {a,b,c} con la topologia 7 = {0, X, {a},{a,b},{a,c}} y
el ideal I = {0,{b}}. Néte que {b}* = 0, por lo que {b}* C {b} y asi {b} es un
conjunto 7 -cerrado. Por otro parte, A;({a,b}) = {a,b} y{a,b} es un Ar-conjunto.
Luego {b} = {b} N{a,b} y asi {b} es un conjunto A;-cerrado, pero {b} no es un
Aj-congunto, pues Aj({b}) = {a,b}. De igual manera, se tiene que {a}* = X y
Int({a}*) = X, por lo que {a} es un conjunto I-abierto que no es 7*-cerrado. Por

los Lemas 2.2 y 2.3, se concluye que {a} es un conjunto Ar-cerrado.

Lema 2.4 Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 1,1), entonces las

siguientes propiedades son equivalentes:
(1) A es Aj-cerrado.
(2) A= LNCI*(A), donde L es un Ar-conjunto.

(3) A= A;(A)NCI(A).

Demostracién:

(1)=-(2) Suponga que A es un conjunto A;-cerrado, entonces A = LN F donde L
es un Aj-conjunto y F' es un conjunto 7*-cerrado. Puesto que A C F, se tiene que
A* C F* C FyasiCl*(A) = AUA* C F. Porlo tanto, A C LNCI*(A) C LNF = A
y en consecuencia, A = L N CI*(A).

(2)=(3) Suponga que A = L N CI*(A), donde L es un A;-conjunto. Puesto que
A C L, entonces Ar(A) C Af(L) = L y por lo tanto, A C A;(A) NCI*(A) C
LNCI*(A) = A. Asi, se obtiene que A = Aj(A) N CI*(A).

(3)=(1) Por la parte (1) del Lema 2.2, se tiene que A;(A) es un Aj-conjunto y
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por la Observacién 1.1, CI*(A) es un conjunto 7*-cerrado. Luego, si A = A;(A)N

CI*(A), entonces A es Aj-cerrado. .

Proposicién 2.6 Sea (X, 7,1) un E.H.S. y A un subconjunto de X . Entonces, A

es un conjunto 7*-cerrado si y solo si A es un conjunto I-g-cerrado y Ar-cerrado.

Demostracién:

Necesidad: Suponga que A es 7*-cerrado, entonces por la parte (1) de la Propo-
sicién 2.2, se tiene que A es I-g-cerrado y por la parte (2) del Lema 2.3, A es un
conjunto Aj-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto /-g-cerrado y Aj-cerrado, entonces por
la Proposicién 2.3, A* C A;(A) y esto implica que CI*(A) = AU A* C A;(A).
Puesto que A es Aj-cerrado, el Lema 2.4 garantiza que A = A;(A)NCI*(A) y por
lo tanto, A = CI"(A) = AU A*. Asi, A* C Ay A es un conjunto 7*-cerrado. =

Teorema 2.5 Sea {A, : o € A} una coleccion de subconjuntos de un espacio
topoldgico (X, 1,1). Si Ay es un conjunto Aj-cerrado para cada o € A, entonces

({Aa : a € A} es un conjunto Aj-cerrado.

Demostracion:
Suponga que A, es Aj-cerrado para cada a € A, entonces para cada a € A existe

un Aj-conjunto L, y un conjunto 7*-cerrado F, tal que A, = L, N F,. Por lo

tanto, ﬂ A, = ﬂ (Lo N F,) = (ﬂ La> N <ﬂ Fa>. Por la parte (4) del

acA aEA acA a€A
Lema 2.2, ﬂ L, es un Aj-conjunto y por la parte (1) del Lema 1.3, ﬂ F, es un
a€A a€A
conjunto 7*-cerrado. Esto demuestra que ﬂ A, es Aj-cerrado. "
acA

Corolario 2.4 Sea {B, : a € A} una coleccion de subconjuntos de un espacio
topolégico (X, 1,1). Si B, es un conjunto Ar-abierto para cada oo € A, entonces

U{Ba : @ € A} es un conjunto Ar-abierto.
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Demostracion:

Es consecuencia inmediata de las leyes de D "Morgan y el Teorema 2.5. "

Teorema 2.6 Un E.H.S. (X,7,1) es I-T1, si y solo si cada subconjunto de X

es Ar-cerrado.

Demostracion:

Necesidad: Suponga que (X, 7,I) es I-Ty/5 y A es cualquier subconjunto de X.
Por el Teorema 2.4, para cada x € X se tiene que {z} es un conjunto 7*-abierto
o I-cerrado. Sea Ay = {x € X — A: {z} € 7} el conjunto de todos los unitarios

T*-abiertos de X — A y sea Ay = X — (AU Ay). Sean U = ﬂ (X —{z}) y
rE€Ag
F = ﬂ (X —{z}). Para cada = € A, el conjunto {x} es I-cerrado y asi, X —{z}
TEA
es un Aj-conjunto. Por la parte (4) del Lema 2.2, U es un Aj-conjunto y por la

parte (1) del Lema 1.3, F' es un conjunto 7*-cerrado. Puesto que A = U N F, se
concluye que A es un conjunto Aj-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto /-g-cerrado, entonces por la hipétesis
A es un conjunto Aj-cerrado y por la Proposicion 2.6, A es 7*-cerrado. Por lo

tanto, (X, 7,1) es I-T} 5. .

2.4. Funciones A;-continuas

En esta seccion se usan los conjuntos abiertos, Aj-abiertos y 7*-abiertos para
definir nuevas formas de continuidad denominadas funciones A;-continuas, cuasi-
Aj-continuas y Aj-irresolutas. Se estudian las relaciones existentes entre éstas
clases de funciones, asi como también se obtienen propiedades y caracterizaciones

de las mismas.

Definicién 2.7 Una funcion f : (X,7,1) — (Y,0,J) se dice I-irresoluta, si

7YV es un conjunto I-abierto en (X, 7,I) para cada conjunto J-abierto V de
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(Y,o,J).

Teorema 2.7 Si una funcion f . (X, 7,1) — (Y,0,J) es I-irresoluta, entonces

f (X, 7)) — (Y, 0™) es continua.

Demostracién:

Sea V cualquier A j-conjunto de (Y, o, J), es decir V € o7, entonces V = A;(V) =
W :V C Wy W es J-abierto en (Y, 0, J)}. Puesto que f es I-irresoluta, en-
tonces f~1(W) es un conjunto I-abierto en (X, 7,I) para cada W, por lo tanto
se tiene que A;(f~H(V)) = n{U : f~4(V) € U y U es I-abierto en (X,7,I)} C
N{f~' W) : f7YV) c f7{(W)y W es J-abierto en (Y,0,J)} = f~*(V). Por
otra parte, siempre se cumple que f~1(V) C A;(f~%(V)) y asi se obtiene que
7YV = A(f~YV)). Por lo tanto, f~4(V) € 72 y f : (X, 7)) — (YV,0™) es

continua. -

Definicién 2.8 Una funcion f: (X, 7,1) — (Y, 0,J) se dice:

(1) Az-continua, si f~1(V) es un conjunto Ar-abierto en (X, 1,1) para cada con-

junto abierto V de (Y, o, J).

(2) Cuasi-A;-continua, si f~1(V) es un conjunto Ar-abierto en (X, 7, 1) para cada

conjunto o*-abierto V de (X,0,1).

(3) Ar-irresoluta, si f~1(V) es un conjunto Aj-abierto en (X, 1,1) para cada con-

gunto Aj-abierto V en (Y,0,J).

Teorema 2.8 Si una funcion f: (X, 1,1) — (Y,0,J) es Aj-irresoluta y (Y, 0, J)

es un E.H.S., entonces f es cuasi-Aj-continua.

Demostracion:

Sea V' un conjunto o*-abierto en (Y, o, J), entonces por el Corolario 2.3 se tiene que
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V es un conjunto A j-abierto en (Y, 0,.J) y puesto que f es Aj-irresoluta, f~1(V)

es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, I). Por lo tanto, f es cuasi-A;-continua. "

El siguiente ejemplo muestra que el reciproco del teorema anterior, en general,

no es cierto.

Ejemplo 2.7 Sean X = {a,b,c}, 7 = {0,{a,c}, X}, o = {0,{a},{a,b},{a,c},
X}, I =A{0,{c}} y J = {0,{b}}. Entonces, la coleccion de los conjuntos Aj-
abiertos de (X, 1,1) es {0,{a,c},{a,b},{a}, X}, la coleccion de los conjuntos o*-
abiertos de (X,0,J) es {0,{a},{a,c},{a,b}, X} y la coleccion de los conjuntos
Aj-abiertos de (X,0,J) es {0,{a},{b},{c}, {a,b},{a,c}, {b,c}, X}. La funcion
identidad f : (X, 7,I) = (X, 0,J) es cuasi-Ar-continua, pero no es Aj-irresoluta
debido a que f~'({c}) = {c}, ['({b}) = {0} v f7'({b.c}) = {b,c} no son

conjuntos Ar-abiertos.

El siguiente ejemplo muestra que en el Teorema 2.8, la condicién de que

(Y,0,J) sea un E.H.S. no puede ser omitida.

Ejemplo 2.8 Sean X = {a,b,c}, 7 = {0,{a},{b},{c},{a,b},{a,c},{b,c}, X} e
I ={0,{c}}. Note que X no esun E.H.S. pues TNI = {0, {c}}. Ademds, la colec-
cién de los conjuntos Ar-abiertos de (X, 7,1) es {0,{a,c},{b,c},{c}, X}, la colec-
cion de los conjuntos T -abiertos de (X, 7, 1) es {0, {a},{b},{c},{a, b},{b, c}{a,c},
X}. La funcion identidad f : (X, 7,1) — (X, 7,1) es Ar-irresoluta , pero no es
cuasi-Ar-continua ya que f~*({a}) = {a}, f1{b}) = {b} v f*({a,b}) = {a,b}

no son conjuntos Aj-abiertos.

Teorema 2.9 Si una funcion f: (X, 7,1) — (Y,0,J) es cuasi-Aj-continua, en-

tonces f es Ar-continua.

Demostracion:

Sea V' un conjunto abierto en (Y, 0, J), entonces V' es un conjunto o*-abierto en

33



(Y,0,J) y puesto que f es cuasi-Aj-continua, se tiene que f~'(V) es Aj-abierto

en (X, 7,1). Esto demuestra que f es A;-continua. .

El siguiente ejemplo exhibe que el reciproco del teorema anterior, en general,

no es cierto.

Ejemplo 2.9 Sean X = {a,b,c}, 7 ={0,{c},{a,c},{b,c}, X}, o0 = {0,{a,c}, X},
I={0,{b}} vy J ={0,{c}}. La coleccion de los conjuntos A;-abiertos de (X, T, 1)
es {0,4{b,c}, {a,c},{c}, X} y la coleccion de los conjuntos o*-abiertos de (X, o, J)
es {0,{a},{a,c},{a,b}, X}. La funcion identidad f : (X,7,1) = (X,0,J) es A;-
continua, pero no es cuasi-Ar-continua ya que f~1({a}) = {a} y f~*({a,b}) =

{a,b} no son conjuntos Ar-abiertos.

Corolario 2.5 Si una funcion f: (X, 7,1) — (Y,0,J) es Ar-irresoluta y (Y, 0, J)

es un E.H.S., entonces f es Ar-continua.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 2.8 y 2.9. "
Proposicién 2.7 Sean f : (X,7,1) — (Y,0,J) yg: (Y,0,J) = (Z,0,K) dos
funciones, donde I,J, K son ideales sobre X,Y, Z respectivamente. Entonces:

(1) go f es Aj-irresoluta, si f es Aj-irresoluta y g es Aj-irresoluta.

(2) go f es Aj-continua, si f es Aj-irresoluta y g es A j-continua.

(3) go f es Aj-continua, si f es Aj-continua y g es continua.

(4) go f es cuasi-Ar-continua, si f es Ar-irresoluta y g es cuasi-A j-continua.

Demostracion:
(1) Sea V' un conjunto Ag-abierto en (7,0, K). Puesto que g es A j-irresoluta, en-

tonces g~ (V) es un conjunto A j-abierto en (Y, o, .J) y como f es Aj-irresoluta, se
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tiene que f~!(g7!(V)) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, I). Pero (go f)~}(V) =
(flog (V) = f g ' (V)) y por lo tanto, (go f)"'(V) es un conjunto As-
abierto en (X, 7, I). Esto demuestra que g o f es Aj-irresoluta.

(2) Sea V' un conjunto abierto en (7,6, K). Puesto que g es A -continua, enton-
ces g1 (V) es un conjunto Aj-abierto en (Y, 0,J) y como f es Aj-irresoluta, se
tiene que (g7 (V) es un conjunto As-abierto en (X, 7, I). Pero (go f)"}(V) =
(ftog (V)= fg (V) y por lo tanto, (g o f)~'(V) es un conjunto A;-
abierto en (X, 7, ). Esto demuestra que g o f es A;-continua.

(3) Sea V un conjunto abierto en (Z,0, K). Puesto que g es continua, enton-
ces g~ (V) es un conjunto abierto en (Y, 0, J) y como f es A;-continua, se tiene
que f~Hg (V) es un conjunto Aj-abierto en (X,7,I). Pero (g o f)™1(V) =
(ftog™H(V) = fHg ' (V)) y por lo tanto, (g o f)"'(V) es un conjunto As-
abierto en (X, 7,1). Esto demuestra que g o f es A;-continua.

(4) Sea V' un conjunto #*-abierto en (Z, 0, K). Puesto que ¢ es cuasi-A j-continua,
entonces g~!(V) es un conjunto A j-abierto en (Y, 0, J) y como f es Aj-irresoluta,
se tiene que f~'(g7(V)) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, I). Pero (gof)~*(V) =
(flog™)(V) = f~Hg (V) y por lo tanto, (gof)~* (V) es un conjunto A;-abierto

en (X, 7,I). Esto demuestra que g o f es cuasi-Aj-continua. "

En los siguientes tres teoremas se caracterizan las funciones Aj-continuas,

cuasi-Aj-continuas y Aj-irresolutas, respectivamente.

Teorema 2.10 Para una funcion f : (X, 7,1) — (Y, 0), los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) f es Ar-continua.

(2) f~YB) es un conjunto Ar-cerrado en (X, 7,1I) para cada conjunto cerrado B

en (Y,o0).
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(3) Para cada x € X y cada conjunto abierto V' en (Y,0) que contiene a f(x)

existe un conjunto Aj-abierto U en (X, 7,I) que contiene a x y f(U) C V.

Demostracion:

(1) = (2) Sea B cualquier conjunto cerrado en (Y, o), entonces V =Y \ B es un
conjunto abierto en (Y, o) y puesto que f es Aj-continua, f~1(V') es un subcon-
junto Aj-abierto en (X,7,I), pero f~4(V) = fY(Y\ B) = fY(Y)\ f4(B) =
X\ f7Y(B) y por lo tanto, f~(B) es un conjunto Ar-cerrado en (X, 7, 1).

(2) = (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, o), entonces B =Y \ V es un
conjunto cerrado en (Y, ) y por hipétesis, se tiene que f~1(B) es un conjunto Aj-
cerrado en (X, 7,1), pero f~Y(B) = fY(Y\V)=fY)\f}(V)=X\f1V)
y por lo tanto, f~(V) es un conjunto Ar-abierto en (X, 7, ). Esto demuestra que
f es Aj-continua.

(1) = (3) Seax € X y V un conjunto abierto en (Y, o) tal que f(z) € V, entonces
r € f~YV) y puesto que f es una funciéon Aj-continua, f~'(V) es un conjunto
Aj-abierto en (X, 7,1). Si U = f~}(V), entonces U es un conjunto As-abierto en
(X, 7,1) que contiene a x y ademds f(U) = f(f~(V)) C V.

(3) = (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y,o) y # € f~1(V), enton-
ces f(z) € V y por (3) existe un conjunto Aj-abierto U, en (X,7,I) tal que
v €U,y fU,) CV.Asi z € U, C f7f(U,) € f(V) y por lo tanto
fYV) = U{U. : z € f74(V)}. Por la parte (3) del Lema 2.2, se tiene que

S7YV) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7,1I) y asi f es Aj-continua. .

Teorema 2.11 Para una funcion f : (X,7,I) — (Y,0,J), los siguientes enun-

citados son equivalentes:

(1) f es cuasi-Ar-continua.

(2) f7YB) es un conjunto A;-cerrado en (X, T,I) para cada conjunto o*-cerrado

B en (Y,0,J).
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(3) Para cada x € X y cada conjunto o*-abierto V en (Y, 0, J) que contiene a f(x)

existe un conjunto Aj-abierto U en (X, 7,I) que contiene a x y f(U) C V.

Demostracion:

Se prueba de manera similar al Teorema 2.10. "

Teorema 2.12 Para una funcion f: (X, 7,1) = (Y,0,J), las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(1) f es Aj-irresoluta.

(2) f~YB) es un conjunto Aj-cerrado en (X, 7,I) para cada conjunto A j-cerrado

B en (Y,0,J).

(3) Para cada x € X y cada conjunto Aj-abierto V' en (Y,o,J) que contiene a
f(x) existe un conjunto Aj-abierto U en (X, 7,1) que contiene a x y f(U) C
V.

Demostracion:

Se prueba de manera similar al Teorema 2.10. .

2.5. Compacidad y Conexidad via conjuntos Aj-abiertos

En esta seccion se introducen nuevas nociones de compacidad y de conexidad
en términos de conjuntos A -abiertos, conjuntos 7*-abiertos y conjuntos /-abiertos,
para estudiar su comportamiento bajo las imégenes directas de las nuevas formas

de continuidad definidas en este capitulo.
Definicién 2.9 Un espacio topolégico (X, ,1) se dice:

(1) Ar-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos Ar-abiertos tiene un

subcubrimiento finito.
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(2) T*-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos T*-abiertos tiene un

subcubrimiento finito,

(3) I-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos I-abiertos tiene un sub-

cubrimiento finito.

Teorema 2.13 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) (X,7,1I) es Aj-compacto si y sélo si para cada coleccion {A, : o € A} de
conguntos Ar-cerrados en (X, 7,1) satisfaciendo que (J{As : a € A} = (),
existe una subcoleccion finita Aa,, Aays Aags - - -y Ay, tal que ({Aa, + kK =
L,...,n}=10.

(2) (X,7,I) es T"-compacto si y sdlo si para cada coleccion {A, : o € A} de
conguntos T*-cerrados en (X, 7,1I) satisfaciendo que (J{As : a € A} = (),
existe una subcoleccion finita Aa,, Aays Aags - - - Aa,, tal que (V{Aa, + k£ =
L,...,n}=0.

(3) (X,7,I) es I-compacto si y sdlo si para cada coleccion {A, : o € A} de
conguntos I-cerrados en (X, 1, I) satisfaciendo que (\{Aq : a« € A} =0, existe
una subcoleccion finita Aa,, Ay, Aass - - -5 Aa, tal que({Aa, :k=1,...,n} =
0.

Demostracién:
(1) Necesidad: Sea {A, : @ € A} una coleccién de conjuntos Aj-cerrados tal que
N{As : « € A} = 0, entonces {X — A, : @« € A} es una coleccién de conjuntos

Ar-abiertos tal que

X=X-0=X-{Aa:a €A} ={{X — Au:a € A},
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es decir, {X — A, : @ € A} es un cubrimiento de X por conjuntos Aj-abiertos.
Puesto que X es Aj-compacto, existe una subcoleccion X —A,,, X —Aq,,..., X —

A,,, tal que
X=UH{X-A4, k=1,....n}=X—({As, :k=1,...,n}.

Esto demuestra que (\{A4q, : k=1,...,n} = 0.

Suficiencia: Suponga que {U, : @ € A} es un cubrimiento de X por conjuntos A;-
abiertos, entonces {X — U, : @ € A} es una coleccién de conjuntos Aj-cerrados
tal que (WX — U, : @« € A} = X = J{U, : « € A} = X — X = (. Por
hipotesis, existe una subcolecciéon finita X — Uy, , X — U, ..., X — U,, tal que
(X —U,, :k=1,...,n} = 0. Ahora observe que X = X —0) = X —({X UL, :
k=1,....n} =X —(X—=H{Us, :k=1,....n}) =U{Us, : k=1,....n}. Por
lo tanto, (X, 7, 1) es Aj-compacto.

(2) y (3) se demuestran de manera similar a la parte (1). .

Teorema 2.14 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:
(1) Si (X,721) es compacto, entonces (X,7,1) es I-compacto.
(2) Si (X, 7,1) es un E.H.S. Ar-compacto, entonces (X, 7,1) es 7" -compacto.

(3) Si (X,7,1) es un E.H.S. Aj-compacto, entonces (X, 7,1) es compacto.

Demostracion:

(1) Sea {U, : a € A} cualquier cubrimiento de X por conjuntos [-abiertos,
entonces para cada o € A, U, es un Aj-conjunto y por lo tanto, U, € 7™ para
cada a € A. Puesto que (X, T ) es compacto, entonces existe un subconjunto
finito Ay de A tal que X = |J{U, : @ € Ag}. Esto demuestra que (X, 7,1) es

I-compacto.
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(2) Sea {F, : @ € A} una coleccién de conjuntos 7*-cerrados en (X, 7, 1) tal que
({F. : « € A} = (). Puesto que cada conjunto 7*-cerrado es A;-cerrado, entonces
{F, : @ € A} una coleccién de conjuntos Aj-cerrados y (X, 7,I) es Aj-compacto.
Por la parte (1) del Teorema 2.13, existe un subconjunto finito Ag de A tal que
N{F. :a € Ay} =0y porla parte (2) del Teorema 2.13, se concluye que (X, 7, I)
es T*-compacto.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio 7*-compacto es compacto.m

Teorema 2.15 Si f : (X, 7,I) — (Y,0,J) es una funcion sobreyectiva, las si-

gquientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una funcion Aj-irresoluta y (X, ,1) es Ar-compacto, entonces (Y, o, J)

es A j-compacto.

(2) Si f es una funcion I-irresoluta y (X, 7,1I) es I-compacto, entonces (Y, o, J)

es J-compacto.

(3) Si f es una funcion cuasi-Aj-continua y (X, 7,1) es Aj-compacto, entonces

(Y,0,J) es o*-compacto.

(4) Si f es una funcion Ar-continua y (X, 7,1) es Ar-compacto, entonces (Y, o)

es compacto.

Demostracion:

(1) Sea {V, : @ € A} un cubrimiento de Y por conjuntos A j-abiertos. Puesto
que f es Aj-irresoluta, setiene que {f~'(V,) : a € A} es un cubrimiento de X
por conjuntos Aj-abiertos y como (X, 7, 1) es A;-compacto, existe un subconjunto

finito Ay de A tal que X = J{f (VL) : @« € Ag}. Por la sobreyectividad de f, se

obtiene que ¥ = £(X) = FUL/(Va) - @ € Ao}) = UL/ (Va)) : @ € Ag) =
{Va v € A} y esto demuestra que (Y, 0, J) es A j-compacto.

(2), (3) v (4) se demuestran de manera similar a la parte (1). .
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Definicién 2.10 Un espacio topoldgico (X, T,1) se dice:

(1) As-conezo, si X no se puede expresar como la union disjunta de dos conjuntos

Aj-abiertos no vacios.

(2) T*-conexo, si X no se puede expresar como la union disjunta de dos conjuntos

T*-abiertos no vacios.

(3) I-conezo, si X no se puede expresar como la union disjunta de dos conjuntos

I-abiertos no vacios.

Teorema 2.16 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:
(1) Si (X,71) es conexo, entonces (X, 1,1) es I-conexo.
(2) Si (X, 7,1) es un E.H.S. Ar-conexo, entonces (X, 7,1) es 7*-conezxo.

(3) Si (X, 7,1) es un E.H.S. Ar-conexo, entonces (X, 7,1) es conexo.

Demostracién:

(1) Suponga que (X, 7, I) no es I-conexo, entonces existen conjuntos I-abiertos A
y B no vacios tales que AN B =0y AU B = X. Por la parte (2) del Lema 2.2,
se tiene que A y B son Aj-conjuntos y por lo tanto, (X, 77) no es conexo.

(2) Suponga que (X, 7, ) no es 7*-conexo, entonces existen conjuntos 7*-abiertos
Ay B no vacios tales que ANB =0y AU B = X. Por el Corolario 2.3, se tiene
que A y B son conjuntos Aj-abiertos y asi, (X, 7, 1) no es Aj-conexo.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio 7*-conexo es conexo. n

Teorema 2.17 En un espacio topoldgico (X, 1,1), las siguientes propiedades son

equivalentes:
(1) (X,7,I) es A;-conexo.
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(2) 0 y X son los unicos subconjuntos de X que son a la vez Aj-abiertos y Aj-

cerrados.

(3) Cada funcion Ar-continua de X en un espacio discreto Y con al menos dos

puntos, es una funcion constante.

Demostracion:

(1)=(2) Sea V un subconjunto de X que es Aj-abierto y Aj-cerrado, entonces
X —V es Ar-abierto y Aj-cerrado, asi X =V U (X — V). Es decir, X es la unién
de dos conjuntos Aj-abiertos disjuntos y como (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces
uno de estos conjuntos tiene que ser (). Por lo tanto, V=00 V = X.

(2)=-(1) Suponga que (X, 7, 1) no es Aj-conexo y sea X = UUV, donde U y V son
conjuntos Aj-abiertos no vacios y disjuntos en (X, 7,7), entonces U = X — V es
un conjunto Aj-abierto y Aj-cerrado. Por hipdétesis, se tiene que U = () o U = X,
lo que contradice el hecho que U y V son no vacios y disjuntos y por lo tanto,
(X, 7,1I) es Aj-conexo.

(2)=(3) Sea f : (X,7,I) — Y una funcién Aj-continua donde Y es un espacio
topoldgico con la topologia discreta y contiene al menos dos puntos, entonces X
se puede cubrir por una colecciéon de conjuntos que son a la vez Aj-abiertos y Aj-
cerrados de la forma {f~(y) : y € Y}, de esto, se concluye que existe un yy € Y’
tal que f~'({yo}) = X y asi, f es una funcién constante.

(3)=-(2) Sea W un subconjunto de (X, 7,I) que es Aj-abierto y A;-cerrado. Su-
ponga que W # () y sea f : (X, 7,1) — Y una funcién A;-continua definida por
fW) ={n}y F(X = W) = {yo} para y1 # ya, con y1,y2 € Y. Puesto que f es

una funciéon constante, se concluye que X = W. "

Seguidamente, se estudia bajo que condiciones se preserva la imagen directa

de un espacio Aj-conexo.

Teorema 2.18 Si f : (X, 7,I) = (Y,0,J) es una funcidn sobreyectiva, las si-
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guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una funcion Aj-irresoluta y (X, 7,1) es Ar-conexo, entonces (Y, o, J)

es \j-conexo.

(2) Si f es una funcién I-irresoluta y (X, 7,1) es I-conexo, entonces (Y,o0,J) es

J-conexo.

(3) Si f es una funcion cuasi-Aj-continua y (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces

(Y,0,J) es a*-conexo.

(4) Si f es una funcion Aj-continua y (X, 7,1I) es Aj-conexo, entonces (Y,0) es

conexo.

Demostracion:

(1) Suponga que (Y, 0, J) no es A j-conexo, entonces existen conjuntos A j-abiertos
no vacios H, Gen (Y,0,J) talesque GNH = () y GUH =Y. Por lo tanto, se tiene
que fHG) N FH(H) = 0, fHG) U f1(H) = X y ademds, [G) y /~(H)
son conjuntos Aj-abiertos no vacios en (X, 7,1). Esto demuestra que (X, 7,7) no
es Aj-conexo.

(2), (3) v (4) se demuestran de manera similar a la parte (1). .

Problemas Abiertos. Los Teoremas 2.14 y 2.16 se demostraron usando los he-
chos que todo conjunto I-abierto es Aj-abierto y que todo conjunto 7*-abierto de
un F.H.S. es Aj-abierto. Sin embargo, no se han obtenidos contraejemplos para
mostrar que los reciprocos de las implicaciones exhibidas en tales teoremas no son

ciertos. En este orden de ideas se plantean los siguientes problemas.

(1) ;Existe un espacio topoldgico (X, 7,I) que es [-compacto (resp. I-conexo)

pero el espacio (X, 77) no es compacto (resp. conexo)?

(2) {Existe un espacio topolégico (X, 7, I) que es 7*-compacto (resp. 7*-conexo)

pero el espacio (X, 7, 1) no es Aj-compacto (resp. Aj-conexo)?
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Capitulo 3

Aj-conjuntos y nociones asociadas

En este capitulo se introducen y se estudian las nociones de Aj-conjuntos,
conjuntos I-gs-cerrados, Aj-cerrados y algunas nociones asociadas que fueron in-
troducidas por Sanabria, Rosas y Carpintero [15] en el 2013. Ademaés, se definen y
se caracterizan nuevas variantes de continuidad tales como funciones Aj-continuas,
cuasi-Aj-continuas y Aj-irresolutas, y adicionalmente se introducen nuevas nocio-
nes de compacidad y conexidad denominadas Aj-compacidad y Aj-conexidad para
estudiar su comportamiento bajo las imagenes directas de las nuevas variantes de

continuidad definidas en este capitulo.

3.1. Aj-conjuntos y espacios semi-/-T}

En esta seccién se introduce la nocién de Aj-conjunto en un espacio topolégico
(X, 7,I) y se estudian algunas propiedades relacionadas con esta nocién que serén
de utilidad en el desarrollo de las siguientes secciones de este capitulo, asi como

también se caracterizan los espacios semi-/-77.

Definicién 3.1 Sea (X, 7,1) un espacio topolégico y A un subconjunto de X,
se define el conjunto A5(A) como la interseccion de todos los conjuntos semi-I -
abiertos que contienen al conjunto A, es decir, A5(A) = ({U : A c U, U €
SIO(X,7)}.

Observacion 3.1 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X.

Si I = {0}, entonces se tiene que Aj(A) = sKer(A).

Lema 3.1 Sean A, B y {A, : a € A} subconjuntos de un espacio topologico

(X, 7,1I). Entonces las siguientes propiedades se satisfacen:
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(1) AcCAj(A).
(2) Si A C B, entonces A5(A) C A5(B).
(3) A7(A7(A)) = Aj(A).

(4) Si A € SIO(X, 1), entonces A = A5(A).

(5) A} (U Aa) = U A7 (Aq).

aEA a€cA

(6) A3 (ﬂ Aa> C () Aj(Aa).

aEA aEA

Demostracién:

(1) Sea x € A, entonces = € U para cada U € SIO(X, 1) tal que A C U. Luego,
re({U:ACU UeSIOX, 1)} = Aj(A).

(2) Suponga que x ¢ Aj(B), entonces existe un subconjunto U € SIO(X,7) tal
que B C Uyax ¢ U. Puesto que A C B C U, se tiene que = ¢ Aj(A) y asi,
A5 (A) C Aj(B).

(3) Por la parte (1), se tiene que A5(A) C A5(A3(A)). Para demostrar la inclusion
opuesta, suponga que = ¢ A%(A), entonces existe U € SIO(X,7) tal que A C U
y © ¢ U. Puesto que A C Aj(A) C U, se obtiene que = ¢ A;(A5(A)) y asi,
AS(A3(4)) € A3(A)

(4) Por la parte (1), A C Aj(A). Si z € A3(A), entonces © € U para cada
U € SIO(X,7) tal que A C U. Puesto que A € SIO(X,7) y A C A, entonces
x € Ay por lo tanto, Aj(A) C A.

(5) Puesto que A, C U A, para cada o € A, entonces por la parte (2), se
aEA

tiene que Aj(A,) C A7 (U Aa> para cada a € A. Por lo tanto, U Aj(A,) C
acA a€A

A ( U Aa> . Para demostrar la inclusién opuesta, suponga que x ¢ U A5 (An),

acA acA
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entonces * ¢ A%(A,) para cada o € A y asi, existe U, € SIO(X,7) tal que
A, C U,y x ¢ U, para cada o € A. Puesto que U A, C U U,y U U, es un

a€A aEA acA

conjunto semi-/-abierto que no contiene a x, se obtiene que x ¢ Aj (U Aa> y
aEA

asi se demuestra que Aj (U Aa> C U A (An).

aceA aEA

(6) Puesto que ﬂ A, C A, para cada o € A, usando la parte (2), se obtiene
acA

que Aj (ﬂ Aa> C Aj(A,) para cada o € A y de esta manera, Aj (ﬂ Aa) -
acA acA
() A3(Ad). .

a€A

Definicién 3.2 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, T,1) se dice que

es un Aj-conjunto, si A = A5(A).

Observacién 3.2 Si (X, 7, 1) es un espacio topoldgico donde I = {0}, entonces

la nocién de Aj-conjunto coincide con la nocién de A;-conjunto.

Lema 3.2 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siquientes propiedades

se satisfacen:
(1) 0 y X son Aj-conjuntos.
2) Para cada subconjunto A de X, A5(A) es un A%-conjunto.
I I
3) Si A es semi-I-abierto, entonces A es un A§-conjunto.
I )
(4) La union de Aj-conjuntos es un Aj-conjunto.

(5) La interseccion de Aj-conjuntos es un Aj-conjunto.

Demostracion:

(1) Puesto que @) y X son conjuntos semi-I-abiertos, entonces se tiene que A$(0)) =
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(U :0cCcU UeSIOX,7)} =0y A(X)=({U:XCUUeSIOX,7)} =
X. (2) Por la parte (3) del Lema 3.1, se tiene que Aj(A) = A5(A5(A)) v asi Aj(A)
es un Aj-conjunto.

(3) Puesto que A es un conjunto semi-I-abierto, entonces por la parte (4) del
Lema 3.1, se tiene que A = A%(A) y por lo tanto A es un A%-conjunto.

(4) Suponga que {4, : @ € A} es una colecciéon de Aj-conjuntos en (X, 7,1),

entonces A, = Aj(A,) para cada a € A y por la parte (5) del Lema 3.1, se

tiene que U A, = U Aj(Ay) = AF <U Aa>. Por lo tanto, U A, es un AS-

acA acA acA acA
conjunto.

(5) Suponga que {4, : @ € A} es una colecciéon de Aj-conjuntos en (X, 7,1),

entonces A, = Aj(A,) para cada a € A y por la parte (6) del Lema 3.1, se
obtiene que Aj ﬂ Aa> C ﬂ Aj(A,) = ﬂ A,. Por otra lado, de la parte (1)

acA a€ceA a€cA

del Lema 3.1 se tiene que ﬂ Ay C A} (ﬂ Aa) y de esta manera, se concluye

a€A acA
que ﬂ A, = A7 <ﬂ Aa> y por lo tanto, m A, es un Aj-conjunto. "
aEA a€EA acA

Corolario 3.1 Sea (X, 7,I) un espacio topoldgico y consideremos la coleccion
™1 = {A : A es un Aj-conjunto en (X, 7,1)}. Entonces, el par (X,7%1) es un

espacio Alexandroff.

Observacion 3.3 De acuerdo con el Corolario 3.1, un subconjunto A de un espa-
cio topoldgico (X, 7,1) es abierto en (X, 77), si A es un Aj-conjunto en (X, 7,1).
Definicién 3.3 Un espacio topoldgico (X, 1,1) se dice semi-I-Ty si para cada par
de puntos distintos a, b de X, existen conjuntos semi-I-abiertos U, V de X tales
queac U ybeV peroadVybgU.

Proposicién 3.1 En un espacio topologico (X, T,1), las siguientes propiedades

son equivalentes:
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(1) (X,7,1) es semi-I-T}.
(2) Para cada x € X, el conjunto unitario {x} es un A§-conjunto.

(3) Para cada x € X, el conjunto unitario {x} es un conjunto semi-I-cerrado.

Demostracién:

(1)=(2) Sea x un punto arbitrario de X, entonces para cada punto y distinto
de z, existe un conjunto semi-I-abierto U tal que x € U y y ¢ U. Por lo tanto,
y ¢ A5({z}) y en consecuencia Aj({z}) C {z}. Puesto que {z} C Aj({z}), se
tiene que {z} = A5({z}) y asi {z} es un Aj-conjunto.

(2)=(3) Sea x € X, entonces para cualquier punto y € X — {x} se tiene que
y = A5({y}) y por lo tanto, existe U, € SIO(X, 1) tal que = ¢ U, y y € U,. De
esta manera, y € U, C X—{z} y en consecuencia X —{z} = (J{U, : y € X —{x}}.
Por la parte (1) del Lema 1.5, se tiene que X — {2} es un conjunto semi-/-abierto
y asi {x} es un conjunto semi-/-cerrado.

(3)=-(1) Para cada par de puntos distintos z, y de X, se tiene que {z} y {y} son
conjuntos semi-/-cerrados. Por lo tanto, X — {2} y X — {y} son conjuntos semi-
I-abiertos tales quey € X —{z} yr € X —{y} peroy ¢ X —{y} yz ¢ X — {«}.

Esto demuestra que (X, 7,1) es semi-I-T7. "
Ejemplo 3.1 Sea X = {a,b,c,d} con la topologia T = {0,{a},{b},{c}, {a,b},
{a,c},{b,c},{a,b,c}, X} y el ideal I = {0,{d}}. Note que

{a,b,c} € X = CI'(Int({a, b, c})),

{a,b,d} C {a,b,d} = CI*(Int({a,b,d})),
{a,c,d} C {a,c,d} = Cl*(Int({a,c,d})),

{b,c,d} C{b,c,d} = CI*(Int({b, ¢, d})),
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ast los conjuntos {a,b,c}, {a,b,d}, {a,c,d} y {b,c,d} son semi-I-abiertos y por lo
tanto, los conjuntos {a}, {b}, {c} v {d} son semi-I-cerrados. Por la Proposicion

3.1, se concluye que (X, 7,1) es semi-I1-Ty.

Teorema 3.1 En un espacio topologico (X, T,1), las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (X,7,1I) es semi-I-T;.

2) Cada subconjunto de X es un A5-conjunto.
( ) 1 /]

Demostracién:

(1)=-(2) Sea A cualquier subconjunto de X y = un punto arbitrario de A, entonces
por la Proposicién 3.1, el conjunto unitario {z} es un Aj-conjunto y por la parte
(4) del Lema 3.2, se tiene que A = [J{z : x € A} es un A$-conjunto.

(2)=-(1) Sea x un punto arbitrario de X. Por hipétesis, se tiene que el conjunto
unitario {x} es un A%-conjunto y por la Proposicién 3.1, se concluye que (X, 7, 1)

es semi-1-T7. =

Corolario 3.2 Un espacio topolégico (X, ,1) es semi-I-T} si y sélo si (X, 727)

es un espacio discreto.

En el siguiente ejemplo se muestra que, el reciproco de la parte (3) del Lema

3.2, en general, no es cierto.

Ejemplo 3.2 Sea X = R el conjunto de los nimeros reales con T = 1, la topologia
usual e I = § el ideal de todos los conjuntos finitos de X. Sean x e y dos puntos
distintos de X . Sie = |v—y| > 0, entonces U = (x—5,2+5) yV = (y—5,y+5)
son conjuntos semi-I-abiertos tales que x € U,y ¢ U y ademasy € V, x ¢ V. Por
lo tanto, (X, 7,1) es un espacio semi-I-Ty y por el Teorema 3.1, cada conjunto
unitario {x} es un Aj-conjunto. Sin embargo, {x} no es un conjunto semi-I-

abierto en X.
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Observacion 3.4 Note que el espacio topologico (X, T,1) dado en el Ejemplo 3.2
es el mismo espacio dado en el Ejemplo 2.3, por lo que este, es un espacio 1-T
y semi-1-Ty. Sin embargo, las nociones de espacio I-T1 y espacio semi-I1-T1 son

independientes, como se exhibe en los siguientes dos ejemplos.

Ejemplo 3.3 Sea (X, 7,1) el espacio semi-I-T1 dado en el Ejemplo 3.1. Observe
que el conjunto A = {a,c,d} no es un conjunto I-abierto y por lo tanto, {b} no

es un conjunto I-cerrado. Por la Proposicion 2.1, se concluye que (X, 7,1) no es

I-T7.

Ejemplo 3.4 Sea (X, 7,1) el espacio [-T} dado en el Ejemplo 2.2. Observe que
el conjunto A = {a,b,d} no es un conjunto semi-I-abierto y por lo tanto, {c} no
es un conjunto semi-I-cerrado. Por la Proposicion 3.1, se concluye que (X, ,1)

no es semi-1-T7.

3.2. Conjuntos [-gs-cerrados y espacios semi-I-Tj

En esta seccién se introduce la nocién de conjuntos I-gs-cerrados y se estudian
algunas propiedades relacionadas con ésta y otras nociones ya definidas en este

trabajo. Ademads, se caracterizan los espacios semi-I-T7 5.

Definicién 3.4 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7,1) se dice [-gs-

cerrado, si A* C U siempre que A C U y U € SIO(X, 7).

El complemento de un conjunto [-gs-cerrado se denomina conjunto [-gs-

abierto.

Observacion 3.5 Si A es un subconjunto de un espacio topologico (X, ,I) donde

I = {0}, entonces:
A es [-gs-cerrado si y solo si A es sg*-cerrado.
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Proposicién 3.2 Si A y B son subconjuntos de un espacio topoldgico (X, T,1),

las siguientes propiedades se satisfacen:

(1) Si A es m*-cerrado, entonces A es I-gs-cerrado.
(2) Si A es I-gs-cerrado y semi-I-abierto, entonces A es T-cerrado.
(3) Si A es I-gs-cerrado y A C B C A*, entonces B es I-gs-cerrado.

Demostracion:

(1) Suponga que A es un conjunto 7*-cerrado y sea U cualquier conjunto semi-/-
abierto tal que A C U, entonces A* C A C U y por lo tanto, A es I-gs-cerrado.
(2) Suponga que A es [-gs-cerrado y semi-I-abierto, entonces A* C A y por lo
tanto, A es T7*-cerrado.

(3) Suponga que A es [-gs-cerrado y A C B C A*. Sea U € SIO(X, 1) tal que
B C U, entonces A C U y por lo tanto, A* C U. Puesto que B C A*, se tiene que

B* C (A*)* C A* C U y asi, B es un conjunto I-gs-cerrado. .

En los siguientes dos ejemplos se muestra que, en general, los reciprocos de las

partes (1) y (2) de la Proposicién 3.2 no son ciertos.

Ejemplo 3.5 Sea X = {a,b,c} con la topologia 7 = {0,{a,c}, X} y el ideal
I ={0,{c}}. Sea A ={a,b}, entonces A* = {a,b}* = X y X es el inico conjunto
semi-I-abierto que contiene a A. Por lo tanto, A = {a,b} es un conjunto I-gs-

cerrado, pero no es T -cerrado pues A* = {a,b}* = X ¢ {a,b} = A.

Ejemplo 3.6 Sea X = {a,b} con la topologia T = {0,{a}, X} y el ideal I =
{0,{a}}. Entonces {b} es un conjunto t*-cerrado ya que {b}* = {b} C {b} y por
lo tanto es I-gs-cerrado, pero no es un conjunto semi-I-abierto porque {b} ¢ ) =

CI*(0) = CI*(Int({b}).

Proposicién 3.3 Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 1,1) es I-gs-

cerrado si y solo si A* C A5(A).
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Demostracién:

Necesidad: Suponga que A es es un conjunto /-gs-cerrado y sea U € SIO(X, 1)
tal que A C U, entonces A* C U y por lo tanto, A* C ({U : A C U, U €
SIO(X,7)} = A3(A).

Suficiencia: Suponga que A* C Aj(A) y sea U € SIO(X,7) tal que A C U,

entonces A* C AS(A) C Uy asi, A es [-gs-cerrado. .

Proposicién 3.4 Si un subconjunto A de un espacio topolégico (X, T,1) es I-gs-

cerrado, entonces A* — A no contiene ningun conjunto semi-I-cerrado no vacio.

Demostracion:

Suponga que A es [-gs-cerrado y sea F' un conjunto semi-/-cerrado tal que F' C
A* — Aentonces F C AA—ACX—-A ACX-FyX-—-F € SIOX,7).
Por lo tanto, A* € X — Fy F C X — A*. Puesto que F' C A* se tiene que
FC(X—AUA* =1, por lo que F' =) y de esta manera, A* — A no contiene

ningtn conjunto semi-/-cerrado no vacio. .

Teorema 3.2 Sea A un subconjunto I-gs-cerrado de un espacio topolégico (X, 1,1).

Entonces, A es T*-cerrado si y solo st A* — A es un conjunto semi-I-cerrado.

Demostracion:

Necesidad: Suponga que A es un conjunto 7*-cerrado, entonces A* C A y asi,
A* — A = (). Puesto que X es semi-I-abierto, se tiene que A* — A es un conjunto
semi-I-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A* — A es un conjunto semi-I-cerrado. Puesto que A es
un conjunto I-gs-cerrado, la Proposicién 3.4 implica que A* — A = () y por lo

tanto, A* C A. Esto demuestra que A es 7*-cerrado. "
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Teorema 3.3 Sean (X, 7,1) un espacio topolégico, A un subconjunto de X y A
un conjunto finito de indices. Si {A, : a € A} es una coleccion de conjuntos

I-gs-cerrados, entonces | J{A, : @ € A} es un conjunto I-gs-cerrado.

Demostracion:
Suponga que {A, : @ € A} es una coleccién de conjuntos I-gs-cerrados y sea

U € SIO(X,7) tal que U A, C U. Puesto que para cada o € Ase tiene A, C
a€A
U A, C U, entonces Ay, C Uy U A% C U. Por la parte (2) del Lema 1.2, se

a€A a€EA

concluye que <U Aa> = U A, C U y por lo tanto, U A, es I-gs-cerrado. =

a€A acA aEA

Definicién 3.5 Un espacio topoldgico (X,7,1) se dice semi-I-Ty)o si todo con-

jgunto I-gs-cerrado es T*-cerrado.

Proposicién 3.5 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces para cada v € X

el conjunto unitario {x} es semi-I-cerrado o I-gs-abierto.

Demostracién:

Suponga que {z} no es semi-/-cerrado, entonces X — {x} no es semi-/-abierto y el
tnico conjunto semi-/-abierto que contiene a X —{z} es X. Asi, (X —{z})* C X
y por lo tanto, X — {x} es un conjunto I-gs-cerrado. Esto demuestra que {x} es

un conjunto /-gs-abierto. "

Teorema 3.4 Un espacio topoldgico (X, 7,1) es semi-I-T' /5 siy solo si cada con-

gunto unitario {x} de X es 7*-abierto o semi-I-cerrado

Demostracion:
Necesidad: Sea (X, 7,I) un espacio topolégico que es semi-I-T7,, y sea v € X.

Suponga que {z} no es semi-I-cerrado, entonces por la Proposicién 3.5, {x} es
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I-gs-abierto y por lo tanto, X —{z} es I-gs-cerrado. Puesto que (X, 7, ) es semi-
I-Ty /5, entonces X — {z} es 7*-cerrado y asi {x} es 7*-abierto.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto /-gs-cerrado y sea x € A*. Se tienen
los siguientes dos casos:

Caso 1. Si {z} es semi-I-cerrado. Por la Proposicién 3.4, A* — A no contiene
ningin conjunto no vacio semi-I-cerrado y por lo tanto, = ¢ A* — A. Puesto que
x € A*, entonces se tiene que r € A.

Caso 2. Si {z} es 7*-abierto. Por la Proposicién 1.3, A* — A no contiene ningin
conjunto no vacio 7*-abierto y por lo tanto, x ¢ A* — A. Puesto que z € A*,
entonces se tiene que x € A.

Asi, en ambos casos x estd en A y por lo tanto, A* C A. De esta manera, A es

T*-cerrado y esto demuestra que (X, 7, 1) es semi-I-T} 5. .

3.3. Conjuntos Aj-cerrados y nueva caracterizacion de espacios semi-

I-Ty )5

En esta seccion, se introduce la clase de los conjuntos Afj-cerrados, se estudian
algunas propiedades de estos conjuntos y se da una nueva caracterizacién de los

espacios semi-I-T7 /5.

Definicién 3.6 Un subconjunto A de un espacio topoldgico (X, T,1), se dice Aj-

cerrado, si A = LNF, donde L es un Aj-conjunto y F' es un conjunto 7*-cerrado.
El complemento de un conjunto Aj-cerrado se denomina conjunto Aj-abierto.

Lema 3.3 Sea (X, 7, 1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes propiedades

se satisfacen:

(1) Todo Aj-conjunto es A5-cerrado.

(2) Todo conjunto T*-cerrado es A§-cerrado.
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Demostracién:

(1) Si A es un Aj-conjunto, entonces A = AN X, A es un Aj-conjunto y X es
7*-cerrado. Esto demuestra que A es un conjunto Aj-cerrado.

(2) Si A es un conjunto 7*-cerrado, entonces A = X N A, X es un Aj-conjunto y

A es 7*-cerrado. Por lo tanto, A es un conjunto Aj-cerrado. .

En el siguiente ejemplo se muestra que los reciprocos del Lema 3.3, en general,

no son ciertos.

Ejemplo 3.7 . Sea X = {a,b,c} con la topologia T = {0, {a}, {b},{a,b}, X} y el
ideal I = {0,{a},{c},{a,c}}. Entonces {c} es un conjunto Aj-cerrado, pero no

es un Aj-conjunto y {b} es un conjunto Aj-cerrado que no es T*-cerrado.
Corolario 3.3 Cada conjunto T*-abierto es Aj-abierto.

Lema 3.4 Si A es un subconjunto de un espacio topoldgico (X, 1,1), entonces las

siquientes propiedades son equivalentes:
(1) A es Aj-cerrado.
(2) A= LNCI*(A), donde L es un A$-conjunto.

(3) A= A3(A) N CI*(A).

Demostracién:

(1)=-(2) Suponga que A es un conjunto Aj-cerrado, entonces A = LN F donde L
es un Aj-conjunto y F' es un conjunto 7*-cerrado. Puesto que A C F', se tiene que
A* C F* C FyasiCl*(A) = AUA* C F. Porlo tanto, A C LNCI*(A) C LNF = A
y en consecuencia, A = L N CI*(A).

(2)=(3) Suponga que A = L N CI*(A), donde L es un A%-conjunto. Puesto que
A C L, entonces A5(A) C A3(L) = L y por lo tanto, A C Aj(A) N CI*(A) C
LNCI"(A) = A. Asi, se obtiene que A = A35(A) NCI*(A).
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(3)=(1) Por la parte (2) del Lema 3.2, se tiene que A%(A) es un Aj-conjunto y
por la Observacién 1.1, CI*(A) es un conjunto 7*-cerrado. Luego, si A = Aj(A) N

CI*(A), entonces A es Aj-cerrado. .

Proposicién 3.6 Sea (X, 7,I) un espacio topoldgico y A un subconjunto de X .
Entonces, A es un conjunto 7 -cerrado si y solo si A es un conjunto I-gs-cerrado

y Aj-cerrado.

Demostracion:

Necesidad: Suponga que A es 7*-cerrado, entonces por la parte (1) de la Propo-
sicién 3.2, se tiene que A es I-g-cerrado y por la parte (2) del Lema 3.3, A es un
conjunto Aj-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto /-gs-cerrado y Aj-cerrado, entonces
por la Proposicién 3.3, A* C AS(A) y esto implica que CI*(A) = AU A* C A3(A).
Puesto que A es Aj-cerrado, el Lema 3.4 garantiza que A = A35(A)NCI*(A) y por
lo tanto, A = CI"(A) = AU A*. Asi, A* C Ay A es un conjunto 7*-cerrado. =

Teorema 3.5 Sea {A, : @ € A} una coleccion de subconjuntos de un espacio
topolégico (X, 7,1). Si A, es un conjunto Nj-cerrado para cada o € A entonces

N{Aas : a € A} es un conjunto A$-cerrado.

Demostracion:
Suponga que A, es Aj-cerrado para cada o € A, entonces para cada v € A

existe un Aj-conjunto L, y un conjunto 7*-cerrado F, tal que A, = L, N F,,. Por

lo tanto, ﬂ A, = ﬂ (Lo N F,) = (ﬂ La> ﬂ(ﬂ Fa). Por la parte (5) del

a€A aEA acA aEA
Lema 3.2, ﬂ L, es un Aj-conjunto y por la parte (1) del Lema 1.3, ﬂ F, es un
a€A a€A
conjunto 7*-cerrado. Esto demuestra que ﬂ A, es Aj-cerrado. "
acA
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Corolario 3.4 Sea {B, : a € A} una coleccion de subconjuntos de un espacio
topolégico (X, 7,1). Si B, es un conjunto Aj-abierto para cada o« € A entonces

U{Ba : @ € A} es un conjunto A§-abierto.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata del Teorema 3.5. =

Teorema 3.6 Un espacio topoldgico (X, 1,1) es semi-I-Ty 5 siy solo si cada sub-

conjunto de X es Aj-cerrado.

Demostracion:
Necesidad: Suponga que (X, 7,1) es semi-I-T/, y A es cualquier subconjunto de
X. Por el Teorema 3.4, para cada x € X se tiene que {x} es un conjunto 7*-abierto

o semi-/-cerrado. Sea A; el conjunto de todos los unitarios 7*-abiertos de X — A

ysea Ay = X — (AUA,). Sean U = m (X —{z}) y F = m (X — {x}). Para
€A €A
cada x € Aj el conjunto {z} es semi-I-cerrado y asi, X — {z} es un Aj-conjunto.

Por la parte (5) del Lema 3.2, U es un Aj-conjunto y por la parte (1) del Lema
1.3, F' es un conjunto 7*-cerrado. Puesto que A = UN F', se concluye que A es un
conjunto Aj-cerrado.

Suficiencia: Suponga que A es un conjunto I-gs-cerrado, entonces por la hipdtesis
A es un conjunto Aj-cerrado y por la Proposicién 3.6, A es 7*-cerrado. Por lo

tanto, (X, 7, 1) es semi-I-T} /5. .

3.4. Funciones Aj-continuas

En esta seccion se usan los conjuntos abiertos, Aj-abiertos y 7*-abiertos pa-
ra introducir nuevas formas de continuidad denominadas funciones Aj-continuas,

cuasi-Aj-continuas y Aj-irresolutas. Se estudian las relaciones existentes entre
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éstas clases de funciones, asi como también se obtienen propiedades y caracte-

rizaciones de las mismas.

Definicién 3.7 Una funcion f : (X, 7,1) — (Y,0,J) se dice semi-I-irresoluta,
si f7HV) es un conjunto semi-I-abierto en (X, 7,1) para cada conjunto semi-J-

abierto V- de (Y, 0, J).

Teorema 3.7 Si una funcion f: (X, 7,1) = (Y,0,J) es semi-I-irresoluta, en-

tonces f: (X, 71) — (Y,0™7) es continua.

Demostracién:

Suponga que V' cualquier A%-conjunto de (Y, g, J), es decir V € o7, entonces V =
AS(V) = ({W : V. C Wy W es semi-J-abierto en (Y, o, J)}. Puesto que f es
semi-/-irresoluta, entonces f~!(W) es un conjunto semi-I-abierto en (X, 7, I) para
cada W, por lo tanto A5(f~Y(V)) = (U : f%(V)CcU:U € SIOX,7,1)} C
(WfTW) =2 (V) C (W) : W e SJO(Y,0,J)} = f~4V). Por otra parte,
siempre se cumple que f~1(V) C Aj(f~1(V)) y asi se obtiene que f~1(V) =
A3(f~1(V)). Por lo tanto, f~H(V) € 721 v f: (X, 7)) — (Y, 0"7) es continua. =

Definicién 3.8 Una funcion f: (X, 7,1) — (Y, 0,J) se dice:

(1) AS-continua, si f~1(V) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7,1) para cada con-

gunto abierto V de (Y, 0, J).

(2) Cuasi-Aj-continua, si f~1(V) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7,I) para cada

congunto o*-abierto V de (X, 7,1).

(3) As-irresoluta, si f~1(V) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7,1) para cada con-

gunto A%-abierto V en (Y,0,J).

Teorema 3.8 Si una funcion f: (X, 7,1) — (Y,0,J) es Aj-irresoluta, entonces

[ es cuasi-Aj-continua.

o8



Demostracion:
Sea V un conjunto o*-abierto en (Y, 0, J), entonces por el Corolario 3.3 se tiene que
V es un conjunto A%-abierto en (Y, 0,J) y puesto que f es Aj-irresoluta, f~(V)

es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, ). Por lo tanto, f es cuasi-Aj-continua. .
El siguiente ejemplo exhibe una funcion cuasi-Aj-continua pero no Aj-irresoluta.

Ejemplo 3.8 Sean X = {a,b,c}, 7 ={0,{a,c}, X}, 0 = {0, {a},{a, b}, {a,c}, X},
I={0,{c}} yJ={0,{b}}. La coleccion de los conjuntos A5-abiertos de (X, T, 1)

es {0,{a,b},{a,c},{a},{b}, X}, la coleccidon de los conjuntos o*-abiertos de (X, o, J)
es{0,{a},{a,c},{a,b}, X} y la coleccion de los conjuntos N%-abiertos de (X, o, J)

es {{0},{a}, {b},{c}, {a,c},{b,c}, X}. La funcion identidad f : (X,7,1) — (X, 0,J)
es cuasi-Nj-continua, pero no es Nj-irresoluta ya que f~1({b,c}) = {b,c} y f~*({c}) =

{c} no son conjuntos A5-abiertos.

Teorema 3.9 Si una funcion f: (X, 7,1) — (Y,0,J) es cuasi-Aj-continua, en-

tonces f es Aj-continua.

Demostracion:
Sea V' un conjunto abierto en (Y, o, J), entonces V' es un conjunto o*-abierto en
(Y,0,J) y puesto que f es cuasi-Aj-continua, se tiene que f~(V) es Aj-abierto

en (X, 7,1). Esto demuestra que f es Aj-continua. .
El siguiente ejemplo muestra una funcién Aj-continua pero no cuasi-Aj-continua.

Ejemplo 3.9 Sean X = {a,b,c}, 7 ={0,{a,c}, X}, 0 ={0,{a}, {b}, {a,b}, X},
I ={0,{c}} yJ={0,{a}}. La coleccion de los conjuntos A5-abiertos de (X, r,I)
es {0,{a,b},{a,c},{a},{b}, X} y la coleccion de los conjuntos o*-abiertos de
(X,0,J) es {0,{a},{b,c}, {a,b},{b}, X}. La funcion identidad f : (X,7,1) —
(X, 0,J) es Ai-continua, pero no es cuasi-Nj-continua ya que f~1({b,c}) = {b,c}

no es un conjunto Aj-abierto.
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Corolario 3.5 Si una funcion f: (X, 7,1) = (Y,0,J) es Aj-irresoluta, entonces

f es Aj-continua.

Demostracion:

Es consecuencia inmediata de los Teoremas 3.8 y 3.9. .

Proposicién 3.7 Sean f : (X,7,1) — (Y,0,J) yg: (Y,0,J) = (Z,0,K) dos

funciones, donde I,J, K son ideales sobre XY, Z respectivamente. Entonces:
(1) go f es Aj-irresoluta, si f es Aj-irresoluta y g es A%-irresoluta.

(2) go f es Aj-continua, si f es Aj-irresoluta y g es A%-continua.

(3) go f es Aj-continua, si f es Aj-continua y g es continua.

s : . s - s :
(4) go f es cuasi-Aj-continua, si f es Aj-irresoluta y g es cuasi-A%-continua.

Demostracion:

(1) Sea V' un conjunto Ag-abierto en (7,0, K). Puesto que g es A%-irresoluta, en-
tonces g~!(V') es un conjunto A%-abierto en (Y,0,.J) y como f es Aj-irresoluta, se
tiene que (g7 (V) es un conjunto As-abierto en (X, 7, I). Pero (go f)"}(V) =
(ftog (V)= fg (V) y por lo tanto, (g o f)~'(V) es un conjunto Aj-
abierto en (X, 7, ). Esto demuestra que g o f es Aj-irresoluta.

(2) Sea V un conjunto abierto en (Z, 6, K). Puesto que g es A%-continua, enton-
ces g1 (V) es un conjunto A%-abierto en (Y, 0,J) y como f es Aj-irresoluta, se
tiene que f~!(g7!(V)) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, I). Pero (go f)~}(V) =
(flog™H(V) = fY(g7(V)) y por lo tanto, (g o f)~1(V) es un conjunto Aj-
abierto en (X, 7, I). Esto demuestra que g o f es Aj-continua.

(3) Sea V un conjunto abierto en (Z,6, K). Puesto que g es continua, enton-
ces g 1(V) es un conjunto abierto en (Y,0,.J) y como f es Aj-continua, se tiene

que f~1(g71(V)) es un conjunto As-abierto en (X, 7,1). Pero (go f)~1(V) =
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(ftog™H(V) = f(g7(V)) y por lo tanto, (g o f)~(V) es un conjunto Aj-
abierto en (X, 7, I). Esto demuestra que g o f es Aj-continua.

(4) Sea V un conjunto #*-abierto en (Z, 0, K). Puesto que g es cuasi-A%-continua,
entonces g1 (V) es un conjunto A%-abierto en (Y, o, J) y como f es Aj-irresoluta,
se tiene que f~1(g71(V)) es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, I). Pero (gof)~1(V) =
(frog™H)(V) = f~1(g7 (V) y por lo tanto, (gof)~1(V) es un conjunto Aj-abierto

en (X, 7,I). Esto demuestra que g o f es cuasi-Aj-continua. .

En los siguientes tres teoremas se caracterizan a las funciones Aj-continuas,

cuasi-A3-continuas vy As-irresolutas, respectivamente.
1 I )

Teorema 3.10 Para una funcion f : (X, 7,1) — (Y, 0), los siguientes enunciados

son equivalentes:
(1) f es Aj-continua.

(2) f7YB) es un conjunto A5-cerrado en (X, 7,I) para cada conjunto cerrado B

en (Y,o0).

(3) Para cada x € X y cada conjunto abierto V' en (Y,0) que contiene a f(x)

existe un conjunto Aj-abierto U en (X, 7,I) que contiene a x y f(U) C V.

Demostracién:

(1) = (2) Sea B cualquier conjunto cerrado en (Y, o), entonces V =Y \ B es un
conjunto abierto en (Y, o) y puesto que f es Aj-continua, f~'(V') es un subcon-
junto As-abierto en (X, 7,I), pero f~1(V) = f~YY\ B) = f7}Y)\ fY(B) =
X\ f7Y4B) y por lo tanto, f~!(B) es un conjunto Aj-cerrado en (X, 7, 1).

(2) = (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y, o), entonces B =Y \ V es un
conjunto cerrado en (Y, ) y por la hipétesis, se tiene que f~!(B) es un conjunto
Aj-cerradoen (X, 7, 1), pero f~HB) = f1(Y\V) = fT(Y)\f (V) = X\f1(V)

y por lo tanto, f~(V') es un conjunto Aj-abierto en (X, 7, 7). Esto demuestra que
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f es Aj-continua.

(1) = (3) Seax € X y V un conjunto abierto en (Y, o) tal que f(z) € V, entonces
r € f~1(V) y puesto que f es una funcién Aj-continua, f~!(V') es un conjunto
As-abierto en (X, 7,1). Si U = f~}(V), entonces U es un conjunto Aj-abierto en
(X, 7,I) que contiene a x y ademas f(U) = f(f~1(V)) C V.

(3) = (1) Sea V cualquier conjunto abierto en (Y,o) y x € f~1(V), enton-
ces f(z) € V y por (3) existe un conjunto Aj-abierto U, en (X,7,I) tal que
v e U,y f(U) CV.Asi z € U, € f7f(U,) € f~(V) y por lo tanto
fYV) = U{U. : z € f74(V)}. Por la parte (4) del Lema 3.2, se tiene que
4

(V) es un conjunto As-abierto en (X, 7,1) y asi f es Aj-continua.

Teorema 3.11 Para una funcion f : (X,7,1) — (Y,0,J), los siguientes enun-

citados son equivalentes:
(1) f es cuasi-Aj-continua.

(2) f7Y(B) es un conjunto Aj-cerrado en (X, T,I) para cada conjunto o*-cerrado

B en (Y,0,J).

(3) Para cada x € X y cada conjunto o*-abierto V en (Y, 0,J) que contiene a f(x)

existe un conjunto Aj-abierto U en (X, 1,I) que contiene a x y f(U) C V.

Demostracion:

Se prueba de manera similar al Teorema 3.10. .

Teorema 3.12 Para una funcion f: (X, 7,1) — (Y,0,J), las siguientes propie-

dades son equivalentes:

(1) f es Aj-irresoluta.
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(2) f~YB) es un conjunto Aj-cerrado en (X, 7, 1) para cada conjunto A-cerrado

B en (Y,0,J).

(3) Para cada x € X y cada conjunto A%-abierto V en (Y,0,.J) que contiene a
x) existe un conjunto Nj-abierto U en (X, 7,1) que contiene a x y f(U) C
I
V.

Demostracion:

Se prueba de manera similar al Teorema 3.10. .

3.5. Compacidad y Conexidad via conjuntos Aj-abiertos

En esta seccion se introducen nuevas nociones de compacidad y de conexidad
en términos de conjuntos Aj-abiertos y conjuntos semi-/-abiertos, para estudiar su
comportamiento bajo las imagenes directas de las nuevas formas de continuidad

definidas en este capitulo.
Definicién 3.9 Un espacio topolégico (X, ,1) se dice:

(1) Aj-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos Aj-abiertos tiene un

subcubrimiento finito.

(2) Semi-I-compacto, si cada cubrimiento de X por conjuntos semi-I-abiertos

tiene un subcubrimiento finito.

Teorema 3.13 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) (X,7,I) es Aj-compacto si y sdlo si para cada coleccion {A, : a € A} de
conguntos Nj-cerrados en (X, 7,1) satisfaciendo que (J{As : a € A} = (),
existe una subcoleccion finita Aa,, Aays Aags - - - Aa,, tal que (V{Aa, + k£ =
L,...,n}=0.
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(2) (X,7,1I) es semi-I-compacto si y solo si para cada coleccion {A, : o € A} de
conguntos semi-I-cerrados en (X, 7, 1) satisfaciendo que ({A, : @ € A} =),
existe una subcoleccion finita Aa,, Aays Aags - - -y Aa,, tal que ({Aa, + k =
L...,n}=0.

Demostracion:

1) Necesidad: Sea {A, : o € A} una coleccién de conjuntos Aj-cerrados tal que
( J I q
(M{A, : a € A} = (), entonces {X — A, : @ € A} es una coleccién de conjuntos

Aj-abiertos tal que
X=X-0=X-{As:aec A} ={X-A4,:ac A},

es decir, {X — A, : @ € A} es un cubrimiento de X por conjuntos Aj-abiertos.
Puesto que X es Aj-compacto, existe una subcolecciéon X —A,,, X —A,,,..., X —

A,, tal que
X=UH{X-A4, k=1....n}=X—({As, :k=1,...,n}.

Esto demuestra que ([{Aq, : k=1,...,n} = 0.

Suficiencia: Suponga que {U, : @ € A} es un cubrimiento de X por conjuntos Aj-
abiertos, entonces {X — U, : @ € A} es una coleccién de conjuntos Aj-cerrados
tal que ({X - U, : «a € A} = X — | J{U, : @« € A} = X — X = (). Por
hipétesis, existe una subcoleccién finita X — U,,, X — U,,,..., X — U,, tal que
(X —U,, : k=1,...,n} = 0. Ahora observe que X = X —0 = X —({X —U,, :
E=1,....n} =X — (X = H{Us, :k=1,....n}) = U{Us, : k=1,...,n}. Por
lo tanto, (X, 7, ) es Aj-compacto.

(2) Se demuestra de manera similar a la parte (1). .

Teorema 3.14 Sea (X, 7,I) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:
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(1) Si (X,747) es compacto, entonces (X, 7,1) es semi-I-compacto.
(2) Si (X, 7,1) es Aj-compacto, entonces (X, 7,1) es T"-compacto.
(3) Si (X,7,1) es Aj-compacto, entonces (X, T,1) es compacto.

Demostracién:

(1) Sea {U, : o € A} cualquier cubrimiento de X por conjuntos semi-/-abiertos,
entonces para cada o € A, U, es un Aj-conjunto y por lo tanto, U, € 7% para
cada a € A. Puesto que (X, TA7) es compacto, entonces existe un subconjunto
finito Ay de A tal que X = |J{U, : @ € Ag}. Esto demuestra que (X, 7,1) es
semi-/-compacto.

(2) Sea {F, : @ € A} una coleccién de conjuntos 7*-cerrados en (X, 7, 1) tal que
({F. : o € A} = (. Puesto que cada conjunto 7*-cerrado es Aj-cerrado, entonces
{F, : a € A} una coleccién de conjuntos Aj-cerrados y (X, 7, 1) es A§-compacto.
Por la parte (1) del Teorema 3.13, existe un subconjunto finito Ag de A tal que
({F.:a€ Ay} =0y por la parte (2) del Teorema 2.13, se concluye que (X, 7, I)
es T*-compacto.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio 7*-compacto es compacto.m

Teorema 3.15 Si f : (X, 7,I) — (Y,0,J) es una funcion sobreyectiva, las si-

gquientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una funcion Aj-irresoluta y (X, 7, 1) es Aj-compacto, entonces (Y, 0, J)

es A%-compacto.

(2) Si f esuna funcion semi-1-irresoluta y (X, 7, 1) es semi-I-compacto, entonces

(Y,0,J) es semi-J-compacto.

(3) Si f es una funcion cuasi-Aj-continua y (X, 7,1) es Aj-compacto, entonces

(Y,0,J) es a*-compacto.
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(4) Si f es una funcion Aj-continua y (X, 7,1) es Aj-compacto, entonces (Y, 0)

es compacto.

Demostracién:

(1) Sea {V, : @ € A} un cubrimiento de Y por conjuntos A%-abiertos. Puesto
que f es Aj-irresoluta, se tiene que {f~1(V,) : @ € A} es un cubrimiento de X
por conjuntos Aj-abiertos y como (X, 7, ) es A$-compacto, existe un subconjunto

finito Ay de A tal que X = J{f (VL) : @ € Ag}. Por la sobreyectividad de f, se

obtiene que Y = f(X) = f(U{f (Vo) : @ € Ag}) = U{f(fTE (VL)) : a € Ao} =
{Va:a € Ay} y esto demuestra que (Y, 6,J) es A%-compacto.

(2), (3) ¥ (4) se demuestran de manera similar a la parte (1). .

Definicién 3.10 Un espacio topoldgico (X, T,1) se dice:

(1) A$-conexo, si X no puede ser escrito como una union disjunta de dos conjun-

tos Aj-abiertos no vacios.

(2) Semi-I-conexo, si X no puede ser escrito como una union disjunta de dos

conjuntos semi-I1-abiertos no vacios.

Teorema 3.16 Sea (X, 7,1) un espacio topoldgico, entonces las siguientes pro-

piedades se satisfacen:

(1) Si (X,747) es conexo, entonces (X, 7,1) es semi-I-conexo.
(2) Si (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces (X, T,I) es T*-conezo.
(3) Si (X,7,1) es Aj-conexo, entonces (X, T,1) es conexo.

Demostracion:
(1) Suponga que (X, 7,I) no es semi-/-conexo, entonces existen conjuntos semi-

I-abiertos A y B no vacios tales que AN B =0y AU B = X. Por la parte (3)

66



del Lema 3.2, se tiene que A y B son Aj-conjuntos y por lo tanto, (X, 7%7) no es
Conexo.

(2) Suponga que (X, 7, 1) no es T7*-conexo, entonces existen conjuntos 7*-abiertos
Ay B no vacios tales que AN B =0y AU B = X. Por el Corolario 3.3, se tiene
que A y B son conjuntos Aj-abiertos y asi, (X, 7, 1) no es Aj-conexo.

(3) Sigue de la parte (2) y del hecho que cada espacio 7*-conexo es conexo. "

Teorema 3.17 En un espacio topoldgico (X, 1,1), las siguientes propiedades son

equivalentes:
(1) (X,7,I) es Aj-conexo.

(2) 0 y X son los unicos subconjuntos de X que son a la vez Nj-abiertos y Aj-

cerrados.

(3) Cada funcion A5-continua de X en un espacio discreto Y con al menos dos

puntos, es una funcion constante.

Demostracién:

(1)=(2) Sea V un subconjunto de X que es Aj-abierto y Aj-cerrado, entonces
X —V es Aj-abierto y Aj-cerrado, asi X =V U (X — V). Es decir, X es la unién
de dos conjuntos Aj-abiertos disjuntos y como (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces
uno de estos conjuntos tiene que ser (). Por lo tanto, V=00 V = X.

(2)=-(1) Suponga que (X, 7, I) no es Aj-conexo y sea X = UUV, donde U y V son
conjuntos Aj-abiertos no vacios y disjuntos en (X, 7,7), entonces U = X — V es
un conjunto As-abierto y Aj-cerrado. Por hipdtesis, se tiene que U =0 o U = X,
lo que contradice el hecho que U y V son no vacios y disjuntos y por lo tanto,
(X, 7,I) es Aj-conexo.

(2)=(3) Sea f : (X,7,I) — Y una funcién Aj-continua donde Y es un espacio

topoldgico con la topologia discreta y contiene al menos dos puntos, entonces X
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se puede cubrir por una coleccién de conjuntos que son a la vez Aj-abiertos y Aj-
cerrados de la forma {f~(y) : y € Y}, de esto, se concluye que existe un yy € Y’
tal que f~'({yo}) = X y asi, f es una funcién constante.

(3)=-(2) Sea W un subconjunto de (X, 7,I) que es Aj-abierto y Aj-cerrado. Su-
ponga que W # () y sea f : (X, 7,1) = Y una funcién Aj-continua definida por
JW) =A{n}y f(X =W) = {y2} para y; # y2, con y1,y, € Y. Puesto que f es

una funcién constante, se concluye que X = W. "

A continuacion, se estudia bajo que condiciones se preserva la Aj-conexidad

por imagen directa de un espacio Aj-conexo.

Teorema 3.18 Si f : (X, 7,I) — (Y,0,J) es una funcion sobreyectiva, las si-

guientes propiedades se satisfacen:

(1) Si f es una funcion Aj-irresoluta y (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces (Y, 0, J)

es A%-conezo.

(2) Si f es una funcion semi-I-irresoluta y (X, 7,1) es semi-I-conexo, entonces

(Y,0,J) es semi-J-conexo.

3) 9% es una funcion cuasi-A5-continua X, 7.1) es AS-conexo, entonces
I s by ’i ’

(Y,0,J) es a*-conezo.

(4) Si f es una funcion Aj-continua y (X, 7,1) es Aj-conexo, entonces (Y,0) es

conexo.

Demostracion:

(1) Suponga que (Y, 0, J) no es A%-conexo, entonces existen conjuntos A%-abiertos
no vacios H, Gen (Y,0,J) talesque GNH = () y GUH =Y. Por lo tanto, se tiene
que f7HG) N fTHH) =0, fFHG) U fTH(H) = X y ademds, f7H(G) y f7(H)

son conjuntos Aj-abiertos no vacios en (X, 7,). Esto demuestra que (X, 7, /) no
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es Aj-conexo.

(2), (3) v (4) se demuestran de manera similar a la parte (1). .

Problemas Abiertos. Los Teoremas 3.14 y 3.16 se demostraron usando los he-
chos que todo conjunto semi-/-abierto es Aj-abierto y que todo conjunto 7*-abierto
es Aj-abierto. Sin embargo, no se han obtenidos contraejemplos para mostrar que
los reciprocos de las implicaciones contenidas en tales teoremas no son ciertos. En

este sentido se plantean los siguientes problemas.

(1) ;Existe un espacio topolégico (X, 7, 1) que es semi-I-compacto (resp. semi-

I-conexo) pero el espacio (X, 77) no es compacto (resp. conexo)?

(2) ;Existe un espacio topoldgico (X, 7, I) que es 7*-compacto (resp. 7*-conexo)

pero el espacio (X, 7, ) no es Aj-compacto (resp. Aj-conexo)?

69



Conclusiones

En este trabajo se realizé un estudio detallado de las nociones de Aj-conjuntos,
conjuntos [-g-cerrados y Aj-cerrados, Aj-conjuntos, conjuntos [-gs-cerrados y
Aj-cerrados, asi como también se caracterizaron algunos axiomas débiles de se-
paracion tales como espacios I-T, I-Ty5, semi-I-T} y semi-I-T' /5. Se introdu-
jeron nuevas clases de funciones denominadas Aj-continuas, cuasi-Aj-continuas,
Aj-irresoluta, Aj-continuas, cuasi-Aj-continuas y Aj-irresoluta, se estudiaron las
relaciones existentes entre estas clases de funciones y algunas propiedades de las
mismas. De igual manera, se introdujeron nuevas nociones de compacidad y co-
nexidad via conjuntos Aj-abiertos, 7*-abiertos, I-abiertos, Aj-abiertos y semi-/-
abiertos para estudiar el comportamiento de tales nociones bajo las imagenes
directas de las clases de funciones definidas en este trabajo. Cabe senalar que en
algunos resultados obtenidos que involucraban el uso de nociones descritas me-
diante conjuntos [-abiertos, se tuvo que pedir la condicion adicional de que el
espacio topoldgico (X, 7, I) empleado fuese Hayashi-Samuels para garantizar que
el conjunto X resultara ser [-abierto. Para un estudio posterior se considera in-
teresante analizar el comportamiento de las distintas nociones de compacidad y
conexidad tratadas en esta investigacion bajo las imagenes inversas de las nuevas

formas de continuidad que se han introducido.
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