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Resumen

En este trabajo, se estudia una generalización de algunos tipos de funciones

b-abiertas y b-cerradas, usando la noción de operadores asociados a una topoloǵıa.

Luego, utilizando las nociones de operaciones, ideal y colecciones cualesquiera de

subconjuntos de un conjunto X no vaćıo, se estudia una nueva clase de funciones

que generalizan las nociones antes mencionadas.



Introducción

En topoloǵıa general, básicamente se estudia la estructura de los espacios to-

pológicos y las funciones continuas entre estos. En la formulación y estudio de las

propiedades asociadas a un espacio topológico abstracto, aśı como también de las

funciones continuas, juegan un papel preponderante los conjuntos abiertos. También

entran en juego los conjuntos cerrados, pero estos pueden verse como los duales de

los conjuntos abiertos con respecto a las operaciones conjuntistas de complementa-

ción, unión e intersección. En el año 1979, Kasahara [16] introduce el concepto de

operador asociado a una topoloǵıa, lo que permite definir nuevas clases aún más abs-

tractas de conjuntos e introducir propiedades topológicas generalizadas, derivadas

de las nociones clásicas. En esta misma dirección, Ogata [21] introduce la noción

de conjuntos γ-abiertos para un operador γ asociado a una topoloǵıa τ sobre un

conjunto X. Posteriormente, Császár [10, 12] también propone para ciertas clases

de operadores γ, una variante de la noción de conjunto γ-abierto que engloba la no-

ción de conjunto γ-abierto dada por Ogata. En el año 1993, Raychaudhuri et al. [24]

introducen los conjuntos δ-preabiertos que son una clase más amplia que la de los

conjuntos abiertos de un espacio. En el año 1996, Andrijevic [1] presenta una nueva

clase de conjuntos abiertos generalizados denominados conjuntos b-abiertos, los cua-

les permitieron obtener nociones generalizadas de ciertas propiedades topológicas y

diversas formas de continuidad.

Este trabajo consta de tres caṕıtulos, los cuales se encuentran estructurados

como se muestra a continuación. En el primer caṕıtulo, se encuentran algunas nocio-

nes de conjuntos y conceptos topológicos de la topoloǵıa clásica, aśı como también

nociones de continuidad y funciones abiertas v́ıa conjuntos b-abiertos y δ-preabiertos

tratadas en [4, 7, 15]. En el segundo caṕıtulo, se extenderán los resultados obtenidos

en [4, 7, 15], tratados en el caṕıtulo 1, empleando los nociones de operador asociado y

una variante generalizada de la noción de conjunto γ-abierto dada por Császár [10].

En el último caṕıtulo, utilizando las nociones de operaciones [14] e ideal topológico



[20], y colecciones µ, µ′ cualesquiera de subconjuntos de un conjunto X no vaćıo,

se introducen y estudian nuevas nociones de continuidad y funciones abiertas, las

cuales permiten exhibir que todos los resultados de continuidad y funciones abiertas

tratados en los caṕıtulos anteriores son casos particulares de estas nuevas nocio-

nes topológicas. Además, se obtienen algunos resultados de los cuales se presentan

algunas aplicaciones usando estructuras minimales y topoloǵıas generalizadas.
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Caṕıtulo 1

PRELIMINARES

En este caṕıtulo se describe en forma general los elementos básicos estricta-

mente necesarios para el desarrollo de este trabajo, se presentan además algunos

hechos relevantes relativos a las distintas relaciones existentes entre estos, que serán

empleados a lo largo de los caṕıtulos venideros. En su debida oportunidad, se dan

ciertas citas respecto a las referencias bibliográficas en donde se puede ahondar en

mayores detalles sobre las nociones y resultados aqúı tratados.

1.1. Preliminares sobre espacios topológicos

En esta sección se introduce la noción clásica de espacios topológicos y ciertas

nociones de funciones y conjuntos asociados a la misma. Para mas detalles de las

definiciones y propiedades presentadas en esta sección se puede consultar [4, 7].

Definición 1.1 Una topoloǵıa sobre un conjunto X es una colección τ de subcon-

juntos de X con las siguientes propiedades:

∅ y X están en τ .

La unión de los elementos de cualquier subcolección de τ está en τ .

La intersección de los elementos de cualquier subcolección finita de τ está en

τ .

Un conjunto X para el que se ha definido una topoloǵıa τ se llama espacio

topológico y se denota (X, τ).

Si (X, τ) es un espacio topológico y U es un subconjunto de X, se dice que

U es:

Un conjunto abierto si U ∈ τ .



Un conjunto cerrado si X \ U ∈ τ .

Un conjunto clopen si U ∈ τ y X \ U ∈ τ .

Definición 1.2 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define el interior de

A denotado por int(A) como:

int(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U ∈ τ}

Teorema 1.1 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ int(A) si y sólo si existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

Definición 1.3 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define la clausura de

A denotada por cl(A) como:

cl(A) =
⋂

{F : A ⊆ F y X \ F ∈ τ}

Teorema 1.2 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ cl(A) si y sólo si para todo conjunto abierto U tal que x ∈ U , se cumple

que U ∩ A 6= ∅.

Definición 1.4 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Un punto x ∈ X se

llama un punto θ-clausura de A si cl(U) ∩ A 6= ∅ para cada conjunto abierto U tal

que x ∈ U .

El conjunto de todos los puntos θ-clausura de A se denomina la θ-clausura

de A y se denota por clθ(A). Si A = clθ(A), entonces A se denomina un conjunto

θ-cerrado. El complemento de un conjunto θ-cerrado se denomina θ-abierto.

Definición 1.5 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Un punto x ∈ X se

llama un punto θ-interior de A si existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆

cl(U) ⊆ A.

El conjunto de todos los puntos θ-interior de A se denomina el θ-interior de

A y se denota por intθ(A).
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Lema 1.1 Sea A un subconjunto de un espacio topológico (X, τ), entonces:

(1) X \ intθ(A) = clθ(X \ A).

(2) X \ clθ(A) = intθ(X \ A).

(3) A es θ-abierto si y sólo si A = intθ(A).

(4) clθ(A) es un conjunto cerrado pero no necesariamente un conjunto θ-cerrado.

Definición 1.6 Sea (X, τ) un espacio topológico. Se dice que X es un espacio re-

gular si para cada conjunto cerrado B y cada x /∈ B, existen conjuntos abiertos

disjuntos U y V tales que x ∈ U y B ⊆ V .

Definición 1.7 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) se dice:

(1) b-abierto si A ⊆ cl(int(A)) ∪ int(cl(A)).

(2) regular abierto si A = int(cl(A)).

(3) α-abierto si A ⊆ int(cl(int(A))).

(4) pre-abierto si A ⊆ int(cl(A)).

(5) δ-abierto si es unión de conjuntos regular abiertos en X.s

(6) δ-pre-abierto si A ⊆ int(δ-cl(A)).

Definición 1.8 Un subconjunto A de un espacio topológico (X, τ) se dice:

(1) b-cerrado si X \ A es b-abierto.

(2) regular cerrado si X \ A es regular abierto.

(3) α-cerrado si X \ A es α-abierto.

(4) pre-cerrado si X \ A es pre-abierto.

(5) δ-cerrado si X \ A es δ-abierto.
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(6) δ-pre-cerrado si X \ A es δ-pre-abierto.

(7) δ-pre-clopen si A es δ-pre-abierto y δ-pre-cerrado.

Definición 1.9 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define la δ-clausura

de A denotada por δ-cl(A) como:

δ-cl(A) =
⋂

{F : A ⊆ F y X \ F es δ-abierto}

Teorema 1.3 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ δ-cl(A) si y sólo si para todo conjunto δ-abierto U tal que x ∈ U , se

cumple que U ∩ A 6= ∅.

Definición 1.10 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define el δ-interior

de A denotado por δ-int(A) como:

δ-int(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U es regular abierto}

Teorema 1.4 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ δ-int(A) si y sólo si existe un conjunto regular abierto U tal que

x ∈ U ⊆ A.

Definición 1.11 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define el b-interior

de A denotado por b-int(A) como:

b-int(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U es b-abierto}

Teorema 1.5 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ b-int(A) si y sólo si existe un conjunto b-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

Definición 1.12 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X, se define la b-clausura

de A denotada por b-cl(A) como:

b-cl(A) =
⋂

{F : A ⊆ F y X \ F es b-abierto}
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Teorema 1.6 Sea (X, τ) un espacio topológico y A ⊆ X. Entonces para cualquier

x ∈ X, x ∈ b-cl(A) si y sólo si para todo conjunto b-abierto U tal que x ∈ U , se

cumple que U ∩ A 6= ∅.

1.2. Funciones b-abiertas y b-cerradas débiles

En esta sección se introduce la noción de funciones b-abiertas y b-cerradas

débiles y se exhiben caracterizaciones de las mismas. También se encuentran otras

nociones de funciones basadas en los conjuntos b-abiertos y δ-pre-abiertos y algunas

de sus relaciones con las funciones antes mencionadas.

Cada una de las siguientes nociones de continuidad y funciones abiertas se

pueden consultar en [4], [7] y [15].

Definición 1.13 Una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) se dice:

(1) b-irresoluta si f−1(U) es b-cerrado en X para cada b-cerrado U en Y .

(2) b-continua si f−1(U) es b-cerrado en X para cada cerrado U en Y .

(3) b-abierta si f(U) es b-abierto en Y para cada abierto U en X.

(4) b-cerrada si f(U) es b-cerrado en Y para cada cerrado U en X.

(5) continua fuerte si f−1(U) es clopen en X para cada subconjunto U en Y .

(6) abierta débil si f(U) ⊆ int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.

(7) casi abierta si f(U) es abierto en Y para cada regular abierto U en X.

(8) pre-abierta si f(U) es pre-abierto en Y para cada abierto U en X.

(9) contra-abierta si f(U) es cerrado en Y para cada abierto U en X.

(10) contra-cerrada si f(U) es abierto en Y para cada cerrado U en X.
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(11) contra-b-abierta si f(U) es b-cerrado en Y para cada b-abierto U en X.

(12) contra-b-cerrada si f(U) es b-abierto en Y para cada b-cerrado U en X.

(13) casi contra-b-abierta si f(U) es b-cerrado en Y para cada regular abierto U en

X.

(14) casi contra-b-cerrada si f(U) es b-abierto en Y para cada regular cerrado U

en X.

(15) δ-pre-continua si f−1(U) es δ-pre-abierto en X para cada abierto U en Y .

(16) continua total si f−1(U) es clopen en X para cada abierto U en Y .

(17) δ-pre-continua total si f−1(U) es δ-pre-clopen en X para cada abierto U en Y .

(18) δ-preirresoluta total si f−1(U) es δ-pre-clopen en X para cada δ-pre-clopen U

en Y .

(19) pre-δ-preclopen total si f(U) es δ-pre-clopen en Y para cada δ-pre-clopen U

en X.

(20) b-abierta débil si f(U) ⊆ b-int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.

(21) b-cerrada débil si b-cl(f(int(U))) ⊆ f(U) para cada cerrado U en X.

(22) satisface la condición b-abierta débil interior si b-int(f(cl(U))) ⊆ f(U) para

cada abierto U en X.

(23) continua escasa si f−1(U) es abierto en X para cada clopen U en Y .

Las demostraciones de los siguientes resultados sobre funciones b-abiertas, b-

abiertas débiles, b-cerradas débiles y δ-pre-continuas total pueden ser consultadas

en [4] y [7].

Teorema 1.7 Sea f : (X, τ) −→ (Y, σ) una función. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:
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(1) f es b-abierta débil.

(2) Para cada punto x ∈ X y cada abierto U que contiene a x, existe un conjunto

b-abierto F que contiene a f(x) tal que F ⊆ f(cl(U)).

Teorema 1.8 Sea f : (X, τ) −→ (Y, σ) una función biyectiva. Las siguientes afir-

maciones son equivalentes:

(1) f es b-abierta débil.

(2) b-cl(f(U)) ⊆ f(cl(U)) para cada abierto U en X.

(3) b-cl(f(int(F ))) ⊆ f(F ) para cada cerrado F en X.

Teorema 1.9 Para una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) f es b-abierta débil.

(2) f(int(F )) ⊆ b-int(f(F )) para cada cerrado F en X.

(3) f(int(cl(U))) ⊆ b-int(f(cl(U))) para cada abierto U en X.

(4) f(U) ⊆ b-int(f(cl(U))) para cada regular abierto U en X.

(5) f(U) ⊆ b-int(f(cl(U))) para cada pre-abierto U en X.

(6) f(U) ⊆ b-int(f(cl(U))) para cada α-abierto U en X.

Teorema 1.10 Si una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) es b-abierta débil y satisface la

condición b-abierta débil interior, entonces f es b-abierta.

Teorema 1.11 Cada función f : (X, τ) −→ (Y, σ) casi contra b-cerrada es b-abierta

débil.

Corolario 1.1 Si una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) es contra b-cerrada, entonces

es b-abierta débil.
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Teorema 1.12 Cada función f : (X, τ) −→ (Y, σ) casi contra b-abierta es b-cerrada

débil.

Corolario 1.2 Si una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) es contra b-abierta, entonces es

b-cerrada débil.

Teorema 1.13 Sea X un espacio regular. Entonces la función f : (X, τ) −→ (Y, σ)

es b-abierta débil si y sólo si f es b-abierta.

Teorema 1.14 Sea f : (X, τ) −→ (Y, σ) una función. Las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) f es b-cerrada débil.

(2) b-cl(f(U)) ⊆ f(cl(U)) para cada abierto U en X.

(3) b-cl(f(U)) ⊆ f(cl(U)) para cada regular abierto U en X.

(4) Para cada subconjunto G ⊆ Y y cada abierto U en X con f−1(G) ⊆ U , existe

un b-abierto V en Y tal que G ⊆ V y f−1(V ) ⊆ cl(U).

(5) Para cada y ∈ Y y cada subconjunto abierto U en X con f−1(y) ⊆ U , existe

un b-abierto V en Y tal que y ∈ V y f−1(V ) ⊆ cl(U).

(6) b-cl(f(int(cl(U)))) ⊆ f(cl(U)) para cada subconjunto U en X.

(7) b-cl(f(int(clθ(U)))) ⊆ f(clθ(U)) para cada subconjunto U en X.

(8) b-cl(f(U)) ⊆ f(cl(U)) para cada b-abierto U en X.

Teorema 1.15 Para una función f : (X, τ) −→ (Y, σ), las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) f es b-cerrada débil.

(2) b-cl(f(int(U))) ⊆ f(U) para cada pre-cerrado U en X.
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(3) b-cl(f(int(U))) ⊆ f(U) para cada α-cerrado U en X.

Teorema 1.16 Para una función f : (X, τ) −→ (Y, σ), las siguientes afirmaciones

son equivalentes:

(1) f es δ-pre-continua total.

(2) f−1(U) es δ-pre-clopen en X para cada cerrado U en Y .

(3) f−1(U) es δ-pre-clopen en X para cada clopen U en Y .
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Caṕıtulo 2

ALGUNAS FORMAS GENERALIZADAS DE CONTINUIDAD A

TRAVÉS DE OPERADORES ASOCIADOS

En este caṕıtulo se estudia la noción de operador asociado a una topoloǵıa y

algunas formas generalizadas de continuidad derivadas de esta noción. Se generaliza

aqui, en este nuevo contexto, los resultados estudiados en el caṕıtulo anterior. Cabe

señalar que en este caṕıtulo se emplean algunas nociones tratadas por Carpintero et

al en [5].

2.1. Operadores asociados a una topoloǵıa

En esta sección se estudia la noción de operador asociado a una topoloǵıa

y algunos conjuntos asociados a dicha noción, destacando algunas caracteŕısticas

básicas de estos subconjuntos que serán de utilidad en las secciones siguientes.

Definición 2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico. Una aplicación γ : 2X → 2X se

dice un operador asociado a la topoloǵıa τ si U ⊆ γ(U) para cada U ∈ τ .

Ejemplo 2.1 Considere (X, τ) un espacio topológico y U ∈ τ . Los siguientes son

operadores asociados a τ :

(a) El operador clausura γ(U) = cl(U).

(b) El operador interior γ(U) = int(U).

(c) El operador identidad γ(U) = U .

(d) El operador interior clausura γ(U) = int(cl(U)).

(e) El operador clausura interior γ(U) = cl(int(U)).



Definición 2.2 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ un operador asociado a τ . Si

para todo A,B ⊆ X tales que A ⊆ B, se cumple que γ(A) ⊆ γ(B), entonces se dice

que γ es un operador monótono asociado a τ .

Ejemplo 2.2 Los operadores del Ejemplo 2.1 son monótonos asociados a τ . El

operador complemento frontera definido γ(U) = X \ fr(U) no es asociado a τu

ni es monótono.

Definición 2.3 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ un operador asociado a τ , se

dice que γ es un operador regular si dado dos abiertos U y V tales x ∈ U ∩V , existe

un abierto W tal que,

x ∈ W , γ(W ) ⊆ γ(U) ∩ γ(V )

Todo operador γ monótono es regular, en efecto, sean U y V dos abiertos

tales que x ∈ U ∩ V , entonces W = U ∩ V es un abierto tal que x ∈ W . Observe

que W ⊆ U y W ⊆ V . Puesto que γ es monótono, entonces γ(W ) ⊆ γ(U) y

γ(W ) ⊆ γ(V ), de donde se obtiene que γ(W ) ⊆ γ(U) ∩ γ(V ).

Ejemplo 2.3 De un operador regular que no es monótono. Sea (X, τ) un espacio

topológico y considere el operador γ : 2X → 2X

γ(U) =







U si U ∈ τ

X \ U si U /∈ τ

Sean A,B ⊆ X tales que A ⊆ B y A,B /∈ τ , entonces γ(A) * γ(B), esto implica

que γ no es monótono. Por otra parte, si U, V son abiertos x ∈ U ∩ V , entonces

W = U ∩ V es un abierto tal que x ∈ W y γ(W ) ⊆ γ(U) ∩ γ(V ), lo cual significa

que γ es un operador regular.

Para un operador γ asociado a τ , Ogata [21] define la noción de conjunto

γ-abierto como sigue: Un subconjunto A ⊆ X es γ-abierto si para cada x ∈ A existe

un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆ γ(U) ⊆ A. Observe que todo conjunto

γ-abierto en el sentido de Ogata es abierto.
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Császár [10, 12] considera aplicaciones γ : 2X → 2X que satisfacen las siguien-

tes condiciones:

A ⊆ B ⇒ γ(A) ⊆ γ(B) (2.1)

γ(∅) = ∅ y γ(X) = X (2.2)

U ∩ γ(A) ⊆ γ(U ∩ A) (2.3)

Para cada A,B ⊆ X y U ∈ τ , introduce la noción de conjunto γ-abierto para estas

clases de aplicaciones como sigue: Un subconjunto A ⊆ X es γ-abierto si A ⊆ γ(A).

Observe que toda aplicación que satisface las condiciones (2.1), (2.2) y (2.3) es un

operador asociado a τ , pues si U ∈ τ ;

U = U ∩X = U ∩ γ(X) ⊆ γ(U ∩X) = γ(U)

Aśı todo conjunto abierto es γ-abierto en el sentido de Császár, y en consecuencia

todo γ-abierto en el sentido de Ogata es γ-abierto en el sentido de Császár. Estas

aplicaciones son menores que el operador clausura en el sentido que γ(A) ⊆ cl(A)

para todo A ⊆ X. Esto es,

(X \ cl(A)) ∩ γ(A) ⊆ γ((X \ cl(A)) ∩ A) = γ(∅) = ∅

El siguiente ejemplo muestra que, en general, no todo conjunto γ-abierto en

el sentido de Császár, es γ-abierto en el sentido de Ogata.

Ejemplo 2.4 Considere (R, τu) y γ : 2R → 2R, γ(A) = cl(A). Observe que γ satis-

face las condiciones (2.1), (2.2) y (2.3). Además, para todo A ⊆ R, A ⊆ cl(A), lo

que implica que la colección de γ-abiertos en el sentido de Császár es 2R. Por otra

parte, si B = Z+ y x ∈ B, entonces para todo abierto U tal que x ∈ U , se tiene que

U ⊆ γ(U) * B, lo que implica que B no es γ-abierto en el sentido de Ogata. Aśı, B

es γ-abierto en el sentido de Császár pero no es γ-abierto en el sentido de Ogata.
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La siguiente definición es una extensión de la definición dada por Császár en

[12, 10] de conjuntos γ-abiertos.

Definición 2.4 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador

monótono asociado a τ . Un subconjunto A ⊆ X se dice γ-abierto si A ⊆ γ(A).

El complemento de un conjunto γ-abierto se denomina γ-cerrado. Un subconjunto

A ⊆ X se denomina γ-clopen si A es a la vez γ-abierto y γ-cerrado. Se denota por

τ γ la colección de todos los conjuntos γ-abiertos en el sentido de la Definición 2.4.

El siguiente ejemplo muestra que existen operadores monótonos asociados a

τ que no satisfacen la condición (2.3).

Ejemplo 2.5 Sea (R, τu) y considere la función f : R −→ R definida por f(x) = 0

para todo x ∈ R. Considere γ : 2R → 2R definido:

γ(A) = f−1(f(A)), ∀A ⊆ R

Entonces A ⊆ γ(A), aśı γ es un operador monótono asociado a τu. Observe que γ

satisface las condiciones (2.1) y (2.2) pero no la (2.3), pues si U = (0, 2) y A = [3, 4],

entonces tenemos:

U ∩ γ(A) = U ∩ f−1(f(A)) = (0, 2) ∩ R = (0, 2)

γ(U ∩ A) = f−1(f(U ∩ A)) = f−1(f(∅)) = ∅

Observación 2.1 Puesto que el operador que se define en el Ejemplo 2.5, no satis-

face la condición (2.3) de Császár, entonces la colección de γ-abiertos en el sentido

de Császár es vaćıa. Por otra parte, dicho operador es monótono asociado a τu y

τ γu = 2R. Esto muestra que todo conjunto γ-abierto en el sentido de Császár es γ-

abierto en el sentido de la Definición 2.4, pero lo contrario no es cierto. Además, si

γ = int, entonces τ = τ γ. Pues si U ∈ τ γ, entonces U ⊆ int(U) lo cual implica que

U ∈ τ .
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El siguiente ejemplo muestra que en general τ γ * τ .

Ejemplo 2.6 Considere (R, τu) y

γ : 2R → 2R

γ(A) = cl(A)

Sea A = (0, 1], entonces γ(A) = [0, 1], aśı A es un conjunto γ-abierto, pero A /∈ τu.

En lo que resta del trabajo se menciona, exclusivamente, a los conjuntos γ-

abiertos en el sentido de la Definición 2.4. Cuando sea necesario se resalta si es

γ-abierto en los otros sentidos antes mencionados.

Lema 2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ . Si {Aα}α∈J es una colección arbitraria de conjuntos γ-

abiertos en X, entonces
⋃

α∈J Aα es un conjunto γ-abierto en X.

Demostración: Sea {Aα}α∈J una colección arbitraria de conjuntos γ-abiertos en

X, entonces para cada α ∈ J , Aα ⊆ γ(Aα). Aśı,

⋃

α∈J

Aα ⊆
⋃

α∈J

γ(Aα)

Dado que el operador γ es monótono y

Aα ⊆
⋃

α∈J

Aα

para cada α ∈ J , entonces

γ(Aα) ⊆ γ(
⋃

α∈J

Aα)

para cada α ∈ J , en consecuencia

⋃

α∈J

Aα ⊆
⋃

α∈J

γ(Aα) ⊆ γ(
⋃

α∈J

Aα)
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aśı
⋃

α∈J

Aα ⊆ γ(
⋃

α∈J

Aα)

y por tanto
⋃

α∈J Aα es un conjunto γ-abierto en X.

Si γ es un operador regular, entonces la intersección finita de conjuntos γ-

abiertos en el sentido de Ogata, es un conjunto γ-abierto en el sentido de Ogata. En

efecto, si A,B son conjuntos γ-abiertos en el sentido de Ogata y x ∈ A∩B, entonces

existen abiertos U, V tales que

x ∈ U y γ(U) ⊆ A

x ∈ V y γ(V ) ⊆ B

Dado que U, V son abiertos y x ∈ U ∩ V , por la regularidad de γ existe un abierto

W tal que x ∈ W y γ(W ) ⊆ γ(U) ∩ γ(V ), aśı γ(W ) ⊆ A ∩ B, por lo que A ∩ B

es γ-abierto en el sentido de Ogata. Esto muestra que si γ es un operador regular,

entonces la colección de γ-abiertos en el sentido de Ogata coincide con la colección

de abiertos.

Corolario 2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador monó-

tono asociado a la topoloǵıa τ . Si {Aα}α∈J es una colección arbitraria de conjuntos

γ-cerrados en X, entonces
⋂

α∈J Aα es un conjunto γ-cerrado en X.

Demostración: Sea {Aα}α∈J una colección arbitraria de conjuntos γ-cerrados en

X, entonces para cada α ∈ J , X \ Aα es un conjunto γ-abierto en X. Por el Lema

2.1, se tiene que
⋃

α∈J(X \Aα) es un conjunto γ-abierto en X. Pero por las leyes de

De Morgan se tiene que,

⋃

α∈J

(X \ Aα) = X \
⋂

α∈J

Aα
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de donde se obtiene tomando complemento que
⋂

α∈J Aα es un conjunto γ-cerrado

en X.

Definición 2.5 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monó-

tono asociado a la topoloǵıa τ y A ⊆ X. Se define el γ-interior de A denotado por

intγ(A) como:

intγ(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U es γ-abierto}

Observación 2.2 Ogata en [21], define la noción de τγ-interior de A ⊆ X, denota-

do por τγ-int(A) como la unión de todos los conjuntos γ-abiertos(sentido de Ogata)

contenidos en A.

El siguiente teorema es una generalización de los Teoremas 1.1, 1.4 y 1.5, para

definiciones particulares del operador γ.

Teorema 2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ y A ⊆ X. Entonces para cualquier x ∈ X, x ∈ intγ(A) si

y sólo si existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

Demostración: (Suficiencia) Sea x ∈ intγ(A), entonces por definición de γ-interior,

x ∈
⋃

{U : U ⊆ A y U es γ-abierto}

por tanto existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

(Necesidad) Suponga que existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A,

entonces

x ∈ U ⊆
⋃

{U : U ⊆ A y U es γ-abierto} = intγ(A)

por tanto x ∈ intγ(A).

Observación 2.3 Para casos particulares de γ:
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γ(A) = cl(int(A)) ∪ int(cl(A)), se obtiene que intγ(A) = bint(A).

γ(A) = int(cl(A)) y si considera la colección de γ-abiertos tales que A = γ(A),

se obtiene que intγ(A) = δint(A).

γ(A) = int(A), se obtiene que intγ(A) = int(A).

Teorema 2.2 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ . Para cualesquiera subconjuntos A,B de X se tienen las

siguientes propiedades de γ-interior:

(1) intγ(A) ⊆ A.

(2) intγ(A) es un conjunto γ-abierto.

(3) intγ(A) es el γ-abierto más grande contenido en A.

(4) A es γ-abierto si y sólo si A = intγ(A).

(5) Si A ⊆ B, entonces intγ(A) ⊆ intγ(B).

(6) intγ(A) ∪ intγ(B) ⊆ intγ(A ∪ B).

(7) intγ(A ∩ B) ⊆ intγ(A) ∩ intγ(B).

(8) τγ-int(A) ⊆ int(A) ⊆ intγ(A).

Demostración:

(1) Sea x ∈ intγ(A), entonces existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A,

de donde se obtiene que x ∈ A y por tanto intγ(A) ⊆ A.

(2) Por definición,

intγ(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U es γ-abierto}

y puesto que unión arbitraria de conjuntos γ-abiertos es un conjunto γ-abierto,

se obtiene que intγ(A) es un conjunto γ-abierto.
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(3) Suponga que existe un conjunto γ-abierto V tal que intγ(A) ⊆ V ⊆ A. Como

V es γ-abierto y V ⊆ A, entonces V ⊆ intγ(A), aśı se tiene que V = intγ(A)

y por tanto intγ(A) es el conjunto γ-abierto más grande contenido en A.

(4) Suponga que A es γ-abierto y sea x ∈ A, entonces

x ∈ A ⊆
⋃

{U : U ⊆ A y U es γ-abierto} = intγ(A)

en consecuencia, x ∈ intγ(A). Aśı,A ⊆ intγ(A) y puesto que siempre intγ(A) ⊆

A se concluye que A = intγ(A).

Rećıprocamente, si A = intγ(A), entonces como intγ(A) es un conjunto γ-

abierto, se concluye que A es un conjunto γ-abierto.

(5) Sea x ∈ intγ(A), entonces existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

Dado que A ⊆ B se obtiene que existe un conjunto γ-abierto U tal que x ∈

U ⊆ B, lo cual implica que x ∈ intγ(B).

(6) Puesto que A ⊆ A∪B y B ⊆ A∪B, entonces de la propiedad (5), se obtiene que

intγ(A) ⊆ intγ(A∪B) y intγ(B) ⊆ intγ(A∪B). Por tanto , intγ(A)∪intγ(B) ⊆

intγ(A ∪ B).

(7) Puesto que A ∩B ⊆ A y A ∩B ⊆ B, entonces de la propiedad (5), se obtiene

que intγ(A∩B) ⊆ intγ(A) y intγ(A∩B) ⊆ intγ(B). Por tanto , intγ(A∩B) ⊆

intγ(A) ∩ intγ(B).

(8) Sea x ∈ τγ-int(A), entonces existe un conjunto abierto U tal que U ⊆ γ(U) ⊆

A, de donde se obtiene que existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆ A,

lo cual implica que x ∈ intγ(A). Por tanto τγ-int(A) ⊆ int(A).

Sea x ∈ int(A), entonces existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆ A.

Como γ es un operador asociado a τ , entonces U ⊆ γ(U). Aśı, U es un conjunto

γ-abierto contenido en A, por la propiedad (3) tenemos que x ∈ U ⊆ intγ(A).

En consecuencia, x ∈ intγ(A) lo cual implica que, int(A) ⊆ intγ(A).
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En general, no ocurre la igualdad en las propiedades (1), (6), (7) y (8) del

Teorema 2.2, como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.7 Considere (R, τu) y γ : 2R → 2R definido por γ(A) = int(A), entonces

τ γu = τu.

Si A = (0, 1] se tiene que,

A = (0, 1] * (0, 1) = int(A) = intγ(A)

Si A = Q y B = R \ Q, entonces intγ(A) = intγ(B) = ∅, intγ(A ∪ B) =

intγ(R) = R, aśı se tiene que, intγ(A ∪ B) = R * intγ(A) ∪ intγ(B) = ∅.

Ejemplo 2.8 Considere (R, τu) y γ : 2R → 2R definido por γ(A) = cl(int(A)). Sea

A = (0, 1], B = [1, 2]; entonces A,B ∈ τ γu y A ∩ B = {1} /∈ τ γu , luego

{1} = (0, 1] ∩ [1, 2] = intγ(A) ∩ intγ(B) * intγ(A ∩ B) = intγ({1}) = ∅

Ejemplo 2.9 Sea (R, τu) y considere la función f : R → R definida por f(x) = 0

para todo x ∈ R. Se define γ : 2R → 2R como sigue:

γ(A) = f−1(f(A)), ∀A ⊆ R

Observe que A = [0, 1] ∈ τ γu , por lo que

[0, 1] = A = intγ(A) * int(A) = (0, 1)

Por otra parte, observe que τγ-int(A)=∅, pues en caso contrario, si x ∈ τγ-int(A),

entonces existe un conjunto abierto U tal que x ∈ U ⊆ f−1(f(U)) ⊆ [0, 1], lo cual

es falso ya que f−1(f(U)) = R * [0, 1]. Por tanto (0, 1) = int(A) * τγ-int(A) = ∅.

Definición 2.6 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monó-

tono asociado a la topoloǵıa τ y A ⊆ X. Se define la γ-clausura de A denotada por
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clγ(A) como:

clγ(A) =
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado}

Observación 2.4 Ogata en [21], define la noción de τγ-clausura de A ⊆ X, denota-

do por τγ-cl(A) como la intersección de todos los conjuntos γ-cerrados que contienen

a A.

El siguiente teorema es una generalización de los Teoremas 1.2, 1.3 y 1.6.

Teorema 2.3 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ y A ⊆ X. Entonces para cualquier x ∈ X, x ∈ clγ(A) si y

sólo si para cada conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U se cumple que U ∩ A 6= ∅.

Demostración: (Suficiencia) Suponga que existe un conjunto γ-abierto U tal que

x ∈ U y U ∩ A = ∅. Entonces X \ U es un conjunto γ-cerrado y A ⊆ (X \ U).

Observe que,

clγ(A) =
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado} ⊆ (X \ U)

como x ∈ U entonces x /∈ X \ U , lo cual implica que x /∈ clγ(A).

(Necesidad) Suponga que x /∈ clγ(A), entonces

x /∈
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado}

esto implica que existe un conjunto γ-cerrado F ′ tal que A ⊆ F ′ y x /∈ F ′. Luego

U = X \ F ′ es un conjunto γ-abierto tal que x ∈ U y U ∩ A = ∅.

Observación 2.5 Para casos particulares de γ:

γ(A) = cl(int(A)) ∪ int(cl(A)), se obtiene que clγ(A) = b-cl(A).

γ(A) = int(cl(A)) y si considera la colección de γ-abiertos tales que A = γ(A),

se obtiene que clγ(A) = δcl(A).
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γ(A) = int(A), se obtiene que clγ(A) = cl(A).

Teorema 2.4 Sea (X, τ) un espacio topológico, γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ . Para cualesquiera subconjuntos A,B de X se tienen las

siguientes propiedades de γ-clausura:

(1) A ⊆ clγ(A).

(2) clγ(A) es un conjunto γ-cerrado.

(3) clγ(A) es el γ-cerrado más pequeño que contiene a A.

(4) A es γ-cerrado si y sólo si A = clγ(A).

(5) Si A ⊆ B, entonces clγ(A) ⊆ clγ(B).

(6) clγ(A) ∪ clγ(B) ⊆ clγ(A ∪B).

(7) clγ(A ∩ B) ⊆ clγ(A) ∩ clγ(B).

(8) clγ(A) ⊆ cl(A) ⊆ τγ − cl(A).

Demostración:

(1) Sea x ∈ A y U cualquier conjunto γ-abierto tal que x ∈ U , entonces x ∈ U ∩A

y por tanto U ∩ A 6= ∅. Esto implica que x ∈ clγ(A).

(2) Por definición,

clγ(A) =
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado}

y puesto que la intersección arbitraria de conjuntos γ-cerrados es un conjunto

γ-cerrado, se obtiene que clγ(A) es un conjunto γ-cerrado.

(3) Suponga que existe un conjunto γ-cerrado W tal que A ⊆ W ⊆ clγ(A). Como

W es γ-cerrado y A ⊆ W , observe que

clγ(A) =
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado} ⊆ W
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aśı clγ(A) ⊆ W y en consecuencia, W = clγ(A). Por tanto, clγ(A) es el γ-

cerrado más pequeño que contiene a A.

(4) (Suficiencia) Suponga que A es un conjunto γ-cerrado. Por la propiedad (1),

A ⊆ clγ(A). Sea x ∈ clγ(A), entonces

x ∈
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado}

como A es γ-cerrado, entonces

x ∈
⋂

{F : F ⊇ A y F es γ-cerrado} ⊆ A

en consecuencia x ∈ A y por tanto A = clγ(A).

(Necesidad) Suponga que A = clγ(A). Por la propiedad (2), clγ(A) es un

conjunto γ-cerrado y por tanto A es un conjunto γ-cerrado.

(5) Sea x ∈ clγ(A), entonces para todo γ-abierto U tal que x ∈ U se cumple que

U ∩ A 6= ∅, como A ⊆ B se tiene que ∅ 6= U ∩ A ⊆ U ∩ B en consecuencia

para todo γ-abierto U tal que x ∈ U se cumple que U ∩ B 6= ∅, esto implica

que x ∈ clγ(B).

(6) Puesto que A ⊆ A∪B y B ⊆ A∪B, entonces de la propiedad (5), se obtiene que

clγ(A) ⊆ clγ(A∪B) y clγ(B) ⊆ clγ(A∪B). Aśı, clγ(A)∪ clγ(B) ⊆ clγ(A∪B).

(7) Puesto que A ∩B ⊆ A y A ∩B ⊆ B, entonces de la propiedad (5), se obtiene

que clγ(A∩B) ⊆ clγ(A) y clγ(A∩B) ⊆ clγ(B). En consecuencia, clγ(A∩B) ⊆

clγ(A) ∩ clγ(B).

(8) Sea x ∈ clγ(A), entonces para todo γ-abierto U tal que x ∈ U se cumple que

U ∩ A 6= ∅. Como γ es un operador asociado a la topoloǵıa τ , entonces todo

conjunto abierto es γ-abierto. Aśı, para todo conjunto abierto U tal que x ∈ U

se cumple que U ∩ A 6= ∅, lo cual implica que x ∈ cl(A).
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Sea x ∈ cl(A), entonces para todo conjunto abierto U tal que x ∈ U se cumple

que U ∩A 6= ∅. Como U es abierto y γ es un operador asociado a la topoloǵıa

τ , entonces U ⊆ γ(U), aśı

γ(U) ∩ A ⊇ U ∩ A 6= ∅.

En consecuencia, para todo conjunto abierto U tal que x ∈ U se cumple que

γ(U) ∩ A 6= ∅, lo cual implica que x ∈ τγ-cl(A).

En general, no ocurre la igualdad en las propiedades (1), (6), (7) y (8) del

Teorema 2.4, como muestran los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.10 Considere (R, τu) y γ : 2R → 2R definido por γ(A) = int(A), enton-

ces τ γu = τu.

Si A = (0, 1] se tiene que,

clγ(A) = cl(A) = [0, 1] * (0, 1] = A

Si A = (0, 1) y B = (1, 2] se tiene que,

{1} = [0, 1] ∩ [1, 2] = cl(A) ∩ cl(B) = clγ(A) ∩ clγ(B) * clγ(A ∩ B) = ∅

Ejemplo 2.11 Considere (R, τu) y γ : 2R → 2R definido por γ(A) = cl(int(A)).

Sea A = (0, 1) y B = (1, 2), entonces A y B son conjuntos γ-cerrados, ya que

int(cl(A)) ⊆ A e int(cl(B)) ⊆ B, en consecuencia, clγ(A) = A y clγ(B) = B.

Observe que A ∪ B no es γ-cerrado, pues int(cl(A ∪ B)) = (0, 2) * (0, 1) ∪ (1, 2) =

A ∪B. Por tanto,

clγ(A ∪B) * A ∪ B = clγ(A) ∪ clγ(B)
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Teorema 2.5 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador monó-

tono asociado a la topoloǵıa τ . Para cualquier subconjunto A de X se cumple:

(1) clγ(X \ A) = X \ intγ(A).

(2) intγ(X \ A) = X \ clγ(A).

Demostración:

(1) Sea x ∈ clγ(X \ A), entonces para cada γ-abierto U tal que x ∈ U , se cumple

que U ∩ (X \ A) 6= ∅. Observe que U * A, pues en caso contrario, es decir,

si U ⊆ A entonces U ∩ (X \ A) = ∅, lo cual no es cierto. En consecuencia,

para todo γ-abierto U tal que x ∈ U , se tiene que U * A, esto implica que

x /∈ intγ(A) y por tanto x ∈ X \ intγ(A).

Rećıprocamente, si x ∈ X \ intγ(A), entonces x /∈ intγ(A), lo cual implica

que para todo γ-abierto U tal que x ∈ U se cumple que U * A. Observe que

U ∩ (X \A) 6= ∅, pues en caso contrario, es decir, si U ∩ (X \A) = ∅, entonces

U ⊆ A lo cual no es cierto. En consecuencia, para todo γ-abierto U tal que

x ∈ U , se cumple que U ∩ (X \ A) 6= ∅, lo cual implica que x ∈ clγ(X \ A).

(2) En la propiedad anterior, si se sustituye A por X \A se obtiene que clγ(A) =

X\intγ(X\A), luego al tomar complemento en ambos miembros de la igualdad

anterior se obtiene que intγ(X \ A) = X \ clγ(A).

Definición 2.7 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador

monótono asociado a la topoloǵıa τ . Un subconjunto A ⊆ X se dice γ-cerrado gene-

ralizado, abreviado γ-g cerrado, si clγ(A) ⊆ U siempre que A ⊆ U y U es γ-abierto

en X.

El complemento de un conjunto γ-cerrado generalizado se denomina γ-abierto

generalizado, abreviado γ-g abierto.

Observación 2.6 Si A es un conjunto γ-cerrado, entonces A es γ-cerrado gene-

ralizado. Pues si U es un conjunto γ-abierto tal que A ⊆ U , como A = clγ(A) se
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tiene que clγ(A) ⊆ U , por tanto A es γ-cerrado generalizado. Como consecuencia se

obtiene que todo conjunto γ-abierto es γ-abierto generalizado.

Lema 2.2 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ : 2X → 2X un operador monótono

asociado a la topoloǵıa τ . Un subconjunto A ⊆ X es γ-abierto generalizado si y sólo

si F ⊆ intγ(A) siempre que F ⊆ A y F es γ-cerrado en X.

Demostración: (Suficiencia) Suponga que A es un conjunto γ-abierto generalizado

y F es γ-cerrado tal que F ⊆ A. Entonces X \A es γ-cerrado generalizado y X \ F

es γ-abierto tal que X \ A ⊆ X \ F , en consecuencia

clγ(X \ A) ⊆ X \ F

X \ intγ(A) ⊆ X \ F

F ⊆ intγ(A)

(Necesidad) Suponga que U es un conjunto γ-abierto tal que X \A ⊆ U . Entonces,

X \ U ⊆ A y X \ U es γ-cerrado. Por hipótesis, X \ U ⊆ intγ(A) en consecuencia,

clγ(X \ A) = X \ intγ(A) ⊆ U , de donde se obtiene que clγ(X \ A) ⊆ U , lo cual

implica que X \ A es un conjunto γ-cerrado generalizado y en consecuencia, A es

γ-abierto generalizado.

Definición 2.8 [15] Una función f : X → Y se dice:

γ-continua si f−1(U) es γ-abierto en X para cada abierto U en Y .

γ-continua escasa si f−1(U) es γ-abierto en X para cada conjunto clopen U

en Y .

Teorema 2.6 [15] Para una función f : (X, τ) −→ (Y, σ) y γ un operador monótono

asociado a τ , las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es γ-continua escasa.
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(2) f−1(U) es γ-cerrado en X para cada conjunto clopen U en Y .

(3) f−1(U) es γ-clopen en X para cada conjunto clopen U en Y .

Demostración: (1 ⇒ 2) Sea U un conjunto clopen en Y , entonces Y \U es clopen

en Y , por hipótesis tenemos que f−1(Y \ U) = X \ f−1(U) es γ-abierto en X.

Tomando complemento se obtiene que f−1(U) es γ-cerrado en X.

(2 ⇒ 3) Sea U un conjunto clopen en Y , entonces Y \ U es clopen en Y , por

hipótesis, f−1(U) y f−1(Y \U) son γ-cerrados en X. Como f−1(Y \U) = X \f−1(U),

se concluye que f−1(U) es γ-abierto en X, por tanto f−1(U) γ-clopen en X.

(3 ⇒ 1) Sea U un conjunto clopen en Y , por hipótesis f−1(U) γ-clopen en

X, en consecuencia, f−1(U) γ-abierto en X, y por tanto f es γ-continua escasa.

2.2. (γ, γ′)-continuidad

En esta sección se introducen nociones de continuidad bajo la noción de o-

perador asociado a una topoloǵıa. Se estudian las relaciones entre las funciones y

caracterizaciones de algunas de ellas. Se presenta un nuevo marco conceptual de

continuidad y funcion abierta y cerrada que enmarcan muchas de las existentes en

la literatura clásica.

Definición 2.9 Sean (X, τ) y (Y, σ) espacios topológicos, γ, γ′ operadores monóto-

nos asociados a las topoloǵıas τ y σ, respectivamente. Una función f : (X, τ) →

(Y, σ) se dice:

(1) (γ, γ′)-continua si f−1(U) es γ-abierto en X para cada γ′-abierto U en Y .

(2) (γ, γ′)-abierta si f(U) es γ′-abierto en Y para cada γ-abierto U en X.

(3) (γ, γ′)-cerrada si f(U) es γ′-cerrado en Y para cada γ-cerrado U en X.

(4) (γ, γ′)-continua fuerte si f−1(U) es γ-clopen en X para cada γ′-abierto U en

Y .
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(5) (γ, γ′)-clopen si f(U) es γ′-clopen en Y para cada γ-clopen U en X.

(6) (γ, γ′)-abierta débil si f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) para cada γ-abierto U en X.

(7) (γ, γ′)-contra abierta si f(U) es γ′-cerrado en Y para cada γ-abierto U en X.

(8) (γ, γ′)-contra cerrada si f(U) es γ′-abierto en Y para cada γ-cerrado U en X.

(9) (γ, γ′)-cerrada débil si clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ f(U) para cada γ-cerrado U en X.

(10) Satisface la condición (γ, γ′)-abierta débil interior si intγ
′

(f(clγ(U))) ⊆ f(U)

para cada γ-abierto U en X.

(11) (γ, γ′)-continua escasa si f−1(U) es γ-abierto en X para cada γ′-clopen U en

Y .

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (γ, γ′)-continuas.

Ejemplo 2.12 Sea X = {x, y, z}, τ = {∅, X, {x}, {y}, {x, y}, {y, z}}, Y = {a, b, c},

σ = {∅, Y, {a}, {b}, {a, b}}.

Considere f : (X, τ) → (Y, σ) definida por: f(x) = a, f(y) = b y f(z) = c.

2X = {∅, X, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}}.

Los cerrados en X: ∅, X, {y, z}, {x, z}, {z}, {x}.

Los regulares abiertos en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

Los δ-abiertos en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

Los δ-cerrados en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

Los δ-pre-abiertos en X: ∅, X, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}.

Observe que para todo U ∈ σ, f−1(U) es δ-pre-abierto, por tanto f es una función

δ-pre-continua.

Sea γ : 2X → 2X , γ(A) = int(δcl(A)) y γ′ : 2Y → 2Y , γ′(A) = int(A), entonces f

es una función (γ, γ′)-continua.

El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones (γ, γ′)-abiertas.
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Ejemplo 2.13 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {b}, {b, c}} y

σ = {∅, X, {b}, {c}, {b, c}}. Considere f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad.

Observe que si U ∈ τ , f(U) = U ∈ σ, como todo conjunto abierto es b-abierto se

concluye que f es b-abierta.

Sea γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = clσ(intσ(A))∪ intσ(clσ(A)), entonces

f es (γ, γ′)-abierta.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (γ, γ′)-cerradas.

Ejemplo 2.14 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {b}, {b, c}} y

σ = {∅, X, {b}, {c}, {b, c}}. Considere f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad. Los

cerrados en (X, τ) son: ∅, X, {a, c}

y {a} y los cerrados en (X, σ) son: ∅, X, {a, c}, {a, b}y{a}. Observe que si F es

cerrado en (X, τ), f(F ) = F el cual es cerrado (X, σ). Como todo conjunto cerrado

es b-cerrado, se concluye que f es b-cerrada.

Sea γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A), γ
′(A) = clσ(intσ(A))∪ intσ(clσ(A)) se obtiene

que f es (γ, γ′)-cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (γ, γ′)-continuas fuerte.

Ejemplo 2.15 Sea X = {a, b}, τ = 2X , Y = {x, y, z}, σ = {∅, Y, {x}, {y}, {x, y}}

y f : (X, τ) → (Y, σ) una función definida por: f(a) = y, f(b) = x. Como τ = 2X ,

entonces los siguientes conjuntos son clopen en X;

f−1(∅) = ∅ f−1({x}) = b f−1({y}) = a f−1({z}) = ∅

f−1({x, y}) = X f−1({x, z}) = b f−1({y, z}) = a f−1(Y ) = X

Por tanto f es continua fuerte.

Si se define γ : 2X → 2X como γ(A) = int(A) y γ′ : 2Y → 2Y por γ′(A) = A se

obtiene que f es una función (γ, γ′)-continua fuerte.

El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones (γ, γ′)-clopen.

30



Ejemplo 2.16 Sea X = {x, y, z}, τ = {∅, X, {x}, {y}, {x, y}, {y, z}}.

Y = {a, b, c}, σ = {∅, Y, {a}, {b, c}}.

Considere f : (X, τ) → (Y, σ) definida por: f(x) = a, f(y) = b y f(z) = c.

Los cerrados en X: ∅, X, {y, z}, {x, z}, {z}, {x}.

Los cerrados en Y : ∅, Y, {a}, {b, c}.

Regulares abiertos en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

Regulares abiertos en Y : ∅, Y, {a}, {b, c}.

δ-abiertos en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

δ-abiertos en Y : ∅, Y, {a}, {b, c}.

δ-cerrados en X: ∅, X, {x}, {y, z}.

δ-cerrados en Y : ∅, Y, {a}, {b, c}.

δ-pre-abiertos en X: ∅, X, {x}, {y}, {z}, {x, y}, {x, z}, {y, z}.

δ-pre-abiertos en Y : ∅, Y, {a}, {b}, {c}, {a, b}, {a, c}, {b, c}.

Observe que para todo conjunto U δ-pre-clopen en X, f(U) es δ-pre-clopen en Y ,

por tanto f es una función pre-δ-pre-clopen total.

Si se define γ : 2X → 2X tal que γ(A) = int(δcl(A)) y γ′ : 2Y → 2Y por γ′(A) =

int(δcl(A)) se obtiene que f es una función (γ, γ′)-clopen.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (γ, γ′)-abiertas débi-

les.

Ejemplo 2.17 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}}, σ = {∅, X, {b}, {b, c}}

y f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad.

Los cerrados en (X, τ) son: ∅, X, {b, c}, {a, b} y {b}.

Los cerrados en (X, σ) son: ∅, X, {a, c} y {a}.

Puesto que todo conjunto abierto es b-abierto y además {a, b} ⊆ intσ(clσ({a, b})) ∪

clσ(intσ({a, b})) = X, se tiene que los siguientes conjuntos son b-abiertos en (X, σ);

f(clτ (∅)) = ∅ f(clτ (X)) = X f(clτ ({a})) = {a, b}

f(clτ ({c})) = {b, c} f(clτ ({a, c})) = X
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En consecuencia, f(U) ⊆ bintσ(f(clτ (U))) para cada U ∈ τ y por tanto f es b-

abierta débil.

Si se define γ, γ′ : 2X → 2X como γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = intσ(clσ(A)) ∪

clσ(intσ(A)), se obtiene que f es una función (γ, γ′)-abierta débil.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (γ, γ′)-contra abiertas

y (γ, γ′)-contra cerradas.

Ejemplo 2.18 Sea X = {x, y, z}, τ = {∅, X, {x}, {y}, {x, y}, {y, z}}.

Y = {a, b, c}, σ = {∅, Y, {a}, {b, c}}.

Considere f : (X, τ) → (Y, σ) definida por f(t) = a para todo t ∈ X. Observe {a} es

un conjunto clopen, en consecuencia, si U ∈ τ , f(U) es cerrado y si F es un conjunto

cerrado en X, f(F ) ∈ σ. Por tanto f es una función contra-abierta y contra-cerrada.

Si se define γ : 2X → 2X como γ(A) = int(A) y γ′ : 2Y → 2Y , γ′(A) = int(A), se

obtiene que f es una función (γ, γ′)-contra abierta y (γ, γ′)-contra cerrada.

El siguiente ejemplo presenta la existencia de funciones (γ, γ′)-cerradas débi-

les.

Ejemplo 2.19 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, c}}, σ = {∅, X, {b}, {b, c}}

y f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad.

Los cerrados en (X, τ) son: ∅, X, {b, c}, {a, b} y {b}.

Los cerrados en (X, σ) son: ∅, X, {a, c} y {a}. Observe que para cada cerrado en

X se tiene que:

∅ = bcl(f(int(∅))) ⊆ f(∅) = ∅

X = bcl(f(int(X))) ⊆ f(X) = X

{c} = bcl(f(int({b, c}))) ⊆ f({b, c}) = {b, c}

{a} = bcl(f(int({a, b}))) ⊆ f({a, b}) = {a, b}

∅ = bcl(f(int({b}))) ⊆ f({b}) = {b}
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Por tanto f es una función b-cerrada débil. Si se define γ, γ′ : 2X → 2X como

γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = intσ(clσ(A)) ∪ clσ(intσ(A)), se obtiene que f es una

función (γ, γ′)-cerrada débil.

El siguiente ejemplo muestra la existencia de funciones que satisfacen la con-

dición (γ, γ′)-abierta débil interior.

Ejemplo 2.20 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b, c}}, σ = {∅, X, {a}, {a, b}}

y considere f : (X, τ) → (X, σ) definida f(a) = a, f(b) = f(c) = c. Observe

que para todo U ∈ τ , bint(f(cl(U))) ⊆ f(U) por lo que f satisface la condición

b-abierta débil interior. Si se define γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A) y γ′(A) =

intσ(clσ(A)) ∪ clσ(intσ(A)), se obtiene que f satisface la condición (γ, γ′)-abierta

débil interior.

El siguiente ejemplo exhibe la existencia de funciones (γ, γ′)-continuas escasa.

Ejemplo 2.21 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {c}, {a, b}, {a, c}},

σ = {∅, X, {a}, {b, c}} y considere f : (X, τ) → (X, σ) definida f(a) = b, f(b) =

c, f(c) = a. Observe que para todo U ∈ σ, U es clopen y f−1(U) ∈ τ lo cual dice que

f es una función continua escasa. Si se define γ, γ′ : 2X → 2X como γ(A) = intτ (A)

y γ′(A) = intσ(A), se obtiene que f es (γ, γ′)-continua escasa.

El siguiente teorema es una generalización de los Teoremas 1.10, 1.11, 1.12

y los Corolarios 1.1 y 1.2, para definiciones particulares de los operadores γ y γ′.

También se obtiene [15, Teorema 2.8].

Teorema 2.7 Sea (X, τ), (Y, σ) y (Z, ω) espacios topológicos, γ, γ′ y γ′′ operadores

monótonos asociados a las topoloǵıas τ , σ y ω, respectivamente. Para las funciones

f : X → Y y g : Y → Z se tiene que:

(1) Si f es (γ, γ′)-continua fuerte, entonces es (γ, γ′)-continua.

(2) Si f es (γ, γ′)-contra cerrada, entonces es (γ, γ′)-abierta débil.
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(3) Si f es (γ, γ′)-abierta, entonces es (γ, γ′)-abierta débil.

(4) Si f es (γ, γ′)-contra abierta, entonces es (γ, γ′)-cerrada débil.

(5) Si f es (γ, γ′)-cerrada, entonces es (γ, γ′)-cerrada débil

(6) Si f es (γ, γ′)-abierta débil y satisface la condición (γ, γ′)-abierta débil interior,

entonces es (γ, γ′)-abierta.

(7) Si f es (γ, γ′)-continua, entonces es (γ, γ′)-continua escasa.

(8) Si f es (γ, γ′)-continua y g es (γ′, γ′′)-continua escasa, entonces g ◦f : X → Z

es (γ, γ′′)-continua escasa.

Demostración:

(1) Sea U un conjunto γ′-abierto en Y , entonces como f es (γ, γ′)-continua fuerte

se tiene que f−1(U) es γ-clopen en X. Aśı, f−1(U) es γ-abierto en X y en

consecuencia, f es (γ, γ′)-continua.

(2) Sea U un conjunto γ-abierto en X, entonces clγ(U) es un conjunto γ-cerrado

en X, como f es (γ, γ′)-contra cerrada se tiene que f(clγ(U)) es γ′-abierto en

Y . Además, como U ⊆ clγ(U) se tiene que,

f(U) ⊆ f(clγ(U)) = intγ
′

(f(clγ(U)))

De donde se obtiene que, f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) y en consecuencia f es

(γ, γ′)-abierta débil.

(3) Sea U un conjunto γ-abierto en X, como f es (γ, γ′)-abierta se tiene que f(U)

es γ′-abierto en Y . Puesto que U ⊆ clγ(U) se tiene que,

f(U) = intγ
′

(f(U)) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U)))

De donde se obtiene que, f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) y en consecuencia, f es

(γ, γ′)-abierta débil.
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(4) Sea U un conjunto γ-cerrado en X, entonces intγ(U) es un conjunto γ-abierto

en X, como f es (γ, γ′)-contra abierta se tiene que f(intγ(U)) es γ′-cerrado en

Y . Aśı,

clγ
′

(f(intγ(U))) = f(intγ(U)) ⊆ f(U)

Aśı, clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ f(U) lo cual implica que, f es (γ, γ′)-cerrada débil.

(5) Sea U un conjunto γ-cerrado en X, entonces como f es (γ, γ′)-cerrada se tiene

que f(U) es γ′-cerrado en Y . Puesto que intγ(U) ⊆ U se tiene que,

clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ clγ
′

(f(U)) = f(U)

En consecuencia, clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ f(U) lo cual implica que, f es (γ, γ′)-

cerrada débil.

(6) Sea U un conjunto γ-abierto en X, entonces como f es (γ, γ′)-abierta débil

y satisface la condición (γ, γ′)-abierta débil interior, se tiene que f(U) ⊆

intγ
′

(f(clγ(U))) ⊆ f(U). Aśı, f(U) = intγ
′

(f(clγ(U))), como intγ
′

(f(clγ(U)))

es un conjunto γ′-abierto se concluye que, f(U) es γ′-abierto y en consecuencia,

f es (γ, γ′)-abierta.

(7) Sea U un conjunto γ′-clopen en Y , entonces U es γ′-abierto en Y . Como f es

(γ, γ′)-continua se tiene que f−1(U) es γ-abierto en X, en consecuencia, f es

(γ, γ′)-continua escasa.

(8) Sea U en conjunto γ′′-clopen en Z, como g es (γ′, γ′′)-continua escasa, enton-

ces g−1(U) es γ′-abierto en Y , y dado que f es (γ, γ′)-continua, se tiene que

f−1(g−1(U)) = (g ◦f)−1(U) es γ-abierto en X, en consecuencia, g ◦f : X → Z

es (γ, γ′′)-continua escasa.

El siguiente ejemplo muestra una función (γ, γ′)-continua que no es (γ, γ′)-

continua fuerte.
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Ejemplo 2.22 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}, {a, c}},

σ = {∅, X, {a}, {a, c}} y f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad. Si se define

γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = intσ(A). Observe que para todo U ∈

σ = σγ′

, f−1(U) = U ∈ τ = τ γ, por tanto f es (γ, γ′)-continua. Pero {a} ∈ σγ′

,

f−1({a}) = {a} no es un conjunto γ-clopen, por tanto f no es (γ, γ′)-continua

fuerte.

El siguiente ejemplo muestra una función (γ, γ′)-abierta débil que no es (γ, γ′)-

contra cerrada.

Ejemplo 2.23 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {a}, {b}, {a, b}},

σ = {∅, X, {a}, {c}, {b, c}, {a, c}} y f : (X, τ) → (X, σ) definida f(c) = b y f(a) =

f(b) = c. Si se define γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = intσ(A). Observe

que para todo U ∈ τ = τ γ, f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) por lo que f es (γ, γ′)-abierta

débil. Además, {c} es γ-cerrado y f({c}) = {b} /∈ σγ′

, por lo que f no es (γ, γ′)-

contra cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe una función (γ, γ′)-abierta débil que no es (γ, γ′)-

abierta.

Ejemplo 2.24 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {c}, {a}, {a, c}},

σ = {∅, X, {b}, {a, b}, {b, c}} y f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad. Si se

define γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) = intτ (A) y γ′(A) = clσ(intσ(A)) ∪ intσ(clσ(A)). Los

siguientes conjuntos son γ′-abiertos:

f(clτ (∅)) = ∅, f(clτ (X)) = X, f(clτ ({c})) = {b, c},

f(clτ ({a})) = {a, b}, f(clτ ({a, c})) = X.

Observe que para todo U ∈ τ = τ γ, f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) por lo que f es (γ, γ′)-

abierta débil. Por otra parte, observe que {a} ∈ τ γ y f({a}) = {a} no es γ′-abierto,

pues

{a} * clσ(intσ({a})) ∪ intσ(clσ({a})) = ∅
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Por tanto f no es (γ, γ′)-abierta.

El siguiente ejemplo exhibe una función (γ, γ′)-cerrada débil que no es (γ, γ′)-

contra abierta.

Ejemplo 2.25 Sea X = {a, b, c}, τ = {∅, X, {c}, {a, c}}, σ = {∅, X, {b}, {b, c}}

y f : (X, τ) → (X, σ) la función identidad. Si se define γ, γ′ : 2X → 2X , γ(A) =

intτ (A) y γ′(A) = intσ(A), entonces para cada conjunto γ-cerrado se tiene:

∅ = cl(f(int(∅))) ⊆ f(∅) = ∅

X = cl(f(int(X))) ⊆ f(X) = X

∅ = cl(f(int({a, b}))) ⊆ f({a, b}) = {a, b}

∅ = bcl(f(int({b}))) ⊆ f({b}) = {b}

Por tanto f es una función (γ, γ′)-cerrada débil. Por otra parte, observe que {c} es

γ-abierto y f({c}) = {c} no es γ′-cerrado, por tanto f no es (γ, γ′)-contra abierta.

El siguiente ejemplo muestra una función (γ, γ′)-cerrada débil que no es

(γ, γ′)-cerrada.

Ejemplo 2.26 Considere el Ejemplo 2.25, f es una función (γ, γ′)-cerrada débil.

Por otra parte, observe que {b} es γ-cerrado y f({b}) = {b} no es γ′-cerrado, aśı f

no es (γ, γ′)-cerrada.

El siguiente ejemplo exhibe una función (γ, γ′)-abierta que no satisface la

condición (γ, γ′)-abierta débil interior.

Ejemplo 2.27 Considere el Ejemplo 2.13, f es una función (γ, γ′)-abierta. Pero
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{b} ∈ τ γ y

intγ
′

(f(clγ({b}))) = bint(f(cl({b})))

= bint(f(X))

= bint(X)

= X

* {b}

= f({b})

Aśı, f no satisface la condición (γ, γ′)-abierta débil interior.

El siguiente teorema es una generalización de los Teoremas 1.7 y 1.9.

Teorema 2.8 Sea f : (X, τ) → (Y, σ) una función, γ y γ′ operadores monótonos

asociados a las topoloǵıas τ y σ respectivamente. Entonces las siguientes proposicio-

nes son equivalentes:

(1) f es (γ, γ′)-abierta débil.

(2) Para cada x ∈ X y cada conjunto γ-abierto U tal que x ∈ U , existe un conjunto

γ′-abierto V tal que f(x) ∈ V ⊆ f(clγ(U)).

(3) f(intγ(clγ(U))) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) para cada γ-abierto U en X.

(4) f(intγ(F )) ⊆ intγ
′

(f(F )) para cada γ-cerrado F en X.

Demostración: (1 ⇒ 2) Sea x ∈ X y U un conjunto γ-abierto tal que x ∈ U .

Como f es (γ, γ′)-abierta débil, entonces f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))). Como x ∈ U ,

entonces f(x) ∈ intγ
′

(f(clγ(U))), esto implica que existe un conjunto γ′-abierto V

tal que f(x) ∈ V ⊆ f(clγ(U)).

(2 ⇒ 3) Sea U un conjunto γ-abierto y z ∈ f(intγ(clγ(U))), entonces z = f(x)

para algún x ∈ intγ(clγ(U)). Por hipótesis existe un conjunto γ′-abierto V tal que

z = f(x) ∈ V ⊆ f(clγ(intγ(clγ(U))))
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En consecuencia,

z ∈ V = intγ
′

(V )

⊆ intγ
′

(f(clγ(intγ(clγ(U)))))

⊆ intγ
′

(f(clγ(U)).

(3 ⇒ 4) Sea F un conjunto γ-cerrado, entonces clγ(F ) = F e intγ(F ) es

γ-abierto, luego por hipótesis se tiene que

f(intγ(F )) ⊆ f(intγ(clγ(intγ(F ))))

⊆ intγ
′

(f(clγ(intγ(F ))))

⊆ intγ
′

(f(clγ(F )))

= intγ
′

(f(F )).

(4 ⇒ 1) Sea U un conjunto γ-abierto, entonces U = intγ(U) y clγ(U) es un

conjunto γ-cerrado, luego por hipótesis se tiene que,

f(U) = f(intγ(U))

⊆ f(intγ(clγ(U)))

⊆ intγ
′

(f(clγ(U)))

En consecuencia, f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) y por tanto f es (γ, γ′)-abierta débil.

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 1.8.

Teorema 2.9 Sea f : (X, τ) → (Y, σ) una función biyectiva, γ y γ′ operadores

monótonos asociados a las topoloǵıas τ y σ, respectivamente. Entonces las siguientes

proposiciones son equivalentes:

(1) f es (γ, γ′)-abierta débil.

(2) clγ
′

(f(U)) ⊆ f(clγ(U)) para cada γ-abierto U en X.
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(3) clγ
′

(f(intγ(F ))) ⊆ f(F ) para cada γ-cerrado F en X.

Demostración: (1 ⇒ 3) Sea F un conjunto γ-cerrado en X, entonces X \ F es

γ-abierto en X, luego por hipótesis se tiene que,

f(X \ F ) ⊆ intγ
′

(f(clγ(X \ F )))

f(X \ F ) ⊆ intγ
′

(f(X \ intγ(F )))

f(X) \ f(F ) ⊆ intγ
′

(f(X) \ f(intγ(F )))

Y \ f(F ) ⊆ intγ
′

(Y \ f(intγ(F )))

Y \ f(F ) ⊆ Y \ clγ
′

(f(intγ(F )))

clγ
′

(f(intγ(F ))) ⊆ f(F ).

(3 ⇒ 1) Sea U un conjunto γ-abierto en X, entonces X \ U es un conjunto

γ-cerrado en X, luego por hipótesis se tiene que,

clγ
′

(f(intγ(X \ U))) ⊆ f(X \ U)

clγ
′

(f(X \ clγ(U))) ⊆ f(X \ U)

clγ
′

(f(X) \ f(clγ(U))) ⊆ f(X) \ f(U)

clγ
′

(Y \ f(clγ(U))) ⊆ Y \ f(U)

Y \ intγ
′

(f(clγ(U))) ⊆ Y \ f(U)

f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))).

En consecuencia f(U) ⊆ intγ
′

(f(clγ(U))) y por tanto f es (γ, γ′)-abierta débil.

(2 ⇒ 3) Sea F un conjunto γ-cerrado en X, entonces F = clγ(F ) y puesto

que intγ(F ) es un conjunto γ-abierto en X se tiene por hipótesis que,

clγ
′

(f(intγ(F ))) ⊆ f(clγ(intγ(F )))

⊆ f(clγ(F ))

= f(F ).

40



(3 ⇒ 2) Sea U un conjunto γ-abierto en X, entonces U ⊆ intγ(clγ(U)).

Además, puesto que clγ(U) es un conjunto γ-cerrado en X, por hipótesis se tiene

que, clγ(f(U)) ⊆ clγ(f(intγ(clγ(U)))) ⊆ f(clγ(U)).

Teorema 2.10 Sea f : (X, τ) → (Y, σ) una función biyectiva, γ y γ′ operadores

monótonos asociados a las topoloǵıas τ y σ, respectivamente. Entonces, f es (γ, γ′)-

abierta si y sólo si f es (γ, γ′)-cerrada.

Demostración: (Suficiencia) Sea f una función (γ, γ′)-abierta y F un conjunto γ-

cerrado en X, entonces X \F es γ-abierto en X. Como f es (γ, γ′)-abierta, entonces

f(X \ F ) = intγ
′

(f(X \ F ))

Puesto que f es inyectiva, se tiene que

f(X \ F ) = f(X) \ f(F )

Además, como f es sobreyectiva, se obtiene que

f(X \ F ) = Y \ f(F )

En consecuencia,

Y \ f(F ) = intγ
′

(Y \ f(F ))

De donde se obtiene por dualidad que

Y \ f(F ) = Y \ clγ
′

(f(F ))

Tomando complemento, se concluye que f(F ) = clγ
′

(f(F )). Aśı, f(F ) es γ′-cerrado

y por tanto f es (γ, γ′)-cerrada.
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(Necesidad) Sea f una función (γ, γ′)-cerrada y U un conjunto γ-abierto en

X, entonces X \ U es γ-cerrado en X. Como f es (γ, γ′)-cerrada, entonces

f(X \ U) = clγ
′

(f(X \ U))

Puesto que f es inyectiva, se tiene que

f(X \ U) = f(X) \ f(U)

Además, como f es sobreyectiva, se obtiene que

f(X \ U) = Y \ f(U)

En consecuencia,

Y \ f(U) = clγ
′

(Y \ f(U))

De donde se obtiene por dualidad que

Y \ f(U) = Y \ intγ
′

(f(U))

Tomando complemento, se concluye que f(U) = intγ
′

(f(U)). Aśı, f(U) es γ′-abierto

y por tanto f es (γ, γ′)-abierta.

El siguiente teorema es una generalización de los Teoremas 1.14 y 1.16.

Teorema 2.11 Sea f : (X, τ) → (Y, σ) una función, γ y γ′ operadores monótonos

asociados a las topoloǵıas τ y σ, respectivamente. Las siguientes proposiciones son

equivalentes:

(1) f es (γ, γ′)-cerrada débil.

(2) clγ
′

(f(U)) ⊆ f(clγ(U)) para cada γ-abierto U en X.

(3) clγ
′

(f(intγ(clγ(U)))) ⊆ f(clγ(U)) para cada subconjunto U de X.
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Demostración: (1 ⇒ 2) Sea U un conjunto γ-abierto en X, entonces clγ(U) es un

conjunto γ-cerrado en X. Como f es (γ, γ′)-cerrada débil, entonces

clγ
′

(f(U)) = clγ
′

(f(int(U)))

⊆ clγ
′

(f(intγ(clγ(U))))

⊆ f(clγ(U)).

Por tanto clγ
′

(f(U)) ⊆ f(clγ(U)).

(2 ⇒ 3) Sea U cualquier subconjunto de X, entonces intγ(clγ(U)) es un

conjunto γ-abierto en X, aśı por hipótesis se tiene que,

clγ
′

(f(intγ(clγ(U)))) ⊆ f(clγ(intγ(clγ(U))))

⊆ f(clγ(clγ(U)))

= f(clγ(U)).

Por tanto clγ
′

(f(intγ(clγ(U)))) ⊆ f(clγ(U)).

(3 ⇒ 1) Sea U un subconjunto γ-cerrado en X, entonces U = clγ(U). Por

hipótesis se tiene que,

clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ clγ
′

(f(intγ(clγ(U))))

⊆ f(clγ(U))

= f(U).

Aśı, clγ
′

(f(intγ(U))) ⊆ f(U) lo cual implica que, f es (γ, γ′)-cerrada débil.

Definición 2.10 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ un operador monótono aso-

ciado a la topoloǵıa τ . Se dice que X es un espacio γ-regular si para cada conjunto

γ-cerrado F y cada x /∈ F , existen conjuntos γ-abiertos disjuntos U y V tales que

x ∈ U y F ⊆ V .
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El siguiente teorema caracteriza los espacios γ-regulares.

Teorema 2.12 Sea (X, τ) un espacio topológico y γ un operador monótono asociado

a la topoloǵıa τ . Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) X es un espacio γ-regular.

(2) Para cada x ∈ X y cada conjunto γ-abierto U , tal que x ∈ U , existe un

conjunto γ-abierto V tal que x ∈ V ⊆ clγ(V ) ⊆ U .

(3) Cada conjunto γ-cerrado F ,

F =
⋂

{clγ(V ) : F ⊆ V y V es γ-abierto}

(4) Si A∩U 6= ∅ y U es un conjunto γ-abierto, existe un conjunto γ-abierto V tal

que A ∩ V 6= ∅ y clγ(V ) ⊆ U .

(5) Si A∩F 6= ∅, A 6= ∅ y F es un conjunto γ-cerrado, existen conjuntos γ-abiertos

V, W tales que A ∩ V 6= ∅, F ⊆ W y W ∩ V = ∅.

(6) Para cada conjunto γ-cerrado F y x /∈ F , existen conjuntos U y V tales que,

U es γ-abierto, V es γ-g abierto, x ∈ U , F ⊆ V y V ∩ U = ∅.

(7) Si A ∩ F = ∅ y F es un conjunto γ-cerrado, existen conjuntos U y V tales

que, U es γ-abierto, V es γ-g abierto, A ∩ U 6= ∅, F ⊆ V y V ∩ U = ∅.

(8) Para cada conjunto γ-cerrado F ,

F =
⋂

{clγ(V ) : F ⊆ V y V es γ-g abierto}

.

Demostración: (1 ⇒ 2) Suponga que x ∈ U y U es un conjunto γ-abierto, entonces

X \U es un conjunto γ-cerrado tal que x /∈ X \U . Por hipótesis, existen conjuntos γ-

abiertos disjuntos V yW tales que x ∈ V yX\U ⊆ W . Observe que V ⊆ X\W ⊆ U ,
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como X \W es un conjunto γ-cerrado se tiene que V ⊆ clγ(V ) ⊆ X \W ⊆ U , por

tanto x ∈ V ⊆ clγ(V ) ⊆ U .

(2 ⇒ 3) Si F es un conjunto γ-cerrado y x /∈ F , entonces X \F es un conjunto

γ-abierto tal que x ∈ X \ F . Por hipótesis, existe un conjunto γ-abierto U tal que

x ∈ U ⊆ clγ(U) ⊆ X \ F , aśı F ⊆ X \ clγ(U). Sea V = X \ clγ(U), entonces V es

un conjunto γ-abierto y F ⊆ V , luego

F ⊆
⋂

{clγV : F ⊆ V y V es γ-abierto}.

Por otra parte, observe que x ∈ U , U es γ-abierto y U ∩ V = ∅, lo cual implica que

x /∈ clγ(V ) de donde se obtiene que clγ(V ) ⊆ F , en consecuencia,

⋂

{clγV : F ⊆ V y V es γ-abierto} ⊆ F

Por tanto,
⋂

{clγV : F ⊆ V y V es γ-abierto} = F

(3 ⇒ 4) Suponga que U es un conjunto γ-abierto y x ∈ A∩U , entonces X \U

es un conjunto γ-cerrado y x /∈ X \ U . Por hipótesis, existe un conjunto γ-abierto

W tal que X \ U ⊆ W y x /∈ clγ(W ). Sea V = X \ clγ(W ), entonces V es un

conjunto γ-abierto, x ∈ V y V ∩ A 6= ∅. Además, como W ⊆ clγ(W ) se tiene que,

V = X \ clγ(W ) ⊆ X \ W ⊆ U , luego clγ(V ) ⊆ clγ(X \ W ) = X \ W ⊆ U , en

consecuencia, clγ(V ) ⊆ U .

(4 ⇒ 5) Suponga que A ∩ F 6= ∅, A 6= ∅ y F es un conjunto γ-cerrado.

Entonces X \ F es un conjunto γ-abierto y (X \ F ) ∩ A 6= ∅. Por hipótesis, existe

un conjunto γ-abierto V tal que A∩ V 6= ∅ y clγ(V ) ⊆ X \F . Sea W = X \ clγ(V ),

entonces W es un conjunto γ-abierto, F ⊆ W y V ∩W = ∅.

(5 ⇒ 6) Si F es un conjunto γ-cerrado y x /∈ F , entonces para y ∈ F se tiene

que {x, y} ∩ F 6= ∅ y {x, y} 6= ∅. Por hipótesis, existen conjuntos U y V γ-abiertos

tales que {x, y} ∩ U 6= ∅, F ⊆ V y V ∩ U = ∅. Observe que x ∈ U , pues en caso
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contrario se tendŕıa que y ∈ U , y ∈ F ⊆ V , lo que implica que V ∩ U 6= ∅, lo

cual no es cierto. Además, como todo conjunto γ-abierto es γ-g abierto, se tiene que

existen conjuntos U y V tales que U es γ-abierto, V es γ-g abierto, x ∈ U , F ⊆ V

y V ∩ U = ∅.

(6 ⇒ 7) Suponga que A ∩ F = ∅ y F es un conjunto γ-cerrado, entonces si

x ∈ A se tiene que x /∈ F . Por hipótesis, existen conjuntos U y V tales que U es

γ-abierto, V es γ-g abierto, x ∈ U , F ⊆ V y V ∩ U = ∅. Como x ∈ A y x ∈ U ,

entonces A ∩ U 6= ∅.

(7 ⇒ 8) Si F es un conjunto γ-cerrado y x /∈ F , entonces {x} ∩ F = ∅.

Por hipótesis, existen conjuntos U y V tales que U es γ-abierto, V es γ-g abierto,

{x} ∩ U 6= ∅, F ⊆ V y V ∩ U = ∅. Observe que,

F ⊆
⋂

{clγ(V ) : F ⊆ V y V es γ-g abierto}

Por otra parte, como x ∩ U 6= ∅, entonces x ∈ U y puesto que U es γ-abierto y

V ∩ U = ∅ se concluye que x /∈ clγ(V ), esto implica que clγ(V ) ⊆ F , de donde se

obtiene que
⋂

{clγ(V ) : F ⊆ V y V es γ-g abierto} ⊆ F

Por tanto,

F =
⋂

{clγ(V ) : F ⊆ V y V es γ-g abierto}

(8 ⇒ 1) Sea F un conjunto γ-cerrado y x /∈ F . Entonces por hipótesis, existe

un conjunto γ-g abierto W tal que F ⊆ W y x /∈ clγ(W ). Puesto que F es γ-cerrado

y W es γ-g abierto tal que F ⊆ W , entonces F ⊆ intγ(W ). Sea U = X \ clγ(W ) y

V = intγ(W ), entonces U y V son conjuntos γ-abiertos tales que x ∈ U , F ⊆ V y

V ∩ U = ∅, lo cual implica que X es un espacio γ-regular.

El siguiente teorema es una generalización del Teorema 1.13.

Teorema 2.13 Sea f : (X, τ) → (Y, σ) una función, X un espacio γ-regular y γ, γ′

operadores monótonos asociados a las topoloǵıas τ y σ, respectivamente. La función
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f es (γ, γ′)-abierta débil si y sólo si f es (γ, γ′)-abierta.

Demostración: Solo se muestra el sentido directo, pues el rećıproco ya está de-

mostrado en el Teorema 2.7 (3).

(Suficiencia) Suponga que f es (γ, γ′)-abierta débil y sea U un subconjunto

γ-abierto no vaćıo en X, entonces como X es un espacio γ-regular se tiene que para

cada x ∈ U existe un subconjunto γ-abierto Gx en X tal que

x ∈ Gx ⊆ clγ(Gx) ⊆ U.

Luego, U =
⋃

{Gx : x ∈ U} ⊆
⋃

{clγ(Gx) : x ∈ U}, aśı

f(U) = f(
⋃

{Gx : x ∈ U})

=
⋃

{f(Gx) : x ∈ U}

⊆
⋃

{intγ
′

(f(clγ(Gx))) : x ∈ U}

⊆ intγ
′

(
⋃

{f(clγ(Gx)) : x ∈ U})

= intγ
′

(f(
⋃

{clγ(Gx) : x ∈ U}))

⊆ intγ
′

(f(U))

Aśı, f(U) ⊆ intγ
′

(f(U)) lo cual implica que f(U) = intγ
′

(f(U)) y por tanto f es

(γ, γ′)-abierta.
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Caṕıtulo 3

FUNCIONES (α, β, θ, ∂, I)-CONTINUAS, µµ′-CONTINUAS,

µµ′-ABIERTAS Y ALGUNAS APLICACIONES

Muchas formas generalizadas de continuidad descansan en el hecho que la

imagen inversa de un subconjunto por una función satisfaga cierta propiedad en el

dominio cuando dicho subconjunto posea cierta propiedad en el codominio de la

función. De manera similar, se tiene que diversas formas generalizadas de la noción

de función abierta vienen expresadas por el comportamiento de las imágenes direc-

tas de una función con respecto a ciertas propiedades consideradas sobre el dominio

y codominio, respectivamente. Estas propiedades a las que se hacen mención, pue-

den estar determinadas por ciertas estructuras, tales como una topoloǵıa (caso más

clásico y básico) o, como se mostró en el caṕıtulo anterior, un operador asociado a

una topoloǵıa. También pueden venir determinadas por otras nociones tales como,

una m-estructura ([6], [18], [26], [27], [25], [22], [23] [30])) o una topoloǵıa generali-

zada ([2], [14], [13]), que si bien no se introdujeron en los caṕıtulos anteriores puede

consultarse las referencias dadas para ahondar en mayores detalles. En este caṕıtu-

lo, se introduce en forma abstracta nociones que engloban muchas de las formas

generalizadas de continuidad y funciones abiertas. Se estudian éstas, a través de ge-

neralizaciones de los resultados obtenidos en [31] y daremos algunas aplicaciones en

el caso de topoloǵıas generalizadas o estructuras minimales, exhibiendose aśı que no

sólo podemos generalizar los resultados del caṕıtulo anterior ([4],[7],[5],[15]), si no

también que el estudio de muchas formas generalizadas de continuidad introducidas

recientemente ([2], [6], [14], [13],[19], [26], [27], [25],[30]), puede reducirse a un sólo

marco conceptual.



3.1. Funciones (α, β, θ, ∂, I)-continua

Considerando la noción de operaciones e ideal, en esta sección se introduce

una noción de funciones continuas que permite reducir muchas formas generalizadas

de continuidad.

Se comienza introduciendo una versión más general que la noción de

(α, β, θ, ∂, I)-continuidad introducida por Vielma y Rosas en [31]. En este caso,

se consideran conjuntos no vaćıos X e Y , un ideal propio I de X, y aplicaciones

α, β : 2X → 2X y θ, ∂ : 2Y → 2Y conocidas como operaciones ([14]), en lugar de

operadores asociados, donde 2X y 2Y denotan partes de X y partes de Y , respecti-

vamente. Recuerde que un ideal I en X ([17], [29]), no es más que una colección no

vaćıa I ⊆ 2X que satisface las dos condiciones siguientes:

(1) A ∈ I y B ⊆ A implica que B ∈ I;

(2) A ∈ I y B ∈ I implica que A ∪ B ∈ I.

Además, se dice que el ideal es propio si X /∈ I.

Definición 3.1 Una función f : X → Y se dice (α, β, θ, ∂, I)-continua, si

α(f−1(∂(V )) \ β(f−1(θ(V )) ∈ I para todo V ⊆ Y .

El orden parcial sobre 2X dado por la inclusión conjuntista, induce un orden parcial

≤, sobre las operaciones en X, según lo siguiente:

β ≤ β∗ ⇔ ∀A ⊆ X; β(A) ⊆ β∗(A).

De manera similar, de las operaciones conjuntistas y funcionales, se derivan nuevas

operaciones, dadas β, β∗ : 2X → 2X . Aśı, se definen:

(β ∧ β∗)(A) = β(A) ∩ β∗(A),
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(β ∨ β∗)(A) = β(A) ∪ β∗(A),

(ββ∗)(A) = β(β∗(A)),

(X \ β)(A) = X \ β(A).

β y β∗ se dicen mutuamente duales ([9]), si β∧β∗ = iX , donde iX(A) = A para todo

A ⊆ X denota la operación identidad sobre X.

Si bien en la Definición 3.1, no figuran las nociones de espacio topológico ni

operador asociado, se tienen los siguientes resultados cuyas pruebas son similares a

las dadas en [31].

Teorema 3.1 Sean α, α∗, β, β∗ : 2X → 2X , θ, θ∗, ∂ : 2Y → 2Y operaciones, I un

ideal en X y f : X → Y una función. Entonces:

i) para β monótona y θ ≤ θ∗, f (α, β, θ, ∂, I)-continua implica f (α, β, θ∗, ∂, I)-

continua;

ii) para α∗ ≤ α, f (α, β, θ, ∂, I)-continua implica f (α∗, β, θ, ∂, I)-continua;

iii) para β ≤ β∗, f (α, β, θ, ∂, I)-continua implica f (α, β∗, θ, ∂, I)-continua.

Demostración:

(i) Puesto que f es (α, β, θ, ∂, I)-continua, entonces para cada V ⊆ Y se tiene

que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

ahora como θ ≤ θ∗, entonces θ(V ) ⊆ θ∗(V ), aśı f−1(θ(V )) ⊆ f−1(θ∗(V )).

Como β es monótona, se tiene que β(f−1(θ(V ))) ⊆ β(f−1(θ∗(V ))) por tanto,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V ))) ⊆ α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

en consecuencia, α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V ))) ∈ I y por tanto f es

(α, β, θ∗, ∂, I)-continua.
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(ii) Sea V ⊆ Y , como α∗ ≤ α se tiene que,

α∗(f−1(∂(V ))) ⊆ α(f−1(∂(V ))),

de donde se obtiene que,

α∗(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ⊆ α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))

como f es (α, β, θ, ∂, I)-continua se tiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

y dado que I es un ideal en X se concluye que,

α∗(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

lo cual implica que, f es (α∗, β, θ, ∂, I)-continua.

(iii) Sea V ⊆ Y , como f es (α, β, θ, ∂, I)-continua se tiene que

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

como β ≤ β∗, entonces

β(f−1(θ(V ))) ⊆ β∗(f−1(θ(V ))),

de donde se obtiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V ))) ⊆ α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

en consecuencia,

α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V ))) ∈ I,
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aśı se obtiene que f es (α, β∗, θ, ∂, I)-continua.

Teorema 3.2 Sean α, β, β∗ : 2X → 2X , θ, θ∗, ∂ : 2Y → 2Y operaciones, I un ideal

en X y f : X → Y una función. Entonces:

i) f es (α, β, θ ∧ θ∗, ∂, I)-continua si y sólo si f es (α, β, θ, ∂, I)-continua y

(α, β, θ∗, ∂, I)-continua; siempre que β satisfaga β(A ∩ B) = β(A) ∩ β(B),

cualesquiera sean A,B ⊆ X.

ii) f es (α, β ∧ β∗, θ, ∂, I)-continua si y sólo si f es (α, β, θ, ∂, I)-continua y

(α, β∗, θ, ∂, I)-continua.

Demostración:

(i) (Necesidad) Si f es a la vez (α, β, θ, ∂, I) y (α, β, θ∗, ∂, I)-continua, entonces

para cada V ⊆ Y se tiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I y

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V ))) ∈ I,

entonces,

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V )))] ∈ I.

Pero,

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V )))] =

α(f−1(∂(V ))) \ [β(f−1(θ(V ))) ∩ β(f−1(θ∗(V )))] =

α(f−1(∂(V ))) \ β[f−1(θ(V )) ∩ f−1(θ∗(V ))] =

α(f−1(∂(V ))) \ β[f−1(θ(V ) ∩ θ∗(V ))] =

α(f−1(∂(V ))) \ β[f−1(θ ∧ θ∗(V ))],
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en consecuencia, f es (α, β, θ ∧ θ∗, ∂, I)-continua.

(Suficiencia) Si f es (α, β, θ ∧ θ∗, ∂, I)-continua, entonces para cada V ⊆ Y se

tiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β[f−1(θ ∧ θ∗(V ))] ∈ I,

de la implicación anterior se obtiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β[f−1(θ ∧ θ∗(V ))] =

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V )))] ∈ I,

lo cual implica que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I y

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗(V ))) ∈ I,

en consecuencia, f es (α, β, θ, ∂, I)-continua y (α, β, θ∗, ∂, I)-continua.

(ii) (Necesidad) Si f es (α, β, θ, ∂, I)-continua y (α, β∗, θ, ∂, I)-continua, entonces

para cada V ⊆ Y se tiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I y

α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V ))) ∈ I

entonces,

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V )))] ∈ I
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pero,

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V )))] =

α(f−1(∂(V ))) \ [β(f−1(θ(V ))) ∩ β∗(f−1(θ(V )))] =

α(f−1(∂(V ))) \ (β ∧ β∗)(f−1(θ(V ))),

lo cual implica que, f es (α, β ∧ β∗, θ, ∂, I)-continua.

(Suficiencia) Si f es (α, β ∧ β∗, θ, ∂, I)-continua, entonces para cada V ⊆ Y se

tiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ (β ∧ β∗)(f−1(θ(V ))) ∈ I

de la implicación anterior, se obtiene que,

α(f−1(∂(V ))) \ (β ∧ β∗)(f−1(θ(V ))) =

[α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V )))] ∪ [α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V )))] ∈ I,

lo cual implica que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I y

α(f−1(∂(V ))) \ β∗(f−1(θ(V ))) ∈ I,

en consecuencia, f es (α, β, θ, ∂, I)-continua y (α, β∗, θ, ∂, I)-continua.

Teorema 3.3 Sean α, β : 2X → 2X , θ, θ∗, ∂ : 2Y → 2Y operaciones e I un ideal en

X. Si f : X → Y es (α, β, θ, ∂, I)-continua y β(f−1(B)) ⊆ βf−1(θ∗(B)), para todo

B ⊆ Y , entonces f es (α, β, θ∗θ, ∂, I)-continua.

Demostración: Sea V ⊆ Y , entonces como f es (α, β, θ, ∂, I)-continua se tiene

que,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,
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considerando B = θ(V ), por hipótesis se tiene que,

β(f−1(θ(V ))) ⊆ β(f−1(θ∗(θ(V )))) = β(f−1(θ∗θ(V ))),

aśı,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗θ(V ))) ⊆ α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ(V ))) ∈ I,

en consecuencia,

α(f−1(∂(V ))) \ β(f−1(θ∗θ(V ))) ∈ I,

lo cual implica que, f es (α, β, θ∗θ, ∂, I)-continua.

3.2. µµ′-continuidad

En esta sección se introducen dos nociones que permiten reducir muchas for-

mas generalizadas de continuidad y de funciones abiertas a un sólo marco conceptual.

Sean X, Y conjuntos no vaćıos y µ ⊆ 2X , µ′ ⊆ 2Y colecciones cualesquiera.

Definición 3.2 Una función f : X → Y se dice µµ′-continua si f−1(V ) ∈ µ siem-

pre que V ∈ µ′.

Definición 3.3 Una función f : X → Y se dice µµ′-abierta, si f(U) ∈ µ′ siempre

que U ∈ µ.

Observación 3.1 Una topoloǵıa generalizada sobre un conjunto X ([13]), es una

colección µ de subconjuntos de X, tal que ∅ ∈ µ y µ es cerrada bajo uniones arbitra-

rias. Aśı, si en la Definición 3.2, µ y µ′ son topologias generalizadas sobre X e Y ,

respectivamente, se tiene justamente la noción de función (µ, µ′)-continua introduci-

da en [13]. Mientras que, si en la Definición 3.3, µ y µ′ son topologias generalizadas
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sobre X e Y , respectivamente, se tiene la noción de función (µ, µ′)-abierta introduci-

da en [19]. En [18], se introduce la noción de estructura minimal sobre un conjunto

X, como una colección mX de subconjuntos de X, tal que ∅ ∈ mX y X ∈ mX .

Además, se dice que mX tiene la propiedad de Maki si es cerrada bajo uniones

arbitrarias. Luego, si en la Definición 3.2, µ = mX y µ′ = mY son estructuras mi-

nimales, se tiene la noción de función (mX ,mY )-continua ([22]). Mientras que, si

en la Definición 3.3, µ = mX y µ′ = mY se tiene la noción de función (mX ,mY )-

abierta ([23]). Por otra parte, también son casos particulares de la Definición 3.2,

las formas generalizadas de continuidad introducidas en [27, Definición 2.6(vii)],

[30, Definición 3.1], [30, Definición 3.13], [27, Definición 3.1], [27, Definición 3.2],

y [6, Definición 4.1]. Aśı como también son caso particulares de la Definición 3.3,

las nociones introducidas en [27, Definición 2.6(iii)-(vi)], [27, Definición 3.14], [25,

Definición 3.3], [25, Definición 3.6], [25, Definición 3.7]. Otros casos particulares

de la Definición 3.2, son los items: (1), (2), (5), (15)-(18), (23) de la Definición

1.13 y (1), (4), (11) de la Definición 2.9. Aśı como también otros casos particulares

de la Definición 3.3, son los items: (3), (4), (6)-(14), (19)-(22) de la Definición

1.13 y (2), (3), (5)-(10) de la Definición 2.9.

Cualquier colección µ de subconjuntos de un conjunto X, determina de ma-

nera natural una operación θµ : 2X → 2X

θµ(A) =



















A , si A es un miembro de µ

X , caso contrario

En el caso que µ sea una topoloǵıa generalizada, se tienen otras operaciones impor-

tantes por sus aplicaciones. Aśı, tenemos ([13]):

iµ(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U ∈ µ},

cµ(A) =
⋂

{V : A ⊆ V y X − V ∈ µ}.
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Note que, siempre iµ ≤ iX ≤ θµ. Similarmente, en el caso de una estructura minimal

mX en X, tenemos ([8]):

mX-Int(A) =
⋃

{U : U ⊆ A y U ∈ mX},

mX-Cl(A) =
⋂

{V : A ⊆ V y X − V ∈ mX}.

Note que, mX-Int ≤ iX ≤ θmX
. Además mX-Int(A) = A, si A ∈ mX . Mientras que

mX-Int(A) ∈ mX , siempre que mX sea una estructura minimal con la propiedad de

Maki ([8]).

Observación 3.2 Toda estructura minimal con la propiedad de Maki es una topo-

loǵıa generalizada. Pero no toda topoloǵıa generalizada es una estructura minimal,

salvo en el caso particular de una topoloǵıa generalizada fuerte ([11]).

Los siguientes resultados relacionan la noción µµ′-continuidad, con la noción

de (α, β, θ, ∂, I)-continuidad, lo cual permitirá obtener en forma más expedita algu-

nas propiedades de las funciones µµ′-continuas.

Teorema 3.4 Sean X, Y conjuntos no vaćıos y sean µ ⊆ 2X , µ′ ⊆ 2Y colecciones

arbitrarias. Si X ∈ µ, entonces f : X → Y es µµ′-continua si y sólo si f : X → Y

es (θµ, iX , θµ′ , iY , {∅})-continua.

Demostración:

(Suficiencia) Suponga que f : X → Y es µµ′-continua. Sea V un subconjunto

de Y perteneciente a µ′. Entonces, θµ′(V ) = V y θµ(f
−1(V )) = f−1(V ). Según esto,

se tiene que

θµ(f
−1(iY (V ))) = f−1(V ) = iX(f

−1(θµ′(V ))).

Lo que trivialmente implica,

θµ(f
−1(iY (V ))) ⊆ iX(f

−1(θµ′(V ))).
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En el caso que V no pertenezca a µ′, θµ′(V ) = Y , entonces

θµ(f
−1(iY (V ))) ⊆ X = f−1(Y ) = iX(f

−1(θµ′(V ))).

Aśı

θµ(f
−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θµ′(V ))) = ∅,

para todo subconjunto V ⊆ Y . En consecuencia, f es (θµ, iX , θµ′ , iY , {∅})-continua.

(Necesidad) Suponga ahora que f : X → Y es (θµ, iX , θµ′ , iY , {∅})-continua.

Entonces θµ(f
−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θµ′(V ))) = ∅, para todo V ⊆ Y . Lo que implica

que θµ(f
−1(V )) ⊆ f−1(θµ′(V )). Según esto, si para algún V0 ocurre que V0 pertenece

a µ′ y f−1(V0) no está en µ, se tendŕıa que X ⊆ f−1(V0). Aśı f
−1(V0) = X, que por

hipótesis, implica que f−1(V0) está en µ, lo cual es una contradicción. Aśı, f−1(V )

está en µ siempre que V está en µ′. Es decir, f es µµ′-continua.

Inmediatas consecuencias del Teorema 3.4, de la Observación 3.1, y el hecho

que ∅ ∈ I para cada ideal I en X, son las siguientes.

Corolario 3.1 Para una función f : X → Y y cualquier ideal I, se tiene que:

i) si X ∈ µ y f es (µ, µ′)-continua, entonces f es (θµ, iX , θµ′ , iY , I)-continua,

ii) si f es (mX ,mY )-continua, entonces f es (θmX
, iX , θmY

, iY , I)-continua.

Demostración:

i) Como X ∈ µ y f es µµ′-continua, el Teorema 3.4, implica que, f es

(θµ, iX , θµ′ , iY , {∅})-continua. Aśı, θµ(f
−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θµ′(V ))) = ∅, pa-

ra todo V ⊆ Y . Puesto que, {∅} ∈ I, cualquiera sea el ideal I, se con-

cluye que, θµ(f
−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θµ′(V ))) ∈ I, lo cual implica que, f es

(θµ, iX , θµ′ , iY , I)-continua.
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ii) Si f es (mX ,mY )-continua, entonces por el Teorema 3.4, f es

(θmX
, iX , θmY

, iY , {∅})-continua. Aśı, θmX
(f−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θmY
(V ))) = ∅

para cada V ⊆ Y . Puesto que para cualquier ideal I, {∅} ∈ I, se conclu-

ye que, θmX
(f−1(iY (V ))) \ iX(f

−1(θmY
(V ))) ∈ I, lo cual implica que, f es

(θmX
, iX , θmY

, iY , I)-continua.

En el caso que µ sea una topoloǵıa generalizada, se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.5 Si µ es una topoloǵıa generalizada tal que X ∈ µ, y µ′ es cualquier

colección de subconjuntos de Y , entonces f : X → Y es µµ′-continua si y sólo si

f : X → Y es (iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua

Demostración:

(Suficiencia) Suponga que f : X → Y es µµ′-continua. Sea V un subconjunto

de Y perteneciente a µ′. Entonces θµ′(V ) = V y iX(f
−1(V )) = iµ(f

−1(V )) = f−1(V ).

Según esto, se tiene que

iX(f
−1(iY (V ))) = f−1(V ) = iµ(f

−1(θµ′(V ))).

Lo que trivialmente implica,

iX(f
−1(iY (V ))) ⊆ iµ(f

−1(θµ′(V ))).

En el caso que V no pertenezca a µ′, θµ′(V ) = Y , y como X ∈ µ, entonces

iX(f
−1(iY (V ))) ⊆ X = iµ(X) = iµ(f

−1(Y )) = iµ(f
−1(θµ′(V ))).

Aśı,

iX(f
−1(iY (V ))) \ iµ(f

−1(θµ′(V ))) = ∅,

para todo subconjunto V ⊆ Y . En consecuencia, f es (iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua.
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(Necesidad) Suponga ahora que f : X → Y es (iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua.

Entonces iX(f
−1(iY (V ))) \ iµ(f

−1(θµ′(V ))) = ∅, para todo V ⊆ Y . Lo que im-

plica que f−1(V ) ⊆ iµ(f
−1(θµ′(V ))). Según esto, si para algún V0 ocurre que V0

pertenece a µ′ y f−1(V0) no está en µ, se tendŕıa que f−1(V0) ⊆ iµ(f
−1(V0)).

Aśı f−1(V0) = iµ(f
−1(V0)), que por hipótesis, implica que f−1(V0) está en µ, lo

cual es una contradicción. Aśı, f−1(V ) está en µ siempre que V está en µ′. Es decir,

f es µµ′-continua.

Observación 3.3 De acuerdo a lo señalado en la Observación 3.2, la hipótesis del

teorema anterior es satisfecha por cualquier topoloǵıa generalizada fuerte µ sobre X,

aśı como también por cualquier estructura minimal mX con la propiedad de Maki.

También se obtienen como casos particulares [15, Teorema 2.1] y [7, Teorema 3.2].

Inmediatas consecuencias del Teorema 3.5, de las Observaciones 3.1 y 3.2, y

el hecho que ∅ ∈ I para cada ideal I en X, son las siguientes.

Corolario 3.2 Para una función f : X → Y y cualquier ideal I, se tiene que:

i) si X ∈ µ y f es (µ, µ′)-continua, entonces f es (iX , iµ, θµ′ , iY , I)-continua,

ii) si f es (mX ,mY )-continua, entonces f es (iX ,mX-Int, θmY
, iY , I)-continua,

siempre que mX tenga la propiedad de Maki.

Demostración:

i) Si f es (µ, µ′)-continua, por el Teorema 3.5, f es (iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua.

Aśı, iX(f
−1(iY (V ))) \ iµ(f

−1(θµ′(V ))) = ∅ para cada V ⊆ Y . Puesto que para

cualquier ideal I, {∅} ∈ I, se concluye que f es (iX , iµ, θµ′ , iY , I)-continua.

ii) Si f es (mX ,mY )-continua, como mX tiene la propiedad de Maki, entonces por

el Teorema 3.5, f es (iX ,mX-Int, θmY
, iY , {∅})-continua. Aśı, iX(f

−1(iY (V )))\

mX-Int(f
−1(θmY

(V ))) = ∅ para cada V ⊆ Y . Puesto que para cualquier ideal

I, {∅} ∈ I, se concluye que f es (iX ,mX-Int, θmY
, iY , I)-continua.
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El Teorema 3.5, también generaliza el resultado obtenido por Vielma y Rosas

en [31, Teorema 2.1], el cual se obtiene considerando µ = τ y µ′ es la intersección

de los subconjuntos que poseen la propiedad P con la topoloǵıa σ.

De manera similar al Teorema 3.5, también se tiene la siguiente caracteriza-

ción para las funciones µµ′-abiertas.

Teorema 3.6 Una función f : X → Y es µµ′-abierta si y sólo si f : X → Y es

(iµ, iµ, iµ′ , iY , {∅})-continua.

Demostración:

(Suficiencia) Sea B ⊆ Y y suponga que x ∈ iµ(f
−1(B)), por la definición

de iµ, existe un U ∈ µ tal que x ∈ U ⊆ f−1(B). De la inclusión U ⊆ f−1(B),

se sigue que para cada u ∈ U se tiene que f(u) ∈ f(U) ⊆ f(f−1(B)) ⊆ B. Aśı,

f(u) ∈ f(U) ⊆ B, por hipótesis, f(U) ∈ µ′ lo cual implica que, f(u) ∈ iµ′(B). En

consecuencia, u ∈ f−1(iµ′(B)). Esto nos dice que x ∈ U ⊆ f−1(iµ′(B)), en conse-

cuencia x ∈ iµ(f
−1(iµ′(B)), resultando la inclusión, iµ(f

−1(B)) ⊆ iµ(f
−1(iµ′(B)).

Luego, iµ(f
−1(iY (B)))\ iµ(f

−1(iµ′(B)) ∈ {∅}, y aśı f es (iµ, iµ, iµ′ , iY , {∅})-continua.

(Necesidad) Suponga ahora que f : X → Y es (iµ, iµ, iµ′ , iY , {∅})-continua.

Entonces iµ(f
−1(B)) \ iµ(f

−1(iµ′(B)) = ∅, para todo B ⊆ Y . Lo que implica que

iµ(f
−1(B)) ⊆ iµ(f

−1(iµ′(B)). Según esto, dado cualquier U perteneciente a µ, si

B = f(U), se tiene que

U = iµ(U) ⊆ iµ(f
−1(f(U))) ⊆ iµf

−1(iµ′(f(U))) ⊆ f−1(iµ′(f(U)).

Aśı f(U) ⊆ iµ′(f(U) y entonces f(U) = iµ′(f(U)), que por hipótesis implica que

f(U) pertenece a µ′, en consecuencia f : X → Y es µµ′-abierta.

Corolario 3.3 Para una función f : X → Y y cualquier ideal I, se tiene que:
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i) si f es (µ, µ′)-abierta, entonces f es (iµ, iµ, iµ′ , iY , I)-continua,

ii) si f es (mX ,mY )-abierta, entonces f es (mX-Int,mX-Int,mY -Int, iY , I)-

continua, siempre que mY tenga la propiedad de Maki.

Demostración:

i) Si f es (µ, µ′)-abierta, por el Teorema 3.6, f es (iµ, iµ, iµ′ , iY , {∅})-continua y

esto es, iµ(f
−1(iY (V ))) \ iµ(f

−1(iµ′(V ))) = ∅ para cada V ⊆ Y . Puesto que

para cualquier ideal I, {∅} ∈ I, se concluye que f es (iµ, iµ, iµ′ , iY , I)-continua.

ii) Si f es (mX ,mY )-abierta y mY tiene la propiedad de Maki, por el Teorema

3.6, f es (mX-Int,mX-Int,mY -Int, iY , {∅})-continua y esto es,

mX-Int(f
−1(iY (V )))\mX-Int(f

−1(mY -Int(V ))) = ∅ para cada V ⊆ Y . Pues-

to que para cualquier ideal I, {∅} ∈ I, se concluye que

f es (mX-Int,mX-Int,mY -Int, iY , I)-continua.

3.3. Algunas aplicaciones

En esta sección se emplean los resultados obtenidos en las secciones anteriores

para obtener propiedades adicionales de las funciones µµ′-continuas, y se muestran

aplicaciones de éstas reemplazando µ y µ′ por topoloǵıas generalizadas o estructuras

minimales, en algunas situaciones particulares.

Observemos que si µ es una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ,

entonces θµ(V ) ∈ µ para todo V ⊆ X. Aśı, θµ(V ) = iµ(θµ(V )) cualquiera sea V ⊆ X.

De donde se obtiene el siguiente resultado.

Lema 3.1 Sea µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ. Entonces, f es

(θµ, iµ, θ, ∂, {∅})-continua si y sólo si f es (θµ, iX , θ, ∂, {∅})-continua.
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Demostración: (Suficiencia) Sigue del Teorema 3.1, pues iµ ≤ iX .

(Necesidad) Si f es (θµ, iX , θ, ∂, {∅})-continua, entonces

θµ(f
−1(∂(V ))) ⊆ f−1(θ(V ))

Luego,

θµ(f
−1(∂(V ))) = iµ(θµ(f

−1(∂(V )))) ⊆ iµ(f
−1(θ(V )))

En consecuencia,

θµ(f
−1(∂(V ))) ⊆ iµ(f

−1(θ(V )))

Lo que dice que f es (θµ, iµ, θ, ∂, {∅})-continua.

Como consecuencia inmediata del lema anterior y el Teorema 3.2, se tiene el

siguiente corolario.

Corolario 3.4 Sea µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ. Entonces,

f es (θµ, iµ, θ ∧ θ∗, ∂, {∅})-continua si y sólo si f es (θµ, iµ, θ, ∂, {∅})-continua y

(θµ, iµ, θ
∗, ∂, {∅})-continua.

Demostración: (Suficiencia) Suponga que f es (θµ, iµ, θ ∧ θ∗, ∂, {∅})-continua,

entonces por el Lema 3.1, f es (θµ, iX , θ∧θ∗, ∂, {∅})-continua. Luego, por el Teorema

3.2, f es (θµ, iX , θ, ∂, {∅})-continua y (θµ, iX , θ
∗, ∂, {∅})-continua. Nuevamente, por

el Lema 3.1, f es (θµ, iµ, θ, ∂, {∅})-continua y (θµ, iµ, θ
∗, ∂, {∅})-continua.

(Necesidad) Suponga que f es (θµ, iµ, θ, ∂, {∅})-continua y (θµ, iµ, θ
∗, ∂, {∅})-

continua. Por el Lema 3.1, f es (θµ, iX , θ, ∂, {∅})-continua y

(θµ, iX , θ
∗, ∂, {∅})-continua, y por el Teorema 3.2, f es (θµ, iX , θ∧θ

∗, ∂, {∅})-continua.

Nuevamente, por el Lema 3.1, f es (θµ, iµ, θ ∧ θ∗, ∂, {∅})-continua.

Corolario 3.5 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ, y µ′ una

topoloǵıa generalizada sobre Y . Si f es (θµ, iµ, iµ′cµ′ , iY , {∅})-continua y

(θµ, iµ,Λ, iY , {∅})-continua, entonces f es µµ′-continua, donde Λ = iY ∨ (Y \ iµ′cµ′).
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Demostración: Sea f una función que es (θµ, iµ, iµ′cµ′ , iY , {∅})-continua y

(θµ, iµ,Λ, iY , {∅})-continua, entonces por Corolario 3.4, f es (θµ, iµ, iµ′cµ′ ∧ (iY ∨ (Y \

iµ′cµ′)), iY , {∅})-continua de donde se obtiene que f es (θµ, iµ, iµ′cµ′ ∧ iY , iY , {∅})-

continua. Puesto que iY ≤ θµ′ , del Teorema 3.1, f es (θµ, iµ, iµ′cµ′ ∧ θµ′ , iY , {∅})-

continua. Nuevamente, por el Corolario 3.4, f es (θµ, iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua y del

Lema 3.1, se obtiene que f es (θµ, iX , θµ′ , iY , {∅})-continua. Ahora, el Teorema 3.4

permite concluir que f es µµ′-continua.

Observación 3.4 Observe que según lo mostrado por Vielma y Rosas en [31, Teo-

rema 2.1], la noción de continuidad es equivalente a la casi-continuidad más una

condición de expansión ([9]). El resultado anterior, no sólo generaliza lo mostrado

por Vielma y Rosas en [31, Teorema 2.1], sino que también permite concluir que

todas las formas generalizadas de continuidad comentadas en la Observación 3.1,

también son equivalentes a un tipo de casi-continuidad más un tipo de expansión.

Corolario 3.6 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ, y µ′ una

topoloǵıa generalizada sobre Y . Si f es (iX , iµ, cµ′ , iY , {∅})-continua y µµ′-abierta,

entonces f es (iX , iµ, iµ′cµ′ , iY , {∅})-continua.

Demostración: Observe que por el Teorema 3.6, µµ′-abierta implica iµ(f
−1(iY (V )))

⊆ iµ(f
−1(iµ′(V ))). Según esto, y siendo f (iX , iµ, cµ′ , iY , {∅})-continua, el Teorema

3.3, permite concluir que f es (iX , iµ, iµ′cµ′ , iY , {∅})-continua.

El siguiente resultado, similar al Teorema ??, proporciona una forma de des-

composición ([9]) para las funciones µµ′-abiertas.

Teorema 3.7 Sean f : X → Y una función, β, β∗ operaciones mutuamente dua-

les sobre X y θ, θ∗ operaciones mutuamente duales sobre Y . Si f es una fun-

ción µµ′-abierta, entonces f es (iµ, β, θ, iY , I)-continua, (iµ, β, θ
∗, iY , I)-continua,

(iµ, β
∗, θ, iY , I)-continua, (iµ, β

∗, θ∗, iY , I)-continua, cualquiera sea el ideal I.
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Demostración:

Siendo f una función µµ′-abierta, por el Teorema 3.6, f es (iµ, iµ, iµ′ , iY , {∅})-

continua. Como iµ es monótono, iµ′ ≤ iY , por Teorema 3.1 (i), f es (iµ, iµ, iY , iY , {∅})-

continua. Como iµ ≤ iX , por Teorema 3.1 (iii), f es (iµ, iX , iY , iY , {∅})-continua.

Por hipótesis, f es (iµ, iX , θ ∧ θ∗, iY , {∅})-continua, y por Teorema 3.2 (i), f es

(iµ, iX , θ, iY , {∅})-continua y (iµ, iX , θ
∗, iY , {∅})-continua. Por hipótesis, f es (iµ, β∧

β∗, θ, iY , {∅})-continua y (iµ, β∧β
∗, θ∗, iY , {∅})-continua. Aśı, por Teorema 3.2 (ii), f

es (iµ, β, θ, iY , {∅})-continua, (iµ, β
∗, θ, iY , {∅})-continua, (iµ, β, θ

∗, iY , {∅})-continua

y (iµ, β
∗, θ∗, iY , {∅})-continua. Puesto que para cualquier ideal I, {∅} ∈ I, se con-

cluye que f es (iµ, β, θ, iY , I)-continua, (iµ, β
∗, θ, iY , I)-continua, (iµ, β, θ

∗, iY , I)-

continua y (iµ, β
∗, θ∗, iY , I)-continua.

Como inmediata aplicación del teorema anterior, tenemos.

Corolario 3.7 Si f : X → Y es (mX ,mY )-abierta y mX tiene la propiedad de

Maki, entonces f es (mX-Int, β, θ, iY , I)-continua, (mX-Int, β, θ
∗, iY , I)-continua

(mX-Int, β
∗, θ, iY , I)-continua y (mX-Int, β

∗, θ∗, iY , I)-continua; cualesquiera sea el

ideal I, β, β∗ mutuamente duales y θ, θ∗ mutuamente duales.

Demostración: Suponga que f es (mX ,mY )-abierta, como mX tiene la propiedad

de Maki, β, β∗ son mutuamente duales y θ, θ∗ son mutuamente duales, por el Teo-

rema 3.7, se concluye que f es (mX-Int, β, θ, iY , I)-continua, (mX-Int, β, θ
∗, iY , I)-

continua, (mX-Int, β
∗, θ, iY , I)-continua y (mX-Int, β

∗, θ∗, iY , I)-continua; cualquie-

ra sea el ideal I.

La siguiente noción, extiende a un ámbito más amplio las nociones de espacio

α-T1 dada en [16], y de espacio θ-T1, dada Definición 6 de [31].

Definición 3.4 Sean µ una colección de subconjuntos de X y θ : 2X → 2X una

operación. Se dice que X es µ-T1 relativo a θ, si para cada par de elementos x, y ∈ X,

x 6= y, existen conjuntos V y W pertenecientes a µ tales que x ∈ V , y /∈ θ(V ) y

y ∈ W and x /∈ θ(W ).
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Teorema 3.8 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X, µ′ ⊆ 2Y una colección

arbitraria, y α : 2X → 2X , θ, ∂ : 2Y → 2Y operaciones tales que iX ≤ α y iY ≤ ∂.

Si f : X → Y es (α, iµ, θ, ∂, {∅})-continua y Y es µ′-T1 relativo a θ, el conjunto

{x ∈ X : f(x) 6= y} pertenece a µ cualquiera sea y ∈ Y .

Demostración: Sean y ∈ Y y A = {x ∈ X : f(x) 6= y}. Si x ∈ A, existen conjuntos

V y W pertenecientes a µ′, tales que f(x) ∈ V y y /∈ θ(V ). Según la hipótesis, sigue

que

α(f−1(∂(V )) ⊆ iµ(f
−1(θ(V ))) ⊆ f−1(θ(V )).

Aśı, existe un conjunto U = iµ(f
−1(θ(V ))) tal que

α(f−1(∂(V )) ⊆ U ⊆ f−1(θ(V )).

Por lo cual f(U) ⊆ θ(V ). Ahora, si z ∈ U ∩ Ac entonces f(z) ∈ θ(V ) y f(z) = y /∈

θ(V ). Lo cual es imposible, aśı U ⊆ A. Además, como

x ∈ f−1(V ) ⊆ f−1(∂(V )) ⊆ α(f−1(∂(V )) ⊆ U,

se tiene que x ∈ U ⊆ A, y en consecuencia A = {x ∈ X : f(x) 6= y} pertenece a µ.

Consecuencias inmediatas de los Teoremas 3.8 y 3.5, son los siguientes corola-

rios los cuales generalizan propiedades conocidas de las funciones continuas clásicas,

entre otras.

Corolario 3.8 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ, µ′ ⊆ 2Y

una colección arbitraria. Si f : X → Y es µµ′-continua y Y es µ′-T1 relativo a θµ′,

entonces {x ∈ X : f(x) 6= y} pertenece a µ cualquiera sea y ∈ Y .

Demostración: Como X ∈ µ y f es µµ′-continua, el Teorema 3.5, implica que f

es (iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua. Por hipótesis µ es una topoloǵıa generalizada y Y
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es µ′-T1 relativo a θµ′ , considerando α = iX , ∂ = iY , el Teorema 3.8, nos permite

concluir que el conjunto {x ∈ X : f(x) 6= y} pertenece a µ cualquiera sea y ∈ Y .

Corolario 3.9 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ, µ′ ⊆ 2Y

una colección arbitraria. Si f : X → Y es µµ′-continua e inyectiva y Y es µ′-T1

relativo a θµ′, entonces X es µ-T1 relativo a θµ.

Demostración: Sean x1, x2 ∈ X tales que x1 6= x2, dado que f es inyectiva,

entonces y1 = f(x1) 6= f(x2) = y2. Como µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal

que X ∈ µ, f es µµ′-continua y Y es µ′-T1 relativo a θµ′ , el Corolario 3.8, nos permite

concluir que los conjuntos V = {x ∈ X : f(x) 6= y1} y W = {x ∈ X : f(x) 6= y2}

pertenecen a µ. Observe que x1 ∈ W , x2 /∈ θµ(W ) y y x2 ∈ V , x1 /∈ θµ(V ), lo cual

implica que X es µ-T1 relativo a θµ.

Observación 3.5 Siendo que cada GT2 es GT1 ([19]), y como µ′-T1 relativo a θµ′ es

justamente GT1, del Corolario 3.8 sigue que GT2 es equivalente a que ∆ = {(x, x) :

x ∈ X} es g-cerrado ([19, Teorema 3.6]), usando el hecho que la función identidad

es µµ-continua. De manera similar se obtiene el ([6, Teorema 4.7]).

Similarmente a la Definición 3.4, tenemos la siguiente noción la cual genera-

liza, entre otras, a las nociones de α-compacidad y γ-compacidad, dadas en [16] y

[10], respectivamente.

Definición 3.5 Sean µ una colección de subconjuntos de X, θ : 2X → 2X una

operación. Un subconjunto K ⊆ X se dice µ-fuertemente compacto respecto a θ, si

todo cubrimiento de K por miembros de µ, contiene una subcolección finita F tal

que {θ(F ) : F ∈ F} cubre a K.

Teorema 3.9 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X, µ′ ⊆ 2Y una colección

arbitraria y α : 2X → 2X , θ, ∂ : 2Y → 2Y operaciones tales que iX ≤ α y iY ≤ ∂.

Si f : X → Y es (α, iµ, θ, ∂, {∅})-continua y K ⊆ X es µ-fuertemente compacto

respecto a θµ, entonces f(K) es µ′-fuertemente compacto respecto a θ.
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Demostración: Sea V un cubrimiento de f(K) por subconjuntos de Y pertene-

cientes a µ′. Se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que V es tal que, para

cada V ∈ V , V ∩f(K) 6= ∅. Según esto, para cada k ∈ K, existe Vk ∈ V y f(k) ∈ Vk.

Siendo f (α, iµ, θ, ∂, {∅})-continua, se tiene que

α(f−1(∂Vk)) ⊆ iµ(f
−1(θVk)) ⊆ f−1(θVk).

Aśı, para cada k ∈ K, existe un conjunto Wk = iµ(f
−1(θVk)) que pertenece a µ tal

que

α(f−1(∂Vk)) ⊆ Wk ⊆ f−1(θVk).

Además, como f−1(Vk) ⊆ f−1(∂Vk) ⊆ α(f−1(∂Vk)) para cada k ∈ K, resulta que la

colección {Wk : k ∈ K} es un cubrimiento de K por miembros de µ. Luego, existe

k1, · · · , kn tal queK ⊆
⋃n

i=1
Wki . Por lo cual, f(K) ⊆

⋃n
i=1

f(Wki) y en consecuencia

f(K) ⊆
n
⋃

i=1

θ(Vk),

lo que nos dice que f(K) es µ′-fuertemente compacto respecto a θ.

Corolario 3.10 Sean µ una topoloǵıa generalizada sobre X tal que X ∈ µ, µ′ ⊆ 2Y

una colección arbitraria. Si f : X → Y es µµ′-continua y K ⊆ X es µ-fuertemente

compacto respecto a θµ, entonces f(K) es µ′-fuertemente compacto respecto θµ′.

Demostración: Como X ∈ µ y f es µµ′-continua, por Teorema 3.5, f es

(iX , iµ, θµ′ , iY , {∅})-continua. Dado que µ es una topoloǵıa generalizada y K es µ-

fuertemente compacto respecto a θµ, considerando α = iX , ∂ = iY , el Teorema 3.9,

nos permite concluir que f(K) es µ′-fuertemente compacto respecto θµ′ .

Observación 3.6 Del corolario anterior se obtienen [28, Proposición 4.2] y [28,

Teorema 4.3], como casos particulares. Además, se observa que [28, Proposición
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4.2], es válido sin necesidad de tener una topoloǵıa generalizada en el codominio.

Sigue también del corolario anterior [2, Teorema 5.2] y [30, Teoremas 4.11 y 4.12].
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Conclusiones

Como se notó en los caṕıtulos vistos, en este trabajo se realizó un estudio

detallado, principalmente, de algunas formas de continuidad y funciones abiertas.

Utilizando la noción de operador asociado y una variante generalizada de la noción

de conjunto γ-abierto dada por Császár, se estudiaron nociones de conjuntos que

generalizan muchas de las existentes en la topoloǵıa clásica, aśı como también no-

ciones de continuidad y funciones abiertas que enmarcan muchas de las situaciones

existentes en la literatura.

En el caṕıtulo 3, considerando las nociones de operaciones e ideal, y µ, µ′ co-

lecciones cualesquiera de subconjuntos de un conjunto X no vaćıo, se introdujeron y

estudiaron formas abstractas de continuidad y funciones abiertas, las cuales se pre-

sentaron en un marco conceptual que engloba todas las situaciones de los caṕıtulos

anteriores, y muchas otras existentes en la literatura que no se mencionan en este

trabajo.

Cabe destacar que en los resultados obtenidos, para definiciones particulares

de un operador, de una operación o de una colección µ de subconjuntos de un

conjunto X no vaćıo, se obtienen muchas de las nociones y conceptos topológicos de

la topoloǵıa clásica.
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[11] Császár, Á., Extremally disconnected generalized topologies, Annales Univ. Sci.

Budapest., 47 (2004), 91-96.
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