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RESUMEN

En el presente trabajo se estableci6 una metodologia para el analisis dindmico de vigas
curvas pretorsionadas. Este estudio se realiz6 basandose en el método de elementos finitos y
utilizando la teoria de la elasticidad tridimensional para representar el comportamiento de las
vigas. La simulacion del comportamiento dindmico de las vigas se realizd por medio de un
programa comercial que utiliza el método de los elementos finitos. La investigacion se dividio
en dos partes, en la primera, se compararon los modos de vibracion de vigas rectas
pretorsionadas con analisis numéricos realizados en investigaciones previas. En la segunda
parte se encontraron los modos de vibracion de vigas curvas pretorsionadas, analizindose
como variaban dichos modos de vibracion con respecto a los cambios del angulo de pretorsion
total, asi como del radio de curvatura de las vigas. De la aplicacion del andlisis modal se
encontraron los siguientes resultados: a) Las variaciones de la frecuencia natural respecto a
variaciones del angulo de pretorsion para los primeros modos de vibracion son menores a las
que se presentan en los modos de vibracion superiores; b) La influencia del radio de curvatura
en los modos de vibracion aumenta a medida que se disminuye la curvatura de la viga; c) Se

comprobd el fendmeno de acoplamiento entre distintos modos de vibracion.
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INTRODUCCION

La viga pretorsionada constituye un importante elemento estructural de ingenieria,
debido a su utilizaciéon en una amplia variedad de aplicaciones; asi por ejemplo estructuras
como hélices de helicopteros, ventiladores, turbinas y sub-sistemas de estructuras mas
complejas pueden ser modelados como vigas pretorsionadas. De igual manera vigas curvas
pretorsionadas son usadas de forma corriente en la construccion de puentes. Los ejemplos
anteriores permiten afirmar que el estudio de la respuesta dindmica de este componente
estructural bajo diversas condiciones, ayudaria a entender el comportamiento de ciertas

estructuras reales de mayor complejidad sometidas a condiciones similares.

Hasta hace algunos afios los estudios tedricos del comportamiento dindmico de vigas
pretorsionadas, no incluian algunos de los efectos estructurales de la pretorsion en la
formulacion de las ecuaciones, debido al aumento en la complejidad de los célculos que se
produce al considerar estos efectos. Gracias al desarrollo que las computadoras han
experimentado en los ultimos afios se ha posibilitado afrontar la resolucion de estos complejos
problemas matematicos por medio de métodos numéricos, donde una solucién analitica exacta
resultaria practicamente imposible. Dentro de estos métodos numéricos, uno de los mas
extendidos es el método de los elementos finitos, donde un problema con infinitos grados de
libertad, es reducido a un problema finito, en cual intervienen un nimero finito de variables
asociadas a ciertos puntos. Este método fue empleado en el presente trabajo como base para
encontrar las frecuencias naturales y modos de las vibraciones libres de vigas pretorsionadas

curvas.

El estudio del comportamiento dindmico, se efectu6 basandose en la teoria de
elasticidad tridimensional, debido a que el uso de estos modelos tridimensionales generan
soluciones mas exactas que las conseguidas por medio de los modelos unidimensionales

tradicionalmente empleados.
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En el primer capitulo de este trabajo se exponen los fundamentos tedricos mas
importantes en los que se basa el presente estudio. Igualmente se incluye una revision
bibliografica donde se presentan las conclusiones de las investigaciones mas relevantes

realizadas respecto al tema.

Una descripcion de la metodologia de trabajo empleada, asi como las caracteristicas mas
importantes de la implementacion de método de los elementos finitos, es presentada en el

capitulo dos.

El capitulo tres estd compuesto por el analisis de los resultados, conclusiones y
recomendaciones, a los que se llego, después del estudio de los datos aportados por el andlisis

modal.

La informacion recabada a partir de este trabajo constituiria una herramienta basica a la
hora de realizar el disefio por medio del analisis de las cargas dinamicas de estructuras que
contengan dentro de sus elementos vigas curvas pretorsionadas, con lo cual se minimizaria el
riesgo de que el sistema entre en resonancia, lo cual puede provocar graves dafos a la

estructura.
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CAPITULO |

MARCO TEORICO

1.1 antecedentes

Una de las primeras investigaciones referentes al tema del comportamiento dindmico de
vigas pretorsionadas fue la realizada por Troesch, Anliker y Ziegler (1954) quienes
desarrollaron un método matemdtico para hallar las frecuencias naturales y modos de
vibracion de vigas rectas pretorsionadas con seccion transversal muy delgada. Debido a los
tediosos célculos necesarios para encontrar las soluciones exactas, la investigacion se
restringié a soluciones aproximadas para valores del angulo de pretorsion muy pequefios o
muy grandes. Los autores presentaron resultados para los primeros dos modos de vibracion

lateral, los cuales se aproximaron a los resultados experimentales.

Procedimientos matematicos como el sefialado anteriormente estan limitados a
problemas muy especificos, sin embargo con el desarrollo de los métodos numéricos, se hizo
posible obtener soluciones para problemas mas complejos. Debido a esto, el resto de las
investigaciones citadas en el presente trabajo fueron realizadas tomando como base los

métodos numéricos.

Reissner y Washizu (1957) usaron la teoria de placas delgadas superficiales para hallar
las frecuencias naturales para vibraciones torsionales de vigas delgadas con seccion
transversal rectangular. Mas tarde Di Prima (1959) us6 un modelo unidimensional, para
investigar las vibraciones torsionales en vigas con caracteristicas iguales a las usadas en el
trabajo de Reissner y Washizu. Los resultados entre ambos trabajos fueron semejantes y las
pequenas diferencias encontradas fueron atribuidas al coeficiente de Poisson, el cual es

omitido en las teorias clasicas de vigas.
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Dawson y Carnegie (1969) usaron el método de transformacion, para investigar de
forma teodrica los modos de forma de vibraciones para vigas rectas pretorsionadas, con
diversas secciones transversales y angulos de pretorsion total entre 0° y 90°. La exactitud de
los resultados obtenidos fue comprobada mediante la comparaciéon con otros resultados
teodricos, asi como con modos de vibracion medidos experimentalmente. En esta investigacion
el acoplamiento entre los modos de vibracion, producido por la pretorsion fue claramente

mostrado.

MacBain (1975) usé el programa de andlisis por elementos finitos NASTRAN,
aplicando elementos tridimensionales, para calcular las frecuencias naturales de hélices
pretorsionadas que tenian una seccidn transversal de area rectangular y una baja proporcion
entre la longitud y el ancho de las hélices. Sus resultados estuvieron cercanos a los valores
experimentales. Chen y Dugundji (1980) compararon los resultados de sus modelos
unidimensionales con los resultados de MacBain, para una relacion entre la longitud y el
ancho de las hélices de 2,33. Los resultados de esta investigacion concordaron con los
obtenidos por MacBain, para los primeros dos modos de flexion, sin embargo se observaron

diferencias significativas para el primer modo de torsion.

Kingnsbury (1985) basdndose en un modelo unidimensional, derivo las ecuaciones de
movimiento de una viga con curvatura y pretorsion. También Tabarrok, Sinclair, Farrak y Yi
(1988) usaron un modelo estructural para derivar las ecuaciones de movimiento de vigas
curvas pretorsionadas. Las primeras dos frecuencias naturales para una viga recta
pretorsionada fueron calculadas, encontrdndose valores semejantes a los resultados
experimentales. En estas investigaciones muchos de los efectos estructurales de la pretorsion,

como por ejemplo el acoplamiento tension-torsion, no fueron incluidos.

Kosmatka y Friedmann (1989) usaron elementos finitos para estudiar las vibraciones de
turbo-hélices, modeldndolas como vigas curvas pretorsionadas. Las ecuaciones fueron
resueltas considerando un comportamiento del material isotropico y altos valores del angulo
de pretorsion. Los resultados para los modos de vibracién mas bajos se aproximaron bastante

a los valores experimentales.
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La influencia de la deformacion debida a esfuerzos cortantes y el alabeo en el andlisis
dindmico de vigas pretorsionadas fue investigado por Kosmatka e Ie (1991). Este estudio
demostr6 la importancia del alabeo y las deformaciones por esfuerzos cortantes en los analisis
de vibracion libre, particularmente para los modos de vibracion flexionantes de vigas cortas y

en los modos superiores de vigas largas.

Onidepe y Sterlacci (1999) investigaron la influencia de la pretorsion en el
comportamiento dindmico de vigas rectas. Este estudio se realiz6 basandose en la teoria de la
elasticidad tridimensional y el método de los elementos finitos, lo cual permitié6 encontrar
modos de vibracion superiores, ademds de poder incluir efectos estructurales tales como el

alabeo de la seccion transversal y el coeficiente de Poisson.

1.2 Vigas Pretorsionadas

En la figura 1.1 es mostrada una viga pretorsionada, por motivo de simplicidad se
considerara una viga recta. La coordenada z coincide con el eje longitudinal de la viga,
mientras X y Y son coordenadas asociadas a la seccion transversal. En el caso de las vigas
pretorsionadas, también es adecuado considerar un sistema de coordenadas, el cual rota con la
viga: & ny ¢ En este nuevo sistema, la coordenada ¢ coincide con el eje longitudinal de la
viga, mientras que & y 7 coinciden con las direcciones principales de cada seccion

transversal a través de la viga.
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Figura 1.1 Viga pretorsionada y sus sistemas de coordenadas.

El 4ngulo oL (figura 1.1) define la rotacion entre las coordenadas X, y y las
direcciones principales 7,&, donde o representa la razon del dngulo de pretorsion y L
representa la longitud total de la viga. Este sistema de coordenadas se puede relacionar al

sistema de coordenadas rectangular por medio de la siguiente ecuacion:

¢ cos(az) sin(az) O]|x
ne=|—-sin(az) cos(az) ONYy (Ec. 1.1)
4 0 0 1|z

El centro de la seccion transversal de la viga, donde se encuentra localizado el eje z,

coincide con el eje de rotacion (.

1.3 Método de los Elementos Finitos

El método de los elementos finitos es un método numérico para la resoluciéon de
sistemas de ecuaciones en derivadas parciales. Su desarrollo desde los afos cincuenta hasta el
presente ha sido constante y actualmente puede considerarse como el método de analisis

numérico mas extendido en la mayoria de los ambitos de la ingenieria.

Para resolver un problema diferencial sobre un dominio mediante el método de los
elementos finitos primeramente se debe establecer la formulacién variacional o débil del
problema, para después buscar una solucion aproximada mediante la discretizacion del
dominio en un numero finito de subdominios en los que se establece la aproximacion de la

funcion incognita.

Mediante la aplicacion de estos conceptos, el problema diferencial original se
transforma en un problema algebraico dando lugar a un sistema de ecuaciones, que seran
lineales o no dependiendo del problema inicial, cuyas incognitas son los valores de la funcién

en una serie de puntos de cada uno de los subdominios en los que se ha discretizado el
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dominio inicial, y que es facil de resolver por métodos numéricos. Los subdominios en los que

se divide el dominio del problema se denominan elementos, y los puntos que los delimitan, y

en los que se calcula el valor de la solucion, se denominan nodos.

Elemento

Figura 1.2 Particion del dominio del problema en elementos finitos

El procedimiento general que se sigue en todos los casos cuando se utiliza el

método de los elementos finitos consiste en los siguientes pasos:

1.

El problema continuo se discretiza dividiendo el dominio en un nimero arbitrario de
elementos finitos. Los elementos estdn determinados y conectados entre si a través de una
serie de nodos. Los desplazamientos de estos nodos son las incognitas fundamentales del
problema.

Las funciones de forma se eligen de manera que definan de un modo unico, el campo de
desplazamientos dentro de cada elemento, al interpolar los desplazamientos nodales del
mismo.

Las funciones de desplazamientos obtenidas interpolando los valores nodales mediante
las funciones de forma, definiran entonces de manera unica el estado de deformacion
dentro del elemento. Estas deformaciones calculadas a partir de los desplazamientos,
junto con las deformaciones iniciales que pudiese haber y los parametros de
comportamiento del material, definiran el estado de tensiones en todo el elemento y por
consiguiente, también en sus contornos.

Se determina entonces un sistema de fuerzas equivalentes en los nodos, tal que equilibre
las tensiones en el contorno y cualesquiera de las cargas distribuidas en su interior,

resultando asi una relacion entre fuerzas y desplazamientos.
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Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones resultante de la relacion anterior para
calcular los valores de la variable esencial en los nodos, a partir de los cuales se puede
obtener dicha variable en cualquier punto del dominio continuo, interpolando los
resultados obtenidos, asi como las variables secundarias del problema, derivadas de la

variable esencial.

1.3.1 Estructura de un programa de elementos finitos

Un programa de calculo por elementos finitos consta de tres modulos bien

diferenciados: el pre-procesador, el modulo de anélisis y el post-procesador.

1.3.1.1 Pre-procesador

En el pre-procesador se introducen los datos que definen los tipos de elementos que se

van a utilizar y la discretizacion (malla de elementos finitos) realizada para resolver el

problema. Estos datos son, esencialmente:

1.

La geometria del problema. Se debe definir por medio de puntos, curvas, superficies y
volumenes, la geometria del solido analizado.

El tipo y las caracteristicas geométricas de los elementos. El tipo de elemento vendra
dado por el modelo analitico utilizado para plantear el problema: elasticidad
tridimensional, deformacion o tension plana, barras, etc.

Las propiedades fisicas del material que definen las ecuaciones de comportamiento.

La malla de elementos finitos utilizada en la particion del dominio del problema, que debe
adaptarse a las caracteristicas de éste, intentando realizar mallas mas densas alli donde se
espere que la solucion varie mas rapidamente.

Las cargas a las que esta sometido el s6lido y las condiciones de apoyo que impiden su

movimiento como un so6lido rigido.
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1.3.1.2 Md6dulo de analisis

Una vez introducidos todos los datos, el modulo de andlisis resuelve el problema

mediante el siguiente proceso:

1.

2
3.
4

Ensamblaje de la matriz de rigidez K a partir de las matrices de rigidez elementales Ke.
Ensamblaje del vector de cargas F a partir de los vectores de cargas elementales F e.
Imposicion de las condiciones de apoyo.

Resolucion del sistema de ecuaciones resultante:

Ku=F (Ec. 1.2)

Célculo de tensiones y deformaciones en los elementos a partir del campo de

desplazamientos, el cual es obtenido interpolando las soluciones nodales.

1.3.1.3 Post-procesador

Por ultimo con ayuda del post-procesador se pueden visualizar los resultados del

problema. Es posible presentar los desplazamientos de los nodos, los mapas de tensiones y

deformaciones, la configuracion deformada del sélido, graficas de evolucion de cualquiera de

las variables analizadas, etc.

1.3.2 Teoria de elasticidad tridimensional

La notacion del desplazamiento en el sistema de coordenadas rectangular son, uy, uy, y

u,, y en el sistema de coordenadas rotado son, U, Vv, y W. En ambos sistemas los

desplazamientos pueden ser expresados como funciones de sus componentes como se describe

en las ecuaciones y respectivamente:

u, u,(x,y,z,t)
u, r=yU,(x,y,z1) (Ec. 1.3)
u, u,(x,y,z,t)
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u u(égaﬂaé/at)
Ve=4V(&, 4,1 (Ec. 1.4)
wj o (W(S,7.¢,1)

La relacion entre los desplazamientos en el sistema de coordenadas rectangular (X, Y, z),
y los desplazamientos en el sistema de coordenadas rotado (&, 1, €), viene dado por la matriz

de transformacion mostrada en la ecuacién 1.5:

u,(x,y,z,t) cos(ez) —sin(az) O ||u(&,n,d,1)
u,(x,y,z,t)p=|sin(ez) cos(az) 0 Vv(S,n,4,1) (Ec. 1.5)

u,(%,y,2,) 0 0 LjwW(&,n.¢.1)

Los tensores de deformacion para el sistema de coordenadas rectangular (€), asi como
para el sistema de coordenadas rotado (¢°) son definidos por las ecuaciones 1.6 y 1.7

respectivamente:

gZZ
{g} = (Ec. 1.6)

| b Ec. 1.7
£ . (Ec. 1.7)

Ve
_7/775_
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donde las deformaciones matematicas y las deformaciones de ingenieria estan

relacionadas por la ecuacion 1.8 para i # j:

(Ec. 1.8)

Onidepe (1995) derivo las expresiones matematicas para las deformaciones en términos

de las funciones de desplazamiento para los sistemas de coordenadas rectangular y fijos, las

cuales son representadas en notacion matricial por las ecuaciones 1.9 y 1.10 respectivamente:

}/XZ

59
nm
e
s
&

n

9
OX
0

donde el operador D(*) es dado por:

0

0
2
oy

0o 2

0z
o 9
oz oy

0o 2

0X
9
oX

(Ec.

1.9)
u
Vv
w

(Ec. 1.10)
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()= 22V

o oy

(Ec. 1.11)

El estado tensional de la viga puede representarse por medio de un tensor de esfuerzos,

el cual esta definido por la ecuacion 1.12 para el sistema de coordenadas rectangular (o), y por

la ecuacion 1.13 para el sistema de coordenadas rotado (c).

I.?

Figura 1.3 Representacion grafica de los esfuerzos para un sistema de coordenadas

rectangular

(Ec. 1.12)



21

)=| %% (Ec. 1.13)

Las ecuaciones de movimiento, en ausencia de fuerzas actuando sobre el cuerpo, para
los sistemas de coordenadas rectangular y rotado son dados por las ecuaciones 1.14 y 1.15

respectivamente:

L (Ec. 1.14)

Oo Jdo Jdo
& + én + &g

+aD(o)-ao,, = pl

dg on A
oo oo oo
6‘5 4’ _ .
0,’5'7 + 0”7;” +—=-+aD(o,,)-ac, = pi (Ec.
12 o o
Ju  Pw P +aD(o.)-ao,. = pi
d on X

1.15)
Los materiales isotrdpicos presentan propiedades independientes de la direccion, y
poseen solamente dos variables, las cuales usualmente son expresadas como el modulo de

Young y el coeficiente de Poisson. La relacion entre las deformaciones y los esfuerzos para

materiales isotropicos puede definirse por medio de una matriz de la siguiente forma:

c =De (Ec. 1.16)

La matriz D presenta la forma:
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1-v v v 0 0 0
1-2v 1-2v 1-2v
v 1-v v 0 0 0
1-2v 1-2v 1-2v
E v v 1-v 0 0 0
Dzl— 1-2v 1-2v 1-2v (Ec. 1.17)
+V 1
0 0 0 — 0 0
2
0 0 0 0 l 0
2
0 0 0 0 0 l
L 2 |

1.3.3 Curvaturay Pre-torsién

Love (1944) derivo las formulas para pequefias deformaciones de vigas que en su estado
libre de esfuerzo poseen curvatura y torsion. Estas formulas se encuentran representadas por
las ecuaciones 1.18 hasta la ecuacion 1.25. Para el calculo de estos componentes es necesario
definir un nuevo sistema de ejes Xo, Yo, Zo, cuyo origen se mueve a lo largo de la linea central
no deformada con velocidad unitaria, el eje z, se encuentra siempre a lo largo de la tangente a
esta linea, y los ejes X, y Y, ubicados a lo largo de los ejes principales de las secciones
transversales. Bajo estas condiciones se puede denotar como Y4m - f, al angulo formado entre
el eje de X, en cualquier punto con la normal principal de la linea sin deformacion en el punto
(marcada como n en la figura 1.4), y ko, Ko’ y T, como los componentes de curvatura y

pretorsion inicial. De esta forma se puede obtener la formula:

ko'/ ko = -tan f, (Ec. 1.18)

donde la curvatura 1/p, y la tortuosidad 1/%, de la linea central vienen dadas por las

formulas:

(1/po)’ =Ko + ko™ (Ec. 1.19)

1/2,=1,—df, / ds (Ec. 1.20)
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donde s denota el arco de la linea central medido desde cualquier punto escogido de esa

linea.

Cuando la viga estd ligeramente deformada, cualquier particula de la linea central
sometida a un pequefio desplazamiento tendrd componentes denotados como u, v, w. Dichos
componentes se encuentran referidos a los ejes de Xo, Yo, Zo, CON su origen en la posiciéon no
deformada de la particula. La viga recibird una nueva curvatura y torsion, definida por un
sistema de ejes moviles. El eje z en este nuevo sistema se encuentra a lo largo de la tangente
de la linea central deformada, en un punto P; de dicha linea, donde P; representa el
desplazamiento del punto P. En este sistema de ejes moviles, el plano X,y es el plano tangente
en P; de la superficie compuesta por un agregado de particulas, el cual en el estado libre de
esfuerzos se mantiene en el plano X,, Y, en el punto P. Denotando las componentes de
curvatura y torsion de la linea central deformada en P; como kj, ki’ y t;. Cuando el
desplazamiento U, v, W de cualquier punto de la linea central es conocido, la tangente de la
linea central deformada es conocida, y una cantidad serd suficiente para determinar la
orientacion de los ejes X, Y, Z en P; relativo a los ejes de X, Yo, Z, en P. Esta cantidad sera el

coseno del angulo entre el eje X en P; y el eje Y, en P, y sera denotado como .

Figura 1.4 Sistema de ejes moviles
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Finalmente para el calculo de las componentes de curvatura y pre-torsion se obtienen

las ecuaciones:

k] = k0+ﬂk0’ - d(|j\/|3 - TOL3 (EC 121)
S
) dL3
k] = k()’ + ﬂko - d - ’E()M3 (EC 122)
S
T = ’E()"‘ (jjﬂ + k0L3 + ko’M3 (EC 123)
S

donde L3 y M3 pueden ser obtenidos por medio de las ecuaciones:

L; = du/ds — vz + wko’ (Ec. 1.24)

M3 = dv/ds - wkyg + Uz (Ec. 1.25)

1.4 Vibracion de Vigas

Cuando un cuerpo solido se mantiene en estado deformado, y luego las fuerzas que
mantienen la deformacion cesan de actuar, generalmente se produce un movimiento interno

relativo, llamado vibracion libre.

El numero de coordenadas independientes que se requiere para describir el movimiento
de un sistema, se conoce como grados de libertad del sistema. Asi, una particula libre que
experimenta un movimiento general en el espacio, tiene tres grados de libertad, mientras que,
un cuerpo rigido tendré seis grados de libertad, tres componentes de posicion y tres dngulos
que definen su orientacion. Un cuerpo elastico requerird un numero infinito de coordenadas

(tres por cada punto) para describir su movimiento y, por lo tanto, tiene infinitos grados de
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libertad. Sin embargo, en muchos casos puede suponerse que partes de dichos cuerpos son
rigidos y el sistema puede ser considerado dinamicamente equivalente a uno con un nimero

finito de grados de libertad

Cuando se analizan las pequefias oscilaciones de sistemas dindmicos con un numero de
grados de libertad finito, se observa que el movimiento de un sistema que es ligeramente
sacado de su posicion de equilibrio estable puede ser descompuesto por un nimero de
pequefios movimientos periddicos, cada uno de los cuales puede ser ejecutado
independientemente de los otros. El nimero de estos tipos especiales de movimiento es igual
al numero de grados de libertad del sistema. Cada uno de estos tipos de movimiento se
caracteriza por las siguientes propiedades:

e El movimiento de cada particula del sistema es armoénico simple.

e Elperiodo y la fase del movimiento armdnico simple son iguales para todas las particulas.

e El desplazamiento en cualquier particula desde su posicion de equilibrio, produce una
relacion definida por el desplazamiento de cualquier particula escogida en cualquier

direccion especificada.

Estos modos especiales de movimiento son llamados modos principales o normales. El
movimiento producido por cualquier pequefia perturbacion puede ser representado como el

resultado de los movimientos superpuestos de los diferentes modos normales.

Las vibraciones de vigas delgadas cuando estas se encuentran en estado libre de
esfuerzos, caen en tres clases: longitudinal, torsional y lateral. Las vibraciones longitudinales
se caracterizan por la extension y contraccion periddica de los elementos de la linea central,
por lo que este tipo de vibraciones también es conocida como vibracion axial. Las vibraciones
torsionales son oscilaciones que provocan torceduras con respecto al eje geométrico de la
viga, causada por fuerzas de torque oscilatorias. Las vibraciones laterales son caracterizadas
por la flexion de porciones de la linea central, por lo que a veces es llamada vibracion

flexionante
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Para vigas cuya seccion transversal posee forma rectangular es posible dividir las
vibraciones flexionantes en 2 grupos, vibraciones por flexion fuerte y vibraciones por flexion
débil. La primera de estas se produce cuando la viga flecta en direccion paralela al lado mayor
de la seccion transversal de la viga. La vibracion flexionante débil ocurre cuando el
movimiento de la viga es paralelo al menor lado de la seccion transversal de la viga por lo que

presentard un menor rigidez que para el caso de la vibracion por flexion fuerte.

a) b)

Figura 1.5 a) Flexion respecto al eje débil de la viga.

b) Flexion respecto al eje fuerte de la viga.

1.4.1 Analisis modal

Este tipo de andlisis permite determinar las caracteristicas de vibracion (frecuencias y
modos de vibracién) de una estructura o un componente de maquina. También puede usarse
como punto de partida de un andlisis dindmico mas detallado, tal como un analisis de
respuesta armonica o un analisis espectral. La ecuacion de movimiento expresada en notacion

matricial para un sistema sin amortiguamiento y bajo vibracion libre es:

[M] {0} + [K]{u} = {0} (Ec. 1.26)

donde u es el vector de n incdgnitas nodales, [M] representa la matriz de masa y [K] es

la matriz de rigidez.
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Para un sistema lineal, las vibraciones libres seran harmonicas de la forma:
{u} = {¢}icos wi t (Ec. 1.27)

donde:

{¢}i = Autovector representando el modo de forma de la i-esima frecuencia natural.
; = i-esima frecuencia natural.

t = tiempo.

Asi la ecuacion (1.26) puede expresarse como:
(-o” [M]+[K]) {¢}i = {0} (Ec. 1.28)

Esta ecuacion es satisfecha si {¢}; = {0} o si el determinante de (- [M] + [K]) es
cero. La primera opcidn es la solucion trivial, por lo cual no es de interés, la segunda opcion
da la solucion:

(-0 [M]+[K])=0 (Ec. 1.29)

Este es un problema de autovalores el cual puede ser resuelto para n valores de @ y n
autovectores {¢};los cuales satisfacen la ecuacion (1.28) donde n es el numero de grados de
libertad. Para la extraccion del autovalor y el autovector existe una gran variedad de técnicas

que pueden ser empleadas.

Finalmente para obtener las frecuencias naturales se recurre a la siguiente ecuacion:

£=9 (Ec. 1.30)
27

donde f; representa la i-esima frecuencia natural.
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1.4.2 Refinamiento de la Malla

La mejora de la precision de una malla de elementos finitos puede conseguirse de dos
formas diferentes, aunque las dos conducen a un aumento del nimero de nodos de la malla y
por lo tanto a problemas con mayor nimero de grados de libertad. La primera solucion es
aumentar el nimero de elementos manteniendo su orden de aproximacion. A esta estrategia se
la suele denominar método-h, refiriéndose con h al tamano del lado del elemento, que se
reduce dando lugar a una discretizacion mas fina. La segunda opcidn consiste en mantener
constante el numero de elementos pero aumentar su orden de aproximacion, conocido como
método—p, debido a que se incrementa el orden de los polinomios de las funciones de forma de

los elementos.

Matoda H

Figura 1.6 Métodos de refinamiento de malla

Ambas estrategias se han aplicado en métodos de incremento de precision automaticos,
que a partir de estimadores locales del error, refinan la malla en aquellas zonas en las que el
error es mas elevado. Estos métodos se denominan de elementos finitos adaptables
(h—adaptables y p—adaptables). En la actualidad predominan los autores que se decantan por
refinar la malla aumentando el nimero de elementos antes que el orden de los mismos, puesto
que los elementos mas sencillos dan lugar a un comportamiento numérico mas estable, si bien

éste sigue siendo uno de los campos de investigacion de mayor interés en elementos finitos.
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CAPITULO 11

DESARROLLO DEL TRABAJO

En el marco de la investigacion planteada, se estudiaron los modos de vibracion de vigas
pretorsionadas curvas, con las siguientes propiedades: comportamiento isotropico, médulo de
elasticidad 2.6 x 10° N/m?% coeficiente de Poisson 0.25 y densidad 1 Kg por unidad de

longitud elevada al cubo.

Las vigas estuvieron sometidas a 3 condiciones de sujecion diferentes: libre en ambos
extremos, voladizo y empotrada en ambos extremos. Para simular las distintas condiciones
de sujecion se procedid a imponer restricciones de desplazamiento en los nodos de los

elementos localizados en los extremos de la viga.

Para cada extremo empotrado se impidid el movimiento de traslacion y rotacional en los

ejesX,yyz.

77

3 7
(@ 2w 7 @

Figura 2.1 Condiciones de borde estudiadas.

a) Libre. b) Voladizo. ¢) Empotrada en ambos extremos.

Para cada una de las condiciones de borde, se estudiaron vigas con secciones
transversales de forma rectangular con una relacion entre sus lados de 2x1 y 5x1. Para todos

los casos la longitud de las vigas se mantuvo constante en 20 unidades.

Los radios de curvatura considerados para el analisis dindmico fueron los siguientes:
radio de curvatura infinito (viga recta), 100, 20, 10 y 5 unidades. En la investigacion, las vigas

estudiadas tenian un angulo de pretorsion total comprendido entre 0° y 360°.
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La solucion numérica fue obtenida usando el software comercial ANSYS Mechanical
version 5.4, el cual es uno de los programas de analisis por elementos finitos mas usados en la

actualidad.
2.1 Discretizacién del modelo

Las vigas fueron discretizadas usando elementos solid95. La geometria, localizaciones
de los nodos y el sistema de coordenadas para este elemento son mostrados en la figura 2.2.
Este elemento es definido por 20 nodos, los cuales estan ubicados tanto en los vértices como
en el punto medio de cada uno de las aristas del elemento. Solid95 posee tres grados de
libertad por nodo: traslacion en las direcciones X, Yy, Z. El elemento podria tener cualquier
orientacion espacial. Solid95 puede tolerar formas irregulares sin perder mucha exactitud en
los calculos por lo que es muy adecuado para modelar limites curvos. Ademas de estas
caracteristicas s0lid95 también puede ser usado para representar otras propiedades como
plasticidad, grandes deflexiones y gran capacidad de deformacion.
Opcidn tetracdrica LR UNLE

¥ 4B

K,LS

MNOPUVWE
¥ B A
1 K

Q R
" Opcién piramidal

I K,L,8

1 Opcion prismatica

Figura 2.2 Elemento estructural solid95
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El mallado empleado fue del tipo libre, el cual se caracteriza por no estar restringido
en cuanto a la forma del elemento, ni con en el patron que sigue el mallado. Para la creacion
de la malla, se utilizo la herramienta SmartSize debido a que produce un mallado de mejor

calidad.

El nivel de refinamiento de la malla usando la herramienta SmartSize fue de 3. Este
nivel de refinamiento se establecié después de realizar varios andlisis modales a un mismo
modelo, hasta que la soluciéon obtenida usando el refinamiento de malla de un nivel dado,

fuera parecida a la obtenida usando el nivel inferior.

La resolucion de las ecuaciones se llevo a cabo mediante el método subspace. Este
método es usado para resolver problemas de modelos grandes, cuando se necesita hallar
menos de 40 modos de vibracion. Es recomendado cuando el modelo consiste de solidos con
geometrias simples o medianamente complejas y para elementos bidimensionales. EI método
funciona bien si la disponibilidad de la memoria es limitada. El método subspace usa la
técnica de iteracion sub-espacial, la cual aplica internamente el algoritmo de iteracion
generalizado de Jacobi. Es altamente preciso debido a que usa completamente las matrices de
rigidez y de masa, sin embargo, por esta misma razon el método subspace es mas lento que

otros métodos de resolucion.

2.2 Comparacion de resultados

Los resultados recavados para la viga pretorsionada recta fueron comparados con los
resultados obtenidos de una investigacion previa realizada por Onidepe y Sterlacci (1999). En
este trabajo fue usado un modelo discretizado en 16 elementos en la seccion transversal y
cuatro a lo largo de su eje longitudinal. Este modelo poseia elementos isoparamétricos de 20
nodos, con 3 grados de libertad por nodo, dando como resultado matrices de masa y rigidez de
60x60 por cada elemento. La forma de los elementos usados era hexaédrica, usdndose un
mallado con un patrén definido para la creacion de la red de elementos finitos. Las ecuaciones

de movimiento fueron formuladas usando el principio de Hamilton, la energia cinética total y
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la energia de deformacion total de la viga. El autovalor del problema fue resuelto usando un
programa de computacioén desarrollado durante la investigacion, que utilizaba un método de

descomposicion [L]{U}.

Y
3 20 I
N | 145
Tm 14
4 . 17 8
S E—— A — X
y 2 149 b
12{ /@f 16 b
s 9 13
1 18 5
z

Figura 2.3 Elemento isoparamétrico de 20 nodos.

2.3 Analisis modal

Para cada uno de los modelos estudiados, fueron halladas sus 8 frecuencias naturales
mas bajas. Debido al fendémeno del acoplamiento, en ocasiones, el orden de los modos de
vibracion se altera, por lo que se utiliz6 como criterio de seleccion, el hallar los 8 primeros

modos de vibracion de las vigas sin pretorsion, para cada uno de los casos estudiados.

Caso especial se presentd con las vigas con ambos extremos libres, debido a que sus
primeros 6 modos de vibracion corresponden al modo de cuerpo rigido, por lo que la
frecuencia natural de estos primeros 6 modos es 0 Hz, y carecen de interés para la

investigacion. Para este caso se seleccionaron los modo de vibracion desde el 7 hasta el 14.
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La secuencia de pasos seguida para la construccion y analisis de un modelo de viga
es mostrada a continuacion. En esta secuencia primeramente se explica cada uno de los pasos
realizados, mientras que en letras cursivas se sefiala la ubicacion de los ments y ventanas de

didlogo usados, segin el método GUI (graphical user interface).

2.3.1 Preprocesamiento

1. Se selecciond solid95 como elemento estructural de la red de elementos finitos.

Preprocessor > Element Type > Add/Edit/Delet > Add

+ Library of Element Types B

Structural Mass
Link
Beam
Fipe

Shell
Hyperelastic
Uisco So0lid

Contact

Figura 2.4 Ventana de seleccion de los elementos disponibles para realizar el mallado.

2. Se introdujeron las propiedades del material del que esta compuesto la viga.

Preprocessor > Material Props > Constant > [sotropic
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i Isotropic Material Properties H

Figura 2.5 Ventana de seleccion de propiedades para materiales isotropicos.
3. Se introdujeron las coordenadas de cada uno de los vértices que formaran 5 secciones
transversales de area de la viga. Estas secciones transversales quedardn ubicadas
equidistantes entre si con respecto al eje longitudinal de la viga.

Main menu > Preprocessor > Modeling > Create > Keypoints > In Active CS
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Figura 2.6 Vértices de las secciones transversales de area de la viga

4. Se crearon 5 areas cuyos vértices estdn definidos por los puntos creados en el paso
anterior.
Main menu > Preprocessor > Modeling > Create > Areas > Arbitrary >Throug
KPs
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1 brea

9 a3
3
3

Figura 2.7 Secciones transversales que forman parte de la estructura de la viga.

5. Se cambid el sistema de coordenadas activo por un sistema de coordenadas llamado plano
de trabajo (Working Plane).
Main menu > Utility Menu > WorkPlane > Change Active CS to > Working Plane

6. Se cambio el sistema de coordenadas de cartesiano a polar.

Main menu > Utility Menu > WorkPlane > WP Settings
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7. El eje y del plano de trabajo se desplazé hasta que coincida con una linea imaginaria
normal al &rea 2 y que pasa por el centro geométrico de dicha area.

Main menu > Utility Menu > WorkPlane > Offset WP by Increments ...

8. El area 2 se rot6 con respecto al eje y del plano de trabajo. El angulo de rotacion fue igual
a la cuarta parte del angulo de pretorsion total de la viga.

Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Move/Modify > Areas

9. Se repitieron los pasos 7 y 8 para las secciones transversales 3,4 y 5, con la diferencia que
el angulo de rotacion para cada una de las areas fue aumentado de forma constante, de
manera que la rotacion del area 5 fuera igual al angulo de pretorsion total de la viga.

Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Move/Modify > Areas

Aread

Figura 2.8 Secciones transversales de la viga rotadas.
10. Se cambio el sistema de coordenadas de polar a cartesiano.

Main menu > Utility Menu > WorkPlane > WP Settings
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11. Las secciones transversales 2,3 y 4 fueron movidas hasta su posicion correspondiente,
segun el radio de curvatura de la viga.

Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Move/Modify > Areas

breald

fea 3

2 firead

Areah

Figura 2.7 Secciones transversales colocadas en posicion de acuerdo al radio de

curvatura de la viga

12. Los vértices de cada una de las areas transversales fueron unidos por medio de lineas
curvas, de forma que se obtuvieran los vértices de la viga pretorsionada.

Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Create > Lines > Splines > Spline thru KPs
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Figura 2.8 Construccion del modelo de viga pretorsionada.

13. Las areas intermedias 2, 3 y 4 fueron borradas con todos sus componentes, para evitar que
estas interfieran durante el mallado del modelo.

Main menu > Preprocessor > - Modeling- > Delete > Areas and Below



Figura 2.9 Estructura del modelo de viga curva pretorsionada.

14. Se crearon las areas, que conformaran los lados de la viga.

Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Create > Areas > Arbitrary > By Lines

40
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Figura 2.10 Modelo de viga curva pretorsionada.

15. Se defini6 el volumen interno de la viga, el cual esta limitado por las areas creadas en el
paso anterior.
Main menu > Preprocessor > -Modeling- > Create > Areas > Arbitrary > By Areas >

Pick All



16. Se aplico la malla de elementos finitos al modelo.

Main menu > Preprocessor > MeshTool

Figura 2.11 Mallado aplicado a la viga

42
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2.3.2 Solucion

17. Se selecciond el analisis modal, como el tipo de analisis que se realizara.

Main Menu > Solution > Analysis Type > New Analysis > Modal

18. Se selecciond el método de resolucion de las ecuaciones, asi como el nimero de modos
de vibracion a calcular.

Main Menu > Solution > Analysis Type > Analysis Options

+ Modal Analysis 1]

Figura 2.12 Primera ventana de seleccion de opciones para analisis modal.
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19. Se aplicaron restricciones de movimiento en los nodos de los extremos de la viga en las
que se simulara el empotramiento.

Main Menu > Solution > Loads > Apply > Structural > Displacement > On Nodes

Figura 2.12 Representacion de la viga con restriccion de movimiento en uno de sus

extremos.

20. Se ejecuto la solucion numérica.

Main Menu > Solution > Solve > Current LS



2.3.3 Postprocesamiento

21. Se obtuvieron las frecuencias para cada uno de los modos.

Main Menu > General Postproc > Results Summary

-ﬂ'SET Command E3
File
*x¥x% JHDEX OF DATA SETS OH RESULTS FILE  *%xxx
SET TIME/FREQ LOoAD STEP SUBSTEP CUHULATIVE
1 24249 1 1 1
2 4_.3%96 1 2 2
3 9B_437 1 23 3
4 14179 1 L L}
L 324.98 1 g g
6 A452_83 1 i] 6 —
¥ 62274 1 ¥ 7
g 782_8% 1 g 8

Figura 2.13 Ventana de resultados

22. Se selecciond el modo de vibracion que se desea observar.

Main Menu > General Postproc > Read Results > By Load Step
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23. Se ejecutd la animacion del modo de vibracion seleccionado, con el fin de identificar

dicho modo.

Utility Menu > PlotCtrls > Animate > Mode Shape

r—X
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CAPITULO IlI

ANALISIS DE RESULTADOS

El conjunto de graficas del apéndice B, muestran que independientemente del tipo de
sujecion de la viga, los primeros modos de vibracion presentan pequeias variaciones de la
frecuencia natural con respecto al angulo de pretorsion, a diferencia de los modos de vibracion
superiores, los cuales presentan cambios mas abruptos de la frecuencia natural, a medida que
varia el angulo de pretorsion total de la viga. Asimismo es de notar que la forma de las
gréficas correspondientes a valores altos del radio de curvatura, son parecidas entre si, lo que
indica, que los modos de vibracion varian poco con respecto a los cambios en el radio de
curvatura de las vigas. La reduccion del radio de curvatura provoca que gradualmente las
graficas pierdan su semejanza entre si, hasta que las graficas correspondientes a valores de
radio de curvatura de 10 y 5 unidades no tienen semejanza con ninguna otra de las graficas, y
por consiguiente, presentan grandes variaciones de los modos de vibracion para un pequeio
cambio del radio de curvatura. Es de resaltar que los comportamientos de los modos de
vibracion sefialados anteriormente se presentan tanto para las vigas con seccion transversal de

2x1 unidades como las de 5x1 unidades y es independiente del tipo de sujecion de la viga.

Al comparar las graficas del apéndice C con las gréaficas correspondientes a las vigas
rectas pretorsionadas del apéndice B, se observaron diferencias en los valores de frecuencia
natural entre los resultados obtenidos por Onidepe y Sterlacci (1999) y los recavados en la
presente investigacion. Estas discrepancias son pequefias para los primeros modos de
vibracidn, pero se vuelven significativas para los modos de vibracion superiores. Aunque las
metodologias empleadas fueron distintas, la causa de estas diferencias podria estar en el
mallado empleado, debido a que en la presente investigacion se empled una red constituida
por una mayor cantidad de elementos que la utilizada por Onidepe y Sterlacci. Si bien el
utilizar una malla con una gran cantidad de elementos no garantiza la exactitud de los

resultados, si ayuda a obtener soluciones mas aproximadas a la realidad.
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En las graficas del apéndice D se puede notar que las vigas con una seccion
transversal de 2x1 unidades, al disminuir su radio de curvatura desde un valor infinito hasta
100 unidades de longitud no mostraban un efecto significativo en el primer modo de flexion
débil, debido a que se producian variaciones de la frecuencia natural muy pequenas, las cuales
en la mayoria de los casos eran inferiores a 1 Hz. Al disminuir mas el radio de curvatura desde
100 unidades de longitud hasta las 20 unidades se provoco un aumento de la frecuencia
natural. La magnitud de este aumento fue muy superior a la observada para la disminucion del
radio de curvatura desde un valor infinito hasta las 100 unidades de longitud, alcanzando un

maximo de 64,1 Hz para la viga fija en ambos extremos con 360 grados de pretorsion.

Para el caso de la viga libre, la disminucion del radio de curvatura desde 20 unidades
hasta las 10 unidades provocé una disminucién de la frecuencia natural, que en la mayoria de
los casos fue de una magnitud similar al aumento registrado por la disminuciéon de 100 a 20
unidades de longitud. La disminucién del radio de curvatura desde 10 a 5 unidades provocod

una disminucion de la frecuencia natural del primer modo de flexion débil.

Las graficas D.5 hasta la D.8 muestran que para las vigas en voladizo, la frecuencia
natural aumenta a medida que se disminuye el radio de curvatura de la viga. La magnitud de
este incremento fue muy pequefia, registrandose los valores mas altos al disminuir el radio de

curvatura de 10 a 5 unidades.

Las vigas de seccion transversal 5x1 unidades, presentan una diferencia muy pequeia
entre las frecuencias naturales de las vigas con un radio de curvatura de un valor infinito y
aquellas con un radio de curvatura de 100 unidades. Una disminucion del radio de curvatura
hasta 20 unidades provoco en la mayoria de los casos un ligero aumento de la frecuencia
natural. Solamente para el caso de vigas fijas en ambos extremos con un angulo de pretorsion

de 0° y 360° se obtuvieron incrementos importantes de 90,3 Hz y 75,4 Hz respectivamente.

Las vigas con sujecion libre, muestran un decrecimiento de la frecuencia natural para el

primer modo de flexidon débil, cuando el radio de curvatura es disminuido de 20 a 5 unidades.
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Tan solo la figura D.14 correspondiente a una viga con un angulo de pretorsion de 120°

muestra un pequeio aumento de la frecuencia natural.

Al observar las graficas de la figura 3.1 correspondientes a vigas con sujecion en
voladizo, se puede observar que al reducir el radio de curvatura de 20 a 5 unidades se ocasiona
un aumento de la frecuencia natural, muy superior en magnitud que el registrado al reducir el
radio de curvatura desde la viga recta hasta 20 unidades. Este resultado indica que se produce
un aumento importante de la rigidez de la viga cuando el radio de curvatura es inferior a 20

unidades.

o
1

N 35

% 30 -+

o 2 —— 0 Grados
E 20 A —+— 120 Grados
L Lo —i— 240 Grados
§ 10 - —— 360 Grados
o

C

o

1 10 100 Infinito
Radio de Curvatura

Figura 3.1: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para el primer modo de
flexion débil, para viga con seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo con

diversos angulos de pretorsion.

Las figuras D.21 hasta la D.24 muestran vigas fijas en ambos extremos y seccion
transversal de 5x1 unidades, la disminucidon del radio de curvatura desde 20 a 5 unidades
provoca primeramente un aumento de la frecuencia natural, para posteriormente caer,
formando una forma caracteristica de cresta en la curva que describe el comportamiento del
primer modo de flexion débil. Tan solo la viga con un angulo de pretorsion de 240° presenta

una fuerte caida de la frecuencia natural al disminuir el radio de curvatura de 20 a 5 unidades.
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El conjunto de graficas del apéndice D, confirman las observaciones realizadas
anteriormente respecto a las graficas del apéndice B, segun las cuales se presentan pequeiias
variaciones de los modos de vibracién cuando el radio de curvatura fluctua entre valores altos
de dicho radio, pero esta variacion se hace significativa cuando la fluctuacion ocurre entre

valores pequefios del radio de curvatura.

En la figura E.1 se puede observar el acoplamiento entre el tercer modo de vibracion
por flexion débil y el tercer modo de vibracion por flexion fuerte. La importancia de este
resultado viene dada debido a las dificultades encontradas en investigaciones anteriores en
capturar de manera correcta este fendémeno, tal como se sefala en la seccion de antecedentes

de la presente investigacion.



CAPITULO IV

CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES

1.La metodologia empleada permiti6é determinar las variaciones de los primeros modos de
vibracion producidas tanto por el angulo de pretorsiéon como por el radio de curvatura
de las vigas estudiadas, cumpliendo con el andlisis del comportamiento dindmico

propuesto en el trabajo.

2.Las variaciones de la frecuencia natural respecto a variaciones del angulo de pretorsion
para los primeros modos de vibracion son menores a las que se presentan en los modos

de vibracion superiores.

3.Las variaciones de los modos de vibracion respecto a variaciones del radio de curvatura
es pequefia cuando se mantienen valores altos de dicho radio, pero esta variacion se

hace significativa cuando se alcanzan valores pequefios del radio de curvatura.

4.Las variaciones de los modos de vibracion respecto a cambios del d&ngulo de pretorsion y
del radio de curvatura es independiente tanto de la seccion transversal como del tipo de

sujecion al que se encuentre sometida la viga.
5.Se encontraron diferencias entre los resultados presentados por la investigacion de
Onidepe y Sterlacci y este trabajo, especialmente en los modos de vibracion

superiores.

6.Se comprobo el fendémeno de acoplamiento entre distintos modos de vibracion.
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7.Se recomienda aplicar una metodologia paralela para verificar las causas de las
diferencias entre los resultados de Onidepe y Sterlacci y los obtenidos en la presente

investigacion.
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APENDICE A
Tablas de Resultados del Analisis Modal
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Tabla A.1 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 2x1

unidades y sujecion libre.

Modos
de 0° 40 ° 80° 120° 160 ° 200° 240° 280
Vibracion

FD1 130,0 130,3 131,3 132,9 135,1 137,9 141,0 144,
FF1 253,4 247,6 2345 219,8 205,9 193,7 183,2 174,
FD2 353,6 362,3 386,4 418,1 454,2 490,9 522,5 540,
T1 618,3 603,5 604,2 604,7 605,6 606,7 607,5 607,
FF2 661,1 615,9 568,9 526,0 488,5 456,1 428,7 406,
FD3 680,7 726,8 787,5 849,1 909,9 962,6 994,5 992,
FF3 1099,1 1055,4 996,1 934,5 879,9 834,6 802,9 792,
T2 1210,2 1209,0 1209,8 1211,0 1213,8 1217,5 1222,5 1229
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Modos

de 0° 40° 80° 120° 160 ° 200 ° 240° 280 °
Vibracion

FD1 20,6 20,7 20,9 21,3 21,7 22,1 22,4 22,6
FF1 41,0 40,2 38,4 36,1 33,9 32,0 30,5 29,4
FD2 128,1 130,8 138,6 1494 158,6 157,4 150,1 143,9
FF2 246,2 236,7 217,6 199,0 186,1 185,7 189,9 191,0
T1 316,2 304,7 304,8 305,2 305,5 306,0 306,4 306,8
FD3 353,5 366,2 398,2 434,2 450,7 513,4 522,6 517,3
FF3 649,7 602,8 551,8 509,6 494,0 433,2 418,8 414,2
El 638,5 638,3 637,8 637,2 636,3 635,1 633,3 632,0

Tabla A.2 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 2x1

unidades y sujecion libre.
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Tabla A.3 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 2x1

unidades y sujecion libre.

0° 40 ° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320
130,3 136,7 154,5 173,4 168,8 164,8 170,4 171,2 154
2479 233,5 207,4 183,8 188,6 193,6 185,8 182,3 192
352,9 370,2 412,1 451,6 455,1 439,6 437,6 444,6 466
637,5 589,1 5354 487,8 485,5 502,8 498,2 483,0 446
638,2 616,2 618,1 616,9 617,3 617,9 618,7 620,2 621
676,6 722,9 792,9 848,9 857,1 839,0 842,5 863,9 860
1088,4 1028,6 965,1 900,5 895,3 918,4 910,7 888,0 880
1278,6 1234.,8 1239,5 1236,4 1236,2 1235,8 1233,7 1229,7 122(

Tabla A.4 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion
transversal 2x1 unidades y sujecion libre.

0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 3
130,0 130,1 130,5 135,2 138,4 141,2 141,1 144,1 1.
253,6 252,3 238,2 220,4 205,3 192,9 183,1 174,2 1
353,2 361,4 388,3 416,2 451,3 486,7 522,3 540,9 5
613,1 588,7 604,0 608,4 608,2 608,6 606,7 607,9 6(
661,1 629,0 563,2 522,9 486,2 453,4 428,1 405,9 3
679,0 726,8 788,6 847.,4 907,8 9594 993,9 992,7 9
1.209,1 1.052,4 991,5 930,3 875,5 828,9 801,2 791,6 8(
1.227,9 1.206,8 1.204,4 1.208,0 1.212,2 1.211,5 1.218,8 1.226,8 1.2
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Tabla A.5 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion

transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.

odos
0° 40° 80° 120° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320°
16n
-D1 20,6 20,7 20,9 211 21,4 21,8 224 22,6 22,6
-F1 41,0 40,0 38,1 35,8 33,6 31,7 30,5 29,4 28,4
-D2 127,9 129,7 137,1 1479 157,1 155,6 149,9 143,9 139,7
-F2 246,0 231,0 213,8 196,7 183,8 183,5 190,3 190,9 185,8
T1 309,1 310,7 305,2 305,4 304,7 304,7 305,5 306,6 306,8
-D3 352,5 366,0 402,3 432,8 4479 510,6 523,1 517,3 502,7
-F3 638,3 601,2 544.6 507,6 492,0 429,4 418,4 413,9 413,2
El 649,0 639,8 647,2 638,8 637,7 636,3 633,5 632,1 630,1
Tabla A.6 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion
transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240° 280 ° 320
130,1 149,7 168,4 174,0 179,2 175,7 170,5 170,8 154
2475 233,2 206,3 192,6 188,6 192,9 185,9 182,0 192
351,6 368,4 405,4 449,9 452,0 435,6 437,9 4440 466
636,7 587,1 536,2 485,3 483,6 500,2 498,2 482,5 447
623,8 620,8 624,6 617,5 615,8 614,8 616,6 618,5 619
673,2 721,0 784,1 847,1 853,6 8334 843,3 863,2 860
1081,7 1025,2 955,6 897,1 892.,6 914,3 910,9 887.,8 881
1251,6 1238,6 1239,0 1236,1 1234,0 1231,1 1231,1 1229,1 122(
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Tabla A.7 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal

2x1 unidades y sujecion libre.

0° 40° 80° 120° 160 ° 200° 240° 280° 320
137,7 139,8 146,0 155,3 165,8 149,9 163,8 158,6 156
311,9 296,3 269,4 2415 218.,8 210,5 204,8 206,0 203
373,0 386,1 411,6 441,2 472,4 532,3 536,5 560,0 568
590,9 592,7 650,5 643,1 646,0 632,4 658,1 659,4 648
746,2 679,9 581,9 551,3 513,9 494.6 449,2 424.4 404
1215,1 1110,6 1047,2 983,5 925,4 902,7 843.,8 833,6 849
715,0 781,2 838,4 901,6 965,5 1040,1 1051,5 1048,2 101z
1152,1 1235,8 1254,4 1260,9 1258,9 1269,0 1269,7 1282,2 129(
Tabla A.8 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal
2x1 unidades y sujecion en voladizo.
odos
0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200° 240° 280 ° 320°
i6n
-D1 21,8 22,1 22,6 22,9 23,0 24,0 23,8 24,2 24,2
-F1 42,9 42,2 40,8 38,3 35,8 34,9 32,5 31,3 30,2
-D2 131,7 133,9 141,5 153,6 164,7 171,0 154,3 147,3 142,4
-F2 228,1 225,6 215,2 2019 190,6 201,7 195,1 193,4 186,8
T1 367,4 345,9 333,1 325,5 327,2 319,2 331,2 335,5 336,0
-D3 368,1 392,0 425,9 460,4 472,3 556,1 550,1 542,3 526,6
-F3 674,2 636,5 582,2 538,0 520,6 469,5 439,2 435,1 435,6
El 682,7 674,3 680,0 683,8 684,3 662,7 679,8 677,8 676,9
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Tabla A.9 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal

2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.

0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200° 240° 280 ° 320
220,6 207,5 187,2 185,4 198,8 179,0 191,9 186,3 194
257,1 260,7 262,9 260,2 248,0 210,2 249,9 249,9 241
366,8 386,6 430,2 476,5 473,6 476,1 457,7 465,8 470
665,8 619,4 560,9 510,4 514,3 544,1 525,3 507,0 485
666,4 655,3 651,8 647,8 643,1 645,0 646,0 650,8 653
710,0 764,4 833,3 897,2 903,2 906,1 890,7 912,3 905
1134,9 1080,3 1014,5 953,0 947,1 989,6 963,0 939,2 932
1296,7 1287,9 1285,0 1288,1 1284.,6 1290,1 1279,7 1280,6 127(

Tabla A.10 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion
transversal 2x1 unidades y sujecion libre.

0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200 ° 240° 280 ° 320
118,1 123,2 139,0 163,5 179,4 168,4 149,4 136,8 133
453,6 460,4 481,2 491,0 475,8 449.,4 419,9 395,5 384
345,4 339,6 329,4 322,8 325,0 326,2 327,5 326,5 324
584,7 566,9 519,0 4420 389,7 403,2 452,8 499,6 509
1103,9 1030,6 964,0 907,6 857,7 810,4 771,4 758,7 752
671,8 671,7 669,5 681,4 709,4 731,4 737,8 711,6 686
850,0 844,2 850,5 878,8 927,6 981,5 10114 993,4 952
1104,7 1172,3 1242,2 1295,5 1296,9 1280,8 1263,9 1272,5 129/
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Tabla A.11 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion

transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.

odos
0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320°
i6n
D1 23,2 23,6 24,2 24,5 24,5 24,7 25,0 25,9 25,7
-F1 35,4 37,0 41,4 40,1 34,4 32,1 31,6 31,9 31,8
-D2 96,0 97,0 98,4 109,3 128,8 122,7 1144 100,0 95,0
-F2 151,5 146,6 141,8 141,4 137,0 142,3 139,3 134,9 129,4
T1 324,1 323,6 3249 332,7 355,1 360,5 355,4 365,3 368,2
-D3 481,4 471,0 452,0 428,5 406,6 387,4 379,5 470,4 438,4
-F3 666,4 648,9 622,7 599,5 576,5 5944 619,7 480,4 505,8
El 735,7 749,8 782,9 824,1 827,4 801,7 793,6 758,4 760,9
Tabla A.12 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion
transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240° 280 ° 320
2129 193,8 164,9 164,7 183,9 188,3 171,9 157,4 165
317,4 333,6 371,9 419,6 394.8 378,4 385,5 403,1 406
591,2 550,6 491,9 438,7 470,5 488,7 472,6 440,7 425
622,6 646,0 672,9 684,4 685,0 679,5 672,2 673,0 681
729,4 748,6 787,6 845,9 849.,8 836,9 884,5 876,3 847
963,6 932,0 872,4 805,9 786,1 789,1 770,4 750,1 727
1075,7 1033,0 970,6 905,7 891,5 916,3 921,6 960,2 983
1136,6 1180,5 1252,3 1307,8 1297,4 1276,9 1265,8 1259,2 1244
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Tabla A.13 para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 2x1

unidades y sujecion libre.

0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240° 280 ° 320
102,1 106,8 121,7 145,0 159,8 150,6 131,9 118,5 112
2512 2341 2211 2175 229,1 2325 225,3 218,9 211
277,9 306,0 356,0 394,1 432,2 437,1 482,0 530,4 544
1003,9 1054,6 1012,3 742,5 756,8 813,1 806,5 798,6 796
588,7 660,2 720,0 742,5 756,8 813,1 806,5 798,6 796
993,6 932,6 902,6 835,8 788,7 712,5 672,2 663,5 714
608,7 547.,9 519,3 488,9 379,3 349,9 3514 353,7 356
1305,1 12729 1282,1 1279,0 1362,3 1351,7 1424,8 1411,3 1254
Tabla A.14 Resultados para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal
2x1 unidades y sujecion en voladizo.
odos
0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320°
i6n
-D1 28,4 30,0 31,1 30,6 30,6 29,6 30,5 31,0 30,6
-F1 33,9 35,5 45,4 37,1 37,1 32,5 31,5 34,3 35,7
-D2 72,3 75,3 76,5 98,6 98,6 91,2 83,2 75,8 67,3
-F2 1145 1111 106,8 106,8 106,7 112,0 107,9 98,1 90,0
-D3 2315 2334 2347 273,4 273,5 275,1 257,5 246,3 257,4
-F3 340,8 332,9 327,5 299,8 299,5 3149 340,6 327,7 299,1
-D4 539,7 539,3 539,7 577,5 577,4 568,6 558,2 575,6 600,7
T1 742,9 735,4 740,6 688,9 688,7 658,8 641,8 653,1 691,0
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Tabla A.15 Resultados para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal

2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.

0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200° 240 ° 280 °
179,48 160,20 134,81 155,62 155,64 156,79 139,95 127,20
201,66 221,39 256,24 243,61 243,32 232,50 244,72 238,50
455,88 419,99 367,20 382,67 382,64 387,63 359,80 341,20
479,29 512,66 574,23 607,76 607,47 590,45 580,36 583,60
896,33 831,78 755,44 722,33 722,24 730,15 718,17 702,10

900,71 955,09 1030,18 1078,82 1078,83 1044,80 1059,61 1040,90 ]

1305,20 1304,91 1251,31 1151,30 1150,97 1175,53 1132,89 1140,70 ]

1472,26 1430,23 1327,10 1185,52 1185,60 1221,87 1256,73 1263,10 ]

Tabla A.16 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1
unidades y sujecion libre.

0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320

130,2 129,8 128,7 127,5 126,5 126,1 126,7 128,1 130

355,5 339,5 307,1 273,0 2421 215,7 193,7 175,7 161

303,4 303,2 313,4 328,6 347,1 366,8 386,8 405,6 423

686,0 668,2 631,4 5777 524,0 472,2 425,4 384,5 350

622,6 620,9 636,8 661,0 689,8 720,7 751,9 781,4 809

551,7 575,4 628,6 701,4 769,9 783,3 726,7 659,2 595

972,6 966,2 981,2 1005,7 1034,8 1066,7 1099,6 1130,6 115(

1297,4 1285,8 1263,3 1252,2 1237,2 1219,0 1198,7 1177,5 116¢
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Tabla A.17 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1

unidades y sujecion en voladizo.

odos
0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320°
i6n
-D1 20,8 20,8 20,9 211 21,3 21,6 21,7 215 211
-F1 98,8 83,3 65,8 53,5 45,0 39,2 35,2 32,4 30,3
-D3 356,3 328,9 286,8 266,0 281,9 289,8 274,0 245,6 215,9
T1 159,1 159,0 164,0 171,4 180,2 189,6 196,8 206,8 213,7
-D2 128,9 151,8 187,4 207,9 1911 168,3 149,7 136,2 127,5
T2 487,4 486,3 498,9 518,1 540,8 564,9 587,8 611,7 629,9
-F2 503,9 539,3 579,9 548,2 509,3 4927 496,7 489,2 455,0
El 639,2 638,0 634,7 629,3 621,9 613,0 603,4 589,2 577,1
Tabla A.18 Resultados para viga con radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1
unidades y sujecion fija en ambos extremos.
0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320
131,7 167,2 235,8 223,0 211.,9 230,8 236,2 195,1 159
356,9 318,2 262,3 291,6 304,6 277,5 263,1 283,3 275
340,3 339,5 347,8 360,6 375,2 390,5 404,8 416,7 425
491,9 540,1 622,3 685,0 692,7 657,3 611,9 597,4 570
685,2 658,8 609,0 569,4 565,0 590,3 617,2 606,3 604
706,4 702,3 714,8 741,3 758,9 784,2 808,7 829,3 844
1084,7 1080,2 1040,7 1016,1 1034,4 1084,6 1125,7 1132,7 115]
1104,5 1105,0 1115,2 1132,9 1153,0 1178,3 1195,0 1209,6 1221




67

Tabla A.19 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion

transversal 5x1 unidades y sujecion libre.

0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200° 240° 280° 320
130,3 129,3 128,7 127.8 127,0 126,6 126,6 128,1 130
302,3 302,8 316,8 329,1 347,1 366,4 386,7 406,0 423
684,3 667,9 613,5 574,9 521,5 469,9 425,2 384,1 350
355,0 339,2 303,5 271,8 2411 2146 193,6 175,6 161
619,5 629,5 654,2 659,3 688,9 718,8 726,2 781,4 809
552,0 567,7 628,5 702,7 767,8 779,8 7517 658,5 593
966,7 963,9 977,9 1010,8 1034,4 1065,4 1099,4 1130,5 1151
1105,9 1086,1 1044,6 973,3 917,7 915,7 991,2 1081,6 116¢
Tabla A.20 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion
transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
odos
0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200° 240° 280° 320°
i6n
-D1 20,7 20,8 20,8 20,9 21,1 21,3 21,6 21,5 211
-F1 98,7 82,2 65,5 53,1 44,5 38,8 35,1 32,4 30,3
-D2 128,7 144.8 189,5 207,0 189,8 166,5 149,3 136,1 127,3
T1 158,5 165,9 160,3 169,6 178,8 189,2 198,6 206,7 213,6
-D3 355,5 327,9 286,2 265,2 280,5 287,6 273,6 2453 2157
T2 485,1 485,5 499,8 517,4 539,4 563,2 587,6 611,5 635,1
-F2 503,8 540,9 577,3 545,1 505,2 488,9 496,3 488,8 454,7
El 639,1 638,3 633,0 629,7 622,9 613,7 602,9 588,9 576,8




Tabla A.21 Resultados para viga con radio de curvatura 100 unidades, seccion

transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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0° 40 ° 80° 120° 160 ° 200 ° 240° 280° 320
131,4 177,4 238,7 227,3 218,7 236,4 235,8 194,8 159
355,6 316,6 263,9 2917 303,2 276,3 263,0 283,0 275
338,6 345,4 3514 361,3 374,6 389,5 404,7 416,3 425
491,4 539,7 608,5 680,6 687,8 654,4 611,6 595,0 569
682,5 658,0 620,7 566,9 561,8 587,3 616,1 606,0 603
702,9 703,4 717,3 738,1 761,0 783,8 808.,4 829,1 844
1084,1 1077,5 1040,2 1012,8 1031,0 1082,1 1125,2 1132,4 110¢
1109,7 1111,2 1164,7 1200,3 1186,8 1175,4 1193,0 1179,8 1152

Tabla A.22 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion
transversal 5x1 unidades y sujecion libre.

0° 40 ° 80° 120° 160 ° 200 ° 240° 280° 320
138,0 138,3 139,1 139,7 139,4 138,4 142,1 136,8 136
310,9 311,0 312,2 346,9 363,0 382,4 408,6 435,3 446
375,2 363,5 343,3 287,5 254.8 226,8 226,4 189,1 175
721,9 714,9 615,0 603,3 549,9 496,2 462,3 394,8 363
687,9 686,0 670,7 685,5 718,4 7474 784,1 808,2 830
560,6 575,8 722,3 754,9 809,2 821,6 762,1 693,6 622
980,2 979,7 995,9 1005,1 1081,9 1112,3 1101,4 1189,0 120¢
1339,5 1330,8 1320,1 1315,1 1298,1 1265,8 1239,4 1229,0 118¢
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Tabla A.23 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion

transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.

odos
0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320°
i6n
-D1 22,0 22,2 22,2 22,7 22,7 22,9 19,3 23,1 22,5
-F1 91,0 83,9 66,7 57,1 47,5 41,5 33,0 34,7 32,3
-D2 132,5 140,4 197,6 220,0 201,9 173,5 144,5 142,2 130,8
T1 180,2 187,1 170,6 172,8 185,4 203,4 193,7 218,1 238,9
-D3 371,3 347,1 306,4 284,3 297,6 302,0 2519 256,4 209,8
T2 478,0 495,3 505,4 540,8 523,8 505,8 530,4 499,9 467,1
-F2 579,0 588,9 629,9 572,0 567,5 591,8 563,0 629,4 618,7
El 676,7 676,7 680,0 668,7 665,4 655,6 606,7 633,5 629,0
Tabla A.24 Resultados para viga con radio de curvatura 20 unidades, seccion
transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320
2217 234,6 260,8 263,2 269,8 280,8 238,7 2297 216
371,2 332,2 300,9 319,1 322,0 295,6 292,2 305,0 287
373,8 379,3 379,5 383,3 3945 409,7 391,5 440,5 440
531,6 576,2 645,2 598,1 589,3 615,5 587,2 632,2 595
720,8 694,2 655,2 706,3 714,5 687,4 691,4 633,6 642
724,4 729,8 752,3 789,3 812,7 824,7 820,5 870,0 881
1143,3 1137,4 1105,6 1071,9 1086,9 1139,4 1047,8 1083,9 105¢
1145,8 11417 1152,0 1158,5 1162,4 1154,7 1159,7 1171,3 1141




transversal 5x1 unidades y sujecion libre.

Tabla A.25 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion
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0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320
118,7 1215 132,3 152,8 175,6 172,7 140,3 120,9 112
347,6 2849 277,2 256,8 219,2 198,4 207,5 2137 214
285,7 343,4 343,4 334,1 327,2 339,9 354,6 3314 297
467,4 481,2 516,0 605,4 701,9 723,5 719,4 687,6 686
678,8 649,7 602,9 531,7 489,3 442.,6 406,7 417,0 439
866,3 893,2 907,0 849,8 782,2 766,3 679,3 624,1 558
1082,3 1053,7 1003,2 1103,7 889,5 883,3 975,8 1003,8 912
1118,4 1072,5 1038,1 1281,4 1190,3 1163,8 1091,7 1060,3 1121

Tabla A.26 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion
transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
Mo
120 160 200 240 280 320
dos de 0° 40° 80 ° . . . . . .
‘ibracion
FD1 23,4 24,2 25,9 26,5 251 23,9 24,7 26,7 26,4
FF1 50,2 54,7 67,5 57,1 44,5 39,2 36,5 34,4 33,2
123, 175, 221, 202, 166, 146,

El 96,8 96,7 93,8 5 8 6 8 9 1
212, 209, 197, 173, 150, 130, 113,

T1 4 4 4 9 1 98,9 87,5 |
327, 306, 279, 297, 298, 261, 270, 287, 286,

FD2 1 5 1 4 2 1 4 3
411, 428, 477, 489, 437, 392, 366, 367, 386,

T2 6 5 6 7 9 0 9 8
674, 628, 570, 591, 586, 595, 558, 511, 487,

FD3 6 7 1 4 9 4 5 2
780, 800, 759, 638, 684, 712, 705, 696, 695,

T3 6 4 4 0 8 6 5 5




Tabla A.27 Resultados para viga con radio de curvatura 10 unidades, seccion

transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 32(
3214 279,1 222,0 257,9 299,2 270,3 2194 192,8 212
401,4 415,4 454,0 478,7 447,6 446,4 474,7 438,7 39:
629,1 606,6 540,1 500,9 569,6 573,4 561,6 505,2 50z
734,7 786,4 735,7 598,5 498,8 523,9 515,9 592,3 60¢
701,0 680,9 714,4 744,1 725,6 689,9 681,0 675,6 66¢€
881,7 850,5 858,8 904,6 988,5 981,5 923,2 893,3 85¢
11114 1172,2 11511 1109,0 1133,1 1161,7 1182,1 1136,6 105
1094,8 1018,5 951,7 921.,8 892,3 906,3 938,2 925,1 93:
Tabla A.28 Resultados para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal
5x1 unidades y sujecion libre.
S
0° 40° 80° 120 ° 160 ° 200 ° 240° 280 ° 320°
1
108,1 107,3 122,9 154,7 183,3 165,6 128,7 105,4 94,0
2224 207,1 202,3 200,1 221,2 223,0 209,7 208,5 199,6
! 289,9 301,9 351,8 354,5 287,1 283,3 322,0 305,9 287,6
469,5 431,0 436,8 488,6 410,8 373,4 375,4 431,7 485,1
: 603,9 602,4 595,4 537,5 623,2 630,2 584,2 526,4 494,0
772,6 718,4 756,0 762,1 762,5 731,3 636,2 601,9 571,0
1021,5 984,9 948.,5 941,4 877,5 868,3 948,5 920,5 8215
1164,0 1125,6 1140,0 1023,0 971,2 967,9 970,7 945,8 960,1




72

Tabla A.29 Resultados para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal

5x1 unidades y sujecion en voladizo.

odos
0° 40° 80 ° 120° 160 ° 200 ° 240° 280° 320°
10n
-D1 29,9 28,5 28,2 38,2 30,2 31,8 32,9 33,3 32,9
-F1 43,6 40,8 40,1 61,6 41,2 42,7 43,7 44,2 44,4
-D2 77,5 77,2 90,5 95,8 1110 102,2 89,6 75,5 65,0
T1 162,5 150,7 143,0 136,7 165,1 150,9 121,3 107,8 100,1
-D3 243,0 2529 298,2 262,2 267,5 267,4 2511 2452 240,1
-F2 406,8 365,1 369,7 381,1 345,5 313,6 350,0 338,4 306,6
T2 556,9 556,0 549,1 509,0 548,8 549,5 530,5 529,5 534,5
-D4 755,9 695,0 701,5 776,7 679,3 710,8 679,6 663,2 617,1
Tabla A.30 Resultados para viga con radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal
5x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
0° 40° 80 ° 120 ° 160 ° 200 ° 240 ° 280 ° 320
196,7 192,9 161,3 207,8 234,2 198,2 164,4 130,3 118
287,8 328,5 367,2 319,1 305,3 330,3 350,4 302,0 246
475,2 479,5 403,7 440,8 474,4 452,1 402,7 383,4 385
593,8 657,8 694,9 717,5 655,3 650,7 652,8 667,9 652
898,0 855,9 779,5 776,5 750,9 765,3 732,5 695,2 689
938,2 1018,8 1044.,4 798,6 792,0 783,8 778,0 8245 921
1285,1 1281,4 11491 1088,6 1122,8 1150,2 1115,9 1074,8 1042
1371,1 1385,1 1244,0 1186,7 1158,7 1153,2 11441 11249 112¢
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APENDICE B

Gréficas Frecuencia Natural vs. Angulo de

Pretorsion
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Figura B.1: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.2: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.3: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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Figura B.4: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 100 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.5: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 100 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.

1400

1200 -
1000 -
800 -
600 -
400 -

Frecuencia Natural (Hz)

200 -

——FD1
—=—FF1
— —FD2
FF2
—x—T1
—o—FD3
—+—FF3
—T2

0 40 80 120 160 200 240 280 320 360

Angulo de Pretorsion Total (Grados)

Figura B.6: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 100 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.
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Figura B.7: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 20 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.

800

700 +
600 -
500 -
400 -
300 -
200 -
100

Frecuencia Natural (Hz)

—_— —_—

——FD1
—=FF1
— —FD2
FF2
—x—T1
—e—FD3
——FF3
——E1

=3

0

40

80 120 160 200 240 280 320 360

Angulo de Pretorsion Total (Grados)

Figura B.8: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 20 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.9: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura 20 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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Figura B.10: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.11: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.12: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.



1600 -

1200 -

800 -

400 -

Frecuencia Natural (Hz)

—e—FD1
—a—FF1
— —FD2
—x— FD3
——T1

—+—FF2
FF3

——FD4

0O 40 80 120 160 200 240 280 320 360

Angulo de Pretorsion Total (Grados)

Figura B.13: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.14: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.15: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con
radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremo.
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Figura B.16: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.17: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo
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Figura B.18: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con
radio de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.
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Figura B.19: Grafica frecuencia natural vs. &ngulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 100 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.20: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 100 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.21: Grafica frecuencia natural vs. &ngulo de pretorsion total para viga con
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radio de curvatura 100 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremo.
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Figura B.22: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.23: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.24: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 20 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.
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Figura B.25: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura B.26: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.27: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 10 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.
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Figura B.28: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.



——FD1
—=—FF1
— —FD2
T1
—x—FD3
—o—FF2
——T2
——FD4

900

—~ 800 -

N

<

S 500 -

8 400 -

[&]

|

=}

§ 200

L 1004 T
——3—3%—% ——

O T T T T . T T T T
0O 40 80 120 160 200 240 280 320 360
Angulo de Pretorsion Total (Grados)

Figura B.29: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura B.30: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con

radio de curvatura 5 unidades, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos

extremos.
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Figura C.1: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura C.2: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura C.3: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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Figura C.4: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura C.5: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura C.6: Grafica frecuencia natural vs. angulo de pretorsion total para viga con radio

de curvatura infinito, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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Variacion del Primer Modo de Flexion Débil,
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Figura D.1: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.2: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.3: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.4: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.5: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura D.6: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura D.7: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura D.8: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en voladizo.
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Figura D.9: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion fija en ambos extremos.
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Figura D.10: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.11: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.12: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 2x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.13: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.14: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.15: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.16: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion libre.
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Figura D.17: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 5x1 unidades y en voladizo.
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Figura D.8: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 5x1 unidades y en voladizo.
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Figura D.19: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 5x1 unidades y en voladizo.
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Figura D.20: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 5x1 unidades y en voladizo.
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Figura D.21: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 0°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.22: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 120°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.23: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 240°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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Figura D.24: Grafica frecuencia natural vs. radio de curvatura para viga con angulo de

pretorsion 360°, seccion transversal 5x1 unidades y sujecion en fija en ambos extremos.
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APENDICE E

Acoplamiento Entre Modos de Vibracion
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Figura E.1: Acoplamiento entre el tercer modo de flexion débil y el tercer modo de
flexion fuerte para viga con angulo de pretorsion 147.2°, seccion transversal 2x1, radio de
curvatura 10 unidades y sujecion libre. 1) Vista isométrica. 2)Vista superior. 3) Vista lateral.

4) Vista frontal
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